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Neue Theorie fiir elektrische Sondierungen

(in einem Boden mit unendlich leitfahigem oder isolierendem Untergrund, in dem
die Leitfahigkeit nur von der Tiefe abhingig ist)

Von A. Belluigi, Perugia!’

Zusammenfassung: Zur Vervollstindigung unserer Theorie des Jahres 1957
"Asymptotische Formeln zur Bestimmung des von einem oder von mehreren
Elektroden im geschichteten Boden hervorgerufenen Potentials” Zeit. f. Geoph.
1957 (H.3 und 4), Teil I und II, haben wir eine neue Theorie der "elektrischen
Sondierungen” entwickelt. ‘

Diese Theorie bezieht sich auf Béden, deren elektrische "Leitfihigkeit” nur
in Funktion der Tiefe steht, mit leitendem oder isolierendem Untergrund.

Wir geben eine umfangreiche Kasuistik, die die schichtweise Bodengestaltung
des Untergrunds betrifft, indem wir das Verfahren fiir n Schichten verallgemei-
nern.

Abstract: To complete our theory of 1957 "Asymptotische Formeln zur Be-
stimmung des von einem oder von mehreren Elektroden im geschichteten Boden
hervorgerufenen Potentials” Zeit. f. Geoph. 1957 (H.3 und 4) Teil I und II, we
have developed a new theory for "electric soundings”.

This theory concerns grounds of electric "conductivity” in function only with
depth, with conductive or insulating underground.

We have given an extensive casuistry thatregards the stratiform configuration
of the underground, generalizing the proceeding for n layers.

Teil 1

Wir wollen hier die Verteilung des elektrischen Potentials ¢ (r) auf der
Oberfliche eines Bodens von isotroper Leitfihigkeit o (x) untersuchen, in Funk-
tion nur mit der Tiefe x, Verteilung durch ein punktférmiges Elektrod, das

1 Prof. Dr, A, Belluigi, Istituto di Fisica Terrestre, Facolt di Scienze, Universita,
Perugia, Italia.

15 Ztschr, f, Geoph, 25



114 A. Belluigi

Gleichstrom liefert, und das sich in der Entfernung r von dem beobachteten
Punkt befindet (Fig. 1).

Wir behalten die in [1] und in [2] gebrauchten Anmerkungen ebenso wie die
Berichte aus [1] und [2] bei.

Wir betrachten zwei charakteristische Fille:

§ 1. Der Untergrund hat unendliche Leitfihigkeit (o= ) fiir x > a. Dieser
Fall (¢) wird von nun an kurz mit dem Buchstaben *‘c’’ benannt. (conduttivo =
leitf4hig).

Der Untergrund ist vollkommen isolie- L - i
rend, (o.=0) fiir x > a, dieser Fall o5 hi
wird von nun an kurz mit dem Buchstaben ———-—7—"—"—#¥/¥—— H
4§’ (isolierend) bezeichnet. - - l

Diese beiden Fidlle stimmen 7 A

00
iiberein bzw.: a,,!o x
Fig. 1

Uber dem tiefliegenden Untergrunde lie-
gen horizontale, mehr oder weniger zahlreiche sedimentire Schichten (bis zur
Erdoberfliche).

Die Ldsung des Problems fithrt im allgemeinen auf die Berechnung eines In-
tegrals vom Typ: siehe [1] zuriick.

6 (= [ AN ANdA
0

wo wir Q(A) durch die Funktionen Y (a, A), Z (a, A) ausgedriickt haben, die
in [1] festgelegt sind. Wir erhalten genau:

(2) Q(A)=AZ(a,A) /Y (a, A), (“c”

2" QN =AZ'(a, N /Y (a, N, (7

Im Falle i) miissen wir beachten, daB (1) abweicht, weil wir physikalisch
nur diese Subtraktion haben:

Plry=dry= [ QI (Arp=TgArldA
0

aber wir konnen diese Ungiinstigkeit umgehen, indem wir die Bestimmung von
¢ (r) ein wenig dndern. Wir brauchen uns nur zu vergegenwirtigen, dag auf
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Grund der Reihenentwicklungen, die in [1] abgeleitet sind, wir fir o_= 0 er-
halten:

-

b
. 1
I\lln:)z\Q()\)=T], mit fa]=fa(x)dx

die uns, verbunden mit der bekannten Relation:

r d A "2
of“o‘“l"’o‘*’z”T“gT

erlaubt, die ¢ (r)) ~(r,) in dieser Form niederzulegen:

r 1
H(r)—d(r) = QN ——— | T, (r ,A)d A=
Pr)-d(r, of[ )\[a]] 01

N 1
- QA= ——| T (r.,A)d A
f[ Am] o 2 AR

_1_,(32_),
TR

Es geniigt daher im Falle **i’’ die folgende Gleichung mit zu bestimmen;

o

, r 1 1
(1) ()= QAN - ——| 7 (A)d A= —— Igr + cost.
¢ 6[ [ /\[a]] 0 [o] °

mit (M), die sich von (2') ergibt. Die Konstante ist vollkommen unwichtig,
da wir nur die Potentialdifferenz messen, und wir kénnen die Konstante daher
mit Null annehmen.

Im isolierenden Fall steht ¢ (r) fiir das Potential, (bis auf
den Faktor //2 7 natiirlich), das von einem Elektrod erzeugt wird.

§2. Unser Ziel ist es nun, der ¢ (r) als Reihenentwicklung
eine andere Form 2zu geben, die mit jedem Wert von (r)
konvergiert. Wie wir sehen, wird es sich um eine Entwicklung handeln, die
umso schneller konvergiert, je groBer (r) ist.

Es ist zu bemerken, daB  (A), die wir als Funktion von A betrachten, ein
Verhiltnis zweier vollstindiger, und daher eine meromorphe Funktion ist.

Die Theorie der Differentialgleichungen zeigt:

(%Y



116 A. Belluigi

1. die Pole von Q(A), d.h. die Werte von A fiir die sich der Nenner von
Q (X)) anulliert, sind alle einfache und nur imaginire Pole, mit der Ausnahme

von Pol (A = 0) im Fall von ‘i
2. die Reste, d.h. die Grenzwerte: ()\—)\i))\.,)\iﬂ()t) sind alle positiv

(A i ein Pol). Da auSerdem €2 (A) eine reelle, ungerade Funktion von A ist, so
wird mit )\‘. auch (-A i ) ein Pol sein, und er wird denselben Rest haben.

3. wenn wir den n Pol mit A =ip_  bezeichnen, wo p > 0, und mit
(y,) den entsprechenden Residuum: y, = lim (A-ip )Q ()\) Q (A) soer-

0 A-, un
gibt sich die Entwicklung:
(3) Q (A) 2 (l‘c ”
Zl A2+pn
3" Q) = — 7+ 2 Ay, [ A+, (e
o 1

Bevor wir vorwirtsgehen, wollen wir die Berechnungsbedingungen fiir die
(pn) und (yn) bestimmen. In Fillen, die in der Praxis interessieren, wird im
Allgemeinen die explizite Form der () (M) bekannt sein, die die Form eines
Verhiltnisses zweier Ausdrilcke, vollstindige Funktionen von (A) haben wird.
Wir nehmen nun an:

4 o(p) =iQGp)

Auch die (1) wird die Form haben (sie wird reell sein, weil es sich um eine
uhgerade Funktion handelt):

“4") op)=x(p /Y.
Wir bestimmen nun die "positiven" Werte von () und erhalten:

(5) ¢ (u) =

Diese Werte konnen wir in einfachen Fillen errechnen. In komplizierteren F31-
len bestimmen wir sie z.B. graphisch zuerst auf grobe Art und Weise, um dann
die Berechnung mit einer numerischen Methode, z.B. diejenige von Newton,
zu prdzisieren.

Wenn wir einen ganz annihemden Wert i der n Wurzel von ¢ (u) = 0
kennen, so erhalten wir einen vervollkommneten Wert von der:

p= i, =gE) /Yt ()

Es genligt nun, dieses Verfahren 2 bis 3 mal zu wiederholen, um sich an den
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prdzisen Wert anzunihem. Wenn (pt,,pt,, ... pt;) bekannt sind, dann berech-
nen sich die Y, (Theorem vom Hospital) von:

6) Yo = ¥ lp) /¢t (1)
Wenn wir p_, y, kennen, und die bekannte Formel anwenden:
j"f AT (Az2) ()
——— =K (pnr);
0
o A+l

Bessel Funktion der Ordnung 0, mit dem imaginiren Argument, von dem wir
weitgehende Tabulaturen haben, indem wir die (3), (3") in die (1) und (1°) ein-
setzen, filhrt uns zu den folgenden Formeln:

H(r) =2 Yo Ko (e 1) s (“c*

n
() =2

~Mzg =8

1 [ IFE]]
ynKo(/tn.r)—mlgr, (*“i

Die Reihen (7) konvergieren tatsdchlich fir jeden Wert
von (r), umso schneller, je groBer (r) ist.

Tatsdchlich hat die (K ) fir die hohen Werte von (x), den asymptotischen

Ausdruck:
-~ w -x
Ko =yf55 e

und wenn wir die (g) in eine zunehmende Folge bilden, nehmen die Beitrige
der einzelnen Glieder schnell ab. In der Praxis genligen, ftir nicht zu kleine
Werte von (r), oft wenige Glieder um die ¢ (r) abzuleiten.

Wenden wir nun die (7), (7') fiir das Problem einer oder
zweier Schichten an.

Zuerst geben wir ein allgemeines Verfahren um in erster
Linie Q(X) fir einen geschichteten Boden, oder fiir einen Boden mit stetiger,
senkrechter Variation (der Sedimentation) zu errechnen.

In der [2] ist die Q () ausgedriickt worden:
_ 2 W amZ (B, N +AZ (BN
Q (M) o (B) Y’ (B,A)+AY (k)

wo Q' (\) fur die Q (M) steht, die sich auf einen Boden bezieht, von dem die
Schicht (0 < x < h) weggenommen worden ist. Wenn diese Schicht homogen,

® Q)
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und von der Leitfihigkeit (o) ist, ist es leicht, siehe [1], auf Grund der Aus-
fithrungen von Y (x, A); Z (x, A) zu finden:

()] Y(x,A)=ch(Ax); Z (x, Q) =

sh(Ax)
o

und daher wird aus der (8):

1 2 MehAR+0"sa (AN

Q(\)
T Q" (M) sh (AR +0-Ych (AR

(10) .
1 2 M+o”leh(AB)
7 Q" (M) th (AR 407!
In einem geschichtetenBoden driickt (10) die 2 (X) durch die Leitfihigkeit aus,

(o) Michtigkeit () der ersten Schicht, und die Q' (A) steht fiir den Boden,
der aus den tibrigen Schichten zusammengesetzt ist.

Wenn die Q(A) bekannt ist, die sich auf (a) Schichten
bezieht, so macht sie es mdglich diejenige zu berechnen,
die sich auf (n+1) Schichten bezieht.

Es geniigt also, die () zu kennen, die sich auf eine ein-
zige Schicht bezieht, um das Problem vollstindig zu 18sen.
Diese erhalten wir leicht durch die (9), (2) und (2°).

Fiir eine Schicht (o, A) bekommen wir:
(1) QM) =o0"reh AR, (¢ QA =0 leth (AR, (vin
Gegeben: A= ip, w(p) =i Qip, o (1) =iQ Gp)
bekommen wir #hnliche Formeln fiir die o (p), und d.h.:

Fir eine Schicht:
(12) () =-o"tig(uh), (“c”; w(p)=0"teg (uh), (i,
wihrend die vorausgegangene Formel (10) diese Form annimmt:

1, o* (j1) cos (y h) -0~ sen (i h)

olp)=0"
o* (i) sen(uh){-o'—lcos(llh)

(13)
-1, w* (u)—o"1 tg (jLh)
w* () tg (vh)+0™ !

A. Eine einfache Schicht (o, h) Leittihigkeit (o), Michtigkeit 4.-

Die Pole werden in diesem Fall durch die Gleichung (5) bestimmt:
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cos uh =0, (““c”,
sen ph =0, (“ar,
durch die wir gelangen zu:
1)@ g
Ky = (n _-2—)7 ’ (e
I, = nhl , (¢i

und fiir die (y,) bekommen wir durch die (6): y, = 1/ 0 - 4 in beiden F4llen.

Wir setzen diese Werte in die (7) und (7') ein, und bekommen:
(

(14) (ﬁ(") = 0_2’1 Z KO [(n—%)-’—;lll R (*c*
1

ary w0 Sk [ ]-ur] e
1

B. Zwei Schichten (o, 4), (0’, #*) der Leitfshigkeiten (o, 0'), Médch-
tigkeiten (4, 4’).

Um die o (p) zu errechnen, gebrauchen wir die (13). Zuerst haben wir
durch die (12) und (12’) (die w* bezieht sich auf die 2. Schicht):

w* (u)=—o—1,tg(uh'), (“*c”
o () = g (30, i
durch die, wenn wir die (13) anwenden, und ¥ = 0’/0 gegeben ist, wir ge-

langen zu:
tg (k) +xtg(ph”)

tg (uh) tg (uh)=- X

-1

w‘ (Il)=a (llc"

1 l=Xxtg(ph)tg (juh’)
tg (k) + xtg (2 4")

0 (lli"

o* () =0~

Diesen Ausdriicken kdnnen wir auch die Form geben:

—1 sen (y1a) ~k sen (jraa)
cos (jta)+kcos (jraa)

w(ll)="0 , (“C”

1 cos (qta)—«kcos (yran)
sen (jta) + k sen (j1 a a)

1U(ll)=0'- , (uin

Wo wir gegeben haben: a = & +4’, a = (A" —=h)/ (K" +h), k = (x-1/ (x+ 1.

(%Y
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Wenn wir die Nenner annullieren, so bekommen wir die g . Wenn p, = v, /a
gegeben ist, so bekommen wir fir die Bestimmung der (v,) die Gleichungen:

(15 cosv+kcosva =0, (*"; sen i1+ ksenva =0 (¢
! ,

Die Losungen dieser Gleichungen bekommen wir durch graphisches oder nu-
merisches Verfahren, (es genligt die Schnittpunkte mit x > 0 der Kurven y =
=cosx it ¥y = —kcosax im Fall ““¢c’ und y=senx mit y = —senax
im Falle i’ zu finden). Wenn wir die positiven Lsungen mit v, bezeich-
nen, in zunehmender Ordnung, von den (15) und (15’) bekommen wir fir die Ya
von der (6):

sen v —k sen (a v)
y. = 1 n ( n ’ (“C"
n O+a senun+x-asen(nvn) ’

cos v —kcos (a
y. = 1 n ( Vn) (s¢i
n o+a cosvn+f<-acos(avn) ’

deshalb werden die (7), (7°) zu:

9 X sen v, =K sen (a vn) v, r -
(16) ¢")=a.az?s ol =) . e

en vn+a K sen (a Vn) K

(16°)

1
¢ (1) = —

oo ,
22 cos v, Kk cos (a v,) . v, T 11—« s
a cosun+aKcosﬁxvn) 0 a T+ak 8 ’
1
(“""

Diese Formeln vereinfachen sich sehr fiir 4 = 4, (a = 0).

Im Fall “¢’* wird aus den L8sungen der (15), die nun die Form cos v=-«,

annehmen:
2(rn+a), n=0,1,...

2(an -a), n=0,1,...
a = arctg\/ y = arctg\/ 0’ /o, und die Y, werden gleich: ala = 2:,,‘ ’

= des-
halb schreiben wir die (16):

amn
G(r) = g'loh { Z Ko [(ﬂn+a)%] + Z Ko [(ﬂn—ﬂ)%]] , (¢
n=0 n=1

Noch einfacher zeigt sich Fall *¢;** fur & = A,
Die (15') wird zu senv = 0, von der die positiven L8sungen durch v, = 7n,
(n=1,2 ... gegebensind. Die y, werden in diesem Falle zu:
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Yoo = V/h(o+0"), y,.., =Xx/hlo+0’)

hierdurch bekommen wir fiir ¢ (r):

o0

Tr 1
b (r) = ———h(0+0,) {ZKO (n—h—) -—Z—Igr} +

1

rker S [0 ) 2] e

Unendlich diinne Zwischenschicht.

an)

Wir prizisieren weiterhin die Formeln, in denen die zweite Schicht unend-
lich diinn ist; die Leitfihigkeit kann im Fall ‘‘i’’ vernachlissigt werden, fir
den Fall **c’’ ist die Leitfihigkeit o groB, sodaB das Verhiltnis 4’/0¢’, oder
das Produkt A’ o’ bestimmt bleiben. A’/c’, ’ ¢’ werden manchmal "Stir-
ken™ der isolierenden oder der leitfihigen Schicht genannt.

Es ist nicht nétig andere Fille zu betrachten, weil die keinen Beitrag leisten:
tatsichlich verbindet sich eine leitende diinne Schicht ““¢’’ mit dem Unter-
grund, und ihnliches kann man fiir die isolierende Schicht *‘i’’ sagen.

Wir bezeichnen mit p, ¢

h’

’
.%' fiir LLPALP p= hhg fiir i

q=?

Nun kénnen wir in dem Ausdruck w (p), tg ph’ durch p A’ ersetzen, sodaB aus
den Ausdriicken wird:

(1)([1)= 0—1 qllb+2n(uh) , (*“c”
gphtg(ph)-1
(l)(ll)=0'-l l-p[lhtn([lh) , (u‘-n

tg (ph)+pph
Wie oben ist p = TD gegeben, und wir bekornmen fiir die Bestimmung der (v)

die Gleichungen:
(18) ctgv =4qv

(18’) tgy =—pv

Die Wurzeln dieser Gleichungen finden wir numerisch oder graphisch. Fiir die
graphische Ldsung brauchen wir nur den Schnittpunkt mit x > 0 der y = ctg x
mit derGeraden y = ¢ x fir ““c’’, und der y = tg x mit der Geraden y = —px
fir *i*’ zu finden.

16 Ztschr, f, Geoph, 25

(NN
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Die y, bekommen wir durch (6), und nach einigen Anderungen, (alle v die
linienférmig erscheinen, werden mit ctgy beziehungsweise (—-tgy)/p er-
setzt), auf Grund der (18), (18") schreiben wir:

1 -
Y, = Ry (l+qsen2y‘,) 1 . (“c”

1]

Yo = Tk (1+pcoszu‘.)_l , (4

Wenn wir diese Werte in die (7), (7°) einsetzen, bekommen wir bzw.:

> Ko (V r/h)
(19) ¢(r)= Oh Z , (sc”’
1 I+qseu y;
, 9 hnd k (v, r/h) 1
s — ] IFel)
(19°) ¢ (0 U_T{; l+pcoszvl. 2(+p 87 [ (s

die v; sind die Lésungen der (18) oder bzw. der (18°).

Alle diese Formeln sind fiir die numerische Berechnung sehr
nitzlich, da fur «, sehr ausfithrliche Tabellen bestehen.
Wenn wir auBerdem bedenken, daB wir fir die groBen Werte des Arguments:

1
Ko(x) ~ (%) 2,,.7%

haben, k&nnen wir auch schnell beurteilen, welche Glieder wir noch in Betracht
ziehen milssen.

Verallgemeinerung des Verfahrens fur “n’ Schichten
Fassen wir noch einmal das Schema zusammen:

1. Durch die (12), (12'), (13) berechnen wir die ® (¢t), die in Form eines
Verhiltnisses trigonometrischer Ausdriicke erscheinen wird.

2. Mit einem dem Fall angepaBten Verfahren (graphisch, numerisch oder
auch algebraisch, wo das mdglich ist), bestimmen wir die Werte (eventuell nur
die ersten) der positiven Wurzeln des Nenners der @ (pt):pr s jtgs«-

3. Wir bestimmen durch (6) die entsprechenden y, = lim (p-p ) o (p)
n=p,

4. Wir wenden endlich die (7) oder (7°) filr die Berechnung der ¢ (r) an.
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§3. Methode fiir “n” homogene Schichten mit Méchtigkeiten
in rationellen Verh#ltnissen.

Das Verfahren, das wir darlegen werden, macht es mdglich, die Berechnun-
gen auszufilhren, ohne transzendente sondern nur mit algebraischen Gleichungen
2Zu 18sen (was vom numerischen und graphischen Standpunkt aus gesehen weniger
schwierig ist) und es macht es moglich, die Losung aus nur drei Typen von L&-
sungen zusammenzusetzen, die wir mit: *‘c,”, *“c,”, *“i,”” bezeichnen wer-
den.

Der Typ *“c,”” wird durch eine einfache Schicht (o, ) mit leitendem Un-
tergrund o '® dargestellt, dessen Losung durch die (14) gegeben ist;

2 - 1) mr
¢(f)=m; KO[(H+?)h—J‘

Der Typ *‘i." wird durch die #hnliche Ldsung fiir einen isolierenden Unter-
grund dargestellt und ist gegeben durch die (14°):

2 = ar\ _1
‘/5(f)=a’h [Z Ko(nT) 218’}-
1
Zuletzt der Typ “c2" wird durch 2Schichten von gleicher Michtigkeit (),

von der Leitfshigkeit o (1.Schicht), und o’ (2.Schicht) dargestellt, mit einem
leitenden Untergrund '®, dessen Losung durch (17) gegeben ist:

¢(r)=o—f}; {Z Ko [(n+r)‘7}:—rJ +Z Ko [(n-r)%J}, mit
0 1

r=717-arctg X, X=0/0o

Der nicht allzu rare Fall, den wir wirklich untersuchen,
betrifft einen Boden, der aus homogenen Schichten zusam-
mengesetzt ist, deren Michtigkeiten inrationellen Verhilt-
nissen zueinander stehen, oder sonst vielfache Schichten

derselben Michtigkeiten (A).

Es handelt sich, in anderen Worten, um einen Boden (mit einer leitfihigen
oder vollig isolierenden Unterschicht), der aus n Schichten von gleicher M4ch-
tigkeit besteht, mit untereinander verschiedenen oder teilweise gleichen Leit-
fihigkeiten. Wenn: (o, 0’,0” ...) die Leitfihigkeiten der verschiedenen
Schichten sind (von der Oberfliche ausgehend), die auch untereinander gleich
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sein kénnen. Aus der Struktur der Formeln (10), (11), (11°), sehen wir, da8 die
Q (M) in diesem Fall eine rationelle und ungerade Funktion von tg A A, sein
wird. ‘In anderen Worten, wenn wir bezeichnen:

(20) z=tnh(AB),

die Q(A) wird von der Form: Q(A) = f(z) sein, da f(z) ein Verhiltnis
zweier Polynome ist, von denen der eine alle geraden und der andere alle unge-
raden Potenzen enthilt, und von Graden, die sich in der Einheit unterscheiden.

In der geoelektrischen Literatur wenden wir e =2Xh a15 : Veranderliche an.
Aber unser Verfahren macht es mdglich in der Berechnung Polynome niedriger
Grade (Hilfte) zu gebrauchen. Die Berechnung von f(z) wird durch die Formeln
ausgedriickt, die wir mit der (20) von den (10) und (11°) erhalten, und aus denen
wird:

Fir eine Schicht:

(“i’l

1) f(a) =%, (e [ =5+,

Fiir n Schichten:

1 *(2)+z/0

(22) f(z2)=0" T (D170

wenn f* (z) die f (z) ist, die .dem Boden entspricht, von dem die Schicht (o)
weggenommen worden ist.

Zum Beispiel, fiir einen Boden, der aus zwei Schichten zusam-
mengesetzt ist (0, 0’) mit einer leitfihigen Unterschicht (Typ
“cz") haben wir von der (21), f* (z) = z/0’ die, eingesetzt in die (22) sofort
ergibt:

(23) f ()= 1+ X z , mit X =o0'/o
o I

Die (21),(21"),(22), stellen die f(z) in Fillen bezeichnet
als Typ *“c,”, beziehungsweise ‘i " und ‘c,” dar. Sie machen
es andererseits méglich, auf wiederkehrende Art und Weise
die f(z) fiir eine beliebige Zahl von Schichten zu berech-
nen.

Nun leiten wir fiir { (2z) von den Eigenschaften der Funktion f () ange-
fuhrt unter 1.,2.,des § 1. ab, daB, wenn sie aufgeteilt wird, sie sich in Glie-
der dieses Typs zusammensetzen wird:
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b, z c
z, —~— und —;aq,b,¢, ¢,
f .+ 22 z t ¢
13
nicht negativ, von denen das letzte nur im Falle ‘“i** vorhanden sein wird. Das
1. entspricht nun einer Losung des Typs ‘‘c,” mit o = a~1, das 2. entspricht

a

einer Losung des Typs *‘c,”” mit X = 0’ /o gleich ¢, undoz , und

i
das dritte entspricht einer Losung des Typs *‘¢,”. Wenn dann diese Aufteilung
ausgefithrt worden ist, so geniigt es die Lésung o = ¢~ ! mit den durch die oben-
genannten Parameterwerte erwihnten Losungen zusammenzusetzen.

Wir bestimmen nun die giinstigste Art um diese Berechnun-
gen auszufihren, und beginnen mit dem "leitfihigen Unter-
grund”: ‘“c”.

Der leitfihige Untergrund: *“c’’.
’ ’”

Wenn x, X¥’> X" .. die Verhiltnisse von X =UT » X' = io- » «« sind.

Die f(z) ist von der Form: z ¢~ 1. g (z%), mit (g) als rationeller Funktion
von z2. Ahnlich g* (22) ist die (g) die der f* entspricht. Wir haben, wenn
gegeben ists

fz)=z-0"1 g(22), fr(2)=z-(0"" 1 epg* (%), und z%=¢
in den (21) und (22), die:

(24) g(&) =1 fir eine Schicht;

(25) g (&) = ;*((f))':xx fir n Schichten,

wenn g* (£) die (g) ist, die einem Boden entspricht, von
dem die erste Schicht weggenommen worden ist.

Die (24) und (25) erlauben in wiederkehrender Form die (g) fir (n) Schich-
ten zu berechnen.

Die g (&) wird sich in der Form ergeben:
(26) g (E)=p(E)/q (&)
wenn p (&), ¢ (§) Polynome sind, vom Grad (n ~ 1) /2 fir (n) ungerade, wih-
rend fur (n) gerade ¢ (&) vom Grad n/2 und p (&) vom Grad % -1 ist. Die

Wurzeln von ¢ (&) sind negativ und verschieden voneinander. Um die Auftei-
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lung in Glieder der g (&) bestimmen wir die Ldsungen (jetzt positiv) der alge-
braischen Gleichung:
N g(=&)=0

die wir mit ¢ 1 ¢ g+ +-- bezeichnen. Weiterhin ist gegeben:

B pl=g) (= lim, (C+&)p (&) /q (&)
. = ’ = m i p q9

’ ql("fi) _’-é‘i

(28)

a = lim p(£)/q(&)
,f:oo

fir » ungerade bekommen wir die Aufteilung:

n/2 .
g (&) = Z (Z%f_) (fiir n gleich

1
(n—1)/2 ﬁ
g (E)=a+ Z mj (fir n ungleich

1

(29)

Wir geben & = z2 und fuhren die f (z) ein, und kommen zu dem Resultat;
im Fall von (n) gerade, ist die Losung die Summe von n /2 Losungen des Typs
“c,” mit x; = &, und (o) (Leitfahigkeit der ersten Schicht) = o (1+¢&,)/

B

A. Fur (n) ungerade, ist die Losung die Summe einer L8sung des Typs “cl"

mit G gleich o/a, und von (n—1)/2 Losungen des Typs *c,” mit x, =£,
und o, =0 (1+&,) / B;-

Wenden wir das Verfahren als Beispiel an einen Boden an,
der aus drei Schichten von gleichen Michtigkeiten und von
Leitfihigkeiten (o, 0’, 0’") besteht, (Unterschicht leitfihig).

Drei Schichten mit leitfihigem Untergrund (vier Schichten
in der Gesamtzahl)

’ ”"”

o o . . .
Wenn X = ——, x’= — gegeben ist, so bekommen wir nach einer ersten
Anwendung der (25) mit:

g*(f)=1, x:x’
g(§)=(1+x’)/(§+x’)



Neue Theorie fiir elektrische Sondierungen 127

Wenn wir sie ein zweites Mal mit g* () = (1 +x’)/ (£+ x’) anwenden, so
bekommen wir fiir die g (£):

g6 = ZEX1EX XX =

+x+xNé+ryxyx’ 1+x+x’

(1+y)(1+yn?
+
(M+x+xN2-[&+xx'/Q+x+xn]

In unserem Fall bekommen wir:
% g xx o Arx)A+x?
I+x+2> " 17 T4+x+x" * P17 (1+x+x')2

a =

Von unserem Theorem entnehmen wir demnach, dag8 sich die verlangte Lésung

1+ x+ ¥’

und aus einer des Typs “‘c,’’
x

aus einer des Typs *“‘c,” mit 0= o 2

1+yxy+y’

, und x = x x* / (1 +x + x’) zusammensetzt.
1+y’

mit 0 = o
Wenn x =1, x¥’= 1 gegeben ist, so bekommen wir die Ldsung des Problems

der zwei Schichten, mit einem Verhiltnis der Michtigkeiten gleich 2 oder %

Drei Schichten mit isolierendem Untergrund.
Hier ist es zuerst angebracht, die Losung des Typs ‘i’ abzusondern.
Essind: s,s%, s, ... s°=0"4+0"+.e., s =0+0"+... USW.
xX=s/o, Y'=s'/o’, ...
Nun haben wir fiir die Konstante (c) des Glieds ¢ /z:

e = lim 2 /() = lin AR Q) = b lim LEB. 5 0 () =-[—"—]

z-0 > 00 ag

und wenn wir die Begriffsbestimmung [o] = & s haben, so bekommen wir ¢ =
=1/s.

Wir geben, um die Berechnungen zu erleichtern:
1
f(z):—:[zg(z2)+_l}’ ,t(z):%—[lg*(zz)i-?} , 22::6

Unter diesen Voraussetzungen werden die (21°) und (22) zu:

(30) g (&) =0, (fiir eine Schicht)
(31) g (&) = (x=1—ELE*X  (fur n Schichten)

' TAACI DY



128 A. Belluigi

wenn es die g* (&), g ist, die dem Boden entspricht, von dem die erste Schicht
weggenommen worden ist. Die (30), (31) erlauben es wiederkehrend die (g) fiir
(n) Schichten zu errechnen. Auch die (g) hat jetzt die Form:

(26) g(&)=p (&) /q(&)

wenn p (&), ¢ (&) Polynome sind, vom Grad (% - 1) fur n gerade, wih-

n-—1 n—1
5 -1

rend fir n ungerade ¢ (§) vom Grad —— , und p (£¢) vom Grad

ist. Wir geben, wie in ‘“c’’ die Lésungen der Gleichung mit fl. an

(27%) g(=&) =0
und mit B; und a

28" B,=p(=&)/q(=&), (= lim ({+&)p(E)/q (&)

4""5;’
lim P(E)

a = li ’ fiir n gleich
£roo () 8

Wir kommen zur Auflsung von g (£):

(n—=1)/2
g (&) = Z B‘./({"+{"i). (fur n ungerade
(29") '

n

2.

2
g(&)=a+ Z B;/({+&), (fur n gerade.
1

Wir kommen daher zum folgenden Ergebnis fiir die Auflésung im Falle *‘i

B. Fur (n) ungerade ist die Losung die Summe von einer des Typs ‘‘i,”” mit
o=s und (n-1)/2 Losungen des Typs *‘c,’”” mit x, =¢&,, und o, =
=s(1+¢&)/B,;.

Fir (n) gerade setzt sich dle Ldsung auseiner des Typs *i,”” mit 0 = s

’

zusammen, aus einer des Typs *‘c ;" mit o = s/a und %—1 des Typs ‘‘c,’
mit x; = £; und o,=s(+&)/B,.

Wir belegen die Ergebnisse filr n =2 und n = 3 mit Beispie-
len.

Fiir 2 Schichten (n = 2) von Leitfshigkeiten o, o’, bekommen wir so-
fort durch die (31) mit g* (£) = 0
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(&) =x-1=x2, (=0'/0

und daher: die Lésung flir 2 Schichten ist gleich der Summe aus einer
Lésung des Typs ““i,"” mit G = s,(=0+0’), und aus einer desTyps ‘‘c " mit

o=s/x, ( = -La‘f’)g) , und dieses Ergebnis stimmt mit der (17") iiberein.

Betrachten wir nun 3 Schichten von den Leitfihigkeiten
g, o0',o".

Wenn g* (£) = x’ gegeben ist (obenerwahntes Ergebnis), und wir uns an die
Begriffsbestimmung von ¥, x, x’, erinnem, so bekommen wir durch die (31):

x(1+y)(1+ x’)2
o (§+ L+X+X X )
X
Wenn wir unser Theorem anwenden, so bekommen wir: die Ldsung von 3 Schich-
ten (von gleichen Michtigkeiten), mit isolierendem Untergrund, ist aus einer
Lbisung desTyps ““i)”” mitT = s, (= o+0’+0"") und aus einer des Typs “e)”
mite

g(&) =

glo+a’ +0’

ag=s/[xy(1+y"], (:————) , und

—_— =(l+x+xx")/x’
g +0

Rl

zusammengesetzt.

1]

Natirlich erhalten wir auch in diesem Fall, wenn x = 1 oder x’ = 1 gege-
ben ist, die Losung des Problems der 2 Schichten mit isolierendem Untergrund
und Michtigkeiten 2 oder 1/2.

AbschlieBend: wenn ein aus n homogenen, horizontalen
Schichten zusammengesetzter Boden gegeben ist, und die
Michtigkeiten der Schichten in rationellen Verhiltnissen
bleiben, so wihlen wir als (k) einen Divisor dieser Schich-
ten, und der Boden wird in Schichten der Michtigkeit (4)
aufgeteilt. Durch die sich wiederholenden Formeln (24), (25)
im Falle *‘¢” und (30), (31) im Falle ‘i’ berechnen wir g(¢),
(indem wir vom Grund zur Oberfldche hin verfahren).

Wenn die g () in der Form eines Verhiltnisses zweier Polynome p (&) /
/ ¢ (&) eingesetzt wird, so leiten wir numerisch die Wurzeln der Gleichung
g(-¢&) =0 ab, danach die B; und moglicherweise die a (die nichts anderes
als das Verhiltnis der Koeffizienten der hdchsten Potenz von p (£) und ¢ (£)
in dem Fall ist, in dem die Grade gleich sind, sonst ist a = 0) von (29). Durch
die Theoreme (A) und (B) bestimmen wir bzw. die o und ¥ Ldsungen des

17 Ztschr, £, Geoph, 25
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Typs (¢, ¢,,i) von denen sich die Lésung zusammensetzt, die wir letztlich
- erhalten, indem wir die verschiedenen Komponenten durch die gefundenen For-
meln berechnen.

Um das Verfahren besser zu erklidren, betrachten wir ein
numerisches Beispiel: 4 Schichten deren Michtigkeiten im
Verhiltnis 3:1:2 und deren Leitfihigkeiten im Verhdltnis
3:1:7 stehen. (Untergrund isolierend), wie wir aus der Figur 2 ersehen:

Die absoluten Werte der (4, o) interessieren - —r
nur in den Endresultaten, und betreffen im We- 77277777 €=3 3
sentlichen die Wahl der Einheit, wir kénnen -“ — _¥
daher von ihnen absehen. Die Einheit ist ein 3 —ZT
Divisor der drei Mdichtigkeiten, um daher un- ¢ L /_L
sere Methode anzuwenden, ist es giinstig als (&4) Cnz0 ”
die Michtigkeit der zweiten Schicht zu wihlen, )
und das Problem gilt nun fiir 6 Schichten. Um Fig. 2

die ¢ (£) zu berechnen, gebrauchen wir die

(30) und (31). Da uns in den Berechnungen auch die ( ) interessieren, bedienen
wir uns der folgenden Tabelle, die sich aus der Definition, gegeben von s und
aufbaut:

n 6 5 4 3 2 1

o 3 3 3 1 7 7

s 24 |21 |18 |15 | 14 7

x| 8| 1| 6|15 2 |==

An Stelle eines leitenden Untergrunds tritt natiirlich die s und ¥ mit den x
indem wir nacheinander die (24), (25) gebrauchen.

Wenn nun die (30), (31) vom Grund aus angewendet werden, so ist die Nume-
rierung (n) der ersten Reihe auch vom Grund ausgehend niedergelegt worden.
Die fortschreitende Berechnung der g (£) bietet tiberhaupt keine Schwierigkei-
ten. Wir bekommen, (wenn wir die ¥ der Tabelle nehmen):

(30) g(é)y=0, =1
(1) n=2 g(§)=1—gf’—;%=1
ned g(£) =14 lEls 22

E-1+15 ~ &E+15
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224

T 46
_ _2&+157 . _&t+15
n =4 g(f)-—Z%IQ—, g(f)—s‘f 294 P
£+ 15
3 &+157
+7
n=25 g(f):B———241§+552 , g(f)=6 233 :1957
E44106 £+ 21 2_3%'W+7
g 41&+55
2 2
n=6 g(f)= S +187E+76 f(&)=7—2% +i<l)6§§:5§1
6&E2+23&+3 E.p—2L&¥55 o

&2 4106 £+ 21

daher bekommen wir endgltig

g (&) =& _ £2+ 1476+ 76
g (&) 6&%2+23&+3

P(E)=E24+147&+76, g(E) =682 +23E6+3
Die Gleichung ¢ (= &) wird 6 £2~23 £+ 3 = 0 mit den Wurzeln:
&) = 45 [28-visT], &, =% [23+/a57]
Von der (28) bekommen wir fir die a, ﬁl . 62 die Werte:

) E2-147&,+76 53—147 £,+76
A == B = =
6 ' 1 23-12¢) r P2 23-12¢,

Wenn wir das Theorem (B) anwenden, und bedenken, daB s = 24 so kommen
wir zum Endresultat.

Die Losung setzt sich zusammen aus: 1. einer L8sung des Typs “i,” mito = 24

2. einer Losung des Typs “c,”” mit o = 144 3. einer Losung des Typs e,

mit
1 (1+y)(23-12x)
. -/ , 0= 24
X 13 (23 457), O 2 % 147 X+ 76

””

4. einer Losung des Typs ‘‘c,’” mit
1 (1+yx)(12y~23)
= —— (23 +/457), 0 = 24
X =7z 23 )@ -2+ 147 ¥-76
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Teil 11

Fassen wir nun die Resultate zusammen, die wir aus der Berechnung
des elektrischen Potentials durch die Reihenentwicklung von
Kelvin Funktionen der Ordnung K erhalten haben, die eini-
gen der charakteristischsten Bdden entsprechen.

Wie wir gesehen haben, besteht die Berechnung im wesentlichen aus einer
transzendenten Gleichung, der Bewertung der Koeffizienten der Reihenentwick-
lung, der Tabellierung der einzelnen Glieder. Nur die Lésung der Gleichung
kann einige Schwierigkeiten mit sich bringen, der Rest ist vollkommen elemen-
tar, da von den K o (B.M.A.) sehr ausfilhrliche Tabellen bestehen. Aus diesem
Grund wird fir jeden Fall, auBer dem Ausdruck ¢ (r) auch eine Methode zur
Lésung der entsprechenden transzendenten Gleichung gegeben, graphische und
numerische Methode. Graphisch werden sich die Wurzeln als Schnittabszisse
zweler Kurven ergeben: einer festliegenden, und einer von den Parametern ab-
hingenden. Im allgemeinen gentigt es, die Wurzeln nur ungefihr zu bestimmen,
und sie dann mit einre numerischen Methode zu vervollkommnen, als die wir
die Newton Methode gew#hlt haben. Fiir jeden Fall wird also eine Formel
vom Typ v; = s () gegeben, (abgeleitet von der Newton Formel), in der
wir fur ¥, einen annihernden Wert der i Wurzel gesetzt haben, l,’l(Fi) liefert
einen genaueren Wert derselben Wurzel. In der Praxis ist es glinstig, dieses Ver-
fahren zwei oder drei mal zu wiederholen, bis ¥; und l/!(l—/‘.) praktisch itber-
einstimmen. Wir miissen noch hinzuftigen, da8 die v; die positiven Wurzeln der
zur Frage stehenden Gleichung sind, und daher zeichnen wir in den Graphiken
nur den Teil mit positiven Abszissen auf.

1. Einfache Schicht (o;4), Leitfihigkeit o, Michtigkeit &4,
Unterschicht unendlich leitfihig (Fig.3):

_ 2 < 1) nmr c h
@ (= ok ZKO [('H'_E)—h—]
0 % W/A
Fig. 3

2. Einfache Schicht g, 4, von der Leitfahigkeit o, und Mich-
tigkeit A, Unterschicht isolierend.

s00= e {5, (n5) -



Neue Theorie filr elektrische Sondierungen 133

3. Zwei horizontale Schichten, unbestimmt tibereinander-
liegend o,0’, Michtigkeiten A, &’ mit unendlich leitfihi-
gem Untergrund.

=h+h
(R’ =h) /(B +h)
@’=0)/ (0’ +0)

a
a
K

Gleichung zu 16sen: cos v+ k cos (va) =0

Wir zeichnen die Kurven: y = cos « (festliegend), y = —k cosa x, und wenden
die Newton Formel an:

cosFi+Kcos(a 17‘.)

Vi:vi— senFi+uKsen(aVi) ¢

Davon leiten wir abs

00 sen v, ~ K sen (a v,)

2 d :
gb(r)=‘n ZciKo (Vi’/a)’ ¢ = sen v, + ksen (a y;)
1

4. Zwei Schichten wie in 3. mit isolierendem Untergrund:
o, = 0.

Gleichung zu 18sen: sen v+ k sen (va) = 0

Wir zeichnen die Kurven: y = senx, y = —«sen(a )

Wir wenden die Newton Formel an:

sen7i+!<sen(07i)

Vi=vi— cosi_/".+al(cos (a 7/_‘)

Daraus folgt:

o (r) 02a [Z c; Ky (V‘.-aL) —colgr}:
1

cosy, = K cos (a Vl) ' c“ _ 1=k
€ = c05vl+xacos(avi) ] 2(1+ak)

Zwei horizontale tibereinanderliegende Schichten von glei-
cher Michtigkeit. ‘

Fiir A = &’ leiten wir von Fall 3. ab:
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oo

. 9’5(r)=ﬁ { Z KO[(n+@)nr/h]+ Z KO[(n—@)rrr/h]}.
n=0 n=1

(32)

(S} =-7lT— arctg\/o’/o

wihrend (4):

2 S 1
f}S(r) =m{z Ko(nnr/h)—-z—lgr}+
(4a) !

20’ 1
MY Y s KO [('H“f) ”r/h]
0

S. Schicht von der Michtigkeit 4, Leitfihigkeit o, gefolgt
von einer diinnen, isolierenden, mit A’/o’ bezeichneten

Schicht, mit unendlich leitfihiger Unterschicht (Fig.4):

R o
1= "% ' 7, %
750 70
Fig. 4

Gleichung ctgv = qv

Wir zeichnen die Kurven: y = ctgx, (es geniligt im 1. Quadranten) y = g x
(Gerade), ¢ > 0.
Newton Formel:

V,—-qUV,senv,
cos vV, - qV; sen V;

v, = V. + sen U,

-
-

2 —
1+ ¢ sen®y;

Die Potentialfunktion, die sich daraus ergibt, ists

0

1
¢'(’)=m'z ¢, Ko(y,r/7h),  mit c, = l/(l+qsen2vi)
1



Neue Theorie fiir elektrische Sondierungen 135

6. Fall 5. (oh), gefolgt von einer dunﬁ'en. leitfdihigen, mit
(0’ h’) bezeichneten Schicht, mit {isolierendem Unter-

grund.
p=c’'hk’/ah

Gleichung tgyv+pv = 0.

Wir zeichnen die Kurven:

y =—tgx, (esgeniigtim 1. Quadrant)

y=px (Gerade).

Newton Formel:
_ -senvi+p1/icosv‘.
v, =V, = cos 7 —
1+ pcos v

> v.r
¢(n= 02.h [Z ¢; Ko (T) ""015’}’
1

-,

davon:

c; = 1/(1+pcoszvi), €y = 1/2(1+p)

T. Schicht (o, h), gefolgt von zwei dlinnen, Ubereinanderlie-
genden, einer leitfahigen o'k’ und einer isolierenden
h’/ o, ubereinanderliegend mit unendlich leitfihigem

Untergrund (Fig. 5). - -
‘ )

p=0o’h/ah l
OM A
1= h

Gleichung: tgv=1/qv-puv.

- p x (Hyperbel).

1
Wir zeichnen die Kurven: y = tgx, y = 7%

Newton Formel:

senT/'l+(p7i—l/qT/")cosF‘.

’

i ' ¢ l+(p+l/q7?)coszﬁl.
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davon 00
o (r) = U—?h— Z c; KO(VL' r/hk),
1

mit:
c, = 1/[1+(p+1/qv?)coszvl.]

8. Schicht 0,4 gefolgt von einer dilnnen, 1isolierenden
Schicht ¢’, 4’ und von einer leitfihigen o, 4” ilbereinan-
derliegend, mit isolierendem Untergrund (Fig.6).

=h'o/0’h
p=h"(7"/h0'

75500,
Fig. 6
Gleichung: ctgv=qv-1/pv

Wir zeichnen die Kurven: y =ctgx,y = ¢x—1/p x, (Hyperbel)

Newton Formel:

cos U, +(1/pV; — qV;) sen ¥

vV, =V,+senv,

P ' l+(q+l/p§‘,2)sen2'17‘.
davon
o0
2 _
gb(r):W{ Z < KO(Vir/h)—colgr},
i=1
mits
— l . —-—_l
¢ = P % T 20a+p

1+(q+1/p7?) sen®7,

§ 2. Wir filgen einige Bemerkungen zur Berechnung der ¢ (r) durch die Me-
thode, die die rationellen Verhiltnisse der Michtigkeiten der verschiedenen
Schichten betrifft, hinzu. Da der einzige Teil der Berechnung, der eine Sche-
matisierung erfordert, die Berechnung von g (&) ist, so beschrinken wir uns auf
ihn. Der Rest (der in den Fillen *‘c’’ und *;’’ nicht verschieden ist), sollte
aus den Theoremen A und B und aus den im Teil I angewandten Beispielen klar
hervorgehen,
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Wie wir schon erwdhnt haben, so teilen e

wir den Boden zuerst in Schichten von gleicher
Michrigkeit auf (gleich eines Divisors der ein- T
zelnen Schichten). Danach bezeichnen wir, = -----.

indem wir von unten mit 014109, 000, , aUs- Py

&

gehen, die Leitfihigkeiten der verschiedenen

Cies s €20 z
172772722777227.

Schichten wie in der Figur 7.

Wir fahren danach mit der Berechnung der Fig. 7

g (£) in folgender Art und Weise fort:
Fall “c” (o0 = o)

Wir konstruieren die Tabelle:

n 1 2 n-—1 n

o o, | oy | eer | Gy | 9
\ 02 an—l on
% =2 | %n-1

Auf Grund dieser Tabelle bestimmen wir die g (&) durch die:

g, () =1

*

gl(£)+X2 1+X2

8 (&) = T ZTx, =TT,
gz(f)+x3

'fgz(foa

cecscecscne cese e ecscee

(é_ _ gn_2(§)+xn—1
&p—1 ) = tfgn_z(f)‘f')(,,_l

8,1 () + X,
£g,_1 (&) + X,

g, (&)= (&) =

18 Ztschr, f, Geoph, 25
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Fall *“i” (o, = 0).

Wir Kkonstruieren die Tabelle:

n 1 2 3 n-1 n
o |o o, oy o, 1 o,
s | o, Sl+02 S,+o, Sp—ot 0y | Spoy1t0, =5
x \ 52 33 Sn—l Sn.
%2 % n—1 %n

Danach bestimmen wir die g (&) durch die wiederkehrenden Formeln:

g, (&)=0
g, (6)+ X,
gz(f) (X2 1) Egl(:E)+X2 ( X2

= —l R v )
83(6) =06~V F TEH+x,

-1 gn—2(f)+xn—l
fgn—2 (f)+xn—1

8,1 (&)= (X,

8n—1 (§)+xn
fgn--l (§)+xn B g(f)

gn (f) = (Xn—l)

Sobald die g (£) bestimmt ist, setzt sich die Berechnung, wie wir schon in
Teil I erktirt haben, ‘fort.
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Teil I

§ 1. Wir befassen uns nun mit einigen Eigenschaften der ¢ (r), wenn der
[
Untergrund eine oder mehrere diinne, sehr leitfihige oder stark isolierende
Schichten enthilt.

Unter-"diinner Schicht” verstehen wir eine Schicht, deren Michtigkeit
wir fiur vernachldssigbar halten, deren Leitfihigkeit ¢ hingegen dermafien groB
ist, daB das Produkt s = o h oder dermaBen niedrig ist, daB das Verhdltnis R =
= h/ o als bestimmt bestehen bleiben. Dieses Produkt S oder das Verh4ltnis R
bezeichnen wir kurz als "physikalische Midchtigkeit" der Schicht. In
anderen Worten lassen wir fiir diinne Schichten zu, den Ubergang zur Grenze
k » 0 auszufthren, wahrend wir gleichzeitig 0 zum ~ neigen lassen, oder o

zu 0, sodaB oh-s, oder—z— - R.

Wie wir gezeigt haben, errechnet sich das Potential ¢ (r) durch eine cha-
rakteristische Funktion 2 (A) nach (1) in Teil L

Von der {1 (A), die eine von der Bodenstruktur abhingige Funktion ist, ge=-
brauchen wir zwei Ausdriicke, die in [1] und [2] abgeleitet sind. Die erste be-
trifft den Ausdruck, den Q (M) in Funktion von Q* ()\) annimmt, einer cha-
rakteristischen Funktion eines Bodens, von dem der Teil bis zur Tiefe (a) weg-
genommen worden ist.

Q" M) a(a) 2~ (A @)+ Az (A, a)
Q" (M o(a)y’ (A, )+ Ay (A, @

8Y) Q(A) = A

In (1) hingen die o(a) 2’ (A, a), ola)y = _____
(A, @), z(X, a), y (A, @), nurvon der Vertei- ~ --—--
lung der Leitfihigkeiten in den Schichten bis

zur Tiefe (a) ab, deren Struktur uns weitethin "~ 7
nicht interessiert (Fig. 8). W Jl“taliW 7

Die zweite ist ein speziellerFall der ersten, Fig. 8
wenn die erste Schicht homogen ist. Wenn wir mit 4 ihre Michtigkeit und mit
o ihre Leitfihigkeit bezeichnen, beweist sich die Formels:

® Q(n) =2 N +0”Teh M)
ath(AR Q" (A)+1

wenn Q" (\), wie oben, die "charakteristische Funktion des Bodens"
ist, von dem die Schicht (o, &) weggenommen worden ist. Die (2) wird uns
nur im Fall einer ditnnén Schicht interessieren.
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Wir betrachten zuerst eine diinne, leitfahige Schicht der Machtigkeit S.
Wenn wir den Ubergang zur Grenze k - 0 ausfithren, kénnen wir ¢A (X &) durch
(A R) ersetzen, wihrend wir auBerdem o - e, o b > S neigen lassen, und wir er-
halten:

*
oy =—2 @A)
1+sAQ° (V)
oder einfacher
(3¢) 1/QN) =sA+1/7Q° (M.

Wir verfahren in ihnlicher Weise fiir eine dilnne isolierende Schicht
der Michtigkeit R, und von der (2) bekommen wir die:

(8i) QM) =RA+Q2T (W)

Betrachten wir jetzt einen Boden, der (wie in Figur 9) eine Folge (sandwich)
von n diinnen Schichten enthilt, entweder alle leitfihig, oder
alle isolierend, in einer Tiefe (a). Wir
nehmen an, daB die Gesamtmichtigkeit dieser
Schichten natiirlich immer noch so klein ist, daB
wir auch sie als diinn betrachten kénnen.  _ _ _ _ . _ __ _______.

Iy g

Die Michtigkeiten der Schichten sind S, S,, ik 7

. §_, wenn es sich um leitfshige Schichten han-

delt, und R 1 R2 ) een Rn. im Falle von isolieren-
den Schichten.

Fig. 9

Wir bezeichnen mit Q (M) die "charakteristische Funktion des
Bodens", mit Q" (\) = (2, (A) diejenige, die dem Boden entspricht, der
bis zur Tiefe (a) weggenommen worden ist, mit , (A) diejenige, die dem
weiteren Teil entspricht, der weggenommen worden ist, d.h. die ersten (x-1)
dinnen Schichten, und zuletzt mit [VI®N) diejenige, die allen anderen dilnnen
Schichten entspricht, die weggenommen worden sind.

In der Q () treten die charakteristischen Eigenschaften der diinnen Schich-
ten natiirlich nicht mehr auf, und auBerdem, wie es aus (1) hervorgeht, wird
die Q(N) nur durch die Q% (A\) von diesen charakteristischen Eigenschaften
abhingen. Hier geniigt es, uns mit der letzteren zu befassen.

Wir bezeichnen mit R und S beziehungsweise, die "Gesamtmichtigkeit”,
die bestimmt wird durch:

S=SI+52+...Sn, R =R1+R2+...+Rn
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A. Dinne leitfdihige Schichten.

Wenn wir die (3c) n» mal anwenden, so bekommen wir die folgenden Ver-
h4ltnisses

1707 =172, () =5, (M+1/2, (1)

1/92(A) =52(A)+1/ Qs(h)

1/Q (M =S (M+170(N)
von denen wir mit der Ersetzung ableiten:
o) 1/ (N =S, A+S,h+... +5 A+1/T(A) = SA+1/Q ()

Wir kommen daher zum folgenden Resultat: die Eigenschaften einer
Folge von dinnen leitfihigen Schichten, erscheinen in der
Berechnung des Potentials nur durch die "Gesamtmichtig-

keit”: s
= °1h1+"2h2+ +Unhn

B. Dilnne isolierende Schichten.

Wenn wir in dhnlicher Weise durch die (3i) vorgehen, so bekommen wir die
folgenden Verhiltnisse:

*
QTN =2, M) =R A+Q,(N)

Qz()\) =R2)\+Q3()\)

Q, ) =R A+Q(A)
davon leiten wir mit der folgenden Ersetzung ab:
(41) Q" (\) = Ry AR A+ oo +R A+T(A) = RA+T(N)
Wir kommen also zu einem dem vorausgehenden dhnlichen Resultat.

Die Eigenschaften einer Folge von diinnen isolierenden
Schichten erscheinen in der Berechnung des Potentials nur
durch die Gesamtmichtigkeit:

R = al/hl+02/h2+... +an/hn
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Diese beiden Resultate kénnen wir daher auch so ausdriicken:

zwei Systeme von diinnen Schichten, seien sie leitfihig
(oder isolierend), sind untereinander gleichwertig, wenn
sie die selbe Gesamtmichtigkeit haben.
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Mitteilung aus dem Geomagnetischen Institut Potsdam Nr. 78

Uber das geomagnetische Normalfeld nach Fanselau

Von H. Kautzleben, Potsdam?!’

Zusammenfassung: Der Vorschlag von G.Fanselau iber die Ableitung
eines Normalfeldes aus geomagnetischen Potentialberechnungen wird unter dem
Gesichtspunkt von vier an ein Normalfeld zu stellenden Forderungen betrachtet.
Die Mdoglichkeiten beim gegenwirtigen Stand der analytischen Beschreibung des
Erdfeldes lassen die prinzipiellen Vorziige dieses Verfahrens noch nicht voll zur
Geltung kommen. Zur Erleichterung der numerischen Auswertung werden fiir das
Gebiet der DDR Nomogramme vorgelegt, mit denen das vollstindige System der
Elemente X, Y, Z, H, T, D, ] bestimmt werden kann, wobei der vorkommende
Wertebereich dieser Variablen umfaBt wird. Als Beispiele sind Normalfelder, die
auf der Potentialberechnung des Geomagnetischen Instituts Potsdam fiir die Epo-
che 1945,0 beruhen, flir das Gebiet der DDR, den Nordosten der USA und Tibet
beigeftigt.

Abstract: G.Fanselau’s suggestionto derive a normal field from geomag-
netic potential .calculations is discussed considering four conditions to be ful-
filled by normal fields. At present the analytical description of the earth’s field
does not allow to utilize the principal advantages. To facilitate the numerical
analysis nomograms are constructed by which the total system of X, Y, Z, H, T,
D, ] can be determined containing the whole range of these variables, observed
in the territory of the DDR. There are enclosed some examples of normal fields
for the epoch of 1945, 0, derived from the potential calculation of the Geomag-
netic Institute of Potsdam, that is to say for the territory of the DDR, of the
north-east of USA and of Tibet.

1)IJipl.~(.‘.eophys. H. Kautzleben, Geomagnetisches Institut der Deutschen Akade-
mie der Wissenschaften zu Berlin, Potsdam, Telegrafenberg.
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1. Definition und Eigenschaften eines Normalfeldes

Bei der Auswertung geomagnetischer Beobachtungen ist meist ein Normalfeld
notwendig, um den fiir das betreffende Gebiet typischen ungestérten Feldverlauf
von den Anomalien zu trennen, deren Ursachen in &rtlich anomaler Magnetisie-
rung der Gesteinskruste zu suchen sind.

Den verschiedenen Versuchen zur Ableitung eines solchen geglitteten oder
normalen Feldes ist der Mangel eigen, daB sie nur Beobachtungswerte innerhalb
des vorgegebenen Gebietes verwenden. Das fithrt aber nur zur Glittung der Be-
obachtungswerte, keinesfalls zum AnschluB an den ungestdrten Verlauf, der nur
aus allen auf derErde verfiigbaren Beobachtungen abgeleitet werden kann. Uber-
dies liegt dem meist statistischen Verfahren mit zum Teil iiberdimensionalem
Rechenaufwand nicht die von der Theorie geforderte zufillige Verteilung der
Werte zugrunde, weshalb in dem auf diese Weise geglitteten Verlauf noch An-
teile der zu reduzierenden Anomalien enthalten sind. Eine solche Ableitung hat
weiterhin zur Folge, da die Normalfelder verschiedener Gebiete sich nicht
fehlerfrei aneinander anschlieBen, sondern mehr oder weniger groge Abweichun-
gen an den "Nahtstellen" zeigen. Bedenkt man noch die recht unterschiedlichen
Vermessungsdichten in Gebieten, fiir die Normalfelder dieser Art berechnet sind,
so diirften einem Vergleich recht groBe Unterschiede entgegenstehen. Andere
Verfahren — etwa die von Rossiger [1] vorgeschlagene, regional sehr spezia-
lisierte Methode unter Verwendung von sechs europdischen Observatorien — be-
achten nicht die physikalisch geforderte und fir quantitative Auswertungen not-
wendige Eigenschaft des geomagnetischen Feldes, aus einem skalaren Potential
ableitbar zu sein, die ebenfalls fiir das Feld eines beliebigen Stérkorpers gilt.
Bekanntlich fithrt das zu bestimmten Beziehungen zwischen den Koeffizienten in
den Normalfeldformeln verschiedener Elemente, etwa zwischen H und Z.

Von diesen drei Forderungen an ein Normalfeld:

a) Das Normalfeld soll nur Bestandteile des Erdfeldes enthalten, deren Ursa-
chen gréBer oder gleich den geometrischen MaBen des vorgegebenen Untersu-
chungsgebietes sind,

b) Normalfelder verschiedener Gebiete milssen vergleichbar sein und sich
fehlerfrei aneinander anschlieBen,

c) das Normalfeld muB ein skalares Potential besitzen,

sollten die beiden letzten eigentlich selbstverstindlich sein. Dagegen ist die er-
ste vom rein mathematischen Standpunkt aus nicht zu erfilllen. Das folgt aus
einem Satz der Potentialtheorie, nach dem man eine vorgegebene Feldvertei-
lung auBerhalb der erzeugenden Quellen durch unendlich viele verschiedene
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Kombinationen von Quellen herstellen kann. In bezug auf das vorliegende Pro-
blem besagt das, daB man ohne weitere Kenntnisse iiber die geologische Struk-
tur allein aus Beobachtungen des Erdfeldes auf der Erdoberfliche (iiberhaupt
auBerhalb der Erde) das Feld eines unbekannten Stérkérpers nicht bestimmen
kann. Vom mathematischen Standpunkt aus konnten also geomagnetische Be-
obachtungen nicht zur Mutung von Lagerstitten herangezogen werden. Jedoch
erlauben bekanntlich physikalisch begriindete N#herungslésungen und geologi-
sche Uberlegungen recht weitgehende Schliisse auf die wirklich vorhandenen
Storkorper. Das ist auch beim vorliegenden Problem méglich. Es sei dabei auf
zwei Dinge hingewiesen. Die Beobachtung zeigt, daB das Magnetfeld kleiner
Korper sehr schnell mit der Entfernung abnimmt. Wenn man demnach aus der
beobachteten Feldverteilung alle Schwankungen und UnregelmiBigkeiten durch
ein irgendwie gewdihltes Glittungsverfahren eliminiert, hat man mit einer ge-
wissen Wahrscheinlichkeit die Feldanteile der kleineren Stdrkdrper eliminiert.
Jedoch liegt dieser Annahme die meist nicht erwihnte Voraussetzung zugrunde,
daB dasFeld dieser Storkorper keinen Anteil aufweist, dessen geometrische Kon-
figuration ebenso einfach ist wie der normale geglittete Verlauf. Mit dieser Ein-
schrinkung liegt also ein Normalfeld dann vor, wenn alle Feldanteile nicht
mehr enthalten sind, deren charakteristische Dimensionen kleiner oder gleich
den AusmafBen des vorgegebenen Gebietes sind. (Der Begriff "charakteristische
Dimension" muB noch prizisiert werden, jedoch gentigt hier etwa der Vergleich
mit der Wellenldnge einer Sinusschwingung, erweitert auf zwei Dimensionen.)

Es ist dabei noch ein Kriterium dariiber erwiinscht, wieweit ein solcher
"mittlerer Feldverlauf” sich dem angestrebten Normalfeld nihert, da man mit
verschiedenen Glittungsverfahren einen mittleren Verlauf konstruieren kann.
Eine Aussage gewinnt man, wenn man die im Zusammenhang mit Normalfeldern
stets geforderte, aber kaum jemals ausgesprochene Annahme ausniitzt, dag die
entstandenen Anomalien eine nur geringe oder gar keine zeitliche Verinderlich-
keit zeigen. Es ist an anderer Stelle schon gezeigt worden, wie man diese Ei-
genschaft zur Priifung der Verfahren zur Ableitung von Normalfeldern ausnutzen
kann. Erforderlich sind fehlerfreie Beobachtungen an mindestens zwei Stationen
zu zwei verschiedenen Epochen sowie die Normalfelder fiir diese Epochen. Na-
tilrlich ist dieses Kriterium nur fir sehr wenige solcher Verfahren anwendbar, da
Messungen zu verschiedenen Epochen bisher nur in wenigen Gebieten der Erde
ausgeftihrt worden sind.

Das Ziel vorliegender Arbeit ist es, unter diesen Gesichtspunkten den Vor-
schlag von G.Fanselau [2] zu betrachten, nach dem Normalfelder aus geo-
magnetischen Potentialberechnungen abgeleitet werden sollen.

19 Ztschr, f. Geoph, 25
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2. Prinzipielle Ersrterungen

Der Grundgedanke des Vorschlags von Fanselau besteht darin, bei der
Ableitung der normalen Verteilung nicht nur das Beobachtungsmaterial des be-
treffenden Untersuchungsgebietes zugrunde zu legen, sondern von allen auf der
gesamten Erde verfiigbaren Beobachtungen auszugehen. Die zusammenfassende
Bearbeitung dieses (zwar recht hetorogenen) Materials [3] liegt in den soge-
nannten Potentialberechnungen vor, die von Zeit zu Zeit angestellt werden.
Dabei hat sich ergeben, daB man fiir das erdmagnetische Feld die Existenz eines
skalaren Potentials angeben kann, dessen Quellen bei geniigender zeitlicher Mit-
telung mit der bisher erreichten Genauigkeit ausschlieBlich im Innern der Erde
zu suchen sind.

Solche Potentialberechnungen waren urspriinglich dafiir gedacht, das geo-
magnetische Feld mdglichst gut in einer analytischen Darstellung zu erfassen.
Die aus physikalischen Griinden verwendete Reihendarstellung nihert sich jedoch
bei wachsender Zahl der Glieder wegen der sehr grofen UnregelmiBigkeiten im
Erdfeld, aber auch wegen der mathematischen Eigenschaften der Reihe so lang-
sam dem wirklichen Wert, daB man das Ziel einer vollstindigen Beschreibung
aufgeben muB. Jedoch besitzt diese Reihe einige Vorziige, die auch im hier in-
teresslerenden Zusammenhang wichtig sind.

Die Potentialberechnung liefert filr das geomagnetische Potential eine Funk-
tion von geographischer Linge und Breite in Form einer Reihe nach bestimmten
Grundfunktionen, deren Koeffizienten (auBer durch die Wahl des Koordinaten-
systems) ausschlieBlich durch die geometrische Konfiguration des Erdfeldes be-
stimmt sind. Bei geeigneten mathematischen Verfahren ergeben sich diese "Pa-
rameter” endgiiltig, d.h. als unabhingig von der Ausdehnung der Reihe. Sie
werden also nicht dadurch beeinfluBt, ob man aus dem Beobachtungsmaterial
etwa nur das Dipolfeld herausfiltert, zu dessen Beschreibung eine Reihe mit drei
Gliedern ausreicht, oder ob man eine Darstellung durch eine Reihe mit z.B. 255
Reihengliedern (wie im Falle der Potentialberechnung von Potsdam filr die Epo-
che 1945,0 [4]) gewinnen will. In beiden Fillen sind die entsprechenden Koef-
fizienten der ersten drei Glieder einander gleich.

Jedes Glied der entstehenden Reihe entspricht einem Anteil am Erdfeld mit
einer bestimmten, durch die jeweilige Grundfunktion vorgeschriebenen geome-
trischen Konfiguration. Der zugehdrige Parameter gibt dann an, in welchem
Masge der Anteil dieser Konfiguration im Erdfeld enthalten ist. Dabei werden
durch die Reihe mit wachsender Ausdehnung Anteile immer kleinerer Dimensio-
nen erfaBt. (Zum Vergleich sei auf die entsprechenden Verhiltnisse bei der ge-
wohnlichen harmonischen Analyse hingewiesen.) Man kann auf diese Weise er-
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reichen, da8 in der Reihendarstellung schlieBlich alle Elemente enthalten sind,
deren Dimensionen grdfer oder gleich den Dimensionen des Untersuchungsgebie -
tes sind, wihrend alle (geometrisch) kleineren noch nicht erfagt sind. Die End-
glltigkeit der Parameter weist darauf hin, daB die dadurch gegebene Aufteilung
der Anteile am geomagnetischen Feld nach ihrer geometrischen Konfiguration
vollstindig ist.

Verwendet man jetzt nur diese Reihendarstellung mit der dadurch bestimm-~
ten Anzahl von Reihengliedern zur Beschreibung des Erdfeldes im vorgegebenen
Untersuchungsgebiet, so ist mit ihr das durch dieBedingung a) definierte Nor-
malfeld gegeben. Aus dem Potential 148t sich ja sofort die Beschreibung des
Feldes selbst durch Richtungsdifferentiation ableiten. Gleichzeitig ist damit
auch die Bedingung b) erfiillt, da die Normalfelder fiir verschiedene Gebiete auf
der gesamten Erde durch die gleiche Methode und aus demselben Material (in
Form der Potentialreihe) abgeleitet werden.

Der bedeutende Vorzug der auf diese Weise gewonnenen Normalfelder, ndim-
lich ein skalares Potential zu besitzen, liegt in einer weiteren Eigenschaft der
Reihendarstellung begrtindet. Wenn die Beschreibung des Erdfeldes vollstindig
ist, geniigt die Reihe ebenso wie das Erdfeld selbst der Potentialbedingung. In
diesem Falle enthidlt sie unendlich viele Glieder, ist also fiir numerische Aus-
wertung vollig ungeeignet. Wenn sie nur aus endlich vielen Gliedern besteht, ist
durchaus nicht selbstverstindlich, daB die Potentialbedingung noch erfiillt ist. In
der Potentialreihe kann man jedoch bestimmte Kombinationen von Reihenglie-
dern vornehmen, fir die jeweils Potentiale angegeben werden konnen und die
demnach physikalisch moglichen Zustinden entsprechen. Man kann die Reihe
dann so ordnen, daB sie nach solchen Teilpotentialen fortschreitet. Diese Ord-
nung ist aber gleichzeitig eine Ordnung nach der geometrischen Gréfe der ein-
zelnen Elemente. Wenn man also die Potentialreihe nach einem Teilpotential
bestimmter Ordnung abbricht, hat man ein Normalfeld gewonnen, das allen drei
Forderungen a,b,c gerecht wird.

Diese prinzipiellen Erérterungen sollen mit dem Hinweis abgeschlossen wer-
den, daB auch das erwdhnte Kriterium fiir die Realitit des Normalfeldes anwend-
bar ist. Das Auftreten der Sikularvariation bringt es mit sich, da8 die Verteilung
der erdmagnetischen GréBen sich mit der Zeit 4ndert. Folglich ergeben Poten-
tialberechnungen zu verschiedenen Epochen voneinander abweichende Parame-
ter. Diese Zeitabhdngigkeit 148t sich analytisch erfassen, so daB zu jeder Epoche
innerhalb des Zeitintervalles, fir das Potentialberechnungen angestellt worden
sind, Fanselausche Normalfelder abgeleitet werden kénnen. Da nur die zeit-
liche Entwicklung der Teilpotentiale als voneinander unabhingiger, physikalisch
mdglicher Zustinde erfaBt wird, besitzen auch diese Normalfelder die obigen
drei Eigenschaften.
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Es sei noch zusammengestellt, in welcher Hinsicht der Vorschlag von Fan -
selau Vorteile auBer den bisher genannten bringt: Da das Normalfeld urspriing-
lich filr das Potential abgeleitet wurde, kann man die normale Verteilung aller
Elemente angeben: am einfachsten fiir die geographisch orientierten Komponen-
ten desFeldvektors X (positiv nachNorden), Y (positiv nachOsten) und Z (po-
sitiv nach unten), mit Hilfe der iiblichen Umrechnungsformeln auch fir Hori-
zontalintensitdt 7/, Totalintensitit T, Deklination D und Inklination J. Aus
dem Potentialausdruck folgt auch unmittelbar, da8 fiir die Normalfelder die Ho-
henabhingigkeit angegeben werden kann. SchlieBlich kann die normale Vertei-
lung ebenfalls fiir Gebiete abgeleitet werden, die erst in geringem MaBe mag-
netisch vermessen sind.

3. Gegenwirtige Moglichkeiten

Es muB natiirlich noch untersucht werden, wie weit diese prinzipiellen Vor-
zlige dieses Vorschlages beim gegenwirtigen Stand der Beschreibung des geo-
magnetischen Feldes durch Potentialberechnungen schon realisiert werden kén-
nen. Das liduft auf die Beantwortung von hauptsichlich drei Fragen hinaus, die
im wesentlichen jedoch erst durch mehrere durchgerechnete Anwendungsbeispie-
le gegeben werden kann:

a) Ist das Beobachtungsmaterial in Form von Weltkarten, das den Potential-
berechnungen zugrunde liegt, ausreichend, und liefert die ausgleichende Bear-
beitung von eng und schwach vermessenen Gebieten im Laufe einer solchen
Analyse einen ausreichend geringen Gesamtfehler?

b) Ist die Ausdehnung der Reihendarstellung fiir das Potential geniigend gro8,
um Konfigurationselemente mit filr Zwecke der angewandten Geophysik ausrei-
chenden Dimensionen noch zu erfassen, und ist eine solche Ausdehnung bei der
GroBe des Fehlers tiberhaupt sinnvoll?

-c) Kann die zeitliche Variabilitdt mit genilgender Genauigkeit erfaBt wer-
den?

Die zuerst genannte Frage ist identisch mit dem Haupteinwand gegen die
Verwendung von Potentialberechnungen auch fir andere Problemkreise. Es ist
nicht zu ibersehen, daB groBe Teile der Erdoberfliche nur ungeniigend vermes-
sen sind. Jedoch werden bei der Konstruktion geomagnetischer Karten Methoden
benutzt, mit denen bei mehrfacher Anwendung unter der Annahme eines Poten-
tials die recht hohe Genauigkeit in der Kenntnis der magnetischen Verhiltisse
von eng vermessenen Gebieten auch auf schwach vermessene ausgedehnt werden
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kann. Solche Verbesserungen kénnen z.T. quantitativ angegeben werden. Das
endgiiltige Kriterium kann jedoch nur die Anwendung sein.

Beim zweiten Problem ist dagegen eine genauere Antwort mdéglich. Die bis-
her angestellten Potentialberechnungen, mit Ausnahme der im Geomagnetischen
Institut Potsdam durchgeftthrten Analyse, lieferten Reihendarstellungen fiir das
Potential bis zur 6. Ordnung. Damit sind alle Konfigurationselemente erfaBt,
die gréBer als 20 ... 30° (GroBenordnung der Kontinente) sind. Filr Zwecke der
angewandten Geophysik ist das noch unzureichend. Bei der Auswertung der Pots-
damer Potentialberechnung, die als bisher einzige bis zur 15. Ordnung ausge-
dehnt worden ist, hat sich aber gezeigt, daB eine Ausdehnung itber die 6. Ord-
nung hinaus, wenig sinnvoll ist. Die Fehler der Koeffizienten hsherer Reihen~-
glieder sind gréBer als ihr Betrag, so daB man die Koeffizienten nicht mehr als
reell ansehen kann. Man wird sich daher gegenwirtig noch darauf beschrinken
missen, diese Methode filr groSriumige Untersuchungen, besonders aber fiir den
internationalen Vergleich der Normalfelder verschiedener Gebiete heranzuzie-
hen. Wenn auch der Wert der damit gewonnenen Normalfelder fiir die Lager-
stdttenforschung geringer sein wird, so dirften sie filr regionaltektonische Unter-
suchungen besonders gut geeignet sein.

Die dritte Frage muB schlieBlich ebenfalls verneint werden. Die bisherigen
Potentialberechnungen sind einmal so verschiedenartig und zum anderen so un-
glinstig verteilt, daB man {iber den Charakter der zeitlichen Variabilit4t der Pa-
rameter nur eine sehr unvollkommene Vorstellung gewinnt. Da jedoch Weltkar-
ten fir wesentlich mehr Epochen vorliegen, kann hierbei in nichster Zeit eine
Verbesserung erwartet werden.

4. Numerische Auswertung

Das Problem, nach der Methode von Fanselau ein Normalfeld abzuleiten,
ist eigentlich schon geldst, wenn aus einer Potentialberechnung die tibliche Rei-
hendarstellung mit Hilfe von Kugelfunktionen fiir das Potential mit geniigender
Ausdehnung vorliegt. Aus dem Potential folgen durch Richtungsdifferentiation
dhnliche Reihen filr die Komponenten X, Y, Z. Die Auswertung dieser Reihen fiir
das vorgegebene Gebiet erfordert jedoch betrichtliche Rechenarbeit, Es ist des-
halb wesentlich bequemer — bei Beriicksichrigung der mdoglichen Fehler dabei
vollig ausreichend —, die Reihen mit Kugelfunktionen nach Taylor inReihen
umzuformen, die nach Potenzen der Differenzen von Linge und Breite und der
Hohe gegentiber den Werten eines im Untersuchungsgebiet ausgewahlten Zentral-
punktes fortschreiten. Uber die mathematischen Einzelheiten ist schon ausfiihr-
lich berichtet worden [5]. Man erhilt schlieBlich fiir die Komponente K:
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K=Kjoo+KigoBP+KyjgAA+K b
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wobei die K;; konstante GroBen, A ¢ = ¢ -, die Breitendifferenz, AN =
= A -}, die Lingendifferenz gegeniiber dem Zentralpunkt (S;, Aj) und 4
die Hohe iiber Meeresniveau bedeuten. Die Punkte sollen Potenzen 3. und hohe-
ren Grades andeuten. Fir Gebiete in der GroSe Deutschlands geniigt in den mei-
sten Fillen die Ausdehnung bis Potenzen 2. Grades einschlieBlich. Beschrinkt
man sich auf die Darstellung der Verhiltnisse an der Erdoberfliche, brauchen
alle Glieder, in denen 4 auftritt, nicht beriicksichtigt zu werden. Die Auswer-
tung dieses Polynoms ist ohne Schwierigkeiten moglich.

Filr die Vertikalintensitdt Z, auch fiir Ost- und Nordkomponente ist damit
die Aufgabe vollstindig geldst. In den meisten Fillen wird jedoch nicht X und
Y, sondern H und D beobachtet. Fiir diese Elemente folgt aus dem Potential-
ausdruck aber nicht auf gleiche einfache Weise ein geschlossener Ausdruck wie
fir X und Y. Der einfachste Weg zu H und D fiihrt dann tiber die Auswertung
der Reihen fiir X und Y und punktweise Berechnung nach den elementaren Um-

rechnungsformeln
H? = x24+72, tgD =Y/X.

Wenn man die Werte filr Z hinzunimmt, kénnen auch die Werte der restli-
chen beiden Elemente T und J nach den Beziehungen

T2 = H24+2%2=Xx2+v2+22, tg] = Z/H

bestimmt werden. Davon gewinnt die Totalintensit4t fiir die Deutung aeromag-
netischer Profile, bei denen meist T gemessen wird, eine gewisse Bedeutung.

Allerdings erfordern diese Umrechnungen eine etwas umstindliche Rechenar-
beit, besonders wenn man fiir X, ¥, Z aus den T aylor-Reihen nicht die Ab-
solutwerte, sondern die Differenzen gegen die Werte im Zentralpunkt berechnet
hat. Eine Erleichterung, die bei der geforderten Genauigkeit vollig gerechtfer-
tigt ist, erreicht man durch Verwendung graphischer Rechenmethoden. Es wurden
dazu vier Nomogramme entworfen, wobei die filr # und T kombiniert worden
sind, um die Ablesung von T ohne Angabe des Zwischenwertes filr H zu ermég-
lichen. Die Nomogramme fiir # und T beruhen auf dem Strahlensatz; die No-
mogramme fiir D und J bauen auf den elementaren Sitzen auf, die fir den
Schnitt dieser Parallelen durch eine dritte Gerade gelten [6]. Alle vier Rechen-
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papiere sind so eingerichtet, daf der ausgenutzte Wertebereich der Variablen
X,Y, 2,4, T,D,] im Gebiet der DDR in den letzten 60 Jahren nicht iiber-
schritten wurde (Abb. 1,2, 3).
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Abb, 2: Nomogramm zur Bestimmung  Abb, 3: Nomogramm zur Bestimmung
von D aus X, Y ) von J aus H, Z

Weiter sind zweiNomogramme beigefiigt, mit denen X und Y nach den Be-
ziehungen
X =HcosD, Y =Hsin D

aus vorgegebenen Werten H und D bestimmt werden kénnen (Abb. 4,5). Die
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Verwendung dieser geographisch orientierten Komponenten ist aus theoretischen
Griinden manchmal vorzuziehen.
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Abb, 4: Nomogramm zur Bestimmung  Abb. 5: Nomogramm zur Bestimmung
von X aus H, D von Y aus H, D

5. Ergebnisse

Die skizzierte Methode wurde mit der Potentialberechnung des Geomagneti-
schen Instituts Potsdam fiir die Epoche 1945, 0 auf drei verschiedene Gebiete an-
gewendet:

1. Deutsche Demokratische Republik, Zentralpunkt qSo = 5295; Ao = 13°0;
2. Norddstlicher Teil der USA, Zentralpunkt qSo = 41°0; 1\0 = 282%0; und
3. Tibet ¢, = 3795 A, =90%0.

Die Potentialdarstellung wurde bis zur 6.Ordnung ausgedehnt. Die Koeffizienten
der jeweiligen Taylor-Reihe fir X, Y, Z sind in Tab. 1 aufgefithrt. Die gra-
phische Darstellung der Normalfelder bilden die Abbildungen 6 bis 14. Fiir die
DDR wurden mit Hilfe der Nomogramme in Abb, 1,2,3 auch die Normalfelder
fir H, T, D und J berechnet und in Abb. 15 bis 18 dargestellt.

Im Gebiet der DDR sind weiterhin die mittleren Feldverliufe von X, Y, Z
nach der Methode von R&ssiger eingezeichnet. Dabei sei betont, daB dieser
Vergleich nicht zu einer Aussage Ulber die Giite der verschiedenen Typen von
Normalfeldemn fithren soll. Wegen der eingangs angegebenen Unmdglichkeit,
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Abb, 6 bis 8: Normalfelder nach Fanselau fr X, Y, 2 fia
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Abb, 9 bis 11: Normalfelder nach Fanselau fiir X, ¥, Z fiir den Nord-
osten der USA zur Epoche 1945,0
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ein Normalfeld exakt zu definieren, wire eine solche Aussage auch ungerecht-
fertigt. Vielmehr soll das aus globalen Betrachtungen gewonnene Normalfeld
nach Fanselau mit einer mdglichst einfachen Beschreibung der lokalen geo-
magnetischen Verhdltnisse verglichen werden. Es zeigt sich, daB das Normal-
feld aus der Potentialberechnung sich im Gebiet der DDR recht gut in die tat-
sichlichen Beobachtungen einfiigt und keine gréBeren systematischen Abwei-
chungen zeigt, die durch geologische Uberlegungen auch nicht zu stiitzen wiren.

In den Darstellungen fiir den Nordosten der USA sind die Beobachtungswerte
der beiden dort vorhandenen Observatorien Cheltenham und Agincourt mit ange-
geben. Eine #hnliche Beschreibung der lokalen Verhiltnisse wie bei der DDR
konnte nicht beschafft werden. In Tibet war das auch nicht méglich.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Frau G.Kandale und Friulein
B.Weidlich fiir die Ausfihrungen der numerischen Rechnungen zu danken.
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BUCHBESPRECHUNGEN

Rihdnek, Ladislav V. und Josef Postrdnecky: Bourky a ochrana pfed
bleskem (Gewitter und Blitzschutz). Ceskoslovenskd Akademie vED Praha,
8%, 507 S., 134 Abb., XV Tafeln, Prag 1957. K&s 46.--.

Das Buch gibt eine breit angelegte Darstellung der Physik des Gewitters, der
einschligigen MeSBtechnik und der Anwendung der Kenntnisse iiber das Gewitter
auf dem Gebiet des Blitzschutzes.

Im "theoretischen Teil", der etwas mehr als die Hilfte des Werkes umfaRt,
werden nach einer kurzen Ubersicht tiber die physikalischen Grundlagen, For-
melzeichen und MaBsysteme, tiber die geschichtliche Entwicklung der Gewitter-
forschung und tber die Physik der Atmosphire zunichst die luftelektrischen
Grundlagen besprochen (56 S.) und dann die verschiedenen Gewittertheorien so-
wie die klimatologische Verteilung der Gewitter behandelt (30 S.). Es folgt eine
sehr eingehende Darstellung der Physik des Blitzes und seiner Wirkungen (120S.).
Im 2. Abschnitt werden in recht vollstindiger Darstellung die MeBmethoden be-
handelt (90S.) von Elektrometer und luftelektrischem FeldmeBgerit bis zur
Boys-Kamera und spherics-Peilung.

Der 2. Teil des Buches behandelt den Blitzschutz mit zahlreichen techni-
schen und praktischen Einzelheiten und einer Gegenitberstellung der in verschie-
denen Lindern {iblichen Schutzmafnahmen. Beides diirfte fiir den Blitzschutz-
fachmann von besonderem Interesse sein. In einer Reihe teilweise farbiger Ta-
feln werden Blitzableiteranlagen fiir besondere Gebiude und sonstige Objekte
beschrieben.

Alle Einzelkapitel enthalten am Schluf Zitate der Spezialliteratur (insge-
samt 155). AuBerdem ist ein alphabetischer Literatur-Katalog von 400 Zitaten
angeschlossen.

Als ganz besonders wertvoll ist ein fiinfsprachiges Fachwdrterbuch (tsche-
chisch, russisch, englisch, franzdsisch, deutsch) von fast 700 Fachausdriicken
zu bezeichnen.

Es ist zu bedauern, daB das Buch aus sprachlichen Griinden nicht einem
groBeren Leserkreis zugdnglich ist.

Aachen H. Israél
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Kiinstliche Erdsatelliten, herausgegeben von E.Reichardt und E. A,
Niekisch und weiteren Fachkollegen. Zweiter Sonderband der Zs.
“Fortschritte der Physik’’, VIII/357 Seiten, 147 Abbildungen, 31 Tabellen.
Akademie - Verlag, Berlin W 1, broschiert DM 38.--.

Der Band enthilt eine zusammenhingende Folge von 17 aufeinanderfolgen-
den und 4 einzelnen Aufsitzen von insgesamt 38 Autoren, die den Binden 63
(1957) und 64 (1958) der russischen Zeitschrift "Uspechi fiz. Nauk" (Fortschritte
der physikalischen Wissenschaften) entnommen sind. — Es werden die wissen-
schaftlichen Voraussetzungen eines Satellitenprogramms von verschiedenen
Standpunkten aus eingehend betrachtet. Die ersten Aufsitze befassen sich mit
dynamischen Problemen derBewegung von Satelliten im (nichtzentralen) Schwe-
refeld der Erde und von Mondraketen. Eine spezielle Betrachtung untersucht
dann die Mdglichkeiten der Priifung der allgemeinen Relativititstheorie mit
Hilfe von Satelliten. Die letzten fiinfzehn Arbeiten betreffen einzelne Elemente
wie Sonnenstrahlung, kosmische Strahlung, Korpuskularstrahlung; Druckverhilt-
nisse, Zusammensetzung und Dichteverhiltnisse der hochsten Atmosphiren-
schichten; Ionenuntersuchungen in und tiber der Ionosphire; elektrostatische und
geomagnetische Felder; feste Komponente der interplanetaren Materie; der
letzte von ihnen behandelt optische Beobachtungen kiinstlicher Erdsatelliten.

Die Aufsitze wurden geschrieben, ehe die ersten Satellitenergebnisse vorla-
gen. Da der Band dem Geophysiker der verschiedenen Disziplinen jedoch eine
fundierte Ubersicht iiber die Probleme gibt, die mit der Ausdehnung seines Ar-
beitsfeldes in den interplanetaren Raum hinein auftreten, ist sein Studium auch
heute wertvoll und anregend. Die Fiille der mitgeteilten Formeln, Zahlen und
Diagramme wird besonders willkommen sein. — Der Text ist nicht immer leicht
zu lesen. Hier wird die besondere Schwierigkeit sichtbar, die beim Ubersetzen
aus Wissenschaftsgebieten mit neuen Begriffen auftaucht: wenn ein solcher Be-
griff den Sinn eines ganzen Satzes bestimmt, kann er selber wortlich richtig
libersetzt sein, der Sinn des Satzes bleibt trotzdem u.U. dunkel. Gelegentlich
stimmen die Bildunterschriften nicht (so z.B. Seite 22). Die Schwierigkeit des
Studiums fiir den deutschen Leser wird noch dadurch erhoht, dag ihm die mei-
sten der vielen russischen Literaturangaben nicht geliufig sein werden. — Die
Kenntnis der in den 21 Aufsitzen dargestellten Probleme und Folgérungen
scheint fiir jeden Geophysiker, dessen Arbeitsgebiet auBerirdische Beziige hat
oder haben kénnte, unerliBlich.

H. Dolezalek
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PERSONALIEN

Die Deutsche Geophysikalische Gesellschaft entbietet ihrem Ehrenmitglied,
Hermn Professor Dr. F. Errulat, aus AnlaB seines 70. Geburtstages, am
18. Oktober, die herzlichsten Gliickwiinsche. Sie dankt ihm insbesondere fiir
seine erfolgreichen Bemithungen um die Neugriindung der Deutschen Geophysi-
kalischen Gesellschaft und um das Wiedererscheinen der Zeitschrift fiir Geophy-
sik. Sie bringt mit diesem Dank gleichzeitig zum Ausdruck, dag ihm noch viele
Jahre korperlicher und geistiger Frische beschieden sein mogen.
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