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n [Aj; ψ1,j, ψ3,j] ]©W |~n · ∆~β0,2| > 0
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i£VO ½ SRV�\WOV` VO`RVOcV` È S�U«`�O� aSg\` È \� aOV ¶`eRS�OcOR«R SQe aVW U�aW\a�`S� OeTUV`
\aVW aVW dO`VROeTUV` ªVRWSTURQ`�e£VOeV UVWW©UWR Z ¶` cVRiRVWVW ]©UWR � S` aOV ¶`eRS�OcOR«RV`
SQ] VO`V � `Oe\RW\lOV O` aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` iQW©Td È £VcTUV i Zª Z aQWTU aSe ¶`VO`S`h
aVWeRW¬� V` i£VOVW P SeV \aVW aQWTU jO`RVW�WQ`a� S�`VR]VcaVW VWiVQ�R £VWaV` d¬``V` ZÅe �O�R ã Va\TU VO`V ¤ OVciSUc S` VO`iVc`V` ¶`eRS�OcOR«ReR�l V` � aOVeVe OeR VO`V k\c�V aVW`QW `«UVWQ`�e£VOeV � ¬�cOTUV` ªVeTUWVO�Q`� aVe [cSe� Se Z ^ V`` eTU\` VO`V �VWO`�]©�O�V¡ \aO dSRO\` aVW � ``SU� V` Q`a _ S`a� VaO`�Q`�V` dS`` Q Zµ Z VO`V g¬ccO� `VQV O`eRS�OcV¡ \aV VWiVQ�V` Z Ç OTUReaVeR\RW\Ri OeR VO`V �V`SQV ½ V``R`Oe v êþêì ¶`eRS�OcOR«R g\` ªVaVQh
RQ`� È Q� aOV [cSe� V` O` aVW Ç SRQW \aVW ¨VTU`Od � VeTUWVO� V` iQ d¬``V` È aV`` aOV Ç SRQWU«cR eOTU `OTUR S` VO`O�V � VeRO� �RV Ç «UVWQ`�V` Z^ OVeV � W� VOR US`aVcR `Q` g\` VO`VW e\cTUV` ¶`eRS�OcOR«R È aVW e\�V`S``RV` �VO� VcO`eRSh
�OcOR«R Z ªV`S``R £ QWaV eOV `STU OUWV� Å`RaVTdVW È aV� [U�eOdVW ÅWOTU b Z �VO� Vc È aVW eOVY¦®¦ ��®� Sce ÅWeRVW � VeTUWOV� V` USRRV Z ÅW � VRWSTURVRV VO` bRW\� e�eRV� g\` ÅcVdRW\`V` È£VcTUV eOTU Q`RVW aVW ¤\WSQeeVRiQ`� È aSee aOV ¥SaQ`� eRVRe `VQRWScOeOVWR £ OWaw à �V`©�V`aS`Oe\RW\lá O` VO`V� [cSe� S � V£V�V` È i Zª Z O` VO`V� ªVWVOTU O`

+xh_ OTURQ`� Q`a O` VOh`V� �V£ OeeV` � �eRS`a aSg\` O` −xh_ OTURQ`� Z � Qe aOVeV` VO`]STUV` � ``SU� V` cSeeV`eOTU RWS`egVWeScV VcVdRW\� S�`VROeTUV ¡ \aV`  `aV` È £ OV Ve ªQWR\` ^ Z kWOVa dQWiV ¾VORel«RVW �Y§� UVWSQeSW� VORVRV Z ^ Se [WO`iOl aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R c«eeR eOTU O` aOVeV� ¡ \h
aVcc VWdc«WV` È SQTU £V`` O� ¥SQ]V aVW ¾VOR aOV biV`SWOV` O� � VW aVRSOccOVWRVW Q`a O� � VW� VUW aVW � OWdcOTUdVOR S`�VlSeeRVW £ QWaV` Z ¤VWd©WiR US`aVcR Ve eOTU aS� VO Q� ]\c�V`aV`ÅÍVdR X ¡ S` � VRWSTURV � ��OcaQ`� YZYZ Åe �V� V i£VO � WRV` g\` ÅcVdRW\`V` È aOV W\RV`  OVh
ÆV` O` l \eOROgV zh_ OTURQ`� È aOV �cSQV` O` `V�SROgV zh_ OTURQ`� Z ¾Qe«RicOTU �V� V Ve VO`VO` `ORVeO� ScV ¡ S�`VR]VcaQdRQSRO\` V`RcS`� aVW yh�TUeV � OR � � lcORQaV O` ±xh_ OTURQ`� Èe\ aSee aOV ÅcVdRW\`V` aQWTU aOV ¥\WV`RidWS]R cVOTUR S��VcV`dR £VWaV` Z ¶` aVW aSW�VeRVcchRV` ½\` �QWSRO\` eRWV� V` aOV W\RV` ÅcVdRW\`V` O� l \eOROgV`

yhªVWVOTU O` _OTURQ`� aVWW\RV` bRW\� W¬UWV È £VcTUV eOTU S� â WR � OR δB = 0 Q`a d(δB)/dz > 0 � V `aVR Z j OVWxy Y mCBW CT KQIF cPQJ BK DCBKCF pJEBXCT CBK X_KDEQKECD g BKECJ`JMKNF Q`KCESCTN
B0

QK O W CF CJXEC QW CJ`TCBHIcCBEB` O NQDD NBCDCD KBHIE K_EPCKNB` DCB Y pWCJ PCBT CD K BHIE DEzJEC O W CI BCTE CJ CD W CB Y
�



� ��OcaQ`� YZYX [WO`iOl aVW �VO� VcO`eRS�OcO«R X PV�V`c«Q �V ÅcVdRW\`V`eRW¬� V eO`a O` aVW¥S�V È � OdW\ed\lOeTUV ¡ S�`VR]VcaQdRQSRO\`V` SQ] � Ve\ed\lOeTUV PW¬h
ÆV`\Wa`Q`�V` iQ gVWeR«WdV` Z �VORVWV ÅWc«QRVWQ`V` eOVUV ¨V¢R Z

d\`iV`RWOVWV` eOTU Sce\ ÅcVdRW\`V` � OR l \eOROgVW P VeTU£ O`aO�dVOR O`
zh_ OTURQ`� Z � `Sc\�eS� � Vc` eOTU aOV �cSQV` ÅcVdRW\`V` O` VO`V� aSg\` �VRWV``RV` ªVWVOTU È ]©W aV`

δB = 0Q`a d(δB)/dz < 0 �OcR Z ^ OVeVW bRW\� USR VO`V _ OTURQ`� O` aOV `V�SROgV zhÅ� V`V Z ^ OVeV� �]\c�V g\` bRW\� W¬UWV` dS`` � S` eOTU ã VRiR ]\WR�VeVRiR aV`dV` Z ÇQ` � VaVQRVR VO`  OVh
ÆV`aVW bRW\� aOV ¶`aQiOVWQ`� VO`Ve ¡ S�`VR]VcaVe È Q`a � OR aVW à_VTURVhj S`ah_V�Vcá £ OWadcSW È aSee aOV O` `ORVeO� ScV` ¡ S�`VR]VcaeTU£S`dQ`�V` gVWeR«WdR £VWaV` Z ÅO`V VO`]STUV� SRUV� SROeTUV ÅWc«QRVWQ`� £ OWa O` � `US`� � �V�V� V` Z

^ OVeV` #� VWcV�Q`�V` gVWaVQRcOTUV` È aSee � S` � OR j Oc]V aOVeVW ¶`eRS�OcOR«R ¡ S�`VR]VchaVW VWiVQ�V` dS`` Z #� VWScc a\WR È £\ aOV Å`ReRVUQ`� g\` ¡ S�`VR]VcaVW` �OeUVW Q`�Vdc«WROeR �Q`a [cSe� V` SQ]RWVRV` � È �Qee ]\c�cOTU Q`RVWeQTUR £VWaV` È \� aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«RVO`V` � ¬�cOTUV` ¡ VTUS`Oe�Qe aSWeRVccR Z ^ SiQ OeR Ve VW]\WaVWcOTU È a OV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\h`V` Q`a �STUeRQ� eWSRV` aVW �VO� Vc� \aV` iQ dV``V` Z ^ OVeV P W¬ÆV` eO`a ã Va\TU � OR aVW¤VWRVOcQ`� aVW [cSe� SRVOcTUV` V`� gVWd`©l]R È e\ aSee � S` �V£ OeeV � OdW\ed\lOeTUV [cSeh� SVO�V`eTUS]RV` dV``V` e\ccRV Z PVWSaV � VO SeRW\lU�eOdScOeTUV` [cSe� V` £ OV bRVW`£ O`aV` ÈaV� ¶b¡ È SdROgV` �ScSdROeTUV` ½ VW`V` �ú÷ïöû ê �úòú÷ïö÷ îñ ÷òêöÈ �P Ç �È P S� � SeRWSUcV`h
SQe�W©TUV` È �γ �ìúô ýñìíïí È P _ ªe� OeR aOVeVe ã Va\TU VR£Se d\� lcOiOVWR � � S` dS`` `QWO` aV` eVcRV`eRV` k«ccV` iQ VO`V� e\cTUV` [cSe� S UO` OV�V` Q`a aOV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`� VeeV` Z

^ SUVW £«WV Ve g\` �W\ÆV� ¤\WRVOc � Q`a UOVWO` cOV�R aOV ¡ \ROgSRO\` ]©W aOVeV ^ OeheVWRSRO\` � È d¬``RV � S` VO`O�V � QeeS�V` ©� VW aOV ¶`eRS�OcOR«R ø�î ê ½ V``R`Oe aVW ¤VWh
RVOcQ`�e]Q`dRO\` VWeRVccV` Z ^ OVeV � W� VOR � VeRVUR O� P WQ`aV SQe i£VO ¨VOcV` È a OV eRWV`��V`\� � V` SQTU VO`iVc` ]©W eOTU eRVUV` d¬``V` Z Ç STU VO`VW ÅO`]©UWQ`� O` aOV P WQ`acS�V`
aVW cO`VSWV` eRSROeROeTUV` ¨ UV\WOV �½ SlORVc f� £VWaV` O� VWeRV` ¨VOc Scc�V� VO`V ^ SWeRVch

®



cQ`�V` Q`a � QeeS�V` aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R UVW�VcVORVR È a OV � O� PV�V`eSRi iQ ]W©UVWVWeTUOV`V`V` ¤VW¬ÍV`RcOTUQ`�V` � `OTUR � VUW VO`V � VeRO� �RV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` g\Wh
SQeeVRiV` �eOVUV ½ SlORVc §� Z ¶� P V�V`RVOc È � OR aV` UOVW � VeTUWOV� V`V` PcVOTUQ`�V` eO`a�V`VWVccV � QeeS�V` ©� VW aOV ÅO�V`eTUS]RV` aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R Q`RVW eVUW Scc�V� VO`V`
¤\WSQeeVRiQ`�V` � ¬�cOTU È i Zª Z \� eRSWdV \aVW eTU£STUV � `Oe\RW\lOV g\WcOV�R Z ^ OVeVe £ OWaS`US`a VO`O�VW � VOelOVcUS]RVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` O` ½ SlORVc � g\W�V]©UWR Z� Qe aV` ÅW�V�`OeeV` aVW Scc�V� VO`V` �VO� VcRUV\WOV O` ½ SlORVc § eROTUR � Ve\`aVWe aOVÅ¢OeRV`i Oe\cOVWRVW ¡ \aV` UVWSQe Z ^ VWV` ¤VWUScRV` VWO``VWR eRSWd S` ã V`Ve `OTURcO`VSWVWe\cOR«WVW �VccV` È e\�V`S``RVW b\cOR\`V` { Z � Qe aVW lU�eOdScOeTUV` ¶`RQORO\` UVWSQe £VWaV`
aS`` O� i£VORV` ¨VOc aVW � W� VOR � ¬�cOTUV `OTURcO`VSWV ¥¬eQ`�V` aVW ¤ cSe\g�cVOTUQ`� O`
Q`� S�`VROeTUV` [cSe� V` �VeQTUR �½ SlORVc ®� Z ¶` £VORVWV` ¤VWcSQ] aVe ½ SlORVce £VWaV`
VO`V V¢SdRV δh¥¬eQ`� Q`a VO`V Ç «UVWQ`�ec¬eQ`� UVW�VcVORVR Z ¥VRiRVWV  `aVR VO`V � ¬�cOTUV� `£V`aQ`� O` aV` ÖVRe g\` �P Ç � aSiQ £ OWa O� ½ SlORVc · aOV bRWSUcQ`� g\` ÅcVdRW\`V`
� VRWSTURVR È a OV O` �VTUeVc£ OWdQ`� � OR e\cTUV` b\cOR\`V` RWVRV` Z^ VW j SQlRRVOc a OVeVW � W� VOR £ OWa aQWTU VO`V ¾QeS� � V`]SeeQ`� O` ½ SlORVc   S��VheTUc\eeV` Z ^ OV ÅW�V�`OeeV aVW g\WUVWO�V` ½ SlORVc £VWaV` UOVW SQe]©UWcOTU aOedQROVWR Q`aVO` dQWiVW � Qe�cOTd O` VO`V ROV]VW�VUV`aV ªVRWSTURQ`� �V�V� V` Z Åe ]\c�R VO` � `US`� È O`
aV� £VeV`RcOTUV _VTU`Q`�V` aQWTU�V]©UWR £VWaV` È £VcTUV V`R£VaVW iQ� ¤VWeRVUV` aVW[U�eOd `OTUR Q`� VaO`�R VW]\WaVWcOTU eO`a \aVW VO`V e\cTUV ½\� lcV¢ OR«R VWWVOTUV` È aSee eOVeOTU ©� VW � VUWVWV bVORV` VWeRWVTdV` Z

|g BCJW CB IQKNCTE CD DBHI MF mCTTCK W CDHIJBCW CK NMJHI WCDEBFFEC KBHIETBKCQJC LTCBHIMK`CK O c Yf Y NCJ}_JECPC`kNCk~JBCDkL TCBHIMK` Y A BC ICJQMDJQ`CKNC y B`CKDHIQSE CBKCD G_TBE_KD BDE NBC y JIQTEMK` DCBKCJd_JF lWCJ CBKCK ThK`CJCK �BF EIC_JCEBDHICK �NCQTSQTT MKWC`JCKcECK � �CBEJQMF IBKPC` Y
·
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�� ÷êë ï î êúì ï� ê êòê÷ïìøþêí� ù� êìê ï� êìê úìê eUVSRUe ÷øîïúöîöî� ûêìô ð êù êòê÷ïìøîí� ï� êöøîö� êþ �úí ÷øîïúöîí öøîí úîþ êòê÷ïìøîí öî úýøñï ê�ñúò îñõ ýêìí í ø ï�úï ï� ê ìêíñ òïúîï íë ú÷ê÷�úì� ê öí ûêìô íõ úò ò� éê í�úò ò ñí ê ï� ê îúõ ê lcSe� S ïø þêí ÷ìöýê ï� öí ìê� öøî ÷øîïúöîöî�ýúòúî ÷êþ ÷�úì� êí øð öøîí úîþ êòê÷ïìøîí �
¶Wg O`� ¥S`�� QOW ]©UWR aV` ªV�WOÍ � òúíõ ú ]©W VO` O\`OeOVWRVe P Se VO` �ff� Z

¶` aOVeV� ½ SlORVc £VWaV` iQ`«TUeR �WQ`acV�V`aV ÅO�V`eTUS]RV` aVW cO`VSWV` �VO� VchO`eRS�OcOR«R UVW�VcVORVR Z ^V` �VVO�`VRV` � Qe�S`�elQ`dR UOVW� VO eRVccV` aOV P WQ`a�cVOh
TUQ`�V` aVW dO`VROeTUV` ¨ UV\WOV aVe [cSe� Se È `«� cOTU aOV eR\Æ]WVOV ª\cRi� S``�cVOTUQ`� ÈSQTU ¤ cSe\g�cVOTUQ`� �V`S``R È Q`a aOV ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`�V` aSW Z � Qe aOVeV� kQ`aS� V`RdS`` � S` aOV � VaVQRV`aeRV PcVOTUQ`� iQW ªVeTUWVO�Q`� g\` [cSe� SO`eRS�OcOR«RV` È aOV^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` È �V£ O``V` Z bOV �O�R aOV � �U«`�O�dVOR aVW �VccV`]WVÎQV`i ω(~k)

g\�
�VccV`gVdR\W ~k S` Z Ç SRQW�V� «Æ  `aVR aVW O`RVWVeeOVWRV ¥VeVW O` aVW ¥ORVWSRQW aOV gVWheTUOVaV`eRV` ¾Q�«`�V iQ aV` ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\`V` O` [cSe� V` � UOVW e\cc O� £VeV`RcOTUV`
VO`VW ^ SWeRVccQ`� �V]\c�R £VWaV` È £ OV eOV � VO ^ ZP Z b£S`e\` �§ � È � Z P ScVVg � _ ZÇ Z bQaS`�Y� � Q`a _ Z bTUcOTdVOeVW �§�� iQ  `aV` OeR Z

s &% �6 < ) ((26+6 /76 �62 �3 867 �/*,6 <* /� 7* <6 ()4 /� 767
ÅO` [cSe� S OeR È £ OV � VWVORe O� g\WUVWO�V` ½ SlORVc VWc«QRVWR È VO` ¤ OVcRVOcTUV`e�eRV� �Vh
cSaV`VW ¨VOcTUV` È £VcTUV Q`RVWVO`S`aVW Q`a � OR aV` SQ]RWVRV`aV` VcVdRW\� S�`VROeTUV`
kVcaVW` £VTUeVc£ OWdV` Z �\ccRV � S` aOVeV �VTUeVc£ OWdQ`�V` V¢SdR � VeTUWVO� V` È e\ ]©UWRaOVe O� � cc�V� VO`V` SQ] VR£S 1023 �Vd\ll VcRV ^ OÍVWV`ROSc�cVOTUQ`�V` È V`RelWVTUV`a aVWbQ� � V aVW kWVOUVORe�WSaV SccVW ¨VOcTUV` Z Åe OeR VO` cVQTURV`a È aSee aOVeVe dVO` �S`��Sh
WVW �V� iQW ªVeTUWVO�Q`� VO`Ve [cSe� Se OeR Z ¾QW ¤VWVO`]STUQ`� dS`` � S` eOTU SQ] aOVkWS�V � VeTUW«`dV` È � OR £VcTUVW �SUWeTUVO`cOTUdVOR VO` ¨VOcTUV` VO`V` � VeRO� �RV` âWR ~xQ`a ¶� lQce ~p � \aVW iQeS� � V`]SeeV`a X £VcTUV` âWR (~x, ~p)

O� [USeV`WSQ� � iQ VO`V�
� VeRO� �RV` ¾VORlQ`dR t VO``O� �R Z ^ S`` cSeeV` eOTU aOV kWVOUVORe�WSaV SccVW ¨VOcTUV` SQ]eVTUe WVaQiOVWV` È O`aV� � S` VO`V �SUWeTUVO`cOTUdVORegVWRVOcQ`� \aVW [USeV`WSQ� aOTURV
fa(~x, ~p, t) ]©W ã VaV ¨VOcTUV`e\WRV a VO`]©UWR Z ^ QWTU �VVO�`VRV ¡ ORRVcQ`�V` �elWOTU X ¶`RVh
�WSRO\`V`� dS`` � S` SQe e\cTUV` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` gOVcV lU�eOdScOeTUV ¡ Vee�W¬ÆV`

 



� VWVTU`V` � SQ] aOVeV VcV�S`RV � WR cSeeV` eOTU Sce\ aOV � VOeRV` [U«`\� V`V aVW [cSe� ShlU�eOd � VeTUWVO� V` Z
� �� �� ����� ��� �� �������� ���   ��¡¢£� �� ������
¶� k\c�V`aV` £VWaV` SQÆVW � VO aVW ^ V `ORO\` �WQ`ae«RicOTU SccV P W¬ÆV` \U`V S�U«`�O�V¤SWOS�cV` aSW�VeRVccR È a ZU Z

fa(~x, ~p, t) ≡ fa È ~E(~x, t) ≡ ~E Qe£ Z ^ OVe VW]\c�R USQlRe«TUcOTUiQW � VeeVWV` ¥Ve�SWdVOR aVW U«Q � cS`�V` PcVOTUQ`�V` Z ¶` � Qe`SU� V]«ccV` £VWaV` aOVheV ¤SWOS�cV` aV``\TU S`�ViVO�R È Q� VR£SO�V µ`dcSWUVORV` iQ gVWUO`aVW` Z ^ Ve �VORVWV`
£VWaV` SccV _VTU`Q`�V` O� T�ehÅO`UVORV`e�eRV� aQWTU�V]©UWR Z ^ OV PWQ`acS�V �OcaV` SQe
aVW ÅcVdRW\a�`S� Od aOV ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`�V`

∇ · ~E = 4πρ,

∇ · ~B = 0,

∇× ~E +
1

c

∂ ~B

∂t
= 0,

∇× ~B − 1

c

∂ ~E

∂t
=

4π

c
~j, �f ZY�

Q`a SQe aVW eRSROeROeTUV` ¨ UV\WOV aOV ¥SaQ`�eh Q`a bRW\� aOTURV
ρ(~x, t) ≡ ρext +

∑

a

naqa

∫¤
3

d3p fa,

~j(~x, t) ≡ ~jext +
∑

a

naqa

∫¤
3

d3p
~p

maγa

fa, �f Zf�
aOV ¨VOcTUV`iSUch Q`a [USeV`WSQ� aOTURV

na(t) ≡
∫

V
d3p

∫¤
3

d3x fa �f Z§�
e\£ OV aOV WVcSROg OeROeTUV ª\cRi� S``�cVOTUQ`�

dna

dt
=

∫

V
d3p

∫¤
3

d3x

[

∂fa

∂t
+

~p

maγa

· ∂fa

∂~x
+ qa

(

~E +
1

macγa

~p× ~B

)

· ∂fa

∂~p

]

, �f Z��
aOV aOV ½\ccOeO\` g\` ¨VOcTUV` e\£ OV aVWV` ÅWiVQ�Q`�eh Q`a ¤VW`OTURQ`�elW\iVeeV � VheTUWVO�R Z ^ Se d¬``V` i Zª Z ¶\`OeSRO\` aVW �R\� V \aVW _Vd\��O`SRO\` g\` ¶\`V` Q`aÅcVdRW\`V` eVO` � O� £VORVWV` ¤VWcSQ] O` aOVeVW � W� VOR £VWaV` ã Va\TU eR\Æ]WVOV [cSe� V`
� VRWSTURVR È a ZU Z

(dna/dt) = 0
Z b\� OR £ OWa SQTU aVW ¶`RV�WS`a O` P cVOTUQ`� �f Z�� Ç Qcc ÈQ`a � S` VWU«cR aOV eR\Æ]WVOV ª\cRi� S``�cVOTUQ`� \aVW ròúíøû� òêö÷�ñî�

∂fa

∂t
+

~p

maγa

· ∂fa

∂~x
+ qa

(

~E +
1

macγa

~p× ~B

)

· ∂fa

∂~p
= 0. �f Z®�

½\gSWOS`R OeR aVW Scc�V� VO`V � `eSRi aVW [USeV`WSQ� aOTURV �i£ Z ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`
faaQWTU aOV � ``SU� V VO`Ve WVcSROg OeROeTUV` ¶� lQceVe È ~p = m~vγ aVW ¨VOcTUV` � OR aVW ¡ SeeV

m È aVW PVeTU£ O`aO�dVOR ~v
e\£ OV aV� ¥\WV`Ri]SdR\W

γ =

(

1 +
~p2

m2c2

)1/2

. �f Z·�
^ OVeVW iQe«RicOTUV kSdR\W £ OWa O` j O`�cOTd SQ] � ¬�cOTUV � `£V`aQ`�V` O` aVW � eRW\lU�eOd� OR � VW©TdeOTURO�R Z ^ \WR d¬``V` O` gOVcV` ªVWVOTUV` aOV ¨VOcTUV` WVcSROg OeROeTUV PVeTU£ O`h
aO�dVORV` US� V` È � S` aV`dV `QW S` ÖVRe g\` �P Ç \aVW bR\Æ]W\`RV` � VO bQl VW`\gSV Z

n



� �� �� ¥����¦�¡ �� ¦��� �� ¦ ��§¢¨¨� �©�� ª �� ��������
â �£\Uc � S` aSe [ cSe� S eTU\` g\` aVW Q`�VUVQWV` � `iSUc g\`

1023 PcVOTUQ`�V` SQ]VO` b�eRV� £V`O�VW PcVOTUQ`�V` gVWVO`]STUR USR È c«eeR eOTU aOVeVe �Vd\ll VcRV b�eRV� SQe
aVW ¤ cSe\g�cVOTUQ`� �f Z®� Q`a aV` ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`�V` �f ZY� S`Sc�ROeTU `OTUR c¬eV` Z ^ OV`OTURcO`VSWV` ¾QeS� � V`U«`�V gVWUO`aVW` VO`V V¢SdRV � SRUV� SROeTUV ¥¬eQ`� È e\ aSee� S` SQ] Ç «UVWQ`�V` S`�V£ OVeV` OeR Z Å O`V aVW �V�W«QTUcOTUeRV` ¡ VRU\aV` OeR aOV e\�Vh`S``RV ¥O`VSWOeOVWQ`� È � VO aVW aSg\` SQe�V�S`�V` £ OWa È aSee aSe [cSe� S VO`V` P cVOTU�Vh
£ OTUReiQeRS`a S`�V`\� � V` USR È £VcTUVW aSe P cVOTUQ`�ee�eRV� SQR\� SROeTU VW]© ccR Z ÅeO`RVWVeeOVWV` aS`` O` VWeRVW ¥O`OV �VWO`�V � �£VOTUQ`�V` g\` aOVeV� P cVOTU�V£ OTUR È a ZU Z
d cVO`V bR¬WQ`�V` Z k©W aOVeV bR¬WQ`�V` ã Va\TU dS`` � S` aOV VO`iVc`V` PW¬ÆV` Q� aV`
P cVOTU�V£ OTUReiQeRS`a O` VWeRVW âWa`Q`� V`R£ OTdVc` È

fa = fa0 + fa1,
~E = ~E0 + ~E1,
~B = ~B0 + ~B1,

ρ = ρ0 + ρ1,
~j = ~j0 +~j1, �f Z �

£\� VO ]©W SccV ¨VW� V O` aV` Å`R£ OTdcQ`�V`
fa0 ¿ fa1 È | ~E1| ¿ | ~E0| Qe£ Z �OcR Z � QÆVWaV�

USR � S` O� iVORcOTUV` ¡ ORRVc
〈fa1〉 = 〈 ~E1〉 = 〈 ~B1〉 = 〈ρ1〉 = 〈~j1〉 = 0. �f Zn�

^ QWTU aOV U\UV ¥VOR]«UO�dVOR £ OWa aOV Å`ReRVUQ`� eO�`O dS`RVW ¥SaQ`�eRWV``Q`�V` gVWh
UO`aVWR Z Åe RWVRV` Sce\ dVO`V �W\ÆW«Q� O�V` VcVdRWOeTUV` kVcaVW SQ] È a ZU Z � S` dS`` ]©WaV` PcVOTU�V£ OTUReiQeRS`a aVe VcVdRWOeTUV` kVcaVe ~E0 = 0 S`eVRiV` Z ¡ S` elWOTUR O� � cch�V� VO`V` SQTU g\` aVW «QSeO`VQRWScOR«R aVe [cSe� Se Z ^ Se �W\ÆW«Q� O�V ¡ S�`VR]Vca ~B0�£VcTUVe O� k\c�V`aV` eRVRe Sce j O`RVW�WQ`a� S�`VR]Vca � ViVOTU`VR £ OWa � dS`` iQ`«TUeRSce gVWeTUOVaV` g\` ÇQcc S`�V`\� � V` £VWaV` � VWeR `STU aVW jVWcVORQ`� aVW ^ Oel VWeO\`eh
�cVOTUQ`�V` £ OWa aVW #� VW�S`� | ~B0| → 0 aQWTU�V]©UWR Z¡ OR aV� � `eSRi È aSee aOV PcVOTU�V£ OTURegVWRVOcQ`�e]Q`dRO\`

fa0 Q`a aSe j O`RVW�WQ`ah� S�`VR]Vca ~B0 aSe b�eRV� SQe ¤ cSe\gh Q`a ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`�V` VW]© ccV` Q`a aSee Ve dVO`V«QÆVWV` ¥SaQ`�eh Q`a bRW\� aOTURV` �O�R È VWU«cR � S` aOV ¡ S¢£Vcch¤ cSe\ghP cVOTUQ`�V`O` VWeRVW âWa`Q`� Q`RVW �V�cSeeQ`� g\` ¨VW� V` U¬UVWVW âWa`Q`�
∂fa1

∂t
+

~p

maγa

· ∂fa1

∂~x
+

qa

macγa

~p× ~B0 ·
∂fa1

∂~p
= −qa

(

~E1 +
1

macγa

~p× ~B1

)

· ∂fa0

∂~p
�f Z¦�

Q`a
∇ · ~E1 = 4π

∑

a

naqa

∫¤
3

d3p fa1 = 4πρ1

∇ · ~B1 = 0

∇× ~E1 = −1

c

∂ ~B1

∂t

∇× ~B1 =
1

c

∂ ~E1

∂t
+

4π

c

∑

a

naqa

∫¤
3

d3p
~p

maγa

fa1 =
1

c

∂ ~E1

∂t
+

4π

c
~j1. �f ZYm�

¦



� �� �¬ ¢�¦�� ¦® ¥�¨����®¯¦��¡°¢¦±�© �¢ �
¶� ªVWVOTU dcVO`VW bR¬WQ`�V` OeR Ve � ¬�cOTU È a OVeV O` k\W� g\` �VccV` iQ � VeTUWVO� V` Z¡ S` VW£SWRVR Sce\ VO`V � �U«`�O�dVOR O` PVeRScR VO`VW d\� lcV¢V` Å¢l \`V`ROSc]Q`dRO\` �
aSUVW OeR Ve �VeTUOTdR È SQ] aSe ^ OÍVWV`ROSc�cVOTUQ`�ee�eRV� �f Z¦� È �f ZYm� O` k\W� VO`Ve� `]S`�e£VWRlW\�cV� e VO`V k\QWOVWh¥SlcSTVh¨WS`e]\W� SRO\` S`iQ£V`aV` È







δfa(~k, ~p, ω)

δ ~E(~k, ω)

δ ~B(~k, ω)

δ~j(~k, ω)







=
∫¤

3

d3x
∫ ∞

0
dt







fa1(~x, ~p, t)
~E1(~x, t)
~B1(~x, t)
~j1(~x, t)







e−i(~k·~x−ωt). �f ZYY�

^ OVeV ¨WS`e]\W� SRO\` USR aOV S`�V`VU� V ÅO�V`eTUS]R È aSee aOV � �cVORQ`�V` `STU aVW ¾VORQ`a `STU aV� âWR O` Sc�V�WSOeTUV [W\aQdRV ©� VW�VUV` Z ^ OV ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`�V` �f ZYm�eO`a O� k\QWOVWh¥SlcSTVh_ SQ� Sce\ g\cceR«`aO� Sc�V�WSOeTUV PcVOTUQ`�V` È Q`a aOV ¤ cShe\g�cVOTUQ`� �f Z¦� V`RU«cR `QW `\TU � �cVORQ`�V` �i�c Z aVe ¶� lQceVe Z ¾QW ^ QWTU]©UWQ`�aVW ¥SlcSTVRWS`e]\W� SRO\` � V`¬RO�R � S` SccVWaO`�e aOV � ``SU� V È aSee aVW ¶� S�O`«WRVOc
Γ aVW kWVÎQV`i ω = ωR + iΓ

l \eOROg Q`a UO`WVOTUV`a �W\Æ OeR È aS� OR aOV ¥SlcSTVO`RV�WScV






δfa(~k, ~p, ω)

δ ~E(~k, ω)

δ ~B(~k, ω)

δ~j(~k, ω)







=
∫ ∞

0
dt







fa1(~k, ~p, t)
~E1(~k, t)
~B1(~k, t)
~j1(~k, t)







eiωt �f ZYf�

d\`gVW�OVWV` Z �� QTU UOVW �OcR a OV ¤VWVO`�SWQ`� È aSee aOV RWS`e]\W� OVWRV` P W¬ÆV` \U`V
S�U«`�O�V ¤SWOS�cV` �VeTUWOV� V` £VWaV` È Sce\ δfa(~k, ~p, ω) ≡ δfa È δ ~E(~k, ω) ≡ δ ~E Qe£ Z�

¡ OR aV` RWS`e]\W� OVWRV` � `]S`�e� VaO`�Q`�V` ]©W t = 0 È `«� cOTU ~B~k(t = 0) ≡ ~B~kQ`a ~E~k(t = 0) ≡ ~E~k �VcS`�R � S` iQ aVW ¨WS`e]\W� SRO\` aVW ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`�V` �g�c Z� `US`� ª ZY�
ic~k×δ ~E = iωδ ~B + ~B~k

ic~k×δ ~B = 4πδ~j − iωδ ~E − ~E~k. �f ZY§�
µ `RVW aVW � ``SU� V È aSee `QW ¨VW� V VWeRVW âWa`Q`� O` aV` P cVOTUQ`�V` SQ]RWVRV` �£Se
aQWTU aOV ½ cVO`UVOR aVW bR¬WQ`� � V�W©`aVR OeR� È c«eeR eOTU aVW ¾QeS� � V`US`� i£ OeTUV`
aVW bRW\� aOTURV ~j Q`a aVW VcVdRWOeTUV` kVcaeR«WdV Sce VO` âU� eTUVe P VeVRi � OR VO`V�¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W σ̄ � VeTUWVO� V` Z ^ S`` cSQRVR aSe âU� eTUV P VeVRi � OR ÅO`eRVO`eTUVWbQ� � V`d\`gV`RO\` ]\W� Sc

δji = σijδEj. �f ZY��
^ W©TdR � S` iQaV� aOV � S�`VROeTUV` kcQdRQSRO\`V` � OR j Oc]V aVW ¡ S¢£Vcc�cVOTUQ`��f ZY§S� aQWTU aOV VcVdRWOeTUV` kcQdRQSRO\`V` SQe È

δ ~B =
c

ω
~k×δ ~E +

i

ω
~B~k, �f ZY®�

VWU«cR � S` VO`V P cVOTUQ`� È O` aVW `QW `\TU aOV VcVdRWOeTUV` kcQdRQSRO\`V` Q`a aOV � `h
]S`�e� VaO`�Q`�V` V`RUScRV` eO`a È

(

−ω2 + c2k2 − 4πiωσ̄
)

δ ~E − c2(~k · δ ~E)~k = ic~k× ~B~k − iω ~E~k. �f ZY·�

Ym



^ OV ÅO`]©UWQ`� aVe `\W� OVWRV` �VccV`iSUcgVdR\We
~κ È aVe ^ OVcVdRWOiOR«ReRV`e\We

ε̄ È aVe¡ S¢£Vcc\l VWSR\We
Λ̄ Q`a aVW � `]S`�e� VaO`�Q`�V` ~A È

~κ ≡ ~k/|k|
εij = δij +

4πi

ω
σij

Λij(~k, ω) ≡ c2k2

ω2
(κiκj − δij) + εij

~A(~k, ω) ≡ i

ω
~E~k −

ick

ω2
~κ× ~B~k, �f ZY �

]©UWR e\aS`` iQW P cVOTUQ`�
Λ̄ δ ~E = ~A, �f ZYn�

SQe aVW � S` aOV VcVdRWOeTUV` kcQdRQSRO\`V` � VWVTU`V` dS`` È ]Scce aVW ¡ S¢£Vcc\l VWSR\W��V�V� V` aQWTU aV` ^OVcVdRWOiOR«ReRV`e\W ε̄ �i£ Z ¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W σ̄
� � VdS``R OeR X

δ ~E = Λ̄−1 ~A. �f ZY¦�
^ OV aSiQ � V`¬RO�RV ¶`gVWeV aVe ¡ S¢£Vcc\l VWSR\We OeR � VeRO� �R aQWTU aOV �aã Q`dRV Q`aaOV ^ VRVW� O`S`RV Λ = det Λ̄ aVe âl VWSR\We

Λ̄−1 =
Λ̄A

Λ
=

1

Λ






Λ22Λ33 − Λ32Λ23 Λ23Λ31 − Λ33Λ21 Λ21Λ32 − Λ31Λ22

Λ32Λ13 − Λ12Λ33 Λ33Λ11 − Λ13Λ31 Λ31Λ12 − Λ11Λ32

Λ12Λ23 − Λ22Λ13 Λ13Λ21 − Λ23Λ11 Λ11Λ22 − Λ21Λ12




 . �f Zfm�

� �� �² ³´�§© ¦� �¡°¢¦±�© �¢� ��� ��� �µ© �¡��� ¢¦©¡�©¶���
µ � SQe aVW ]\W� ScV` ¥¬eQ`� �f ZY¦� SQ] aSe ¤VWUScRV` aVW QdRQOVWV`aV` PW¬ÆV` eTUcOVÆV`
iQ d¬``V` È e\ �Qee iQ`«TUeR VO`V _©TdRWS`e]\W� SRO\` VW]\c�V` È







fa1(~x, ~p, t)
~E1(~x, t)
~B1(~x, t)
~j1(~x, t)







=
1

(2π)4

∫¤
3

d3k
∫

L
dω







δfa(~k, ~p, ω)

δ ~E(~k, ω)

δ ~B(~k, ω)

δ~j(~k, ω)







ei(~k·~x−ωt). �f Zf Y�

^ OV _©TdRWS`e]\W� SRO\`V` aVW k\QWOVWRWS`e]\W� SRO\` cSeeV` eOTU \U`V [W\�cV� V aQWTUh
]©UWV` � ã Va\TU �Qee � S` � VO aVW µ � dVUWQ`� aVW ¥SlcSTVRWS`e]\W� SRO\` e\W�]«cRO�VW iQ�VWdV �VUV` Z ^ V`` Ve OeR iQ � VSTURV` È aSee aOVeV _©TdRWS`e]\W� SRO\` V`RcS`� VO`Ve �V�Ve
L

O` aVW d\� lcV¢V`
ωhÅ� V`V gVWcSQ]V` �Qee È aVW lSWSccVc iQW � �iOeeV cOV�R Q`a Q�

Γ
gVWheTU\� V` OeR Z � «WV δ ~E S`Sc�ROeTU O` aVW �S`iV`

ωhÅ� V`V È e\ ]\c�RV SQe aVW kQ`dRO\`V`h
RUV\WOV È aSee aVW ¶`RV�WSRO\`e£V� ã VaVe ¶`RV�WSce aOVeVW kQ`dRO\` � VcOV�O� gVW]\W�R £VWaV`
d¬``RV È Q`a � S` £«WV O` aVW ¥S�V È eOTU aV` �VVO�`VReRV` []Sa UVWSQeiQeQTUV` Z ÖVa\TU]\c�R SQe

δ ~E =
Λ̄A

Λ
~A, �f Zff�

aSee Ve [\cV O` aVW d\� lcV¢V`
ωhÅ� V`V �O�R È £V``

Λ = 0
Z �Åe iVO�R eOTU È aSee SccV aOVeV[\cV VO`]STUV [\ceRVccV` eO`a Z� ^ OVeV [\ceRVccV` a©W]V` `Q` `OTUR � VO aVW ¤VW]\W�Q`� aVe

YY



¶`RV�WSRO\`e£V�Ve ©� VWeTUWORRV` £VWaV` È � S` �Qee aV` �V� Sce\ Q� aOV [\cV UVWQ�
cV�V` Z

¾QaV� VW�O�R eOTU VO` i£VORVe [W\�cV� X k©W aOV £VORVWV ªVRWSTURQ`� OeR Ve VW]\WaVWh
cOTU È aSee

δ ~E �i£ Z
Λ̄ SQTU O` aVW `V�SROgV` j Sc� V� V`V �Γ < 0

� aV `OVWR eO`a È \�£\UcQWelW©`�cOTU ã S Γ > 0 ]©W aOV ¥SlcSTVRWS`e]\W� SRO\` �V]\WaVWR £ QWaV Z ^V`` £V�V`
exp[iωt] ∝ exp[Γt] d\`gVW�OVWV` aOV ¶`RV�WScV �f Zf Y� � VeeVW O` aVW `V�SROgV` j Sc� V� Vh`V Γ < 0

Z P c©TdcOTUVW£VOeV eO`a aOV UOVW � VRWSTURVRV` kQ`dRO\`V` ]©W Γ < 0 S`Sc�ROeTU]\WReVRi�SW È eOVUV SQTU aOV #� VWcV�Q`�V` O` � �eTU`ORR f Z§ Z§ Z ^ OVeV S`Sc�ROeTUV k\WReVRh
iQ`� VWWVOTUR � S` aQWTU aOV k\WaVWQ`�

lim
Γ→0+

Λ̄+ = lim
Γ→0−

Λ̄−, �f Zf§�

£\� VO à+á aOV l \eOROgV Q`a à−á aOV `V�SROgV j Sc� V� V`V � ViVOTU`V` Z
G

w
R

� ��OcaQ`� f ZYX ^ VW ¶`RV�WSRO\`e£V� VO`VW SQ] ]SeR aVW �S`iV` d\� lcV¢V` Å� V`V S`Sc�ROheTUV` kQ`dRO\` dS`` � VcOV�O� gVW]\W�R £VWaV` È e\cS`�V VW \� VWUSc� SccVW[\cV • gVWc«Q]R Z

^ S aOV kQ`dRO\` `Q` O` aVW �S`iV` d\� lcV¢V`
ωhÅ� V`V �Oe SQ] V`acOTU gOVcV [\cVS`Sc�ROeTU OeR È gVW]\W�R � S` aV` ¶`RV�WSRO\`el]Sa £ OV O` ª Oca f ZY aSW�VeRVccR aVW�VeRScR ÈaSee VO` P W\ÆRVOc aVe �V�Ve � VO eVUW �W\ÆV` `V�SROgV`

Γ
gVWc«Q]R È S� VW O� � VW `\TU \� VWh

USc� SccVW [\cV cOV�R Z �¶` aVW [cSe� SlU�eOd £ OWa aVW �V� O` aOVeVW el ViOVccV` k\W� SQTU¥S`aSQd\`RQW �V`S``R Z� ^ OV �V�eR©TdV � OR Γ < 0
gVWeTU£ O`aV` Q`RVW � VeRO� �RV` VO`h

]STUV` ¶`RV�WS�OcOR«Re� VaO`�Q`�V` ]©W t → ∞ È a OV �V�V iQ Q`a g\` aV` [\cV` UV� V`eOTU �V�V`eVORO� SQ] Q`a aOV �V�V � OR |ωR| À 0 dS`` � S` £V�V` aVW U\UV` âeiOccSRO\h`V` gVW`STUc«eeO�V` Z ¾Q� ªVRWS� aVe ¶`RV�WSce RWS�V` aSUVW SccVO` aOV _VeOaQV`
Rn aVWkQ`dRO\`

1/Λ � VO È
δ ~E '

n∑

j=1

ei(~k·~x−ωjt)Rj. �f Zf��

Yf



^ OV _VeOaQV` aVW ¥SlcSTVW©TdRWS`e]\W� SRO\` � VeTUWVO� V` Sce\ aSe ¤VWUScRV` aVW �VheQTURV` ¥¬eQ`� O` k\W� g\` ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\`V`
ω(~k) ]©W aOV kcQdRQSRO\`V` Z ¶� k\ch�V`aV` �©eeV` ]\c�cOTU aVW ¡ S¢£Vcc\l VWSR\W Q`a aVeeV` ^VRVW� O`S`RV � VeRO� �R £VWaV` Z� Qe aVW PcVOTUQ`�

det Λ̄ = Λ = 0 �f Zf®�
cSeeV` eOTU aS`` aOV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\`V` �V£ O``V` Z ^ SiQ OeR Ve iQ`«TUeR `¬RO� È aV`¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W O` PcVOTUQ`� �f ZY�� iQ � VeTUWVO� V` Z ^ OVeVe �VeTUOVUR aQWTU VO`V ]\Wh� ScV ¥¬eQ`� aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`

δfa SQe aVW ¤ cSe\g�cVOTUQ`� �f Z®� �i£ Z �f Z¦� Z ^ OVeV¥¬eQ`� e\cc O� ]\c�V`aV` � �eTU`ORR UVW�VcVORVR £VWaV` Z
s &s ·6*4 /+ +372 86* ¸6 /4u¹-/2 06 /4*46 7*�<*
¶` aOVeV� ½ SlORVc e\cc aVW ¡ S¢£Vcc\l VWSR\W Λ̄ UVW�VcVORVR £VWaV` Z ¶` aVW ¥ORVWSRQW dS``� S` gVWeTUOVaV`V ¥¬eQ`�e£V�V  `aV` È UOVW e\cc `STU aV� e\�V`S``RV` bRS`aSWaS`eSRigVW]SUWV` £VWaV` �g�c Z SQTU �f È §§�� Z � ce ¾£ OeTUV`eTUWORR £ OWa aS� VO aVW ¥VOR]«UO�dVOReh
RV`e\W σ̄ � VeRO� �R Z
� �� �� ¢¦±� �� ¥º¡��� �� ¦ » �§©��� ¦�����  �¦©� �����¡°��§© �¢ �
¾QW ªVeRO� �Q`� aVW QdRQOVWV`aV` bRW\� aOTURV δ~j Q`a £VORVW�VUV`a aVe âU� eTUV` PVheVRiVe �f ZY�� OeR Ve VW]\WaVWcOTU È SQTU aOV cO`VSWOeOVWRV ¤ cSe\g�cVOTUQ`� �f Z¦� VO`VW k\QWOVWh
Q`a ¥SlcSTVRWS`e]\W� SRO\` iQ Q`RVWiOVUV` Z � Qe aOVeVW RWS`e]\W� OVWRV` PcVOTUQ`� dS``� S` aS`` � OR VO` O�VW cS`�£ OVWO�VW � SRUV� SROeTUVW � W� VOR VO`V ¥¬eQ`� ]©W aOV ¤VWRVOh
cQ`�e]Q`dRO\` UVWcVORV` Z¡ OR aV` RWS`e]\W� OVWRV` � `]S`�e� VaO`�Q`�V` ]©W t = 0 È f~k,a(t = 0) ≡ f~k,a �eOVUV� `US`� ª ZY� Q`a PcVOTUQ`� �f ZY®� VWU«cR � S`



−iω + i
~k · ~p
maγa



 δfa + qa
~p× ~B0

maγac
· ∂δfa

∂~p

= −qa



δ ~E +
~p×(~k×δ ~E)

maγaω



 · ∂fa0

∂~p
− iqa

~p× ~B~k

maγaωc
· ∂fa0

∂~p
+ f~k,a. �f Zf·�

� Q] aV� �V� iQ VO`VW ¥¬eQ`� �VcS`�R � S` aQWTU VO`V �VeTUOTdRV ¨WS`e]\W� SRO\` O`
VO` �VVO�`VRVe ½\\WaO`SRV`e�eRV� Z ^ S aOV � QeWOTURQ`� aVe b�eRV� e ]WVO £«Uc�SW OeR È cV�R� S` aSe jO`RVW�WQ`a� S�`VR]Vca i£VTd� «ÆO�VW£VOeV O`

zh_ OTURQ`� È a ZU Z ~B0 ‖ ~ez
Z ¾QaV�gVWVO`]STUR eOTU PcVOTUQ`� �f Zf·� aQWTU aOV ÅO`]©UWQ`� g\` ¾�cO`aVWd\\WaO`SRV` È

px = p⊥ cos φ

py = p⊥ sin φ

pz = p‖. �f Zf �
^ QWTU aOVeV ¨WS`e]\W� SRO\`V` Q`a � OR aVW ¥SW� \W]WVÎQV`i ΩB,a ≡ (qaB0/maγac)

gVWh
VO`]STUR eOTU ]\c�V`aVW ¨VW� O` aVW ¤ cSe\g�cVOTUQ`� �g�c Z � `US`� ª Zf� È

qa
~p× ~B0

maγac
· ∂δfa

∂~p
= − qaB0

maγac

∂δfa

∂φ
= −ΩB,a

∂δfa

∂φ
. �f Zfn�

Y§



b\ VWU«cR � S` aOV ¤ cSe\g�cVOTUQ`� O` aV` `VQV` ½\\WaO`SRV` È
∂δfa

∂φ
− i~k · ~v − iω

ΩB,a

δfa =
Φ(φ)

ΩB,a

�f Zf¦�
� OR aV` � �d©WiQ`�V`

Φ(φ) ≡ qaQ(φ) + iqa
~p× ~B0

maγaωc
· ∂fa0

∂~p
− f~k,a,

Q(φ) ≡


δ ~E +
~p×(~k×δ ~E)

maγaω



 · ∂fa0

∂~p
. �f Z§m�

Q(φ) c«eeR eOTU `Q` � OR δ ~E = (Ex, Ey, Ez) Q`a aVW ¨WS`e]\W� SRO\` aVW � �cVORQ`�V`
�gc� Z � `US`� ª Zf� � VWVTU`V` È

Q(φ) =



δ ~E +
~k(~p · δ ~E) − δ ~E(~p · ~k)

maγaω



 ·








px

p⊥

∂fa0

∂p⊥
− py

p2
⊥

∂fa0

∂φ
py

p⊥

∂fa0

∂p⊥
+ px

p2
⊥

∂fa0

∂φ
∂fa0

∂p‖








=

(

Ex +
kx(pxEx + pyEy + pzEz) − Ex(pxkx + pyky + pzkz)

maγaω

)

×
(

px

p⊥

∂fa0

∂p⊥
− py

p2
⊥

∂fa0

∂φ

)

+

(

Ey +
ky(pxEx + pyEy + pzEz) − Ey(pxkx + pyky + pzkz)

maγaω

)

×
(

py

p⊥

∂fa0

∂p⊥
+

px

p2
⊥

∂fa0

∂φ

)

+

(

Ez +
ky(pxEx + pyEy + pzEz) − Ez(pxkx + pyky + pzkz)

maγaω

)

∂fa0

∂p‖

= (Expx + Eypy)

(

1

p⊥

∂fa0

∂p⊥

kz

maγaω

(

∂fa0

∂p‖
− pz

p⊥

∂fa0

∂p⊥

))

+Ez
∂fa0

∂p‖
+ Ez

(

pxkx + pyky

maγaω

) (

pz

p⊥

∂fa0

∂p⊥
− ∂fa0

∂p‖

)

+Ex

(

−py +
kyp

2
⊥ + kzpzpy

maγaω

)

1

p2
⊥

∂fa0

∂φ

+Ey

(

px −
kxp

2
⊥ + kzpzpx

maγaω

)

1

p2
⊥

∂fa0

∂φ

+Ez

(

pz(pxky − pykx)

maγaω

)

1

p2
⊥

∂fa0

∂φ
. �f Z§ Y�

¾QeS� � V` � OR aV` ¾�cO`aVWd\\WaO`SRV` ]©W aV` ¶� lQce �f Zf � VW�O�R eOTU aS``

Q(φ) = (Ex cos φ + Ey sin φ)

(

∂fa0

∂p⊥
+

kz

maγaω

(

p⊥
∂fa0

∂p‖
− p‖

∂fa0

∂p⊥

))

Y�



+Ez
∂fa0

∂p‖
+ Ez

(

kx cos φ + ky sin φ

maγaω

) (

p‖
∂fa0

∂p⊥
− p⊥

∂fa0

∂p‖

)

+Ex

(

− sin φ +
kyp⊥ + kzp‖ sin φ

maγaω

)

1

p⊥

∂fa0

∂φ

+Ey

(

cos φ − kxp⊥ + kzp‖ cos φ

maγaω

)

1

p⊥

∂fa0

∂φ

+Ez

(

p‖(ky cos φ − kx sin φ)

maγaω

)

1

p⊥

∂fa0

∂φ
. �f Z§f�

¶� k\c�V`aV` £ OWa P�W\RW\lOV S`�V`\� � V` È a ZU Z a OV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` U«`�R `OTURg\� � iO�QR φ S� È (∂fa0/∂φ) = 0
Z ^ OVe USR iQW k\c�V È aSee aOV cVRiRV` aWVO bQ� � S`aV`O` P cVOTUQ`� �f Z§f� £V�]SccV` Z � QÆVWaV� cSeeV` eOTU xh Q`a yh�TUeV e\ SQeWOTURV` È aSee

aVW �VccV`gVdR\W `QW ½\� l \`V`RV` O`
xh Q`a zh_ OTURQ`� � VeORiR È a ZU Z ~k = (kx, ky, kz) =

(k⊥, 0, k‖)
Z ¡ OR j Oc]V aVW ¤SWOSRO\` aVW ½\`eRS`RV` �eOVUV � `US`� ª Z§� dS`` � S` `Q` VO`V]\W� ScV ¥¬eQ`� aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`

δfa SQe aVW ¤ cSe\g�cVOTUQ`� �f Zf¦� � VeRO� � V`

δfa =
1

ΩB,a

φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′Φ(φ′) exp

[

i(k‖v‖ − ω)(φ − φ′) + ik⊥v⊥(sin φ − sin φ′)

ΩB,a

]

. �f Z§§�

¡ S` � VSTURV È aSee O` aOVeVW ¥¬eQ`� aOV � �cVORQ`� (∂fa0/∂~p) V`RUScRV` OeR È £VcTUV `STU� ``SU� V � VWVORe � VdS``R OeR Z
� �� �� ¼� ¦������� ��¡ ¥� �©°½��� §� �©¡©��¡¢¦¡
¶� £VORVWV` ¤VWcSQ] £ OWa `Q` aVW d\`eRS`RV ¨VW� È £VcTUVW aOV � `]S`�e� VaO`�Q`�V` V`Rh
U«cR È £V��VcSeeV` Z ÅW RW«�R `QW iQ VO`VW ¶`RV�WSRO\`ed\`eRS`RV � VO È a OV ]©W aOV ªVWVTU`Q`�aVe ¡ S¢£Vcc\l VWSR\We Q`a aVeeV` ^ VRVW� O`S`RV dVO`V ªVaVQRQ`� USR Z � Qe aV` PcVOTUQ`h
�V` �f Zfn� È �f Z§f� Q`a aVW � ``SU� V aVW P�W\RW\lOV ]\c�R

Φ(φ) = qaQ(φ) = qa

[

(Ex cos φ + Ey sin φ)Û + Ez

(

∂fa0

∂p‖
+

k⊥ cos φ

maγaω
V̂

)]

�f Z§��
� OR aV` � �d©WiQ`�V`

Û =
∂fa0

∂p⊥
+

k‖
maγaω

(

p⊥
∂fa0

∂p‖
− p‖

∂fa0

∂p⊥

)

V̂ = p‖
∂fa0

∂p⊥
− p⊥

∂fa0

∂p‖
. �f Z§®�

b\ cSQRVR ã VRiR aOV ]\W� ScV Scc�V� VO`V ¥¬eQ`� �f Z§§�

δfa =
qa

ΩB,a

φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′
[

(Ex cos φ′ + Ey sin φ′)Û + Ez

(

∂fa0

∂p‖
+

k⊥ cos φ′

maγaω
V̂

)]

× exp

[

i(k‖v‖ − ω)(φ − φ′) + ik⊥v⊥(sin φ − sin φ′)

ΩB,a

]

�f Z§·�

Y®



¡ OR aOVeVW ¥¬eQ`� aVW QdRQOVWV`aV` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` � VeRO� �R � S` `Q` aOV k\QWOVWh¥SlcSTVhRWS`e]\W� OVWRV bRW\� aOTURV δ~j

δ~j =
∑

a

naqa

∫¤
3

d3p
~p

maγa

δfa

=
∑

a

naq
2
a

ma

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥
γaΩB,a

∫ 2π

0
dφ






p⊥ cos φ
p⊥ sin φ

p‖






×
φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′
[

(Ex cos φ′ + Ey sin φ′)Û + Ez

(

∂fa0

∂p‖
+

k⊥ cos φ′

maγaω
V̂

)]

× exp

[

i(k‖v‖ − ω)(φ − φ′) + ik⊥v⊥(sin φ − sin φ′)

ΩB,a

]

�f Z§ �
¡ S` � VSTURV È aSee O` aOVeVW P cVOTUQ`� ]©W aOV bRW\� aOTURV aOV ½\� l \`V`RV` aVe VcVdh

RWOeTUV` kVcaVe `QW O` cO`VSWVW k\W� V`RUScRV` eO`a Z ¡ OR P cVOTUQ`� �f Z§ � gVWO iOVWR � S`
Sce\ aV` � `eSRi È aV` ¾QeS� � V`US`� i£ OeTUV` bRW\� aOTURV Q`a VcVdRWOeTUV� kVca ]\W� ScO` k\W� VO`Ve âU� eTUV` PVeVRiVe iQ ]\W�QcOVWV` È a ZU Z

δ~j = σ̄ · ~E
Z ^ SUVW OeR � OR aV�� `eSRi �f ZY�� aVW ¡ S¢£Vcc\l VWSR\W �f ZY � lWO`iOl OVcc � VWVTUV`�SW È O`aV� eQdiVeeOgV aOVg OVW ¶`RV�WSRO\`V` �Vc¬eR £VWaV` Z¶` aOVeVW � W� VOR e\ccV` aOVeV O` aVW _ VOUV`]\c�V aVe bRS`aSWaS`eSRiVe VW]\c�V` È � VO aV�

iQ`«TUeR aOV � O`dVcO`RV�WSRO\`V` �©� VW φ Q`a φ′� aQWTU�V]©UWR £VWaV` Z ÅO`V ScRVW`SROgV¥¬eQ`�e� ¬�cOTUdVOR eRVccR aVW � `eSRi `STU ¨WQ�`Od\g aSW �g�c Z ��� �� È aVW O` aOVeVW � W� VORS� VW `OTUR £VORVW gVW]\c�R £ OWa Z¡ OR aV` � �d©WiQ`�V`
α = (k‖v‖ − ω)/ΩB,a È β = k⊥v⊥/ΩB,a Q`a aVW ÅWiVQ�V`aV` aVWªVeeVc]Q`dRO\` È

eiz sin φ =
∞∑

ν=−∞
Jν [z]eiνφ, �f Z§n�

VWU«cR � S` SQe P cVOTUQ`� �f Z§ � ]©W aOV bRW\� aOTURV
δ~j =

∑

a

naq
2
a

ma

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥
γaΩB,a

∑

µ,ν

Jµ[β]Jν [β]

×
∫ 2π

0
dφ






p⊥ cos φ
p⊥ sin φ

p‖




 ei(α+ν)φ

φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′ e−i(α+µ)φ′

×
[

(Ex cos φ′ + Ey sin φ′)Û + Ez

(

∂fa0

∂p‖
+

k⊥ cos φ′

maγaω
V̂

)]

=
∑

a

naq
2
a

ma

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥
γaΩB,a

∑

µ,ν

Jµ[β]Jν [β]
∫ 2π

0
dφ ei(α+ν)φ

φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′ e−i(α+µ)φ′

×











p⊥ cos φ cos φ′Û p⊥ cos φ sin φ′Û p⊥ cos φ
(

∂fa0

∂p‖
+ k⊥ cos φ′

maγaω
V̂

)

p⊥ sin φ cos φ′Û p⊥ sin φ sin φ′Û p⊥ sin φ
(

∂fa0

∂p‖
+ k⊥ cos φ′

maγaω
V̂

)

p‖ cos φ′Û p‖ sin φ′Û p‖

(

∂fa0

∂p‖
+ k⊥ cos φ′

maγaω
V̂

)
















Ex

Ey

Ez




 .

�f Z§¦�

Y·



P cVOTUQ`� �f Z§¦� USR `Q` aOV �V£ ©`eTURV k\W� VO`Ve âU� eTUV` P VeVRiVe O� k\QWOVWh¥SlcSTVh_ SQ� È
δ~j = σ̄ · δ ~E. �f Z�m�

¾QW ªVWVTU`Q`� aVe ¥VOR]«UO�dVOReRV`e\We �©eeV` aOV � O`dVcO`RV�WScV Q`a bQ� � SRO\h`V` �Vc¬eR £VWaV` Z ^ OV �V`SQV _VTU`Q`� OeR È aS WVO` � SRUV� SROeTU È O` � `US`� ª Z� aSW�Vh
cV�R Z ¡ OR aV` ÅW�V�`OeeV` �ª ZYn� Q`a �ª Zff� SQe � `US`� ª Z� Q`a � OR aVW [ cSe� S]WVÎQV`i
ω2

p,a = 4πnaq
2
a/ma dS`` � S` `Q` aV` ©� VW aOV [USeV �V� ORRVcRV` ¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W S`h

�V� V` È
σij =

1

4π

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥
γaΩB,a

Sij, �f Z� Y�

£\� VO

S̄ =











p⊥ÛΨ11 p⊥ÛΨ12 p⊥

(

∂fa0

∂p‖
Ψ13 + k⊥

maγaω
V̂ Ψ11

)

p⊥ÛΨ21 p⊥ÛΨ22 p⊥

(

∂fa0

∂p‖
Ψ23 + k⊥

maγaω
V̂ Ψ21

)

p‖ÛΨ31 p‖ÛΨ32 p‖

(

∂fa0

∂p‖
Ψ33 + k⊥

maγaω
V̂ Ψ31

)











. �f Z�f�

P cVOTUQ`� �f Z� Y� c«eeR eOTU `\TU VR£Se Q� ]\W� V` iQ aV� _VeQcRSR
σij =

i

2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥
γaΩB,a

∑

µ

1

α + µ
Tij =

=
1

2i

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥ p⊥

∑

µ

γ−1
a Tij

ω − k‖v‖ − µΩB,a
�f Z�§�

� OR aV` � �d©WiQ`�V`

T̄ ≡







p⊥Û µ2

β2 J
2
µ ip⊥Û µ

β
JµJ

′
µ p⊥Ŵ µ

β
J2

µ

−ip⊥Û µ
β
JµJ

′
µ p⊥ÛJ ′2

µ −ip⊥ŴJµJ
′
µ

p‖Û
µ
β
J2

µ ip‖ÛJµJ
′
µ p‖ŴJ2

µ







,

Û =
∂fa0

∂p⊥
+

k‖
maγaω

(

p⊥
∂fa0

∂p‖
− p‖

∂fa0

∂p⊥

)

,

Ŵ ≡ ∂fa0

∂p‖
+

k⊥µ

maγaωβ

(

p‖
∂fa0

∂p⊥
− p⊥

∂fa0

∂p‖

)

�f Z���
^ OVeVe V`RelWOTUR V¢SdR aVW ^ SWeRVccQ`� È £ OV eOV � VO bTUcOTdVOeVW Q`a ¥VeTU �§§� \aVW ªVdV �f� iQ  `aV` OeR Z
� �� �¬ ¾�¦� ��� �� ¿� ����
� ` aOVeVW bRVccV e\cc VO`V £VORVWV ¤VWVO`]STUQ`� VO`�V]©UWR £VWaV` Z Åe £ OWa S`�V`\� � V` ÈaSee `QW �VccV` � OR � Qe�WVORQ`�eWOTURQ`� lSWSccVc iQ� ¡ S�`VR]Vca SQ]RWVRV` � � ZS Z� ZÈaVW eV`dWVTURV � `RVOc aVe �VccV`gVdR\We È k⊥ È OeR ÇQcc Z ^ OVeV � ``SU� V eTUVO`R iQ`«TUeRVO`V eRSWdV ÅO`eTUW«`dQ`� iQ eVO` È VWU«cR O� `«TUeRV` � �eTU`ORR S� VW OUWV ªVWVTURO�Q`� Z
�V�V`

k⊥ = 0 ]\c�R β = k⊥v⊥/ΩB,a = 0 È Q`a SQ] aOVeV �VOeV gVWVO`]STUV` eOTU `\TU� SceaOV bQ� � V` ©� VW aOV ªVeeVc]Q`dRO\`V` Z ¶`]\c�VaVeeV` VWU«cR aVW ¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W VO`V

Y 



VO`]STUVWV P VeRScR Z � Qe aVW _VOUV`aSWeRVccQ`� aVW ªVeeVc]Q`dRO\`V` Q`a aVW b�� � VRWOVh
WVcSRO\` È

Jµ[β] =
(

1

2
β

)µ ∞∑

k=0

(−1
4
β2)k

k! Γ[µ + k + 1]
≈ (β

2
)µ

Γ[µ + 1]
]©W β → 0,

J−µ[β] = (−1)µJµ[β], �f Z�®�
cSeeV` eOTU aOV SQ]RWVRV`aV` ¥O� ORVe cVOTUR � VWVTU`V` Z ¡ S` VWU«cR

lim
β→0

µ

β
Jµ =

{
1
2

]©W µ = ±1
0

e\`eR ,

lim
β→0

µ

β
JµJ

′
µ =

{

±1
4

]©W µ = ±1
0

e\`eR ,

lim
β→0

µ

β
J2

µ = 0 ∀µ,

lim
β→0

J ′
µ =

{

±1
2

]©W µ = ±1
0

e\`eR ,

lim
β→0

JµJ
′
µ = 0 ∀µ,

lim
β→0

Jµ =

{

1 ]©W µ = 0
0

e\`eR . �f Z�·�
^ S� OR VWU«cR � S` SQe PcVOTUQ`� �f Z�§� aV` ¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W O` d\� lSdRVW k\W� È

σ̄ =
1

2i

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥
γa










p⊥Û(ω−k‖v‖)

2((ω−k‖v‖)2−Ω2
B,a

)
i

p⊥ÛΩB,a

2((ω−k‖v‖)2−Ω2
B,a

)
0

−i
p⊥ÛΩB,a

2((ω−k‖v‖)2−Ω2
B,a

)

p⊥Û(ω−k‖v‖)

2((ω−k‖v‖)2−Ω2
B,a

)
0

0 0
p‖

∂fa0
∂p⊥

ω−k‖v‖










.

�f Z� �¶` aOVeVW ^ SWeRVccQ`� c«eeR eOTU σ̄ ]©W aOV £VORVWV ªVWVTU`Q`� aVe ¡ S¢£Vcc\l VWSR\We
Λ̄`QRiV` Z

s &À ·6*4 /+ +372 86* Á)ÂÃ6 ((� ,6 <)4� <* 378 86 <
� /*,6 <* /� 7* <6 ()4 /� 767

� �¬ �� Ä� ¦ ����� ��¢ ¨� ¦�©¢¦
� Qe aV� ¥VOR]«UO�dVOReRV`e\W �f Z� � WVeQcROVWV` `Q` `STU aV` PcVOTUQ`�V` �f ZY � aVW^ OVcVdRWOiOR«ReRV`e\W ε̄ Q`a aVW ¡ S¢£Vcc\l VWSR\W Λ̄

Z ^ OVeV � VeORiV` ]©W lSWSccVcV �VccV` È£ OV V� V` UVW�VcVORVR È VO`V gVWVO`]STURV ª c\TdaOS�\`Sc�VeRScR �� OR aV� ªWVTUQ`�eO`aV¢
N2 = ~k2c2/ω2� È

ε̄(~k, ω) = δ̄ +
4πi

ω
σ̄ =






1 + A iB 0
−iB 1 + A 0

0 0 1 + C




 ,

Λij = N2(δ3iδ3j − δij) + εij, �f Z�n�

Yn



£\� VO aOV ]\c�V`aV` ^ V `ORO\`V` VO`�V]©UWR £ QWaV` È
A =

π

ω

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p2
⊥Û(ω − k‖v‖)

γa((ω − k‖v‖)2 − Ω2
B,a)

,

B =
π

ω

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p2
⊥ÛΩB,a

γa((ω − k‖v‖)2 − Ω2
B,a)

,

C =
2π

ω

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p⊥p‖
ω − k‖v‖

∂fa0

∂p⊥
. �f Z�¦�

^ SWSQe � VWVTU`VR � S` aOV ^ VRVW� O`S`RV Λ È £VcTUV eOTU Sce [W\aQdR aSWeRVccV` c«eeR È
Λ =

[

(1 − N2 + A)2 − B2
]

(1 + C) =

= (1 − N2 + A + B)(1 − N2 + A − B)(1 + C)

= ηT,+ηT,−ηL. �f Z®m�
^ OV ^ VRVW� O`S`RV c«eeR eOTU Sce\ O` i£VO RWS`egVWeScV � `RVOcV SQ]elScRV` È aOV eOTU `QW O�
¤\WiVOTUV` aVW ¥SW� \W]WVÎQV`i ΩB,a Q`RVWeTUVOaV` È

ηT,±(~k, ω) = 1 − N2 +
π

ω

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p2
⊥

γa(ω ± ΩB,a − k‖v‖)

×
(

∂fa0

∂p⊥
+

k‖
maγaω

(

p⊥
∂fa0

∂p‖
− p‖

∂fa0

∂p⊥

))

, �f Z® Y�

Q`a VO`V` c\`�ORQaO`ScV` � `RVOc È
ηL(~k, ω) = 1 +

2π

ω

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p‖p⊥
γa(ω − k‖v‖)

∂fa0

∂p‖
. �f Z®f�

^ OV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` aVe [cSe� Se VW�O�R eOTU `Q` SQe aVW k\WaVWQ`� È aSee aOV ^ Vh
RVW� O`S`RV aVe ¡ S¢£Vcc\l VWSR\We È a OV Sce [W\aQdR VO`Ve RWS`egVWeScV` Q`a VO`Ve c\`�ORQh
aO`ScV` � `RVOce aSWeRVcc�SW OeR È gVWeTU£ O`aV` �Qee È

Λ = ΛL(ΛT )2 = 0. �f Z®§�
b\ ]\c�V` aOV ¥¬eQ`�V` aVW c\`�ORQaO`ScV` ¡ \aV �i£ Z aVW RWS`egVWeScV` ¡ \aV` aOWVdRSQe aV` ªVaO`�Q`�V`

ΛL = ηL = 0 ∨ (ΛT )2 = ηT,+ηT,− = 0. �f Z®��
� �¬ �� Å� ¦�� �©��� �� ¦ Ä�¡¨� ¦¡ �¢ �¡¦� ��© �¢ ���
^ VW bTU£VWlQ`dR aVW VWeRV` j «c]RV aOVeVW � W� VOR � VeRVUR aSWO` È Scc�V� VO`V � QeeS�V`
]©W aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R �a ZU Z O` VO`V� Q`� S�`VROeOVWRV` [cSe� S� UVWiQcVORV` È \U`V VOh`V el ViOVccV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` g\WSQeiQeVRiV` Z ^ VW ªV�WOÍ àQ`� S�`VROeTUá � ViOVUR eOTUUOVW� VO SQ] aV` P cVOTU�V£ OTUReiQeRS`a aVe [cSe� Se È a ZU Z � S` c«eeR aSe j O`RVW�WQ`a� Sh
�`VR]Vca gVWeTU£ O`aV` ? È B0 → 0

Z@y Y mCBWCT F QHIEC NBCDCK GHIJBEE cPQJ KBHIE O QW CJ CJ W CE_KEC O NQDD NQD n Q`KCESCTN
B0

KBHIE CDDCKEBCTT SlJNQD ~CJIQTECK NCJ �KDEQWBTBEhE PhJC Y yJ W CTBCÆ NQD dCTN BK DCBKCK LTCBHIMK`CK O PCBT CD NBC eCHIKMK`CK
Y¦



ÖVRiR iVO�R Ve eOTU È aSee aOV ªVeTUW«`dQ`� SQ] lSWSccVcV �VccV` È aOV O� g\WO�V` � �eTU`ORRVO`�V]©UWR £ QWaV È �SW dVO`V ÅO`eTUW«`dQ`� OeR Z ^ V`` aVW �VccV`gVdR\W ~k
OeR `Q` `V� V` aVW_ OTURQ`� aVW � `Oe\RW\lOV aOV VO`iO� iQW ¤VW]©�Q`� eRVUV`aV âWOV`ROVWQ`�e� ¬�cOTUdVOR[]©W aSe ½\\WaO`SRV`e�eRV� ä ¡ S` dS`` Sce\ aOV � Qe�WVORQ`�eWOTURQ`� aVW �VccV` � OR aVW

zh�TUeV aVe ½\\WaO`SRV`e�eRV� e OaV`RO iOVWV` È £Se �V`SQ �VccV` V`RelWOTUR È a OV lSWSccVciQ VO`V� j O`RVW�WQ`a� S�`VR]Vca O`
zh_ OTURQ`� cSQ]V` Z^ SUVW �OcR `Q`

k ≡ k‖ Q`a £V�V`
B0 = 0

OeR SQTU aOV ¥SW� \W]WVÎQV`i ΩB,a �cVOTU Ç Qcc Zb\ ]SccV` aOV RWS`egVWeScV` ¡ \aV`
ηT,+ = ηT,− ≡ ηT ≡ ΛT = 0 iQeS� � V` Q`a � S` VWU«cRaOV c\`�ORQaO`ScV` ��i£ Z VcVdRW\eRSROeTUV`� Q`a RWS`egVWeScV` ��i£ Z VcVdRW\� S�`VROeTUV`�^ Oel VWeO\`e� VaO`�Q`�V`

0 = ΛL ≡ 1 +
2π

ω

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p‖p⊥
γa(ω − kv‖)

∂fa0

∂p‖
,

0 = ΛT ≡ 1 − N2 +
π

ω2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

−∞
dp‖

∫ ∞

0
dp⊥

p2
⊥

γa

(

∂fa0

∂p⊥
+

kv⊥
ω − kv‖

∂fa0

∂p‖

)

.

�f Z®®�
^ S� VO � ViOVUV` eOTU aOV ªV�WOÍV àc\`�ORQaO`Scá Q`a àRWS`egVWeScá SQ] aOV _ OTURQ`� aVWVcVdRWOeTUV` kcQdRQSRO\`

δ ~E È a ZU Z � VO VO`VW c\`�ORQaO`ScV` ¡ \aV �OcR δ ~E‖~k Q`a � VO VO`VW
RWS`egVWeScV` ¡ \aV δ ~E⊥~k

Z �V�V` ∇ · δ ~B = 0
eRVUV` aOV � S�`VROeTUV` kcQdRQSRO\`V`eRVRe eV`dWVTUR SQ] ~k

Z� Qe b�� � VRWOV�W©`aV` ]\c�R
ΛL(−k, ω) = ΛL(k, ω), ΛT (−k, ω) = ΛT (k, ω), �f Z®·�

aSUVW eO`a aOV ÅO�V`eTUS]RV` aVW ¡ \aV` OaV`ROeTU È Q`�VSTURVR aVW � Qe�WVORQ`�eWOTURQ`� ZÅe �OcR Sce\ \ Zª Za Z� Z
k > 0

Z¶� Scc�V� VO`V` d\gSWOS`RV` kScc OeR Ve `Q` �VeTUOTdR È `VQV ¤SWOS�cV` VO`iQ]©UWV` �g�c Z¥VWTUV �f§�� X aV` aO� V`eO\`ec\eV` [SWSccVcO� lQce aVW ¨VOcTUV`
y Q`a aOV WVcSROg OeROeTUVaO� V`eO\`ec\eV Å`VW�OV E È £VcTUV aV� ¥\WV`Ri]SdR\W γ V`RelWOTUR È

y ≡ p‖
mac

,

E ≡
√
√
√
√1 +

p2
‖ + p2

⊥

m2
ac

2
= γa �f Z® �

KBHIE D_KNCJTBHI VCJX_FbTBcBCJEC ÇÈÉÊ Y fCB NCK IBCJ S_T`CKNCK eCHIKMK`CK DECTTE CD o CN_ HI CBKC `J_ÆCyJTCBHIECJMK` NQJ O PCKK F QK NQD dCTN
B0 = 0

DCEcE YGEJCK``CK_FFCK P BNCJDbJBHIE NBCDCD cPCB GHIJBEECK BK NCJ gCJTCBEM` NCJ A BDb CJDB_KDJCTQEB_KCK Ëy BKCJDCBED PMJNC BK LTCBHIMK` �Ì YÌÍ� NMJHI NBC jQJF_JSJCÎMCKc
ΩB,a(∝ B0)

`CECBTE O PQD SlJ CBKVCJDHIP BKNCKNCD dCTN CBKCJ A BVBDB_K NMJHI RMTT CKEDbJhHIC Y �MF pKNCJCK CKShTTE NBC fC`JlKNMK`NCJ LÏJ_EJ_bBC BK LTCBHIMK` �Ì YÐÈ� O PCTHIC SlJ F Q`KCEBDHIC U TQDF CK CBKC `CCB`KCEC pKKQIFC BDE Y�ACJ FQ`KCESCTNSJCBC dQTT XQKK o CN_ HI QTD DECEB`CJ ÑWCJ`QK` CBKCD VCJDHIP BKNCKNCK nQ`KCESCTNCDQK`CDCICK PCJNCK O BK NCF NBC LÏJ_EJ_bBC `BTE Y� LCJCHIESCJEB`E P BJN NBC gCJTCBEMK` NMJHI NBC aQEDQHIC ONQDD F QK NBC A BDb CJDB_KDJCTQEB_KCK SlJ MKF Q`KCEBDHIC U TQDF CK QTECJKQEBV QMHI NBJCXE IhEEC ICJTCBECKXzKKCK O BKNCF FQK BK LTCBHIMK` �Ì YÌÒ�
| ~B0| = 0

DCEcE �V`T Y c Yf Y e YÓ Y aQMEc ÇÐÔÊ� Y p TTCJNBK`D PhJCNQKK NBC `J_ÆC ÕIKTBHIXCBE cP BDHICK U TQDF CK F BE MKN _IKC nQ`KCESCTN MKECJ`C`QK`CK Y^ ÖCN_ HI XQKK NBC pKBD_EJ_bBC CJDE F BE NCJ GbCcBiXQEB_K NCJ ~CJECBTMK`DSMKXEB_K `CKQMCJ W CDHIJBCW CKPCJNCK Y y D BDE NQICJ DBKKV_TTCJ O NCK mCTTCKVCXE_J
~k
QTD ×JBCKEBCJMK` cM KMEcCK Y

fm



¡ OR aVW ÅO`]©UWQ`� aVW [USeV`�VeTU£ O`aO�dVOR �i£ Z aVe O`gVWeV` ªWVTUQ`�eO`aV¢ Ø Z ≡
1/N ≡ (ω/kc) ]©UWR aOVeV ¥VWTUVRWS`e]\W� SRO\` �f Z® � È £\� VO eOTU aOV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dROh
\` �V� «Æ (mac)

3fa0(k, p‖, p⊥, ω) ⇔ fa0(k, ω,E, y) RWS`e]\W� OVWR �g�c Z SQTU ½ SlORVc � ZYZY� ÈiQ aV` ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\`V`

0 = ΛL = 1 − 2π

k2c2Z
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

y

y − EZ

(

∂fa0

∂y
+

y

E

∂fa0

∂E

)

�f Z®n�

Q`a
0 = ΛT = 1 − 1

Z2
− π

k2c2Z2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

×
∫

√
E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y − EZ

(

∂fa0

∂y
+ Z ∂fa0

∂E

)

. �f Z®¦�

� �¬ �¬ Ù �� �µ© �¡��� ¢¦©¡�©¶��� °´¦ ���½±¨°©� ¿� ���� Ú
Γ < 0Û

bRWV`��V`\� � V` �VcRV` aOV PcVOTUQ`�V` �f Z®n� Q`a �f Z®¦� `QW ]©W Γ > 0 È a ZU Z ]©W S`h
£STUeV`aV �VccV` � � S` e\ccRV aSUVW aOV VO`iVc`V` ¡ \aV` � OR à+á O`aOiOVWV` È

ΛL,T ⇒ Λ+
L,T . �f Z·m�

Ç Q` eRVccR eOTU aOV �SdSaV� OeTUV� kWS�V È O`£ OV£VOR � S` aOVeV ÅW�V�`OeeV O� ªVWVOTU aVW^ «� l]Q`� È Γ < 0 È � V`QRiV` dS`` Z ^ SiQ OeR VO`V S`Sc�ROeTUV k\WReVRiQ`� g\` ¶`RV�WScV`
]\c�V`aVW k\W�

J =
∫

√
E2−1

−
√

E2−1
dy

g[E, y]

y − EZ �f Z· Y�
� OR � VcOV�O�VW kQ`dRO\`

g[E, y]
O` aOV `V�SROgV d\� lcV¢V Z hj Sc� V� V`V `¬RO� Z ^ S� VO OeRaSe ¤VWUScRV` aVW ¶`RV�WScV S�U«`�O� g\� âWR aVe [\ce EZ � Vi©�cOTU aVe ¶`RV�WSRO\`ehO`RVWgScce [−

√
E2 − 1 È √E2 − 1]

Z k©W eQl VWcQ� O`ScV �VccV` �|<[Z]| > 1
� cOV�R aVW [\cSQÆVWUSc� aVe ¶`RV�WSRO\`eO`RVWgScce È a ZU Z � S` dS`` VO`]STU S`eVRiV`

J−
superluminal = J+

superluminal �f Z·f�
Q`a aOV _VcSRO\`V` �f Z®n� È �f Z®¦� �VcRV` O` aVW �S`iV` Å� V`V

Λsuperluminal,L = Λ+
L

Λsuperluminal,T = Λ+
T . �f Z·§�

ªVO eQ�cQ� O`ScV` �VccV` �|<[Z]| < 1
� � V `aVR eOTU aVW [\c O``VWUSc� aVe ¶`RVWgScce]©W �VWRV E > Ec = (1 − Z2)−1/2 Z ^ OV �VVO�`VRV k\WReVRiQ`� £ OWa aQWTU aOV ^ OÍVWV`iaVW ¶`RV�WScV J− Q`a J+ � VO aVW � ``«UVWQ`� S` aOV WVVccV �TUeV g\` � VOaV` bVORV`

� VeTUWOV� V`
lim

=[Z]→0−
J− = lim

=[Z]→0+
J+ + 2πi g[E, y = EZ] H[E − Ec], �f Z·��

f Y



£\� VO
H[x] aOV j VSgOeOaVh \aVW bRQ]V`]Q`dRO\` � ViVOTU`VR Z ^ SWSQe VW�V� V` eOTU aOV ^ Oehl VWeO\`eWVcSRO\`V` ]©W aOV `V�SROgV d\� lcV¢V kWVÎQV`iUSc� V� V`V\
0 = Λ−

subluminal,L

= 1 − 2π

k2c2Z
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

y

y − EZ

(

∂fa0

∂y
+

y

E

∂fa0

∂E

)

−i
4π2

k2c2

∑

a

ω2
p,a(mac)

3
∫ ∞

Ec

dEE2

(

∂fa0

∂y
+

y

E

∂fa0

∂E

) ∣
∣
∣
∣
∣
y=Ec

�f Z·®�
e\£ OV

0 = Λ−
subluminal,T = 1 − 1

Z2
− π

k2c2Z2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

×
∫

√
E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y − EZ

(

∂fa0

∂y
+ Z ∂fa0

∂E

)

−i
2π2

k2c2Z2

∑

a

ω2
p,a(mac)

3
∫ ∞

Ec

dE
(

(1 −Z2)E2 − 1
)

(

∂fa0

∂y
+ z

∂fa0

∂E

) ∣
∣
∣
∣
∣
y=Ec�f Z··�

ÖVa\TU � VeTU«]RO�R eOTU aOVeV � W� VOR È £ OV � VWVORe VW£«U`R È O� �VORVWV` � OR úîù ú÷�í êîþêî¡ \aV` aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R Z Åe e\ccRV O` aOVeV� � �eTU`ORR `QW aOV lWO`iOl OVccV ÅW£VOh
RVWQ`� aVW _VcSRO\`V` �f Z®n� È �f Z®¦� SQ] aOV �S`iV d\� lcV¢V Å� V`V g\W�VeRVccR £VWaV` Z^ See aOVeVe g\` ªVaVQRQ`� OeR È £ QWaV � VWVORe O` � �eTU`ORR f ZYZ� aSW�VcV�R Z

qACJ ~_TTDEhKNB`XCBE IQTW CJ DCB `CDQ`E O NQDD NBC DMWTMF BKQTCK A BDb CJDB_KDJCTQEB_KCK SlJ NBC b_DBEBVCX_FbTCÜC dJCÎMCKcCW CKC KQElJTBHI NMJHI NBC eCTQEB_KCK �Ì YÉÔ� O �Ì YÉÍ� `C`CW CK DBKN O
Λ+

subluminal,L = Λ+

L

Λ+

subluminal,T = Λ+

T .

ff
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âë øî ê� úõ öîöî� ï� ê ï� êøìöêí øð ï� êí ê ë � êî øõ êîú öï ù úí ð øñîþ ï�úï ï� êìê ê� öíï úòí ø í êòð �ê� ÷öïêþ ïìúîíûêìí ê êòê÷ïìøõ ú�î êïö÷ ù úûêí� ù� ö÷� öîûøòû ê øîòô ï� ê êòê÷ïìøîí øð ú ë òúíõ ú�ë ìøûöþêþ ï�úï ï� êöì ûêòø÷öïô þöíïìöýñïöøî öí íñã ÷öêîïòô úîöí øïìøë ö÷�
ÅWOTU b Z �VO� Vc ��®� � VeTUWVO�R eVO`V Å`RaVTdQ`� VO`VW `VQV` ½ cSeeV g\` [cSe� SO`eRSh

�OcOR«RV` Z

� OV � VWVORe O` aVW ÅO`]©UWQ`� VW£«U`R È e\cc O` aOVeV� ¨VOc aVW � W� VOR Q`RVWeQTUR £VWh
aV` È Q`RVW £VcTUV` Scc�V� VO`V` ¤\WSQeeVRiQ`�V` aOV WVcSROg OeROeTUV �VO� VcO`eRS�OcOR«RV¢ OeROVWV` dS`` Z ^ OV �OeUVWO�V` µ `RVWeQTUQ`�V` O` aVW ¥ORVWSRQW �eOVUV i Zª Z �fm� È �§ Y� È��¦� È �®m�� eVRiRV` gVWeTUOVaV`V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` S` È eVO Ve VO`V ª Oh¡ S¢£Vcch \aVWVO`V e\�V`S``RV éúïêìýú�h¤VWRVOcQ`� Z Åe OeR ã Va\TU iQ VW£SWRV` È aSee VO`O�V aOVeVW ÅWh
dV``R`OeeV Scc�V� VO`�©cRO� ]©W aOV WVcSROg OeROeTUV �VO� VcO`eRS�OcOR«R eO`a È a ZU Z Q`S�U«`�O�g\` aVW �SUc aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` Z P VVO�`VRV kWS�VeRVccQ`�V` eO`a � VOelOVce£VOeV X

• ¥SeeV` eOTU ÅO`eTUW«`dQ`�V` ]©W aV` VWcSQ�RV` �VccV`iSUc� VWVOTU Q`a aOV �STUeh
RQ� eWSRV  `aV`�

• � OV £ OWdR eOTU i Zª Z aOV � ``SU� V VO`VW V¢RWV� WVcSROg OeROeTUV` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`
SQ] aOV Ç «UVWQ`�ec¬eQ`� SQe�

• ¡ STUR Ve VO`V` µ`RVWeTUOVa È \� aOV S`Oe\RW\l V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` àe�� � VRWOeTUá\aVW àSe�� � VRWOeTUá OeR È a ZU Z \� `QW �VWSaV È \aVW SQTU Q`�VWSaV [\RV`iV` aVe¶� lQceVe O` aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` SQ]RSQTUV`�
½¬``RV � S` e\cTUV Q`a «U`cOTUV kWS�V` Scc�V� VO` ]©W aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R � VS`R£\Wh
RV` È e\ U«RRV � S` aOV ¡ ¬�cOTUdVOR È SQTU aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R � OR d\� lcOiOVWRVWV` �Q`aaS� OR WVScOeROeTUVWV` � ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` � VeTUWVO� V` iQ d¬``V` Z µ � aOVeV ¾OVcV iQVWWVOTUV` È £VWaV` O� £VORVWV` ¤VWcSQ] aOV RWS`egVWeScV` ¡ \aV` Q`RVW aVW � ``SU� V £STUheV`aVW ¡ \aV` È a ZU Z

Γ > 0 È � VRWSTURVR Z

f§
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^ OV P WQ`a�cVOTUQ`� aOVeVe ½ SlORVce OeR aSUVW aOV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` �f Z®¦� ]©W S`£STUheV`aV cO`VSWV RWS`egVWeScV �VccV` O` VO`V� Q`� S�`VROeOVWRV` ¤ OVcRVOcTUV`lcSe� S ? È
0 = 1− 1

Z2
− π

c2k2Z2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y − EZ

(

∂fa0

∂y
+ Z ∂fa0

∂E

)

. �§ ZY�
^ OV ¡ \aV` e\ccV` UOVW� VO aV� �VccV`S`eSRi exp[ik(z−Zt)] �V`©�V` Q`a aOV ¤VWRVOcQ`�eh
]Q`dRO\` �V� «Æ

1 = 2π
∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dyfa0 �§ Zf�

`\W� OVWR eVO` Z k©W aOV £VORVWV _ VTU`Q`� OeR Ve �©`eRO� È P cVOTUQ`� �§ ZY� O` ]\c�V`aV k\W�
iQ �WO`�V` È

c2k2 = − π

1 −Z2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y − EZ

(

∂fa0

∂y
+ Z ∂fa0

∂E

)

. �§ Z§�
j OVW �OcR aVW � `eSRi È aSee

k WVVcc OeR È £\UO`�V�V` aOV [USeV`�VeTU£ O`aO�dVOR Z = ω/(ck)Q Z� Z g\` aVW kWVÎQV`i ω S�U«`�R Q`a e\� OR O� � cc�V� VO`V` d\� lcV¢£VWRO� OeR Z^ OVeV [USeV`�VeTU£ O`aO�dVOR Z `Q` dS`` Sce [SWS� VRVW iQW ªVeTUWVO�Q`� aVW �VOh
� VcO`eRS�OcOR«R aOV`V` Z µ� eOTU SQ] aOV £VeV`RcOTUV` � QeeS�V` iQ d\`iV`RWOVWV` Q`a aOV_ VTU`Q`�V` iQ gVWVO`]STUV` È eVRiR � S` Z i£VTd� «ÆO�VW£VOeV O` aVW k\W�

iM S` Z ^ OVeVe
V`RelWOTUR VO`VW WVO` O� S�O`«WV` kWVÎQV`i ω = iΓ �£\� VO

Γ
`QW WVVccV �VWRV S``O� �R�ÈQ`a e\ USR aOV �VccV VO`V V¢l \`V`ROVccV ¾VORS�U«`�O�dVOR exp[kMt] È � OR M = Γ/(ck)

Z k©WaSe �STUeRQ� egVWUScRV` OeR Ve iQ`«TUeR Q`O`RVWVeeS`R È \� aOV �VccV lW\lS�OVWR È <[ω] 6= 0 È\aVW eRSRO\`«W �cVO�R È <[ω] = 0
Z µ `S�U«`�O� aSg\` V`ReTUVOaVR aSe ¤\WiVOTUV` g\`

M�i£ Z
Γ

©� VW �STUeRQ� \aVW ^ «� l]Q`� ZÅe OeR SccVWaO`�e iQ � VSTURV` È aSee aOV � ``SU� V Z = iM
`OTUR eOTUVWeRVccR È aSee �]Scce VO`V �VO� VcO`eRS�OcOR«R SQ]RWORR � SQ] aOVeV �VOeV aOV eTU`VcceR£STUeV`aV ¶`eRS�OcOR«R� VeTUWOV� V` £ OWa Z Åe OeR aQWTUSQe � ¬�cOTU È aSee VO`V d\� lcV¢V [USeV`�VeTU£ O`aO�dVOR�Z = ZR + iM

� eTU`VccVW £STUeV`aV ¶`eRS�OcOR«RV` cOV]VWR È � S` gVW�cVOTUV � OR aV` � W� VOh
RV` g\` ªWVR êï úò� �® È ·� Z

¨W\Ri aOVeVe ÅO`£S`aVe OeR aSe S`�V�V� V`V ¤\W�VUV` O` aVW bRS�OcOR«ReS`Sc�eV £VORgVW�WVORVR Q`a £ QWaV � VWVORe g\` Å Z �VO� Vc ��®� � V`QRiR �eOVUV SQTU bTUSV]VWh_ \cÍ e Q`abTUcOTdVOeVW �§ Y�� Z ^ OVeVW � `eSRi USR aV` ¤\WRVOc È aSee aOV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` �§ Z§� eVlSh
WOVW�SW OeR O` OUWV` _VScRVOc È

c2k2 = − π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y2 + E2M2

(

y
∂fa0

∂y
− M2E

∂fa0

∂E

)

,

�§ Z��
Q`a ¶� S�O`«WRVOc È

0 =
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y2 + E2M2

(

E
∂fa0

∂y
+ y

∂fa0

∂E

)

. �§ Z®�
@A BC eCTQEB_K �Ì YÉÍ� iKNCE DBHI QMHI WCB GHITBHXCBDCJ ÇÐÉÊ æ NBC CKEDbJCHICKNC eCTQEB_K WCB ç__K ÇÉèÊXQKK CWCKSQTTD BK NBCDC d_JF `CWJQHIE PCJNCK

f�



Ç Q` d¬``RV � S` aOVeV P cVOTUQ`�V` e\ gVWeRVUV` È aSee
M

`QW VO`V j Oc]e�W¬ÆV OeR Q`acVaO�cOTU Sce � �d©WiQ`� g\`
Γ/(ck) �V�WSQTUR £ OWa Z ÖVa\TU �OVRVR Ve eOTU S` È O` aOVeVW[USeV iQ`«TUeR M Sce Q`S�U«`�O�V ¤SWOS�cV iQ � VRWSTURV` È õ öï þêìêî � öòð ê � S` �VccV`h

iSUcV` ]©W aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R � VeRO� � V` dS`` Z ^ OVeV ¤\W�VUV`e£VOeV USR aV` ¤\WRVOc ÈaSee aOV S�U«`�O�V PW¬ÆV � O` aOVeV� kScc a OV �VccV`iSUc k � `OTUR O� ¶`RV�WSc SQ]RSQTURQ`a e\� OR aOV QWelW©`�cOTU O� lcOiORV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` O` VO`V` V¢lcOiORV` � QeaWQTd ]©W
k

©� VW�V�S`�V` OeR Z
^ OV ªVRWSTURQ`� aVW PcVOTUQ`�V` �§ Z�� Q`a �§ Z®� � STUR aVQRcOTU È aSee eOV kQ`dRO\`V`g\` �VWSaVW âWa`Q`� O`

M È a ZU Z kQ`dRO\`V` g\`
M2 eO`a Z b\ USR � S` SQR\� SROeTU lSSWh

£VOeV ¥¬eQ`�V` X ¾Q ã VaVW ¡ \aV � OR VO`V� l \eOROgV` �VWR g\`
M �O�R Ve V� V`e\ VO`V � OR`V�SROgV�

M
Z � ccVWaO`�e aSW] � S` ]©W `V�SROgV M �aOVe V`RelWOTUR Γ < 0

� aOV ^ Oel VWheO\`eWVcSRO\` `OTUR O` aVW k\W� �f Z®¦� S`iQeVRiV` Z ¡ S` �©eeRV SQ] aOV _ VcSRO\` �f Z··�
SQe£VOTUV` È £ OV SQe ½ SlORVc f Z§ Z§ ]\c�R Z ^ S O` aOVeVW � W� VOR S� VW `QW aOV S`£STUeV`aV`¡ \aV` �Γ > 0

� � VRWSTURVR £VWaV` È £ OWa aOV kWS�VeRVccQ`� `STU aV` ¡ \aV` � OR M < 0`OTUR £VORVW gVW]\c�R Z
Ç Q` c\U`R Ve eOTU È aV` àO� S�O`«WV`á ¨VOc aVW ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` �§ Z®� iQ � VRWSTURV` Z

kScce `«� cOTU fa0 VO`V e�� � VRWOeTUV kQ`dRO\` O`
y

OeR �a ZU Z `QW �VWSaV [\RV`iV` O`
y RWVh

RV` SQ] � È e\ OeR P cVOTUQ`� �§ Z®� SQR\� SROeTU VW]© ccR Z � OV el«RVW O` � �eTU`ORR § Z· �ViVO�R£ OWa È VWU«cR � S` S`aVW`]Scce �]©W O� k\c�V`aV` àSe�� � VRWOeTUVá �V`S``RV ¤VWRVOcQ`�eh
]Q`dRO\`V`� SQe aOVeVW P cVOTUQ`� aOedWVRV �VWRV[ ]©W M2 Z

k©W aOV £VORVWV` � �eTU`ORRV aOVeVe ½ SlORVce £VWaV` aSUVW iQ`«TUeR O`
y

e�� � VRWOeTUV¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` S`�V`\� � V` È � VO aV`V` P cVOTUQ`� �§ Z®� SQR\� SROeTU VW]© ccR OeR �VWeR S� Å`aV £VWaV` aOV � Qe£ OWdQ`�V` Se�� � VRWOeTUVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` aOedQh
ROVWR Z P cVOTUQ`� �§ Z�� dS`` aSUVW ]©W e�� � VRWOeTUV ¤VWRVOcQ`�V` O` aOV ]\c�V`aV k\W�
�V�WSTUR £VWaV` È
c2k2 = − 2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

0
dy

E2 − 1 − y2

y2 + E2M2

(

y
∂fa0

∂y
− M2E

∂fa0

∂E

)

. �§ Z·�
¶� k\c�V`aV` £ OWa Sce\ Q`RVWeQTUR È £VcTUV Scc�V� VO`V bRWQdRQW fa0(E, y2) � VeORiV` �Qee ÈaS� OR PcVOTUQ`� �§ Z·� ]©W WVVccV Q`a l \eOROgV k2 VW]© ccR OeR È � ZS Z� ZÈ aOV WVTURV bVORV aVWP cVOTUQ`� �§ Z·� �Qee l \eOROg eVO` Z

À &s ·68 /72 37267 ué< 6 /76 � 6 /56 (/7*4)5/(/4¹4 56 /
*.++64 </*å -67 ê6 <46 /(37267

^ Se ¾OVc a OVeVe � �eTU`ORRVe OeR È SQe aVW PcVOTUQ`� �§ Z·� VO`V ªViOVUQ`� i£ OeTUV`
k2 Q`a

M2 UVWiQcVORV` Q`a e\� OR � QeeS�V` ©� VW aOV Å¢OeRV`i VO`VW ¶`eRS�OcOR«R iQ �V£ O``V` Z
bR¬WV`a UOVW� VO eO`a g\W SccV� aOV lSWROVccV` � �cVORQ`�V` aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`

fa0
Z¡ S` OeR aSUVW � VeRWV�R È `STU ¡ ¬�cOTUdVOR aOVeV lSWROVccV` � �cVORQ`�V` � ORRVce lSWROVccVW¶`RV�WSRO\` O` e\cTUV ¨VW� V Q� iQ£S`aVc` È O` aV`V` aOV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` eVc�eR SQ]hRSQTUR Z ^ OVeV US� V` aV` ¤\WRVOc È aSee eOV eRVRe �W¬ÆVW Sce ÇQcc eO`a È £Se � VO OUWVW � �cVORQ`�^A BCDC mCJEC O BK NBC ëJCCTTCì L TCBHIMK` �Ð YÈ� CBK`CDCEcE O TBCSCJK NQKK CWCKSQTTD NBDXJCEC mCJEC SlJ

k2
Y y D`BWE QTD_ SlJ QDÏFFCEJBDHIC ~CJECBTMK`CK NBC nz`TBHIXCBE BD_TBCJECJ mCBW CTF_NCK O PCTHIC BF DÏFFCkEJBDHICK dQTT KBHIE QMSEJCECK XzKKCK Y
f®



`OTUR aVW kScc eVO` �Qee Z ^ S O` aOVeV� � �eTU`ORR dVO`V � VeRO� �RV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`
VO`�VeVRiR £ OWa È £VWaV` aOV _ VeQcRSRV O` k\W� g\` ¶`RV�WSc�cVOTUQ`�V` S`�V�V� V` Z¾Q`«TUeR d¬``RV � S` gVWeQTUR eVO` È aV` �VccV`iSUc� VWVOTU È ]©W aV`

M2 = 0 �OcR È a OWVdRSQe PcVOTUQ`� �§ Z·� iQ �V£ O``V` Z ^ V`` £V�V`
M2 = Γ2/(ck)2 �VUV` SQe aV` Ç QcceRVccV`g\`

M2 �V`SQ aOV �VccV`iSUcV`
k UVWg\W È � VO aV`V` aOV ¡ \aV O`eRS�Oc £ OWa �SQÆVW O�

kSccV k = 0 È a OVeVe £ OWa O� � �eTU`ORR § Zf Zf � Ve\`aVWe � VRWSTURVR� Z
ÖVa\TU VW�O�R eOTU � OR aOVeV� � `eSRi aSe [W\�cV� È aSee � VO aVW ¶`RV�WSRO\` ©� VW

y S` aVW bRVccV y = 0 VO`V bO`�QcSWOR«R g\` âWa`Q`� y−2 SQ]�WQ`a aVe ¨VW� e
(y2 +

E2M2)−1 SQ]RWORR Z ^ OVeV bO`�QcSWOR«R dS`` gVW� OVaV` £VWaV` È £V`` iQ`«TUeR M > 0]VeR �VUScRV` Q`a VWeR `STU aVW ¶`RV�WSRO\` aVW P WV`i©� VW�S`� M → 0 aQWTU�V]©UWR£ OWa Z ¡ S` OeR SccVWaO`�e eTU\` g\WUVW O` aVW ¥S�V È VO`O�V Scc�V� VO`V � QeeS�V` ©� VW aOVbRS�OcOR«Re� VaO`�Q`�V` RWVÍV` iQ d¬``V` Z ^ OVeVe e\cc `Q` �VeTUVUV` Z
k©UWR � S` `Q` È £ OV � VWVORe S`�VaVQRVR È a OV lSWROVccV` ¶`RV�WSRO\`V` aQWTU È VWU«cR � S`

SQe PcVOTUQ`� �§ Z·� Q`RVW aVW � ``SU� V È aSee aOV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` O� µ`V`acOTUV`Ç Qcc OeR È
c2k2 = +

2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

∫
√

E2−1

0
dyfa0

×
(

E
∂

∂y

y(E2 − 1 − y2)

y2 + E2M2
− M2 ∂

∂E

E2(E2 − 1 − y2)

y2 + E2M2

)

.

�§ Z �
^ OV � �cVORQ`�V` O` PcVOTUQ`� �§ Z � cSeeV` eOTU eTU`Vcc aQWTU]©UWV` Q`a VW�V� V`

c2k2 =
2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

0
dy

fa0

(y2 + E2M2)2

×
( [

(y2 + E2M2)(E2 − 1 − 3y2) − 2y2(E2 − 1 − y2)
]

−M2
[

(y2 + E2M2)(4E2 − 2 − 2y2) − 2E2M2(E2 − 1 − y2)
] )

. �§ Zn�
¬ �� �� í�©�� ¦� ���� �� ��������
^ OV ¨VW� V O� ¶`RV�WSc �§ Zn� d¬``V` SQe�QcROl cOiOVWR Q`a `STU aV� ¤\WiVOTUV` �V\Wa`VR£VWaV` Z ¡ S` VWU«cR SQ] aVW WVTURV` bVORV aVW PcVOTUQ`� aOV ^ OÍVWV`i i£VOVW ¶`RV�WScV È

c2k2 =
2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

(

I1[M
2, a] − I2[M

2, a]
)

, �§ Z¦�
� OR aV` ^ V `ORO\`V`

I1[M
2, a] ≡ M2

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

0
dy

E2(E2 − 1) + 2y4

(y2 + E2M2)2
fa0 �§ ZYm�

Q`a
I2[M

2, a] ≡
∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

0
dy

2E4M4 + y2[(E2 − 1) + M2(7E2 − 2)] + y4

(y2 + E2M2)2
fa0 �§ ZYY�

f·



^ SUVW OeR Ve ]©W aOV Å¢OeRV`i aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R `\R£V`aO� Q`a UO`WVOTUV`a È aSee
∑

a

ω2
p,a

(

I1[M
2, a] − I2[M

2, a]
)

> 0. �§ ZYf�

b\� OR eRVccR P cVOTUQ`� �§ ZYf� VO`V ªVaO`�Q`� S`
M2 ]©W ýêòöêýö� ê e�� � VRWOeTUV ¤VWRVOh

cQ`�e]Q`dRO\`V`
fa0 aSW È aS� OR aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R SQ]RWVRV` dS`` Z ¡ S` �Qee à`QWá aOV�V£ ©`eTURV ¤VWRVOcQ`� VO`eVRiV` Q`a aOV ¶`RV�WSc�cVOTUQ`� c¬eV` Z k©W VO`V �V£«UcRV ¤VWh

RVOcQ`�e]Q`dRO\` dS`` � S` aOV ¶`RV�WScV SQTU `Q� VWOeTU c¬eV` Q`a S`eTUcOVÆV`a �WSlUOeTUaSWeRVccV` Z ^ OVeVe £ OWa V¢V� lcSWOeTU O` � ��OcaQ`� § ZY ]©W VO`V ª Oh¡ S¢£Vcch¤VWRVOcQ`� aVWk\W�
fa0 = exp[−E−y2] aSW�VeRVccR Z ¶� kSccV VO`VW δh¤VWRVOcQ`� cSeeV` eOTU aOV ¶`RV�WScVSQTU S`Sc�ROeTU WVTUR VO`]STU S`�V� V` � aOVeVe £ OWa O` ½ SlORVc � Z§ ZY aQWTU�V]©UWR Z

2 4 6 8 10
M

-2

2

4

6

8

10
I1 - I2

� ��OcaQ`� § ZYX ÇQ� VWOeTUV ^ SWeRVccQ`� aVe ¶`eRS�OcOR«RedWORVWOQ� e �§ ZYf� ]©W aOV �VO� VchO`eRS�OcOR«R ]©W VO`V ªOh¡ S¢£Vcch¤VWRVOcQ`� aVW k\W�
fa0 = exp[−E−y2]

ZÇQW ]©W M < 0.437 d¬``V` �VO� Vc� \aV` SQ]RWVRV` Z

Å O`V ScRVW`SROgV ¤VWeO\` aOVeVW ªVaO`�Q`� USR VO`V` lWSdROeTUV` Ç QRiV` ]©W aV` kScc ÈaSee
(∂fa0/∂E) < 0

Z kScce aS``
fa0 Q`S�U«`�O� g\`

y È a ZU Z `QW VO`V kQ`dRO\` aVW Å`VW�OV
E

OeR Q`a e\� OR Oe\RW\l È dS`` � S` e\]\WR aOV Ç OTURV¢ OeRV`i aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R iVO�V` Z
b\� OR £ OWa aSe £ OTURO�V _VeQcRSR � VeR«RO�R È aSee O` Oe\RW\l V` ¤VWRVOcQ`�V` ó êöî ê �VO� VchO`eRS�OcOR«R SQ]RWORR È ]©W � VcOV�O�V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` Z ^ OVeV � QeeS�V V`RelWOTUR aV�Ç V£T\��hP SWa`VWh¨ UV\WV� �g�c Z �� È Y® È f Y�� È aSee O` Oe\RW\l V` [cSe� V` ø�î ê j O`RVWh
�WQ`a� S�`VR]Vca B0

eRVRe
Γ < 0 �OcR Z Åe �O�R Sce\ �WQ`ae«RicOTU dVO`V O`eRS�OcV` ¡ \aV`O` aOVeV� kScc Z^ SiQ � ViVOTU`V � S` aOV _ V�O\` O�

yh_ SQ� � OR (∂fa0/∂y) > 0 Sce R+ Q`a V`RelWVTUV`aaOV d\� lcV� V`R«WV _V�O\` �� OR ∂fa0/∂y < 0
� Sce R−

Z Åe �VcRV SQTU eRVRe
(∂fa0/∂E) < 0

Z^ S`` ]\c�R ]©W aOV Å¢OeRV`i aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R SQe P cVOTUQ`� �§ Z·� aOV ªVaO`�Q`�
J−[M2] > J+[M2] + K[M2]. �§ ZY§�

^ S� VO £VWaV` ]\c�V`aV ªViVOTU`Q`�V` VO`�V]©UWR È
J−[M2] ≡ 2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫

R−

dy
y(E2 − 1 − y2)

y2 + E2M2

∣
∣
∣
∣
∣

∂fa0

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
> 0, �§ ZY��

f 



J+[M2] ≡ 2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫

R+

dy
y(E2 − 1 − y2)

y2 + E2M2

∂fa0

∂y
> 0, �§ ZY®�

Q`a
K[M2] ≡ 2πM2

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

0
dy

E2 − 1 − y2

y2 + E2M2

(

−E
∂fa0

∂E

)

> 0. �§ ZY·�
ªVaVQRV`aVW OeR S� VW aOVeV ªVaO`�Q`� ]©W Oe\RW\l V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V`

fa0(E) È a ZU Z
(∂fa0/∂y) = 0

Z Åe �OcR aS``
J−[M2] = J+[M2] = 0 È Q`a £V�V` −K[M2] < 0

OeR a OV WVTURVbVORV g\` PcVOTUQ`� �§ Z·� `V�SROg Z ÖVa\TU eO`a c Q`a k WVVccV PW¬ÆV` È e\� OR c2k2 ≥ 0
Z Åe

VW�O�R eOTU Sce\ VO` � OaVWelWQTU È Q`a Ve V¢ OeROVWV` dVO`V S`£STUeV`aV` ¡ \aV` Z ^ OVeVe_ VeQcRSR c«eeR eOTU e\�SW £VORVW gVWScc�V� VO`VW` Q`a �OcR aS`` SQTU ]©W ¤VWRVOcQ`�e]Q`dh
RO\`V` � OR (∂fa0/∂E) > 0

O` � VeRO� �RV` ªVWVOTUV` Z ¡ S` dS`` `«� cOTU ]©W (∂fa0/∂y) = 0P cVOTUQ`� �§ Z·� � OR lSWROVccVW ¶`RV�WSRO\` Q� ]\W� V` È
c2k2 =

2πM2

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dEfa0

∫
√

E2−1

0
dy(y2 + E2M2)−2

×
(

2E(1 + y2)(y2 + E2M2) + 2E3(E2 − 1)M2 − 4E3(y2 + E2M2) − 2E3M2y2
)

.

�§ ZY �
^ Se ¶`RV�WSc ©� VW y dS`` S`Sc�ROeTU �Vc¬eR £VWaV` È

c2k2 =
2πM2

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dEfa0

×
(

3E
√

E2 − 1 − 3E2(1 + M2) − 1

M
arctan

√
E2 − 1

EM

)

. �§ ZYn�
¶` � `US`� Õ ZY £ OWa �ViVO�R È aSee aVW kSdR\W O` ½ cS� � VW` O` PcVOTUQ`� �§ ZYn� O`RWO`eOeTU`V�SROg ]©W SccV �VWRV E

O`
1 ≤ E ≤ ∞ OeR È ]©W � VcOV�O�V M2 Z � QTU UOVW OeR aOV WVTURVbVORV g\` P cVOTUQ`� �§ ZYn� eRVRe `V�SROg È e\ aSee dVO`V �VO� VcO`eRS�OcOR«R ]©W Oe\RW\l V¤VWRVOcQ`�V`

fa0 = fa0(E) V¢ OeROVWR Z ^VW µ � dVUWeTUcQee cSQRVR È aSee VO`V � `Oe\RW\lOV Èa ZU Z
fa0 = fa0(E, y) È i£ O`�V`a VW]\WaVWcOTU ]©W O`eRS�OcV ¡ \aV` OeR Z^ Ve �VORVWV` OeR SQe aV` µ `�cVOTUQ`�V` �§ ZYf È § ZY§� VWeOTURcOTU È aSee ]©W aOV Å¢OeRV`iVO`VW ¶`eRS�OcOR«R VO`V S`Oe\RW\l V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` i£SW `\R£V`aO� OeR �Sce\ fa0 SQTUg\`
y S�U«`�V` �Qee� È a OVeVe OeR ã Va\TU `OTUR UO`WVOTUV`a Z ^ OV � `Oe\RW\lOV g\`

fa0
�Qeee\£\Uc �W\Æ �V`Q� eVO` Q`a eOTU ©� VW VO`V` SQeWVOTUV`aV` ªVWVOTU O`

y VWeRWVTdV` È aS� ORaOV µ `�cVOTUQ`�V` �§ ZYf È § ZY§� VW]© ccR £VWaV` d¬``V` X Åe �©eeV` iQ`«TUeR aOV `V�SROgV`
¨VW� V àSQe�V�cOTUV`á £VWaV` \ Z
¬ �� �� Ä� ¦ � ��

M → ∞� �eTUcOVÆV`a dS`` � S` `Q` aV` kScc M → ∞ � VRWSTURV` Z µ `RVW aOVeVW ªVaO`�Q`� ]©UWRP cVOTUQ`� �§ Z·� SQ]
c2k2 ' 2π

M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

∫
√

E2−1

0
dy(E2 − 1 − y2)

∂fa0

∂Eqy BKC hIKTBHIC pMDDQ`C V_K y Y mCBWCT iKNCE DBHI BF �BEQE QF pKSQK` NBCDCD }QbBECTD Y
fn



− 2π

M4

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

∫
√

E2−1

0
dy

E2 − 1 − y2

E2

(

(E2 + y2)
∂fa0

∂E
+ Ey

∂fa0

∂y

)

.

�§ ZY¦�
¤VWRSQeTUR � S` iQ`«TUeR aOV ¶`RV�WSRO\`eWVOUV`]\c�V O� ¨VW� VWeRVW â Wa`Q`� Q`a O`RVh
�WOVWR S`eTUcOVÆV`a lSWROVcc È e\ VWU«cR � S`

c2k2 ' 2π

M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

0
dy

∫ ∞
√

1+y2

dE(E2 − 1 − y2)
∂fa0

∂E
+ O[M−4]

= − 4π

M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

0
dy

∫ ∞
√

1+y2

dE Efa0 + O[M−4]

= −
∑

a ω2
p,a

M2
+ O[M−4], �§ Zfm�

£\� VO O� cVRiRV` bTUWORR aOV _VOUV`]\c�V aVW ¶`RV�WSRO\` £ OVaVWQ� �VRSQeTUR Q`a aOVÇ \W� OVWQ`� �§ Zf� � V`QRiR £ QWaV Z b\� OR £ OWa aOV WVTURV bVORV g\` P cVOTUQ`� �§ Zfm� O�
P WV`i]Scc M → ∞ eRVRe `V�SROg Z Åe �Qee Sce\ VO`V` ¡ S¢ O� Sc£VWR ]©W M �V� V` È ]©W aV``\TU aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R V¢ OeROVWV` dS`` Z� ccVWaO`�e VWcSQ� V` �§ ZYf È § ZY§� Q`RVW � VeRO� �RV` ¤\WSQeeVRiQ`�V` l \eOROgV �STUeh
RQ� eWSRV` È a ZU Z �VO� Vc� \aV` Z ^ OV ¶`RV�WScV O` aV` P cVOTUQ`�V` �§ Z·� �i£ Z �§ Zn� � Q`aaS� OR SQTU c2k2 � � VeORiV` ã Va\TU £V�V` aVW Ç\W� OVW�SWdVOR aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`
VO`V \� VWV bTUWS`dV È e\cS`�V `OTUR M = 0 �OcR Z b\ dS`` � S` Sce k\c�VWQ`� SQe aOVeV`µ `RVWeQTUQ`�V` eS�V` È aSee Ve ]©W VO`V O`eRS�OcV ¡ \aV VO`V \� VWV bTUWS`dV k0

O` aVW�VccV`iSUc �O�R È ]©W aOV aOV �VO� VcO`eRS�OcOR«R ©� VWUSQlR SQ]RWORR Z ^ OVeVe ¤VWUScRV` OeRO` � ��OcaQ`� § Zf aSW�VeRVccR Z k©W dcVO`VWV �VccV`iSUcV`
0 ≤ k ≤ k0 £VWaV` aOV ¡ \aV`

aV� V`RelWVTUV`a eRVRe O`eRS�Oc � aOVeV Scc�V� VO`V ÅWdV``R`Oe £ OWa O� `«TUeRV` � �eTU`ORRgVW£V`aVR Z

2 4 6 8 10
M
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20
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40
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60
c2 k2

� ��OcaQ`� § Zf X ¤VWcSQ] aVW PcVOTUQ`� �§ Zn� O` ÅO`UVORV` g\`
M2 Q`a c2k2 ]©W VO`V ¤VWh

RVOcQ`� aVW k\W�
fa0 = exp[−E − y2]

� OR ∑

a ω2
p,a = 1

Z k©W M → ∞eRWV� V` aOV ¶`RV�WScV aV` �VWR ÇQcc S` È £ OV Ve SQTU SQe aVW Ç «UVWQ`��§ Zfm� ]\c�R Z ¡ S` � VSTURV È aSee aVW �VccV`iSUc� VWVOTU È aVW �VO� Vc� \aV`
�VeRSRRVR È SQ] aVW â WaO`SRV O� ¶`RVWgScc [0, c2k2

0 = 53.8] cOV�R Z

f¦



¾QaV� c«eeR eOTU �S`i Scc�V� VO` SQe P cVOTUQ`� �§ ZY¦� Q`a M = Γ/(ck) aOV k\W�
aVW ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` ]©W eVUW dcVO`V �VWRV g\`

k S�cVORV` Z ÇQ` �OcR Ve iQ`«TUeR iQ� VW©TdeOTURO�V` È aSee aVW kScc M → ∞ aQWTU Γ → ∞ �� VO � VcOV�O�V`
k

� VWWVOTUR £VWaV`
d¬``RV Z ^ OVeVW kScc OeR ã Va\TU lU�eOdScOeTU Q`eO``O� È aS � VO S`£STUeV`aV` b�eRV� V` eRVRe
VO`V b«RRO�Q`�elUSeV VWWVOTUR £VWaV` �Qee Z � `e\`eRV` £ ©WaV Q`V`acOTU Å`VW�OV O` aSe
b�eRV� ©� VWRWS�V` £VWaV` Z � ce\ £ OWa aQWTU aOVeV Ç «UVWQ`� aSe ¤VWUScRV` aVW �VccV`iSUc
k → 0 � VeTUWOV� V` È £VcTUVe SQTU iQW ªVaO`�Q`� M → ∞ ]©UWR Z ¶` aOVeV� kScc  `aVR� S` SQe P cVOTUQ`� �§ ZY¦� � OR aVW ^ V `ORO\`

Ω2
M ≡ 2π

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

∫
√

E2−1

0
dy

2E4 + (E2 − 2y2)(E2 − 1 − y2)

E3
fa0 �§ Zf Y�

aOV �OÎQSaWSROeTUV PcVOTUQ`�
Γ4 +

∑

a

ω2
p,aΓ

2 − Ω2
Mc2k2 = 0 �§ Zff�

� OR aV` ¥¬eQ`�V`
Γ2 =

∑

a ω2
p,a

2



−1 ±
√
√
√
√1 +

4Ω2
Mc2k2

(
∑

a ω2
p,a)

2



 . �§ Zf§�
^ OVeV � VOaV` ¥¬eQ`�V` eO`a O` � ��OcaQ`� § Z§ aSW�VeRVccR Z ¡ S` VWdV``R e\]\WR È aSee ]©W

0.2 0.4 0.6 0.8 1
c k

- 3

- 2

- 1

1

2

G2

� ��OcaQ`� § Z§ X ¥¬eQ`� aVW �OÎQSaWSROeTUV` PcVOTUQ`� �§ Zff� ]©W aOV ¤VWRVOcQ`� fa0 =
exp[−E − y2]

� OR ∑

a ω2
p,a = 1

Z ^ OV \� VWV ½ QWgV � VeTUWVO�R aOV �STUeh
RQ� eWSRV aVW eRSRO\`«WV` �VO� VcO`eRS�OcOR«R È £«UWV`a � S` ]©W aOV Q`RVWV½ QWgV lW\lS�OVWV`aV �VccV` \U`V ^ «� l]Q`� \aVW ¤VWeR«WdQ`� USR Z

aSe Q`RVWV ¤\WiVOTUV` WVO` lW\lS�OVWV`aV �VccV` g\WcOV�V` È aOV eOTU � OR aVW kWVÎQV`i

ω =





∑

a ω2
p,a

2



1 +

√
√
√
√1 +

4Ω2
Mc2k2

(
∑

a ω2
p,a)

2
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�§ Zf��

SQe�WVORV` Z

§m



k©W aSe \� VWV ¤\WiVOTUV` UO`�V�V` �O�R Ve ¡ \aV` � OR Γ2 > 0 È a ZU Z O`eRS�OcV �VccV` Z¶UWV �STUeRQ� eWSRV` eO`a �V�V� V` aQWTU

Γ =





∑

a ω2
p,a

2



−1 +

√
√
√
√1 +

4Ω2
Mc2k2

(
∑

a ω2
p,a)

2









1/2

'
√
√
√
√

Ω2
M

∑

a ω2
p,a

ck, �§ Zf®�

£\� VO aVW i£VORV bTUWORR ]©W eVUW dcVO`V �VccV`iSUcV`
k �OcRw Z ^ OVeV �STUeRQ� eWSRV OeR O`� ��OcaQ`� § Z� iQ eVUV` Z

0.5 1 1.5 2
c k

0.5

1

1.5

2

G

� ��OcaQ`� § Z� X ¤VWcSQ] aVW �STUeRQ� eWSRV �§ Zf®� ]©W aOV ¤VWRVOcQ`� fa0 = exp[−E − y2]� OR ∑

a ω2
p,a = 1

Z

À &À îå-Ã)å- )7/*�4 <� ,6 ê6 <46 /(37267
¶� g\WUVWO�V` � �eTU`ORR £ QWaV �ViVO�R È aSee Ve � VeRO� �RV ½ WORVWOV` ]©W aSe ÅO`eVRiV`
VO`VW ¶`eRS�OcOR«R �O�R Z ÇQ` £«WV Ve £ ©`eTUV`e£VWR È d¬``RV � S` e\cTUV ªVaO`�Q`�V` Q`aaSW©� VW UO`SQe gOVccVOTUR e\�SW V¢lcOiORV ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\`V` Scc�V� VO`VW Ç SRQW �Q`aO` �VeTUc\eeV`VW k\W� � ]©W � VcOV�O�V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` S`�V� V` È £ OV Ve Å Z �VO� VcO` eVO`V� dcSeeOeTUV` � WROdVc ]©W `OTURWVcSROg OeROeTUV S`Oe\RW\l V [cSe� V` �VRS` ��®� USR Z
ÖVa\TU gVWUO`aVWR aOV ½\� lcV¢ OR«R aVe ^ \ll VcO`RV�WSce O` PcVOTUQ`� �§ Zn� VO`V ¤VW£ OWdh
cOTUQ`� Z ^ VW �W¬ÆRV � `RVOc aSWS` OeR aV� Ç V``VW (y2 + E2M2)−2 �VeTUQcaVR È £VcTUVW � VO
y = 0

eO`�Qc«W £ OWa È £V`` � S` g\WUVW M → 0 cSQ]V` c«eeR � Q`a V� V`e\ �VeRSRRVR VW dVO`VVO`]STUV Å`R£ OTdcQ`� `SUV y = 0 ]©W M → 0
ZxA BCDCD ~CJIQTECK BDE QMHI cP BK`CKN CJS_JNCJTBHI O NCKK SlJ

M → ∞
D_TTEC o Q XCBKC n_NC Fz`TBHI DCBK Y�K NCJ IBCJ `C`CW CKCK GBEMQEB_K S_T`E o CN_ HI

M2 = Γ2/(ck)2 ' Ω2
M/

∑

a

ω2
p,a = const. < ∞yD TBC`E QTD_ CBK ïðñ òóôõ ïö mCJE SlJ

M
V_J Y

§ Y



Åe eTUVO`R aSUVW È aSee VO`V Scc�V� VO`V � Qe£VWRQ`� aVe ^ \ll VcO`RV�WSce{ ]©W � VcOV�O�V
fa0 �iQ � d\� lcOiOVWR eVO Z Å O`V iQe«RicOTUV ÅWeTU£VW`Oe eRVccR a OV PW¬ÆV M2 aSW È £VcTUV SQ]`OTURRWOg OScV �VOeV � OR aV� ^ \ll VcO`RV�WSc gVW\TURV` OeR � eOV dS`` aSUVW `OTUR cVOTURV¢RWSUOVWR £VWaV` Z Ç OTUReaVeR\RW\Ri dS`` � S` VO`V _VOUV g\` iQ]WOVaV`eRVccV`aV` ÅW�V�h`OeeV` VWiOVcV` È £V`` � S` eOTU SQ] � VeRO� �RV P WQ`aeTUV� SRS g\` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V`
d\`iV`RWOVWR �i Zª Z e\cTUV � OR eRSWdVW \aVW eTU£STUVW � `Oe\RW\lOV� Z bVc�eRgVWeR«`acOTU dS``
VO`V �V�V� V`V ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` ã V `STU �SUc OUWVe � `eSRiVe Q`a � VeRO� �RVW [SWS� Vh
RVW VO`� Sc iQ aVW VO`V` ½ cSeeV �VU¬WV` È VO` S`aVWVe ¡ Sc iQ VO`VW i£VORV` Z ^ OVe OeR aS``
aVW [WVOe È aV` � S` ]©W Scc�V� VO`VWV � QeeS�V` iQ iSUcV` USR Z

� OV � VWVORe O` aVW #� VWeTUWO]R S`�V�V� V` È £VWaV` O` aOVeV� � �eTU`ORR Sce VWeRV £VOR�Vh
]SeeRV ½ cSeeV g\` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` È aOV VO`V` � VRW«TURcOTUV` ÅO`�cOTd O` aOV �VO� VchO`eRS�OcOR«R VWcSQ� V` È aOVã V`O�V` � OR gVWU«cR`Oe� «ÆO� eTU£STUVW � `Oe\RW\lOV Q`RVWeQTUR Z¶` Scc�V� VO`VW k\W� cSeeV` eOV eOTU ]\c�V`aVW� SÆV` V`R£ OTdVc` È

fa0(E, y2) ' Fa(E) − y2Ga(E) �§ Zf·�
� OR |y2Ga| ¿ |Fa|

Z ¡ S` � VSTURV È aSee aOV ¤VWRVOcQ`�V` e�� � VRWOeTU O`
y

eO`a Z ^ OVeV ^ SWheRVccQ`� USR aV` ¤\WRVOc È aSee aOV � �U«`�O�dVOR g\`
y

`OTUR � VUW O` aV` Å`R£ OTdcQ`�ed\h
V÷ iOV`RV` aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` SQ]RSQTUV` Z ¡ S` dS`` aSUVW aOV ¶`RV�WSRO\` ©� VW
y

O` �VeTUc\eeV`VW k\W� ]©W � VcOV�O�V �VWRV g\`
M2 SQe]©UWV` Z � Qe aV� ¶`RV�WSRO\`eO`h

RVWgScc [0, (E2 −1)1/2] aVW ¶`RV�WSRO\` ]\c�R È aSee aOV ªVaO`�Q`� ]©W eTU£STUV � `Oe\RW\lOVaQWTU
(E2 − 1)|Ga| ¿ |Fa| �§ Zf �

`STU \� V` � VeTUW«`dR OeR Z
¡ OR aV� � `eSRi �§ Zf·� O` PcVOTUQ`� �§ Zn� OeR aOV ¶`RV�WSRO\` i£SW cS`�£ OVWO� È S� VW`OTUR � Ve\`aVWe d\� lcOiOVWR Z bOV ]©UWR iQ aVW V¢SdRV` k\W� aVW ^ Oel VWeO\`eWVcSRO\` �� OR

M
l \eOROg È g�c Z � �eTU`ORR § Zf�

c2k2 =
2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

([

3M2
√

E2 − 1E

+M

(

π

2
− arctan

EM√
E2 − 1

)
(

1 − 3E2(1 + M2)
) ]

Fa

−
[
1

3

√
E2 − 1E

(

4(1 + M2) − E2(2 + 3M2)(2 + 5M2)
)

+ME2

(

π

2
− arctan

EM√
E2 − 1

)
(

−2 − 3M2 + E2(1 + M2)(2 + 5M2)
) ]

Ga

)

.

�§ Zfn�
j OVW ]«ccR SQ] È aSee SccV ¨VW� V aVe kSdR\We g\W Fa

lW\l \WRO\`Sc iQ [\RV`iV` g\`
M

eO`a È£«UWV`a aVWã V`O�V g\W Ga SQTU g\`
M Q`S�U«`�O�V ½\� l \`V`RV` V`RU«cR Z k©W dcVO`V�VWRV g\`

M �V£ O``R aVW S`Oe\RW\l V � `RVOc Ga S` ªVaVQRQ`� Z ^ OVeVe cV�R iQeS� � V`� OR aV� � OeeV` È aSee `STU � �eTU`ORR § Zf ]©W M → ∞ dVO`V �VO� VcO`eRS�OcOR«R V¢ OeROVWR È|n QK XzKKEC QMS NBC �NCC X_FFCK O QK NBCDCJ GECTTC CBKC W CDEBFFEC ~CJECBTMK`DSMKXEB_K CBKcMDCEcCKMKN D_F BE NBC �KEC`JQTC CÜb TBcBE cM TzDCK Y p TTCJNBK`D P BNCJDbJBHIE NBCD `CJQNC NCF pKDBKKCK O QTT`CkF CBK`lTEB`C yJXCKKEKBDDC SlJ øïòóïøóù ï ~CJECBTMK`DSMKXEB_KCK cM `CP BKKCK Y
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`SUV È aSee � S` O` aVW Ç STU�SWeTUS]R g\`
M = 0

`STU �VO� Vc� \aV` eQTUV` e\ccRV Z Å O`V¨S�c\WV`R£ OTdcQ`� g\` P cVOTUQ`� �§ Zfn� O` `OVaWO�eRVW âWa`Q`� g\`
M ]©UWR iQ

c2k2 = 2π
∑

a

ω2
p,a

4

3

∫ ∞

1
dE(E2 − 1)3/2EGa

−2πM
∑

a

ω2
p,a

π

2

∫ ∞

1
dE

(

(3E2 − 1)Fa − 2E2(E2 − 1)Ga

)

. �§ Zf¦�

^ OV ªVaO`�Q`� �§ Zf � ]©W eTU£STUV � `Oe\RW\lOV � VaVQRVR `Q` È aSee aVW ¨VW�
2E2(E2−

1)Ga
O� ¤VW�cVOTU � OR (3E2−1)Fa

O� i£VORV` ¶`RV�WSc g\` PcVOTUQ`� �§ Zf¦� gVW`STUc«eeO�R£VWaV` dS`` Z b\ VW�O�R eOTU
c2k2 = 2π

∑

a

ω2
p,a

4

3

∫ ∞

1
dE(E2 − 1)3/2EGa − 2πM

∑

a

ω2
p,a

π

2

∫ ∞

1
dE(3E2 − 1)Fa. �§ Z§m�

¡ S` aV `OVWR `Q`

c2k2
sA ≡ 2π

∑

a

ω2
p,a

4

3

∫ ∞

1
dE(E2 − 1)3/2EGa,

Ω2
sA ≡ 2π

∑

a

ω2
p,a

π

2

∫ ∞

1
dE(3E2 − 1)Fa > 0. �§ Z§ Y�

^ S`` ]©UWR P cVOTUQ`� �§ Z§m� SQ]
M = c2(k2

sA − k2)/Ω2
sA. �§ Z§f�

b\ccRV P cVOTUQ`� �§ Z§ YS� VO`V` `V�SROgV` �VWR ]©W c2k2
sA VW�V� V` È e\ V¢ OeROVWR dVO`V S`h

£STUeV`aV �VO� Vc� \aV Z
� Qe P cVOTUQ`� �§ Z§f� ]\c�R e\]\WR

Γ = ck c2(k2
sA − k2)/Ω2

sA; �§ Z§§�
aOVeV PcVOTUQ`� � VeTUWVO�R ]©W k < ksA

O`eRS�OcV ¡ \aV` � OR aVW �V�V� V`V` �STUeRQ� eh
WSRV Z Å¢SdR aOVeV k\W� OeR � VWVORe ]W©UVW O` aVW ¥ORVWSRQW �i Zª Z ú\\` �®m�� iQ  `aV` ÈSccVWaO`�e eRVRe ]©W VO`V � VeRO� �RV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` Z j OVW £ QWaV �ViVO�R È aSee úò òê
¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` � OR VO`VW gVWU«cR`Oe� «ÆO� eTU£STUV` � `Oe\RW\lOV aOVeVe ¤VWUScRV`
iVO�V` Z ^ Se ¡ S¢O�Q� aVW �STUeRQ� eWSRV Γ cOV�R � VO

kmax = ksA/31/2 Q`a `O� �R aV`
�VWR

Γmax =
2c3k3

sA

33/2Ω2
sA

�§ Z§��
S` Z

Å O`O�V � `� VWdQ`�V` iQW P ©cRO�dVOR eVOV` `\TU S`�V]©�R Z ^ OV ªVaO`�Q`� |M | ¿ 1VW]\WaVWR c2(k2
sA − k2) ¿ Ω2

sA È a ZU Z
k2 À −(Ω2

sA/c2) + k2
sA

Z ^ OVeVe �OcR SQR\� SROeTU È ]Scce
Ω2

sA À c2k2
sA

� £V�V` |Fa| À (E2 − 1)|Ga|
OeR cVRiRVWVe ã Va\TU eRVRe VW]©ccR Z ¡ S` � VSTURV£VORVWUO` È aSee

Ga
O` � VeRO� �RV` _V�O\`V` O�

Eh_ SQ� aQWTUSQe î ê�úïöû eVO` dS`` Èe\cS`�V aSe ¶`RV�WSc O` PcVOTUQ`� �§ Z§ YS� l \eOROg �cVO�R Z ^ OVeV kVeReRVccQ`� VW£VORVWR aOVVWcSQ�RV` P SRRQ`�V` g\` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` ]©W VO`V �VO� VcO`eRS�OcOR«R � VRW«TURcOTU Z

§§



À &û ê6 <46 /(37267 + /4 -� -6 < t 7/*�4 <� ,/6
ÅO`V i£VORV ½ cSeeV g\` àO`RVWVeeS`RV`á ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` eO`a e\cTUV � OR U\UVW � `Oe\h
RW\lOV Z ^ OV ¤VWRVOcQ`�V` «`aVW` eOTU `QW £V`O� � OR E È a ZU Z a OV � �cVORQ`� (∂fa0/∂E) ' 0

Z^ SUVW OeR � S` O` aVW ¥S�V È aOV ¶`RV�WSRO\` ©� VW aOV ¤SWOS�cV E aQWTUiQ]©UWV` È \U`V VO`V¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` S`iQ�V� V` Z ^ V``\TU È £ OV VO`V `«UVWV ªVRWSTURQ`� iVO�R È OeR a OV � �h
cVORQ`� `STU E

`OTUR �S`i iQ gVW`STUc«eeO�V` Z µ � ã Va\TU aV` � `eSRi f = fa0(y)
� STUV`

Q`a e\� OR aOV ¶`RV�WSRO\` ©� VW E SQe]©UWV` iQ d¬``V` È �Qee iQ`«TUeR lSWROVcc O`RV�WOVWR£VWaV` È Q`a � S` VWU«cR aOV ¶`RV�WSc�cVOTUQ`� �§ Z¦� Z^ S `Q` aOV ¤SWOS�cV E
`OTUR � VUW O` aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` SQ]RSQTUR È OeR Ve �©`eRO� Èa OV ¶`RV�WSRO\`eWVOUV`]\c�V iQ «`aVW` Z Åe £ OWa Sce\ iQ`«TUeR O` aV` PcVOTUQ`�V` �§ ZYm�

Q`a �§ ZYY� ©� VW E Q`a S`eTUcOVÆV`a ©� VW y
O`RV�WOVWR Z Åe VW�V� V` eOTU aOV ¶`RV�WScV

I1 = M2
∫ ∞

0
dyfa0

∫ ∞
√

1+y2

dE E
E2(E2 − 1) + 2y4

(y2 + E2M2)2
,

I2 =
∫ ∞

0
dyfa0

∫ ∞
√

1+y2

dE E
2E4M4 + y2[(E2 − 1) + M2(7E2 − 2)] + y4

(y2 + E2M2)2
�§ Z§®�

Ç Q` OeR Ve e\ È aSee VO`V ¶`RV�WSRO\` ©� VW E
g\`

(1 + y2)1/2 �Oe ∞ aV` �VWR µ`V`acOTUVW�«� V Z j OVW� VO £ OWa SccVWaO`�e `OTUR � VSTURVR È aSee ]©W aOV ¤VWRVOcQ`� RW\Ri aVW `QWeVUW �VWO`�V` � �U«`�O�dVOR g\`
E aV``\TU �£V�V` aVW Ç\W� OVW�SWdVOR�

fa0 → 0 ]©W
E → ∞ �VcRV` �Qee Z Åe OeR aSUVW VW]\WaVWcOTU È VO`V` �ñï�øü � VO VO`V� � VeRO� �RV`

EmaxVO`iQ]©UWV` ý Z b\ VWU«cR � S`
c2k2 =

2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ymax

0
dyfa0

∫ Emax

√
1+y2

dE E

(

M2E2(E2 − 1) + 2y4

(y2 + E2M2)2

−2E4M4 + y2[(E2 − 1) + M2(7E2 − 2)] + y4

(y2 + E2M2)2

)

. �§ Z§·�
� Qe]©UWV` aVW Eh¶`RV�WSRO\` O� ¶`RVWgScc [

√
1 + y2, Emax =

√

1 + y2
max] ]©UWR SQ]

c2k2 =
2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ymax

0
dyfa0

×
(

(y2
max − y2)

(
1

2M2
− 1

)

+
y2(1 + M2)

M4

(

1 − (1 + y2)M2 + y2

(1 + y2
max)M

2 + y2

)

+
3y2 + (1 + 3y2)M2

2M4
ln

[

(1 + y2)M2 + y2

(1 + y2
max)M

2 + y2

] )

�§ Z§ �
¾QW £VORVWV` µ `RVWeQTUQ`� OeR Ve UOc]WVOTU È � ``SU� V` ©� VW aOV O� S�O`«WV [USeV`�VheTU£ O`aO�dVOR M iQ � STUV` Z ^ OVeVe cOV]VWR gVWeTUOVaV`V ¥¬eQ`�eS`e«RiV ]©W aOV ¶`RV�WSh

RO\` O` PcVOTUQ`� �§ Z§ � Z ¶� kSccV M À 1 VWU«cR � S` V¢SdR aOV �cVOTUV` ÅW�V�`OeeV £ OVO` � �eTU`ORR § Zf Zf � aOVeVe e\cc U OVW dQWi � V£ OVeV` £VWaV` Z ¶` `OVaWO�eRVW âWa`Q`� £ OWaP cVOTUQ`� �§ Z§ � iQ þ
c2k2 ' − 2π

M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ymax

0
dyfa0(y

2
max − y2) ≤ 0

ÿA BCDC _W CJC LJCKcC XQKK KQElJTBHI CJDE F BE NCJ pK`QWC CBKCJ ~CJECBTMK`DSMKXEB_K
fa0

Db CcBicBCJEPCJNCK Y�nQK VCJ`TCBHIC F BE L TCBHIMK` �Ð YÌè� Y
§�



' −
∑

a ω2
p,a

M2
. �§ Z§n�

j OVW� VO £ QWaV SQe�V`QRiR È aSee � S` ]©W aOV Ç \W� OVWQ`� �§ Zf� � VO � `£V`aQ`� aVW �cVOTUV`
bTUWORRV �aVe �cVOTUV` àk\W� ScOe�Qeá � £ OV O` aOVeV� � �eTU`ORR

1 = 4π
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

0
dyfa0(y)

' 4π
∑

a

ω2
p,a

∫ ymax

0
dyfa0

∫
√

1+y2
max√

1+y2

dE E

= 2π
∑

a

ω2
p,a

∫ ymax

0
dyfa0(y

2
max − y2) �§ Z§¦�

VWU«cR È a ZU Z ]©W M → ∞ RWVRV` dVO`V ¡ \aV` SQ] Z ªVW©TdeOTURO�R � S` aV` ¨VW� `«TUeRh
U¬UVWVW âWa`Q`�� È
Ω2

hA ≡ 2π
∑

a

ω2
p,a

∫ ymax

0
dyfa0

((

3

2
+

y2

1 + y2
max

)

(y2
max − y2) − 1 + 3y2

2
ln

[

1 + y2
max

1 + y2

])

,

�§ Z�m�e\ cSeeV` eOTU aOVeVc� V P cVOTUQ`� �§ Zff� È
Γ4 +

∑

a

ω2
p,aΓ

2 − Ω2
hAc2k2 = 0, �§ Z� Y�

Q`a aOV �STUeRQ� eWSRV` �§ Zf®� È
Γ '

√
√
√
√

Ω2
hA

∑

a ω2
p,a

ck, �§ Z�f�

]©W dcVO`V �VccV`iSUcV`
k UVWcVORV` Z ¡ S` � V� VWdV È aSee � S` P cVOTUQ`� �§ Z�m� �V`SQe\SQTU aQWTU aOV � `£V`aQ`� aVe k\W� ScOe�Qe Ø aOVeVe � �eTU`ORRe SQ] P cVOTUQ`� �§ ZY¦�

VWUScRV` dS`` Z
�\ccRV � S` aV` kScc M ¿ 1 � VRWSTURV` È e\ ]©UWR aOVe È £ OV eTU\` S� � `]S`� aOVeVe ½ ShlORVce VW£«U`R È iQ aV� [W\�cV� È aSee O` aV` VO`iVc`V` ¨VW� V` aVW Å`R£ OTdcQ`� [\RV`iV`

y−k � OR k > 1 SQ]RSQTUV` È aOV kQ`dRO\` ]©W y → 0 Sce\ VO`V [\ceRVccV SQ]£VOeR Z
À &� ä(4 <)<6 ()4 /; /*4 /*å -6 ê6 <46 /(37267
ÅO`V £VORVWV PWQll V g\` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` È aOV `Q` Q`RVWeQTUR £VWaV` e\ccV` È eO`aaOV e\�V`S``RV` QcRWSWVcSROg OeROeTUV` ¤VWRVOcQ`�V` Z ¶` aOVeV� kScc OeR Ve i£VTd� «ÆO� È E À
1

O` aV` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V`
fa0 S`iQ`VU� V` È e\� OR gVWVO`]STUR eOTU aVW ¨VW�

E2 −
1 ' E2 Z ^ Sg\` Q`� VW©TdeOTURO�R �cVO�R aVW kSdR\W M

� VW £ OWa Sce � VcOV�O�VW [SWS� VRVWS`�VeVUV` Z
b\� OR VWU«cR � S` SQe aV` ^ V `ORO\`V` �§ Z¦�h �§ ZYY� aOV P cVOTUQ`�

c2k2 =
2π

1 + M2

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫ E

0
dy

fa0

(y2 + E2M2)2

×
(

M2(E4 + 2y4) − (2E4M4 + y2[E2 + 7M2E2] + y4)
) �§ Z�§�

�gBCJW CB BDE QMHI NBC yKEP BHXTMK` NCD aCJF D V_J NCJ GMFFQEB_K O
(1 + M2)−1 ' 1 − M−2

O cM W CJlHXkDBHIEB`CK Y
§®



Ç Q` eVRiR � S`
y ≡ EM x Q`a e\WROVWR `STU [\RV`iV` g\`

x È
c2k2 =

2π

M(1 + M2)

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E2

∫ 1/M

0
dx

fa0(E,EM x)

(x2 + 1)2

×
(

(1 − 2M2) − x2(1 + 7M2) − x4M2(1 − 2M2)
)

=
2π

M(1 + M2)

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E2

[

(1 − 2M2)
∫ 1/M

0

dx

(x2 + 1)2
fa0(E,EM x)

−(1 + 7M2)
∫ 1/M

0
dx

x2

(x2 + 1)2
fa0(E,EM x)

−M2(1 − 2M2)
∫ 1/M

0
dx

x4

(x2 + 1)2
fa0(E,EM x)

]

. �§ Z���

bTUSQR � S` eOTU aOV ¶`RV�WS`aV` O` PcVOTUQ`� �§ Z��� S` È e\ US� V` eOV VO`V � VeRO� �RVk\W� È x2nfa0(E,EM x)/(x2 +1)2 Z Å e cSeeV` eOTU kQ`dRO\`V`
Θn[M ]

� OR n ∈ {0, 1, 2} aVh `OVWV` È aOV `QW g\` aVW O� S�O`«WV` [USeV`�VeTU£ O`aO�dVOR M S�U«`�V` Q`a O� [WO`iOl
VO`V ¡ ORRVcQ`� aVe WSRO\`ScV` � QeaWQTde �i�c Z aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` aSWeRVccV` Z ^ OVeVkQ`dRO\`V` eO`a ]©W n = 0, 1, 2 �V�V� V` aQWTU

Θn[M ] ≡
∫ ∞
1 dE E2

∫ 1/M
0 dx x2n

(x2+1)2
fa0(E,EM x)

∫ ∞
1 dE E2

∫ 1/M
0 dxfa0(E,EM x)

' 4πM
∫ ∞

1
dE E2

∫ 1/M

0
dx

x2n

(x2 + 1)2
fa0(E,EM x). �§ Z�®�

^ S� VO �OcR £V�V` aVW Ç\W� OVWQ`� �§ Zf�

M
∫ ∞

1
dE E2

∫ 1/M

0
dxfa0(E,EM x) =

∫ ∞

1
dE E

∫ E

0
dyfa0 '

1

4π
. �§ Z�·�

�V�V`
x2n/(1 + x2)2 ≤ 1 ]©W n = 0, 2 Q`a x2/(1 + x2)2 ≤ 1/4 �]©W n = 1

� USR � S` aOV� �eTU«RiQ`� Θn[M ] ≤ 1 ]©W n = 0, 1, 2
Z^ OV ^V `ORO\`V` �§ Z�®� iQeS� � V` � OR aVW _ ©TdRWS`e]\W� SRO\`

y = EM x VWcSQ� V`
Ve È a OV ¶`RV�WScV iQeS� � V`iQ]SeeV` È

c2k2 =
2π

M2(1 + M2)

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫ E

0
dyfa0

×
(

Θ0[M ] − Θ1[M ] − M2 (2Θ0[M ] + 7Θ1[M ] + Θ2[M ]) + 2M4Θ2[M ]
)

.

�§ Z� �
� OVaVWQ� �OcR È aSee � OR P cVOTUQ`� �§ Z� � aVW ªVWVOTU VWcSQ�RVW �VccV`iSUcV` ]©W aOV�VO� VcO`eRS�OcOR«R � VeTUWOV� V` £ OWa Z� ` aOVeVW bRVccV e\cc VW`VQR aOV µ `RVWeTUVOaQ`� i£ OeTUV` eVUW �W\ÆV` �M À 1

� Q`aeVUW dcVO`V` �M ¿ 1
� [USeV`�VeTU£ O`aO�dVORV` �V� STUR £VWaV` Z ¾Q aV` ¤VWRVOcQ`�eh

]Q`dRO\`V` OeR iQ`«TUeR iQ � V� VWdV` È aSee OUWV WVcSROgV k\W� eOTU V`RcS`� aVe ¶`RV�WSROh
\`eO`RVWgScce [0, 1/M ] £V�V` aVW ¨WS`e]\W� SRO\`

y = EM x
`OTUR «`aVWR� Z��MJ ~CJNCMETBHIMK` Ë A BC ~CJECBTMK`DSMKXEB_K WCDBEcE WCB

x = 0
DECED NCK mCJE

fa0(E, 0)
O W CB

x =
1/(2M)

BFFCJ
fa0(E,E/2)

MKN WCB
x = 1/M

DECED
fa0(E,E)

Y
§·



¶� kSccV M À 1 £ OWa aOV \� VWV ¶`RV�WSRO\`e�WV`iV 1/M ¿ 1
Z b\� OR dS`` � S` £V�V`

x ≤ 1/M ¿ 1
O` aV`

xh¶`RV�WSRO\`V` aV` kSdR\W (1 + x2)−2 aQWTU 1
`«UVW` È Q`a � S`

USR `QW `\TU aOV ¶`RV�WSRO\`
∫ 1/M

0
dx x2nfa0(E,EM x) �§ Z�n�

aQWTUiQ]©UWV` � O� kSccV n = 0 V`RelWOTUR aOVe V¢SdR aVW Ç \W� OVWQ`� �§ Z�·� È a ZU Z
Θ0[M À

1] ' 1
Z Å O`V �W\� V � �eTU«RiQ`� aVe ¤VWUScRV`e aVW kQ`dRO\`V`

Θn ]©W aOV � VOaV` S`aVWV`
k«ccV VWU«cR � S` Q`RVW aVW � ``SU� V È aSee aOV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` `QW £V`O� g\`

xS�U«`�R Z ^ S`` VW�O�R eOTU
Θn[M À 1] ∝ M−2n. �§ Z�¦�

j OVWSQe ]\c�R ]©W PcVOTUQ`� �§ Z� � O` VWeRVW Ç «UVWQ`�
c2k2 ' 2π

M4

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫ E

0
dyfa0(−2M2Θ0[M À 1])

' −
∑

a ω2
p,a

M2
, �§ Z®m�

Q`a £ OVaVWQ� iVO�R eOTU È aSee ]©W M À 1 dVO`V O`eRS�OcV` ¡ \aV` V¢ OeROVWV` � £ OV � VWVORe
Scc�V� VO` aQWTU PcVOTUQ`� �§ Zfm� Q`a O� kSccV U\UVW � `Oe\RW\lOV aQWTU P cVOTUQ`� �§ Z§n�
� VeTUWOV� V` Z^ VW kScc M ¿ 1 c«eeR eOTU V� V`e\ VO`]STU Q`RVWeQTUV` Z ¾Q`«TUeR O� lcOiOVWR M ¿ 1 aOV¤VWeTUOV�Q`� aVW «QÆVWV` ¶`RV�WSRO\`e�WV`iV 1/M → ∞ Z �VORVWUO` �OcR ]©W n = 0, 1 Q`a�W\ÆV x aOV Ç «UVWQ`� x2n/(x2 + 1)2 ' x2n−4 → 0 È aSUVW c«eeR eOTU aOV � ``SU� V

∫ 1/M

0
dx

x2n

(x2 + 1)2
fa0(E,EM x) ' fa0(E, 0)

∫ 1/M

0
dx

x2n

(x2 + 1)2
, n = 0; 1 �§ Z® Y�

S`eVRiV` Z k©W n = 2 �OcR S``«UVW`a x4/(x2 + 1)2 ' 1
Z j OVWSQe Q`a � OR aVW Ç\W� OVWQ`��§ Z�·� VW�V� V` eOTU aS`` aOV ¥¬eQ`�V` ]©W aOV kQ`dRO\`V`

Θn[M ¿ 1] È
Θ0[M ¿ 1] ' π

4
ϑaM,

Θ1[M ¿ 1] ' π

4
ϑaM,

Θ2[M ¿ 1] ' 1, �§ Z®f�
£\� VO

ϑa ≡ 4π
∫ ∞

1
dE E2fa0(E, 0) �§ Z®§�

¡ S` � V� VWdV È aSee SQTU aOV ^ OÍVWV`i Θ0[M ]−Θ1[M ]
O` P cVOTUQ`� �§ Z� � g\` ªVaVQRQ`�OeR � aSiQ �Qee aOV `«TUeRV âWa`Q`� aVW Å`R£ OTdcQ`� � VW©TdeOTURO�R £VWaV` È Q`a � S` USR

Θ0[M ¿ 1] − Θ1[M ¿ 1] ' ϑaM
2 �§ Z®��

¡ OR aOVeV` Ç «UVWQ`�V` VWU«cR � S` e\� OR ]©W P cVOTUQ`� �§ Z� �

c2k2 ' 2π
∑

a

ω2
p,a(ϑa − 1) − 9π2

2
M

∑

a

ω2
p,aϑa + 4πM2

∑

a

ω2
p,a

' 2π
∑

a

ω2
p,a(ϑa − 1) − 9π2

2
M

∑

a

ω2
p,aϑa �§ Z®®�

§ 



£V�V`
M ¿ 1

Z ^ OV ªVaO`�Q`� ϑa > 1
OeR Sce\ SQeWVOTUV`a È Q� O`eRS�OcV �VO� Vc� \aV`

iQiQcSeeV` Z ¡ OR aV` ^V `ORO\`V`
c2k2

ur ≡ 2π
∑

a

ω2
p,a(ϑa − 1)

Ω2
ur ≡ 2π

∑

a

ω2
p,a

9π

4
ϑa �§ Z®·�

 `aVR eOTU eTU`Vcc a OV ªVaO`�Q`� � � S` � VSTURV aOV � `Sc\�OV iQ PcVOTUQ`� �§ Z§f� �
M = c2(k2

ur − k2)/Ω2
ur �§ Z® �

Q`a £VORVW aOV �STUeRQ� eWSRV �g�c Z � OR aVW _ SRV �§ Z§§��
Γ = ck c2(k2

ur − k2)/Ω2
ur. �§ Z®n�

� ccV £VORVWV` � QeeS�V` È aOV O� � �eTU`ORR § Z§ �V� STUR £ QWaV` È cSeeV` eOTU aSUVW ©� VWh
RWS�V` Z
À &� t*.++64 </*å -6 ê6 <46 /(37267 378 /*� (/6 <46

� 6 /56 (+�867
¶` aOVeV� ½ SlORVc USRRV` �OeUVW SccV aQWTU�V]©UWRV` _ VTU`Q`�V` Q`a aOV eOTU VW�V� V`aV`^ Oel VWeO\`eWVcSRO\`V` VO`Ve �V� VO` X aOV � ``SU� V VO`VW O` aVW ¤SWOS�cV`

y
e�� � VRWOeTUV`

¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` Z ^ OVeVe VW� ¬�cOTURV aOV Scc�V� VO`V ªVeTUWVO�Q`� VO`VW �W\ÆV` ½ cSeeVg\` ¡ \aV` aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R Z ÖVa\TU dS`` aOVeV ªVeTUWVO�Q`� VO`V �«`icOTU S`aVWVk\W� S``VU� V` È ]Scce � S` `QW VO`V dcVO`V ¡ \aO iOVWQ`� S` aVW QWelW©`�cOTU � Qe�S`�eh
�cVOTUQ`� iQc«eeR Z ^ OV _ VaV OeR g\` aVW QWelW©`�cOTUV` � ``SU� V È aSee aOV ¤VWRVOcQ`�àe�� � VRWOeTUá O` aVW [SWSccVcd\� l \`V`RV y aVe ¶� lQceVe OeR Z ¶eR aOVeVe `OTUR aVW kScc Èa ZU Z eVRiR � S` Sce\ VO`V eTU£STU S`Oe\RW\l V ¤VWRVOcQ`� eRSRR `STU PcVOTUQ`� �§ Zf·� O` aVWk\W�

fa0 ' Fa(E) + yHa(E) − y2Ga(E) − y3Ka(E) �§ Z®¦�
S` ?� È £VWaV` aOV ¡ \aV` VO`V S`aVWV P VeRScR S``VU� V` Z ^ OVe OeR aSWO` � V�W©`aVR È aSee eOV`Q` VO`V� [SSW g\` P cVOTUQ`�V` �§ Z� È § Z®� �V`©�V` �©eeV` � �OeUVW £SW P cVOTUQ`� �§ Z®�
SQR\� SROeTU VW]© ccR Z ^ OVeV � e�� � VRWOV aVW ¤VWRVOcQ`� fa0 ]©UWR È £ OV O� £VORVWV` ¤VWcSQ]aOVeVe � �eTU`ORRe �ViVO�R £VWaV` e\cc È iQ Oe\cOVWRV` �VO� Vc� \aV` � OR ]VeRV`

M Q`a k
ZÅ e eVO S`�V� VWdR È aSee SQe

fa0 > 0 aOV ªVaO`�Q`� |yHa − y3Ka| ¿ Fa WVeQcROVWR È aOVeVeOeR S� VW VO`V eTU£STUV ÅO`eTUW«`dQ`� È aOV O� P©cRO�dVORe� VWVOTU aVW _VOUV`V`R£ OTdcQ`��§ Z®¦� eRVRe VW]© ccR OeR Z¾Q`«TUeR �Qee eOTUVW�VeRVccR £VWaV` È aSee Ve dVO`V` VcVdRWOeTUV` bRW\� `QccRVW âWa`Q`��O�R È a ZU Z
~j0 =

∑

a

qa

∫

d3pfa0
~pa

γama

= 0.

k©W Se�� � VRWOeTUV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` g\` aVW P VeRScR �§ Z®¦� � VaVQRVR aOVeV ¤\WSQeheVRiQ`� aOV �V� V`]Scce eTU£STUV� ªVaO`�Q`�
∑

a

qa

∫

dp‖
(

Hap‖ − Kap
3
‖
) p‖

γama

= 0.

@�yD cCB`E DBHI DbhECJ O NQDD NBC `CEJ_	CKC mQIT NCJ ~_JcCBHICK `lKDEB` BDE Y
§n



� Q] aOVeV �VOeV �O�R Ve ªViOVUQ`�V` Q`RVW aV` Se�� � VRWOeTUV` ¨VW� V`
Ha Q`a Kai£ OeTUV` aV` gVWeTUOVaV`V` ¨VOcTUV` È i Zª Z aV` ÅcVdRW\`V` Q`a ¶\`V` Z � Q]�WQ`a aVeeV`

dS`` dVO`VW aVW àQ`�VWSaV`á ¨VW� V � VcOV�O� �V£«UcR £VWaV` Z ^ OV ¶`RV�WSRO\`V` ©� VW p‖�i£ Z
y aVW à �VWSaV`á ¨VW� V Fa Q`a Ga aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\` eO`a SQR\� SROeTU Ç Qcc È£VOc � VO a OVeV` aVW ¶`RV�WS`a VO`V Q`�VWSaV kQ`dRO\` O`

p‖ �i£ Z
y

OeR Z
�VWRVR � S` aV` � `eSRi �§ Z®¦� SQe È e\ VW�V� V` O� ¶� S�O`«WRVOc aVW ^ Oel VWeO\`eWVcSh

RO\` �§ Z®� aOV ¶`RV�WSRO\`V` aVW ¨VW� V � OR Fa Q`a Ga
e\]\WR Ç Qcc Z b\ � ©eeV` `QW aOVSe�� � VRWOeTUV` ¨VW� V � OR Ha Q`a Ka � VRWSTURVR £VWaV` È

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y2 + E2M2

(

EHa − 3Ey2Ka + y2∂Ha

∂E
− y4∂Ka

∂E

)

= 0.

�§ Z·m�^ OV ªVWVTU`Q`� aVe ¶`RV�WSce ©� VW y £ OWa O` � `US`� Õ Zf aQWTU�V]©UWR Q`a ]©UWR iQWP cVOTUQ`�
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

(

EHa − E2M2

(

−3EKa +
∂Ha

∂E

)

− E4M4∂Ka

∂E

)

×
(

E2(1 + M2) − 1

EM
arctan

√
E2 − 1

EM
−

√
E2 − 1

)

=
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

√
E2 − 1

×
(

2

3
(4E2 − 1)Ha + E2M2(2E2 − 1)Ka +

2

15
(E2 − 1)(9E2 + 1)Ka

)

. �§ Z· Y�
Ç Q` £ QWaV � VWVORe O` � �eTU`ORR § Zf �ViVO�R È aSee ]©W M → ∞ dVO`V �VO� Vc� \aV`

SQ]RWVRV` Z >U`cOTU £ OV O` � �eTU`ORR § Z§ dS`` � S` eOTU aSUVW SQ] aOV � ``SU� V M ¿ 1d\`iV`RWOVWV` � O` aOVeV� kScc c«eeR eOTU ]\c�V`aV Å`R£ OTdcQ`� aQWTU]©UWV` È
E2(1 + M2) − 1

EM
arctan

√
E2 − 1

EM
' (E2 − 1)

(

π

2EM
− 1√

E2 − 1

)

. �§ Z·f�
^ OVeV Ç «UVWQ`� dS`` O` PcVOTUQ`� �§ Z· Y� � V`QRiR £VWaV` È Q� VO`V` � QeaWQTd O` `OVah
WO�eRVW âWa`Q`� g\`

M iQ VWUScRV` È
M '

π
2

∑

a ω2
p,a

∫ ∞
1 dE E(E2 − 1)Ha

2
15

∑

a ω2
p,a

∫ ∞
1 dE

√
E2 − 1 [5(4E2 − 1)Ha + (E2 − 1)(9E2 + 1)Ka]

¿ 1. �§ Z·§�
¡ S` � VSTURV È aSee O� ¾«UcVW `QW aVW � QeaWQTd Ha SQ]RSQTUR Z Ç Q` �Qee £V�V`

M ¿ 1aOV � �eTU«RiQ`�
5

∑

a

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

1
dE

√
E2 − 1(4E2 − 1)Ha

∣
∣
∣
∣ ¿

∑

a

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

1
dE(E2 − 1)3/2(9E2 + 1)Ka

∣
∣
∣
∣ �§ Z·��

�VcRV` �S`e\`eRV` £«WV aOV � ``SU� V M ¿ 1
`OTUR UScR�SW� � Q`a aSUVW dS`` � S`

MgVWVO`]STUV` È
M ' 15π

4

∑

a ω2
p,a

∫ ∞
1 dE E(E2 − 1)Ha

∑

a ω2
p,a

∫ ∞
1 dE(E2 − 1)3/2(9E2 + 1)Ka

' 5π

12

∑

a ω2
p,a

∫ ∞
1 dE E3Ha

∑

a ω2
p,a

∫ ∞
1 dE E5Ka

= const. ¿ 1. �§ Z·®�

§¦



Åe OeR Sce\ M
 ¢ OVWR È Q`a `STU PcVOTUQ`� �§ Z§f� �OcR a OVeVe aS`` SQTU ]©W k � VO

k2 =
k2

0 + ΩM/c2 Z Å e cOV�V` Sce\ Oe\cOVWRV �VO� Vc� \aV` g\W ZÅe OeR iQ � VSTURV` È aSee
Ha Q`a Ka

`V�SROg e\£\Uc O` ¨VOcV` aVe \aVW SQTU O� �S`iV`
Eh_ SQ� �e� eVO` dS`` Z ^ OV ªVaO`�Q`� M ≥ 0 � VaVQRVR `QW È aSee aSe ¤VWU«cR`Oe aVW¶`RV�WScV O` PcVOTUQ`� �§ Z·®� l \eOROg eVO` �Qee Z b\� OR OeR `OTUR `QW aOV Å¢ OeRV`i aVWOe\cOVWRV` �VO� Vc� \aV` �ViVO�R È e\`aVW` eOV VWeRWVTdV` eOTU iQaV� ©� VW VO`V �W\ÆV ½ cSeeVg\` ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` È aOV � OR Ha Q`a Ka � VeTUWOV� V` £VWaV` d¬``V` Z ^ OVeVW � `eSRiOeR eVUW gOVcgVWelWVTUV`a È Q`a aSe OeR � OR VO` PWQ`a ]©W VO`V g\WiVORO�V ¤VW¬ÍV`RcOTUQ`��§f� Z ¶� `«TUeRV` ½ SlORVc £VWaV` aSWSQ] SQ]�SQV`aV _ VeQcRSRV � OR aOVeV` ÅW�V�`OeeV`gVW�cOTUV` Z� ` aOVeV� [Q`dR e\ccRV � S` dQWi O``VUScRV` Q`a aOV UOVW �V£\``V`V` ÅWdV``R`OeeV©� VWaV`dV` Z b\�Sca O` aVW ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`

fa Q`�VWSaV [\RV`iV` g\`
y SQ]RWVRV` È]«ccR a OV Sl VWO\aOeTUV ¶`eRS�OcOR«R SQ] aOedWVRV �VccV`iSUcV` iQeS� � V` Z Åe �O�R Sce\ ]©WVO`V � VcOV�O�V [USeV`�VeTU£ O`aO�dVOR M

`QW ýêíïöõ õ ïê VWcSQ�RV �VccV` È aOV eRSRO\`«W S`h
£STUeV` d¬``V` ä ^ OVeV Oe\cOVWRV` ¡ \aV` VWO``VW` aSUVW eRSWd S` VO`V S`aVWV ½ cSeeV g\`
�VccV` O� `OTURcO`VSWV` ªVWVOTU È aOV b\cOR\`V` Z Åe eRVccR eOTU e\� OR aOV kWS�V È \� eOTU SQe
VO`VW `OTURcO`VSWV` ªVeTUWVO�Q`� aVW �VO� VcO`eRS�OcOR«R VO`V ¥¬eQ`� ]©W b\cOR\`V`  `aV`
c«eeR Z ^ OVeVW kWS�V £ OWa O� i£VORV` ¨VOc aVW � W� VOR `STU�V�S`�V` �S� ½ SlORVc ®� È g\WUVWã Va\TU e\cc O` VO` O�V` � `£V`aQ`�V` aOV P©cRO�dVOR aVW UOVW V`R£ OTdVcRV` P VeVRi� «ÆO�dVOh
RV` � OR ÅW�V�`OeeV` SQe aVW ¥ORVWSRQW ]©W � VeRO� �RV ¤VWRVOcQ`�e]Q`dRO\`V` Q`RVWeQTUR£VWaV` Z ¶` � `e«RiV` £ QWaV aOVe � VWVOR O` aV` � �eTU`ORRV` § Z§ È § Z® �VRS` ZÅ O`V ÅW£VORVWQ`� aOVeVW ¨ UV\WOV Oe\cOVWRVW ¡ \aV` � VeRVUR iQaV� aSWO` È eOTU g\` aVW� ``SU� V VO`VW WVO` O� S�O`«WV` kWVÎQV`i ω = iΓ iQ c¬eV` Q`a d\� lcV¢V �VWRV iQiQcSeheV` Z ¶� PV�V`eSRi iQW �V�W«QTUcOTUV` ¤\W�VUV`e£VOeV � £VcTUV SQ] aOV _Ve\`S`iO`eRS�Oh
cOR«R �Ym� ]©UWR � eVRiR � S` S` È aSee aVW _VScRVOc ωR ¿ Γ

OeR Z ^ OVeVe V`RelWOTUR cS`�eS�lW\lS�OVWV`aV` �VccV` È £VcTUV ã Va\TU SQe PW©`aV` aVW bRVRO�dVOR VO` «U`cOTUVe �STUeh
RQ� egVWUScRV` iVO�V` � ©eeV` £ OV aOV eRSRO\`«WV` Oe\cOVWRV` ¡ \aV` Z ¥VRiRVWV e\ccRV` eOTUaS`` O` aVW PWV`i£VWR�OcaQ`� ωR → 0 VW�V� V` Z k©W VO`V £SW� V PV�V`eRW\� hκh¤VWRVOcQ`�Q`a VO`V dScRV ¾£VOeRW\�gVWRVOcQ`� OeR aOVeVe O` ã ©`�eRVW ¤VW�S`�V`UVOR g\` ¨SQRi Q`a¥VWTUV ��f� Q`RVWeQTUR £\WaV` Z

�m
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V WeXYZW[Y \ Z]YW^YN _]YZ `WY aYW] YMWNb^J]WMW^c^ WN `YZ d W^YZJ^eZ fbWYXY g UV U Rh iT P RjkT PRlmTn Ne^g^YN geZ \eboYZ^eN[ b^Y^b `WgYZbY / #/ #4#$ # pYWMOXYNgYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN U t WYZhJeb oeZ`YN `JNN u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsNYN P aJOXb^ew bZJ^YN s Uc U [YosNNYN P `WY JMMYZ`WN[bNeZ q_Z `WYbY [Y[Y] YNY xYZ^YWMeN[ [YM^YN U yb Wb^ `JXYZ gsN [ZszYw xsZ^YWM P w W^ `YN yZ[Y]hNWbbYN Jeb `Yw gsZXYZW[YN {JvW^YM [YgYW[^ ge XJ]YN P `Jbb ] Yb^Www^Y |MYWOXeN[YN YWNYNJMM[Yw YWNYZYN t WN^YZ[ZeN` ]YbW^gYN U }eZ xYZ`Ye^MWOXeN[ `WYbYZ yZ[Y]NWbbY oYZ`YN YWNY~YWXY gsN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN YKYwvMJZWbOX WN `YN gYZbOXWY`YNYN �gYNJZWYN `eZOX[YhZYOXNY^ eN` gYZ[MWOXYN P ew `WY �_^gMWOXrYW^ `YZ ~YbeM^J^Y Jeb {JvW^YM h ge ] YMY[YN U�w �JMMY `YZ WbsMWYZ^YN Is`YN o WZ` JezYZ`Yw YWN xYZ[MYWOX w W^ r_ZgMWOX `eZOX[Yq_XZ^YN�WweMJ^WsNYN `eZOX[Yq_XZ^ U
� �� �� �� �� �� � �� ��� ������� � �� ��� ������� ��� � ��

�������� � ��� ������ � �
�N `WYbYw \]bOXNW^^ oYZ`YN gYZbOXWY`YNY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN gsZ[Yb^YMM^ U �w yWNgYMhNYN XJN`YM^ Yb bWOX `J]YW ew qsM[YN`Y \Nbc^gY P os]YW b^Y^b Wbs^Zsv Y }�MWN`YZb�wwY^ZWYJN[YNswwYN o WZ` �
iU IsNsOXZswJ^WbOXY pYWMOXYN fg[M U �ZWY` RihTn

fa0 =
P‖

2πP⊥
δ[p⊥ − P⊥]δ[p2

‖ − P 2
‖ ]

fj Uin

j i



� U :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ fg[M U �ssN eN` uJg W`bsN RjkTn 

fa0 =
1

4πP⊥P‖
δ[p⊥ − P⊥]H[P 2

‖ − p2
‖]

fj U�n

h U ~YMJ^Wg Wb^WbOXY VWhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ f�OXJYqYZh~sM¡b eN` �OXMWOrYWbYZ Rh iTn

fa0 =
1

4πI(µa, αa)
exp[−µaE − αay

2]
fj Uhn

w W^ `Yw `Ww YNbWsNbMsbYN LJZJw Y^YZ
µa = (mac

2/kBT⊥)
`YZ bYNrZYOX^YN LMJbw Jh^YwvYZJ^eZ P `Yw \NWbs^ZsvWYvJZJwY^YZ¢ αa = µaψa

eN`

Iµ,α ≡ I(µa, αa) ≡
1

π1/2µa

∞∑

n=0

Γ[n + 1
2
]

Γ[n + 1]
Kn+2[µa](−2ψa)

n,
fj Ujn

os]YW
Γ[n]

`WY |JwwJqeNr^WsN eN`
Kn[µ]

`WY ws`W£gWYZ^Y VYbbYMqeNr^WsN goYW^YZ
\ Z^ ] YgYWOXNY^ U

j U xYZJMM[Yw YWNYZ^Y ZYMJ^Wg Wb^WbOXY dsZYN^gh s`YZ κhxYZ^YWMeN[ NJOX �ewwYZb P pXsZNYeN` ¤ WJs Rh¥ P j¦T

fa0 =
1

π3/2

1

θa,‖θ2
a,⊥

Γ[κ + 1]

κ3/2Γ[κ − 1/2]



1 +
p2
‖

κmaθ2
a,‖

+
p2
⊥

κmaθ2
a,⊥





−(κ+1) fj Uln

w W^ `YZ ^XYZw WbOXYN |YbOXo WN`W[rYW^ `YZ pYWMOXYN

θ2
a,i ≡

kBTa,i

ma

2κ − 3

κ
,

fj U¥n
os]YW

κ > 3/2
U

§w `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN Ww �sZwJMWbweb `YZ ~YbeM^J^Y Jeb {JvW^YM h Ne^gYN ger¨NNYN P webb w JN `WYbY geNcOXb^ WN `WY [YYW[NY^YN {ssZ`WNJ^YN f� UlSn ^ZJNbqsZw WYZYN© Uu WYbYb bsMM Ww qsM[YN`YN \]bOXNW^^ [YbOXYXYN U yWNY [ZJvXWbOXY uJZb^YMMeN[ `YZ g WYZ xYZh^YWMeN[bqeNr^WsNYN Wb^ `JNN WN \]]WM`eN[ j Ui ge bYXYN U
ª« ¬ ®¯¬°±²¯ ³ ´¬µµ ¶·¸²

∫ ∞

−∞

dp‖H[P 2
‖ − p2

‖] = 2P‖.

¹º»¼
αa = 0
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Ú ÛÜ ÛÜ ÝÞßàáâãÞäß© åã à æç Þ èç Þ©ç åéêàëáâêàì© åã àçà
�N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMM ` WY dYZOXY^ZJNbqsZw J^WsN `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN

fa0
]Y^ZJOXh^Y^ oYZ`YN U uJ `WY �sZw WYZeN[ _]YZ �N^Y[ZJMY `Y£NWYZ^ Wb^ P o WZ` `WY íJOs]W`Y^YZw WNJN^YYWNY ~sMMY bvWYMYN U îWY Wb^ oY[YN `YZ §wrYXZ^ZJNbqsZw J^WsNYN

p⊥ = mac
√

E2 − 1 − y2

p‖ = mac y
fj USn

[Y[Y] YN `eZOX
∣
∣
∣
∣
∣

∂(p⊥, p‖)

∂(E, y)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂p⊥
∂E

∂p⊥
∂y

∂p‖
∂E

∂p‖
∂y

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (mac)
2 E√

E2 − 1 − y2
.

fj U¦n
îsw W^ qsM[^ Jeb `YZ �sZw WYZ]JZrYW^ `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN WN ] YMWY]W[YN {ssZ`WNJh^YN

1 = 2π
∫ ∞

0
dp⊥ p⊥

∫ ∞

−∞
dp‖fa0(p⊥, p‖)

= 2π
∫ ∞

1
dE

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

∣
∣
∣
∣
∣

∂(p⊥, p‖)

∂(E, y)

∣
∣
∣
∣
∣
p⊥(E, y)fa0[p⊥(E, y), p‖(E, y)]

= 2π
∫ ∞

1
dE

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy (mac)

3Efa0[p⊥(E, y), p‖(E, y)]

= 2π
∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dyfa0(E, y).

fj Ukn
yb [YM^YN JMbs `WY yZbY^geN[YN

∫ ∞

0
dp⊥ p⊥

∫ ∞

−∞
dp‖ ⇔

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

(mac)
3fa0(p⊥(E, y), p‖(E, y)) ⇔ fa0(E, y),

fj Uimn
os]YW `WY goYW^Y xsZbOXZWq^ ] YbJ[^ P `Jbb w JN YWNqJOX WN `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN `WY JM^YN{ssZ`WNJ^YN `eZOX `WY NYeYN Jeb`Z_Or^ eN` [Y[Y] YNYNqJMMb ew qsZw^ U}ebJwwYN w W^ `YZ ~Y[YM

δ[h(x)] =

∑

n δ[x − xn]

|dh
dx
| ,

fj Uiin
os]YW

xn
`WY �eMMb^YMMYN gsN

h(x)
bWN` P bso WY

E0 ≡
√
√
√
√1 +

P 2
⊥ + P 2

‖
m2

ac
2

,

y0 ≡ P‖
mac

fj Ui�n
rJNN w JN `WY xYZ^YWMeN[YN fj Uin P fj U�n NeN WN `WY [Yo_NbOX^Y �sZw ]ZWN[YN U �_Z wsNshOXZsw J^WbOXY pYWMOXYN YZ[W]^ bWOX `JNN

fa0 = (mac)
3 P‖
2πP⊥

δ
[

E −
√

1 + y2 + (P⊥/mac)2
]

macE/
√

E2 − 1 − y2

δ[y − P‖/mac] + δ[y + P‖/mac]

2macP‖

=

√
E2 − 1 − y2

4π
√

E2
0 − 1 − y2

0 E
δ[E −

√

E2
0 − (y2

0 − y2)] (δ[y − y0] + δ[y + y0])
fj Uihn

jh



�w �JMMY `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ £N`Y^ w JN

fa0 = (mac)
3 1

4πP⊥P‖

δ
[

E −
√

1 + y2 + (P⊥/mac)2
]

macE/
√

E2 − 1 − y2
H[(P‖/mac)

2 − y2]

=

√
E2 − 1 − y2

4πy0

√

E2
0 − 1 − y2

0 E
δ[E −

√

E2
0 − (y2

0 − y2)]H[y2
0 − y2]

fj Uijn
u WY

κhxYZ^YWMeN[ NWww^ w W^ `YN uY£NW^WsNYN `YZ pYWMOXYN^YwvYZJ^eZ µa
eN` `YZ \NhWbs^ZsvWY

αa P
µa ≡ c2

κθ2
a,⊥

,

αa ≡ c2

κ




1

θ2
a,‖

− 1

θ2
a,⊥



 ,
fj Uiln

`WY �sZw

fa0 =
µ3/2

a

π3/2

√

1 + αa/µa
Γ[κ + 1]

Γ[κ − 1/2]

(

1 − µa + µaE
2 + αay

2
)−(κ+1) fj Ui¥n

JN U u WYbY g WYZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN bWN` WN \]]WM`eN[ j Ui `JZ[Yb^YMM^ U I JN ]YJOX^Y P`Jbb `WY V WhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ fj Uhn $")3 * `WY |ZYNgqeNr^WsN `YZ κhxYZ^YWMeN[ fj Ui¥nq_Z
κ → ∞ `JZb^YMM^ U uJge w_bb^Y bWY `WY \]XcN[W[rYW^ exp[−µaE

2]
JNb^J^^

exp[−µaE]]YbW^gYN U �eZ Ww �JMMY NWOX^ZYMJ^Wg Wb^WbOXYZ pYWMOXYN YZXcM^ w JN YWNY cXNMWOXY î^Zer^eZ] YW`YZ xYZ^YWMeN[YN WN `YN �wveMbYN
p‖
eN`

p⊥ P oYNN E
WN `YZ VWhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[YN^o WOrYM^ oYZ`YN rJNN U u WYbYZ §N^YZbOXWY` go WbOXYN VWhIJKoYMMh eN` κhxYZ^YWMeN[ Wb^`Ye^MWOX WN \]]WM`eN[ j Ui ge YZrYNNYN eN` bsMM^Y bWOX JeOX ]YbsN`YZb ] YW `YZ tYZMYW^eN[JMM[Yw YWNYZ \ebbJ[YN q_Z `YN eM^ZJZYMJ^Wg Wb^WbOXYN �JMM ] Yw YZr]JZ w JOXYN Uu WYbY xYZ^YWMeN[YN bso WY `YZ \NbJ^g fj Uhn oYZ`YN WN `YN NcOXb^YN \]bOXNW^^YN gYZoYNh`Y^ P ew `WY aJOXb^ew bZJ^YN WN `YN YWNgYMNYN �cXYZeN[YN NJOX {JvW^YM h ge ]Yb^Www YN Uyb oYZ`YN JMMYZ`WN[b NeZ bsMOXY |Z¨zYN JN[Y[Y] YN P `WY `WZYr^ WN u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsNYNJeq^JeOXYN P ` UX U JMbs NWOX^ `WY LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^ M YN^XJM^YN U �w \ MM[Yw YWNYN oeZh`YN `WYbY |Z¨zYN w W^ ï

ck0ð s`YZ ïΩð ] YgYWOXNY^ P g[M U uY£NW^WsNYN fh U� in P fh Uh in P fh Ujmn Pfh Ul¥n U íY`sOX bsMMYN geNcOXb^ NsOX gYZbOXWY`YNY �sZw YN gsN VWhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[YNJeb `YZ dW^YZJ^eZ gYZ[MWOXYN oYZ`YN U
� �ñ �� �� �� �� � �� ��� �� ��� ��� �� � ò�óô�õö� ��ó�� ��� �������
�N `WYbYw \]bOXNW^^ o WZ` `JZ[YMY[^ P `Jbb bWOX gYZbOXWY`YNY fWN `YZ d W^YZJ^eZ [Y[Y] YNYnxYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN

fa0

WN `YZ �cXYZeN[ `YZ bOXoJOXYN \NWbs^ZsvWY Jeq `WY [MYWOXY�sZw ]ZWN[YN MJbbYN U �N `WYbYw �JMM `YZ bOXoJOXYN \NWbs^ZsvWY bsMM^YN bWOX `WY xYZ^YWhMeN[YN qsM[YN`YZw JzYN bOXZYW] YN MJbbYN fw JN ]YJOX^Y P `Jbb `WY xYZ^YWMeN[ b�wwY^ZWbOXWN
y
Wb^n P

Fa(E) − y2Ga(E) ≡ fa0(E, 0) + y2[(∂fa0(E, y)/∂y2)|y=0].
fj UiSn

VY£N`Y^ w JN bWOX w W^ `YZ ] Y^ZJOX^Y^YN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN $")3 * Ww VYZYWOX bOXoJOXYZ\NWbs^ZsvWY P webb `WY gsMMb^cN`W[Y uWbv YZbWsNbZYMJ^WsN fh U¦n fs`YZ YWNY JN`YZY [YYW[NY^Y�cXYZeN[n [YocXM^ oYZ`YN P oJb YWNY ZYOX^ w_XbJw Y \eboYZ^eN[ geZ �sM[Y Xc^^Y U
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1

fa,0

b)

\]]WM`eN[ j Ui� u ZYW` Ww YNbWsNJMY uJZb^YMMeN[ `YZ gYZoYN`Y^YN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN � Jn`WY ^ZJNbqsZw WYZ^Y wsNsOXZswJ^WbOXY xYZ^YWMeN[ fj Uihn ÷ ] n `WY ^ZJNbqsZhwWYZ^Y :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ fj Uijn ÷ `WY V WhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ fj Uhn ÷ ` n`WY ^ZJNbqsZw WYZ^Y
κhxYZ^YWMeN[ fj Ui¥n U �_Z JMMY xYZ^YWMeN[YN [WM^ µa =

10−1 eN` ψa = 0.3 P g[M U JeOX `WY uY£NW^WsNYN fj Uhmn eN` fj Uh in U IJN]YJOX^Y P `Jbb `YZ YZMJe]^Y VYZYWOX `eZOX `WY VY`WN[eN[ y2 ≤ E2 − 1[Y[Y] YN Wb^ U u WY
δhuWb^ZW]e^WsNYN bWN` geZ ] YbbYZYN îWOX^]JZrYW^ `eZOX|JezreZgYN NJOX `YZ uJZb^YMMeN[

δ[x−x0] = lim
ε→0

exp[−(x−x0)
2/ε]/

√
πε[YNcXYZ^ osZ`YN P os]YW XWYZ ε = 10−3 [YbY^g^ oeZ`Y U

Ú Ûø ÛÜ ùúç å ûç åáü åç éç ëçëçýçàç Þ èçÞ©ç åéêàëáâêàì© åã àçà
fa0�eN bY^g^Y �ssN ik¦k RlmT ] YWbvWYMboYWbY YWNY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN `YZ �sZw

fa0 = Ya exp[−aE − 2b(1 + y2)1/2]
fj Ui¦n

JN P ocXZYN` îOXJYqYZh~sM¡b eN` îOXMWOrYWbYZ fî~în �mml Rh iT `YN \NbJ^g
fa0 = Sa exp[−AE − By2]

fj Uikn
ocXM^YN U uJ]YW bWN`

Ya P Sa P a P A P b eN` B
gsN

E
eN`

y
eNJ]XcN[W[Y {sNb^JN^YNþ P ` WYbWOX ÿ Y`sOX Jeq[ZeN` `YZ �sZw WYZeN[ gsN

fa0
fg[M U | MYWOXeN[ fh U�nn eN^YZbOXYW`YN U |YX^w JN NeN `JgsN Jeb P `Jbb w JN bWOX Ww VYZYWOX bOXoJOXYZ \NWbs^ZsvWY ] Y£N`Y^ P bs YZXcM^�Ñ·¯ ¶¯¬½¯ Ñ¯Ô·²·Å ·µ² ·°±² ÕÅ Ê¯´¯½²½¶ ³ ´¬ ±·¯¼ ½¼ ¯·¯ �½¬¸·²¬²·Õ¯ Ê¯²¼¬°±²½¶ ¯¼ÎÅ ¸¶² Â

jl



wJN `eZOX ~YWXYNYN^o WOrMeN[
Fa = Ya exp[−aE], (Yoon)
Fa = Sa exp[−AE], (SRS)

fj U�mn
bso WY

Ga = −Ya exp[−aE](−b) = bFa, (Yoon)
Ga = −Sa exp[−AE](−B) = BFa. (SRS).

fj U� in
yb gYW[^ bWOX JMbs P J][YbYXYN gsN gYZbOXWY`YNYN {sNb^JN^YN P `Jbb `WY [ZeN`bc^gMWOXY�sZw ]YW`YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN Ww �JMMY bOXoJOXYZ \NWbs^ZsvWY W`YN^WbOX Wb^ P

fa0 ' Fa(1 − by2), (Yoon)
fa0 ' Fa(1 − By2). (SRS)

fj U��n
îsw W^ gYZoeN`YZ^ Yb NWOX^ P `Jbb w JN WN ]YW`YN �cMMYN `WY [MYWOXYN �Nb^J]WMW^c^bYW[YNbOXJqh^YN P g UV U `WY aJOXb^ew bZJ^Y fh Uhhn P Γ = ck c2(k2

0 − k2)/Ω2 P YZXcM^ P o WY bWY WN \]bOXNW^^h Uh Y] YNqJMMb XYZ[YMYW^Y^ bWN` U
Ú Ûø Ûø èç Þß ééëçäç åàç Þêàë â�Þ á��úß��ç � àåáã© Þãüåç
u WY �]YZYWNb^WwweN[ WN `YN [YNcXYZ^YN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN fj U��n _]YZZJbOX^ JMMYZh`WN[b rJew U VY^ZJOX^Y^ w JN Ncw MWOX `YN \NbJ^g fj UiSn P bs rJNN w JN MYWOX^ gYW[YN P `Jbb] YMWY]W[Y xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN `YZ �sZw �

fa0 = Ca exp[−g(E) − h(y2)]
fj U�hn

NJOX `WYbYw \NbJ^g `WY �cXYZeN[bqsZw fw W^
Fa = Ca exp[−g(E)]

n
fa0 ' Fa[1 − y2h′(0)]

fj U�jn
] YbW^gYN U u WY �eNr^WsN

h(y2)
webb JMbs NeZ `WY VY`WN[eN[

h′(0) 6= 0
YZq_ MMYN P `Jw W^ `WYxYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN fj U�hn cXNMWOXY |Yb^JM^ o WY `WY �cXYZeN[YN fj U��n ] YbW^gYN eN`w JN bsw W^ aJOXb^ew bZJ^YN `YZ �sZw fh Uhhn YZXcM^ U

� �� � ����	� ��� 
������� ��� � �� � � �� ������ ������
�eN oYZ`YN WN `WYbYw \]bOXNW^^ `WY aJOXb^ew bZJ^YN q_Z gYZbOXWY`YNY xYZ^YWMeN[bqeNrh^WsNYN `eZOX[YZYOXNY^ U uJ `WY |MYWOXeN[YN ]YZYW^b JMMY WN {JvW^YM h XYZ[YMYW^Y^ oeZ`YN Pr¨NNYN `WY yZ[Y]NWbbY XWYZ WN {eZgqsZw `JZ[Yb^YMM^ oYZ`YN U
Ú Û� ÛÜ ��áêàë æçá �àá©ßýåéå©�©áìÞå©ç Þåêäá �� ÛÜø�
�_Z wsNsOXZswJ^WbOXY pYWMOXYN ]YbOXZWY] YN `eZOX `WY xYZ^YWMeN[ fj Uihn rJNN wJN `WY�N^Y[ZJMeN[MYWOXeN[ fh Ui�n ZYOX^ YWNqJOX M¨bYN U \ Mb yZ[Y]NWb YZXcM^ w JN `WY u W¡YZYNg

1

4π

∑

a

ω2
p,a

(

E2
0(E

2
0 − 1)M2 + 2y4

0

(y2
0 + E2

0M
2)2

− 2E4
0M

4 + y2
0[(E

2
0 − 1) + M2(7E2

0 − 2)] + y4
0

(y2
0 + E2

0M
2)2

)

.fj U�ln
�� ·¯¼ µ·´

g(E)
½´

h(y2)
®¯¸·¯®·¶¯ º½Ï²·Å¯ ÕÅ

E
®¾È Â

y2
½´

Ca

·µ² ¯·¯ ® ¯¸·¯® ·¶¯ ÓÅµ²¬²¯ Â
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îY^g^ w JN q_Z `WY {sNb^JN^YN
E0 = µ−1

a

eN`
ya = α−1/2

a P os]YW µa

eN`
ψa

Ww îWNNYgsN uY£NW^WsN fj Uhn ge gYZb^YXYN bWN` P rJNN w JN `YN NWOX^ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN fµa À 1
n eN`XsOXZYMJ^Wg Wb^WbOXYN f

µa ¿ 1
n |ZYNgqJMM ] Y^ZJOX^YN U yb YZ[W]^ bWOX Ww YZb^YN �JMM

∑

a

ω2
p,a(I1 − I2) '

1 + 2M2

4π
µaψa +

1 − 3M2ψ2
a − 4M4ψ2

a

4π
.

fj U�¥n

u WYbY u W¡YZYNg o WZ` YZb^ q_Z aYZ^Y gsN
M2 ' µa

NY[J^Wg P ` UX U aYW] YMws`YN bWN` WNYWNYw oYW^YN VYZYWOX w¨[MWOX U uYZ XsOXZYMJ^Wg Wb^WbOXY �JMM YZ[W]^
∑

a

ω2
p,a(I1 − I2) '

1 − 2M2

4πM2

fj U�Sn

w W^ YWNYZ �eMMb^YMMY ] YW
M = 1/

√
2 ' 0.707

U �eZ Is`YN w W^
M < 0.707

bWN` JMbs
WNb^J]WM � YWN aYZ^ P `YZ w W^ `Yw NewYZWbOXYN yZ[Y]NWb q_Z YWNY VWhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[Jeb \]]WM`eN[ h UiP M < 0.437 P ZYOX^ [e^ _]YZYWNb^Www^ U

Ú Û� Ûø � ééëçäç åàç ��áêàë â�Þ
M → ∞

�w �JMMY
M → ∞ Mcbb^ bWOX vZWNgWv WYMM YWNY JMM[YwYWNY d¨beN[ q_Z rMYWNY aYMMYNgJXMYNNJOX |MYWOXeN[YN fh U� in eN` fh U�ln ] Yb^Www YN U �N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMM ` WYbYb q_Z `WYYWNqJOXYZYN xYZ^YWMeN[YN P `YZ wsNsOXZsw J^WbOXYN eN` `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ [YbOXYhXYN U

���� ����� ! "#��$ %$ �!$ "&'�(
tWYZ YZXcM^ w JN w W^ | MYWOXeN[ fh U� in JMb d¨beN[ q_Z `WY wsNsOXZsw J^WbOXY xYZ^YWMeN[fj Uihn

Ω2
M =

∑

a

ω2
p,a

(

1 +
(E2

0 − 2y2
0)(E

2
0 − 1 − y2

0)

2E4
0

)

.
fj U�¦n

)* +,-.*/ 0%$ �!$ "&'�(
�_Z `WY :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ fj Uijn YZ[W]^ bWOX JNJMs[

Ω2
M =

∑

a

ω2
p,a

(

3

2
− 1 + y2

0

E2
0

+
1

4y0E0

ln

[

E0 + y0

E0 − y0

]) fj U�kn

}eZ _]YZbWOX^MWOXYN uJZb^YMMeN[ bWN` NJOXqsM[YN` `WY yZ[Y]NWbbY q_Z [YYW[NY^Y aYZ^YgsN
E0

eN`
y0

Ww VYZYWOX XsXYZ f
µa ¿ 1

n eN` NWY`ZW[YZ f
µa À 1

n LMJbw J^YwvYZJ^eZYNWN �sZw YWNYZ pJ]YMMY `JZ[Yb^YMM^ U \ Mb \NbJ^g o WZ`
P⊥

m2c2
≡ 1

2µa

P‖
m2c2

≡ 1 + ψ

2µa

fj Uhmn

jS



[YocXM^ P WN \NJMs[WY ge `YN uY£NW^WsNYN fj Uiln U t WYZJeb qsM[^ bsqsZ^

E0 =

√

1 +
1

2µa

+
1 + ψa

2µa

=

√

1 +
1 + ψa/2

µa

,

y0 =

√

1 + ψa

2µa

.
fj Uh in

�N `YZ pJ]YMMY o WZ` `WY îewwJ^WsN ∑

a ω2
p,a

`YZ ] YbbYZYN dYb]JZrYW^ XJM] YZ oY[[YMJbbYN U
Ω2

M(µa ¿ 1) Ω2
M(µa À 1)

Monochromatisch 1 − ψa

8(1+ψa/2)2
1 + 1

4µa

Waterbag 1 − ψa

4(1+ψa/2)
1 + 1−2ψ

12µayb gYW[^ bWOX P `JbbiU ` WY xYZ^YWMeN[YN YWNYN bYXZ cXNMWOXYN xYZMJeq gYW[YN P WN NWY`ZW[b^YZ 1 Z`NeN[ bWN``WY yZ[Y]NWbbY bs[JZ [MYWOX ÷
� U bsosXM q_Z f

µa ¿ 1
n JMb JeOX f

µa À 1
n `YZ LJZJwY^YZ

ΩM

JMb |ZYNgoYZ^ b^Y^beN[YqcXZ yWNb XJ^ U IJN rJNN JMbs WN YZb^YZ �cXYZeN[
ΩM ' 1

q_Z `Jb �N^Y[ZJM
fh U� in ocXMYN U

Ú Û� Û� 2��úß�� ßàåáã© Þãüç èç Þ©ç åéêàëçà
}eNcOXb^ Wb^ r MJZ P `Jbb `YZ \NbJ^g fj Uihn q_Z w sNsOXZswJ^WbOXY pYWMOXYN _]YZXJev^ NWOX^w W^ `YZ \NNJXwY bOXoJOXYZ \NWbs^ZsvWY WN yWNrMJN[ ge ]ZWN[YN Wb^ P bYM]b^ oYNN w JN`WY

δhuWb^ZW]e^WsNYN qsZw JM YN^o WOrYMN osMM^Y U yb bsMM^YN bWOX g WYMw YXZ `WY yZ[Y]NWbbY q_ZXsXY \NWbs^ZsvWY ZYvZs`egWYZYN MJbbYN U uJXYZ o WZ` Jeq `WY wsNsOXZsw J^WbOXY xYZ^YWMeN[WN `WYbYw \]bOXNW^^ NWOX^ oYW^YZ YWN[Y[JN[YN U
)* +,-.*/ 0%$ �!$ "&'�(
�_Z `YN �JMM `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ rJNN w JN XWN[Y[YN YWNY yN^o WOrMeN[ NJOX \NhbOXNW^^ h Uh eN` |MYWOXeN[ fj UiSn JN[Y] YN U IJN r¨NN^Y JZ[ewYN^WYZYN P `Jbb YWNY b^ehqYNq¨Zw W[Y �eNr^WsN NWOX^ ] YbsN`YZb [e^ YN^o WOrYM]JZ Wb^ P J] YZ XWYZ bsMM gsZ JMMYw `WYvZWNgWv WYMMY ueZOXq_XZ]JZrYW^ `Yb xYZqJXZYNb [Y^Yb^Y^ oYZ`YN U|ZYWq^ w JN |MYWOXeN[ fh U�¥n Jeq P bs £N`Y^ w JN q_Z `WY xYZ^YWMeN[ fj Uijn `WY yN^o WOrhMeN[YN 3

Fa ≡
√

E2 − 1

4πy0

√

E2
0 − 1 − y2

0E
δ

[

E −
√

E2
0 − y2

0

]

,

Ga ≡ 1

8πy0

√

E2
0 − 1 − y2

0

√
E2 − 1E



1 − 1
√

E2
0 − y2

0E



 δ
[

E −
√

E2
0 − y2

0

]

,

fj Uh�n
4«¬ ®¯¬°±²¯ ³ ´¬µµ ±·¯¼ ¬°±

y2
¬®¶¯¸¯·²¯² È ·¼´ Â

j¦



os]YW qsM[YN`Y ~Y[YMN q_Z `WY \]MYW^eN[ `YZ
δhuWb^ZW]e^WsN eN` î^eqYNqeNr^WsN ]YNe^g^oeZ`YN f

c > 1
n P

H ′[f(x)] = δ[f(x)]f ′(x)
∫ ∞

1
dx f(x)δ′[x − c] = −f ′(c).

fj Uhhn
\eq `WYbY aYWbY MJbbYN bWOX

Ω2 eN` c2k2
0

MYWOX^ ] YZYOXNYN 5 P
Ω2

sA =
∑

a

ω2
p,a

π

4

3(E2
0 − 1 − y2

0) + 2

y0

√

E2
0 − y2

0

> 0,

c2k2
sA =

∑

a

ω2
p,a

1

3

(E2
0 − 1 − y2

0)
3/2

y0(E2
0 − y2

0)
> 0,

fj Uhjn
eN` `WY aJOXb^ew bZJ^Y fh Uhhn rJNN bsqsZ^ [YgYWOXNY^ oYZ`YN P oYNN wJN bWOX [YYW[NY^YaYZ^Y

ωp,a P E0

eN`
y0

gsZ[W]^ U
6"0� 78$ &&0%$ �!$ "&'�(
�_Z `WY VWhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ oeZ`Y ]YZYW^b WN \]bOXNW^^ j U� `WY ~YWXYNYN^o WOrMeN[JN[YbvZsOXYN U yb YZ[Y] YN bWOX

Fa =
1

4πIµ,α

exp[−µaE],

Ga = αaFa =
αa

4πIµ,α

exp[−µaE].
fj Uhln

d¨b^ w JN w W^ `WYbYN �cXYZeN[YN `WY �N^Y[ZJMY fh Uh in P bs YZXcM^ w JN

Ω2
sA =

∑

a

ω2
p,a

π

2

(3 + 3µa + µ2
a) exp[−µa]

Iµ,αµ3
a

,

c2k2
sA =

∑

a

ω2
p,a

2αaK3[µa]

Iµ,αµ2
a

,
fj Uh¥n

os]YW
Kn[z]

`WY w s`W£gWYZ^Y VYbbYMqeNr^WsN goYW^YZ \ Z^ ] YgYWOXNY^ U

κ
0%$ �!$ "&'�(
�w �JMMY `YZ

κhxYZ^YWMeN[ fj Ui¥n YZXcM^ w JN `WY yN^o WOrMeN[

Fa =
µ3/2

a

π3/2

√

1 + αa/µa
Γ[κ + 1]

Γ[κ − 1/2]

(

1 − µa + µaE
2
)−(κ+1)

,

Ga =
µ3/2

a

π3/2
αa

√

1 + αa/µa
Γ[κ + 2]

Γ[κ − 1/2]

(

1 − µa + µaE
2
)−(κ+2)

.
fj UhSn
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tWYZJeb YZ[Y] YN bWOX q_Z `WY �N^Y[ZJMY fh Uh in

ΩsA =
∑

a

ω2
p,a

π1/2

2
µ3/2

a

√

1 + αa/µa
Γ[κ + 1]

Γ[κ + 1/2]

×
(

3 2F1

[

κ + 1, 1; κ +
1

2
; 1 − µa

]

− κ − 1/2

κ + 1/2
2F1

[

κ + 1, 1; κ +
3

2
; 1 − µa

])

,

c2k2
sA =

∑

a

ω2
p,a(αa/µa)

√

1 + αa/µa,
fj Uh¦n

os]YW
2F1[a, b, ; c; z]

`WY X�vYZ[Ysw Y^ZWbOXY �eNr^WsN Wb^ U
}ew ]YbbYZYN xYZ[MYWOX `YZ ~YbeM^J^Y Jeb `WYbYw \]bOXNW^^ rJNN wJN `WY d¨beN[YNq_Z XsOXh fµa ¿ 1

n eN` NWOX^ZYMJ^Wg Wb^WbOXY f
µa À 1

n LMJbw J^YwvYZJ^eZYN ]Y^ZJOX^YN Uu WY \NWbs^ZsvWY [YX^ WN `WYbYw \]bOXNW^^ WN `YZ �sZw
αa = µaψa

YWN U §w JeOX `WY:+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ gYZ[MYWOXYN ge r¨NNYN P o WZ` o WY`YZew `YZ \NbJ^g fj Uh in [YocXM^ UyN^o WOrYM^ w JN NeN NJOX bYXZ XsXYN ]go U NWY`ZW[YN pYwvYZJ^eZYN P bs YZ[W]^ bWOX f`YZ�]YZbWOX^ XJM] YZ eN^YZ aY[MJbbYN `YZ îewwY ∑

a ω2
p,a

n

Ω2
sA(µ ¿ 1) c2k2

sA(µ ¿ 1) Ω2
sA(µ À 1) c2k2

sA(µ À 1)

Waterbag 3π
4

1√
1+ψa

1
3

1√
1+ψa

π√
2

√
µa√

1+ψa

1
6

1√
1+ψaµa

Bi − Maxwell 3
√

π
√

ψa

µa

32√
π

(
ψa

µa

)3/2 √
π
2

√
1 + 2ψa

√
µa 2ψa

√
1 + 2ψa

κ 3π
4

√
1 + ψa ψa

√
1 + ψa

Γ[κ]
Γ[κ−1/2]

√
π
√

1 + ψa
√

µa ψa

√
1 + ψa

yb Wb^ qYb^geb^YMMYN P `Jbb
iU ` WY :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ NeZ ] Y`WN[^ YWNY [YYW[NY^Y �cXYZeN[ `JZb^YMM^ U �w VYbsNh`YZYN [WM^ `WYb q_Z `WY aYMMYNgJXM

cksA P oYMOXY q_Z ψa → 0
gYZbOXo WN`YN bsMM^Y ÷

� U [YZJ`Y Ww XsOXZYMJ^Wg Wb^WbOXYN �JMM `Ye^MWOXY §N^YZbOXWY`Y go WbOXYN `YZ VWhIJK hoYMMh eN` κhxYZ^YWMeN[ gsZMWY[YN P gsZ JMMYw WN `YZ \]XcN[W[rYW^ gsN `YZ LMJbw Jh^YwvYZJ^eZ U u WYb oJZ ] YZYW^b WN `YZ u WbrebbWsN _]YZ `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN Ww\]bOXNW^^ j UiUi YZoJZ^Y^ osZ`YN ÷
h U Ww �JMMY gsN gYZbOXo WN`YN`YZ \NWbs^ZsvWY

ψa → 0
JeOX `WY w JKWw JMY aYMMYNgJXM

ksA
fJezYZ ] YW `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[n b^Y^b Jeq �eMM geZ_Or[YX^ P c2k2

sA(ψa →
0) → 0

÷
j U ` WY î^cZrY `YZ �Nb^J]WMW^c^ f[Y[Y] YN `eZOX

1/ΩsA
n w W^ [YZWN[YZ oYZ`YN`YN pYwvYhZJ^eZYN

µa À 1
b^Y^b J]NWww^ ÷ ] YW XsXYN pYwvYZJ^eZYN XcN[^ bWY gsN `YZ xYZh^YWMeN[bqeNr^WsN J] U u WYb r¨NN^Y YWNY IY^Xs`Y bYWN P ew go WbOXYN gYZbOXWY`YNYN

xYZ^YWMeN[YN ge eN^YZbOXYW`YN U

lm



Ú Û� ÛÚ èç Þ©ç åéêàëçà ä å© �ã�ç Þ � àåáã© Þãüåç
�N `WYbYw \]bOXNW^^ o WZ` geZ VYb^WwweN[ `YZ aJOXb^ew bZJ^Y fh Uj�n Ww VYZYWOX rMYWNYZaYMMYNgJXMYN `YZ LJZJwY^YZ

ΩhA

NJOX | MYWOXeN[ fh Ujmn q_Z `WY gYZbOXWY`YNYN xYZ^YWhMeN[YN ]Yb^Www^ U u WY �sZ`YZeN[
f(y) = fa0

Wb^ ÿ Y`sOX NWOX^ [JNg YWNqJOX ew gebY^gYN PWNb] YbsN`YZY ] YW `YZ wsNsOXZswJ^WbOXYN eN` ]YW `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ U uYNN YWNY
δhuWb^ZW]e^WsN Wb^ NeZ WN xYZ]WN`eN[ w W^ YWNYZ �N^Y[ZJ^WsN `Y£NWYZ^ P eN` bsw W^ Mcbb^ bWOXNWOX^ YWNqJOX

E = 1
WN `YN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN JNbY^gYN U î^J^^`YbbYN WN^Y[ZWYZ^ w JN`WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN _]YZ

E
Ww �N^YZgJMM

[1,∞[
eN` vJbb^ `WY �sZw WYZeN[ [Yw cz `YZ�sZweMWYZeN[ fh Uhkn JN U

���� ����� ! "#��$ %$ �!$ "&'�(
IW^ `YZ xYZ^YWMeN[

f(y) =
1

2π(y2
max − y2

0)
δ[y − y0]

fj Uhkn
YZXcM^ w JN w W^

ymax > y0
`Jb yZ[Y]NWb

Ω2
hA =

∑

a

ω2
p,a

1

y2
max − y2

0

((

3

2
+

y2
0

1 + y2
max

)

(y2
max − y2

0) −
1 + 3y2

0

2
ln

[

1 + y2
max

1 + y2
0

])

.fj Ujmn
)* +,-.*/ 0%$ �!$ "&'�(
uWY :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ Wb^ qJb^ Y] YNbs YWNqJOX ge ]YXJN`YMN U I W^

f(y) =
1

2π(y2
maxy0 − y3

0/3)
H[y2

0 − y2]
fj Uj in

YZ[W]^ bWOX

Ω2
hA =

∑

a

ω2
p,a

1

y2
maxy0 − y3

0/3

(

3y2
max

2
− y2

0

2
− 3y4

0 + 5y2
0

15(1 + y2
max)

− 1 + y2
0

2
ln

[

1 + y2
max

1 + y2
0

])

,fj Uj�nos]YW o WY`YZew
ymax > y0

[WM^ U
6"0� 78$ &&0%$ �!$ "&'�(
�_Z YWNY V WhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ rJNN wJN `YN \NbJ^g

f(y) = CBM exp[−ψaµay
2]

fj Ujhn
w W^

CBM =
2ψ3/2µ3/2

π(2ψ1/2µ1/2ymax exp[−ψµy2
max] + π1/2(2ψµy2

max − 1)erf[ψ1/2µ1/2ymax])

fj Ujjn
ocXMYN P os]YW erf[z]

`WY �YXMYZqeNr^WsN Wb^ U VYW `YZ �N^Y[ZJ^WsN _]YZ
y
Ww �N^YZgJMM

[0, ymax]
YZqsZ`YZ^ `YZ pYZw

ym ln[1 + y2] exp[−ψaµay
2]
YWN oYNW[ w YXZ \eqw YZrbJwrYW^ ÷

l i



q_Z
ψaµay

2
max ¿ 1

rJNN w JN `WY yKvsNYN^WJMqeNr^WsN YN^o WOrYMN eN` q_Z
ψaµay

2
max À 1Mcbb^ bWOX `WY �N^Y[ZJ^WsN ]Wb §NYN`MWOX qsZ^bY^gYN U \ Mb JMM[Yw YWNY d¨beN[ ZYbeM^WYZ^

Ω2
hA =

∑

a

ω2
p,aCBM

[ (

3y2
max

2
− 1

2
ln[1 + y2

max]

)

γ[1/2, ψaµay
2]

2ψ1/2µ1/2

+

(

y2
max

1 + y2
max

− 3

2
(1 + ln[1 + y2

max])

)

γ[3/2, ψaµay
2]

2ψ
3/2
a µ

3/2
a

− 1

1 + y2
max

γ[5/2, ψaµay
2]

2ψ
5/2
a µ

5/2
a

+ R1

]

.
fj Ujln

t WYZ] YW Wb^
γ[a, z]

`WY eNgsMMb^cN`W[Y |JwwJqeNr^WsN U uYZ ~Yb^
R1

rJNN NeZ NcXYZeN[bhoYWbY ] YZYOXNY^ oYZ`YN eN` NWww^ q_Z
ψaµay

2
max ¿ 1

`YN aYZ^

R1 '
∫ ymax

0
dy

1 + 3y2

2
ln[1 + y2] =

1 + y2
max

2
ln[1 + y2

max] −
y2

max

3

fj Uj¥n
JN eN` q_Z

ψaµay
2
max À 1

R1 '
∫ ∞

0
dy

1 + 3y2

2
ln[1 + y2] exp[−ψaµay

2]

=
π1/2

8ψ
3/2
a µ

3/2
a

[

6 − (3 + 2ψaµa)(ln[4ψaµa] + γ − π erfi[ψ1/2
a µ1/2

a ])
]

− 3π

4

exp[ψaµa]

ψaµa

+
3π1/2

4ψ
1/2
a µ

1/2
a

2F2[1, 1; 1/2, 2; ψaµa] −
π1/2

2ψ
1/2
a µ

1/2
a

2F2[1, 1; 3/2, 2; ψaµa].
fj UjSn

γ ' 0.577
b^YMM^ `JZWN `WY yeMYZbOXY {sNb^JN^Y eN`

erfi[z]
`WY �YXMYZqeNr^WsN `JZ P ocXZYN`

2F2
`WY YN^bvZYOXYN`Y X�vYZ[Ysw Y^ZWbOXY �eNr^WsN ]YgYWOXNY^ U

κ
0%$ �!$ "&'�(
�w �JMMY `YZ

κhxYZ^YWMeN[ XJ^ w JN

f(y) = Cκ
1

(1 + ψaµay2)κ

fj Uj¦n
w W^

Cκ =
3

2πy3
max(3 2F1[1/2, κ; 3/2;−ψaµay2

max] − 2F1[3/2, κ; 5/2;−ψaµay2
max])

fj Ujkn
bso WY

κ > 3/2
U \NJMs[ geZ V WhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ MJbbYN bWOX `WY �N^Y[ZJMY ] YZYOXNYN w W^`Yw yZ[Y]NWb

Ω2
hA =

∑

a

ω2
p,aCκ

[ (

3y2
max

2
− 1

2
ln[1 + y2

max]

)

ymax 2F1[1/2, κ; 3/2;−ψaµay
2
max]

+

(

y2
max

1 + y2
max

− 3

2
(1 + ln[1 + y2

max])

)

y3
max

3
2F1[3/2, κ; 5/2;−ψaµay

2
max]

− 1

1 + y2
max

y5
max

5
2F1[5/2, κ; 7/2;−ψaµay

2
max] + R2

]

.
fj Ulmn
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�_Z `YN ~Yb^
R2
YZ[W]^ bWOX ] YW

ψaµay
2
max ¿ 1

NJOX yN^o WOrMeN[ `Yb
κhpYZw b o WY`YZew

R2 '
∫ ymax

0
dy

1 + 3y2

2
ln[1 + y2] =

1 + y2
max

2
ln[1 + y2

max] −
y2

max

3
,

fj Ul in
ocXZYN` wJN ]YW

ψaµay
2
max À 1

R2 '
∫ ∞

0
dy

1 + 3y2

2
ln[1 + y2]

1

(1 + ψaµay2)κ

=
9π1/2Γ[κ − 5/2]

16Γ[κ]ψ
5/2
a µ

5/2
a

3F2[1, 1, 5/2; 2, 7/2 − κ; 1/(ψaµa)]

+
π1/2(κ(κ − 2)Γ[κ − 3/2] + 3Γ[κ + 1/2])

2(4κ2 − 8κ + 3)Γ[κ]ψ
3/2
a µ

3/2
a

3F2[1, 1, 3/2; 2, 5/2 − κ; 1/(ψaµa)]

+
π sec[πκ]

2ψκ
aµκ

a(4κ
2 − 8κ + 3)

(

(6κ − 3) 2F1[κ − 3/2, κ; κ − 1/2; 1/(ψaµa)]

−(2κ − 3) 2F1[κ − 1/2, κ; κ + 1/2; 1/(ψaµa)]
) fj Ul�n

YZXcM^ U
\eOX XWYZ bsMMYN Ww �sM[YN`YN WN ^J] YMMJZWbOXYZ �sZw `WY �cXYZeN[YN q_Z XsXY f

µa ¿ 1
neN` NWY`ZW[Y f

µa À 1
n LMJbw J^YwvYZJ^eZYN `JZ[Yb^YMM^ oYZ`YN U �w �JMMY `YZ wsNsOXZshwJ^WbOXYN eN` `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ o WZ` JMb \NbJ^g

y0 =

√

1 + ψa

2µa

,

ymax = my0
fj Ulhn

[YocXM^ P w W^ m > 1
U �_Z `WY ] YW`YN JN`YZYN xYZ^YWMeN[YN o WZ` Y] YNqJMMb ` WY �sZw fj Ulh]n] YNe^g^@ U uYb aYW^YZYN rJNN w JN ]YW `YN yZ[Y]NWbbYN

1 + ψa/2 ' ψa/2
NcXYZN P `J w JN`YN VYZYWOX XsXYZ \NWbs^ZsvWY

ψa À 1
]Y^ZJOX^Y^ U \eOX o WZ` XWYZ Y] YNqJMMb `YZ �]YZbWOX^XJM] YZ `WY îewwY ∑

a ω2
p,a

qsZ^[YMJbbYN U

Ω2
hA(µa ¿ 1) Ω2

hA(µa À 1)

Monochromatisch 3m4−m2(1+3 ln[m2])−2
2m2(m2−1)

1 + m2−1
8

ψa

µa

Waterbag
45m4−15m2(1+ln[m2])−6

10m2(3m2−1)
1 + 15m4−10m2+3

40(3m2−1)
ψa

µa

Bi − Maxwell 3
2

+ 1
m2 ln

[
2

m2

µa

ψa

]
µa

ψa
1 − 1

2m2

1
ψ2

a
+ m2

8
ψa

µa

κ 3
2

+ 1
m2 ln

[
2

m2

µa

ψa

]
µa

ψa
1 + m2

8
ψa

µa

AÑ·¯µ ±¬² ¾½¼ ºÅ¸¶¯ ³ ´¬µµ ® ¯· ´¯¼ Ê ·É« ¬ÇÈ¯¸¸É ½´ ®¯· ´¯¼
κ
ÉÍ¯¼²¯·¸½¶ È¯¶¯

ψaµay2
max = m2ψa(1 +

ψa)/2
½´

ψa À 1
µ²¯²µ ´¯¼ B¯µ²

R2

®¯¼»°Ïµ·°±²·¶² È¯¼´¯ Ë½µµ Â
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yb Wb^ `Ye^MWOX P `Jbb
iU JMMY xYZ^YWMeN[YN WN NWY`ZW[b^YZ 1 Z`NeN[ `JbbYM] Y xYZXJM^YN gYW[YN P eN` goJZ Ω2

hA '
3/2
q_Z

µa ¿ 1 P m À 1
eN`

Ω2
hA ' 1

q_Z
µa À 1

U �]YZ `YN [JNgYN pYwvYZJ^eZ] YhZYWOX bsMM^Y `YZ LJZJwY^YZ
ΩhA
`JXYZ O[ΩhA] ' 1

]YbW^gYN ÷
� U ] YbsN`YZb Ww �JMMY NWY`ZW[YZ pYwvYZJ^eZYN `Jb xYZXJM^YN JMMYZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WshNYN bWOX NeZ ew �Jr^sZYN WN YZb^YZ 1 Z`NeN[ eN^YZbOXYW`YN ÷
h U ` WY yZ[Y]NWbbY `YZ ] YW`YN YZb^YN xYZ^YWMeN[YN w W^ `YNYN Jeb `YZ pJ]YMMY WN \]hbOXNW^^ j Uh U� gYZ[MYWOX]JZ bWN` U u WYb JMMYb MY[^ q_Z `YN �JMM

M À 1
`YN îOXMebbNJXY P `Jbb q_Z ] YMWY]W[Y xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN `YZ LJZJw Y^YZ ΩhA ' 1
U

Ú Û� ÛC D é© ÞßÞç éß© åE åá© åá��ç èçÞ©ç åéêàëçà
�_Z eM^ZJZYMJ^Wg Wb^WbOXY xYZ^YWMeN[YN XJ^ w JN `WY �N^Y[ZJMY fh Ujln ]go U fh Ul�n ge M¨bYN UI JN ]Yw YZr^ ÿ Y`sOX bsqsZ^ P `Jbb w JN JeOX WN `WYbYw �JMM w W^ `Yw wsNsOXZsw J^WbOXYN\NbJ^g fj Uihn rYWNY bWNNgsMMYN yZ[Y]NWbbY YZXcM^ P `YNN geZ d¨beN[ `Yb �N^Y[ZJMb fh Ulhn] YN¨^W[^ w JN

fa0(E, y = 0) P oJb q_Z y0 6= 0
YWNY gYZbOXo WN`YN`Y xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN geZ

�sM[Y Xc^^YF U
)* +,-.*/ 0%$ �!$ "&'�(
tWYZ qsM[^ w W^ `YZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ fj Uijn

ϑa =
√

E2
0/y

2
0 − 1

fj Uljn
eN` bsw W^ MJbbYN bWOX

Ω2 eN` c2k2
0

MYWOX^ ] YZYOXNYN P
Ω2

ur =
∑

a

ω2
p,a

9π2

2

√

E2
0/y

2
0 − 1,

c2k2
ur =

∑

a

ω2
p,a2π

(√

E2
0/y

2
0 − 1 − 1

)

.
fj Ulln

6"0� 78$ &&0%$ �!$ "&'�(
�_Z `WY V WhIJKoYMMhxYZ^YWMeN[ Mcbb^ bWOX `Jb �N^Y[ZJM fh Ulhn Y] YNbs YWNqJOX M¨bYN ÷ w JNYZXcM^

ϑa =
(2 + 2µa + µ2

a) exp[−µ]

Iµ,αµ3
a

.
fj Ul¥n

\NJMs[ geZ :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ YZ[W]^ bWOX

Ω2
ur =

∑

a

ω2
p,a

9π2

2

(2 + 2µa + µ2
a) exp[−µ]

Iµ,αµ3
a

,

c2k2
ur =

∑

a

ω2
p,a2π

(

(2 + 2µa + µ2
a) exp[−µ]

Iµ,αµ3
a

− 1

)

.
fj UlSn

GÑ¯¼ Ë ?¶¸·°±¯ Øµ¬²¾
y0 = 0

±>²²¯ ¯· ·µÅ²¼ÅÆ ¯µ H ¸¬µË ¬ ¾½¼ ºÅ¸¶¯ ½´ È ·´¯¼µÆ¼·°±² µÅË ·² ´¯¼ ½¼ÉµÆ¼»¶¸·°±¯ ÍÅ¼¬½µµ¯²¾½¶ Â
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κ
0%$ �!$ "&'�(
�_Z `WY

κhxYZ^YWMeN[ fj Ui¥n XJ^ w JN JMb d¨beN[
ϑa = (1 − µa)

−κ+1/2
√

1 + αa/µa,
fj Ul¦n

oJb `JNN WN `YN | MYWOXeN[YN fh Ul¥n Jeq

Ω2
ur =

∑

a

ω2
p,a

9π2

2
(1 − µa)

−κ+1/2
√

1 + αa/µa,

c2k2
ur =

∑

a

ω2
p,a2π

(

(1 − µa)
−κ+1/2

√

1 + αa/µa − 1
) fj Ulkn

q_XZ^ U\eOX XWYZ Wb^ YWN ^J] YMMJZWbOXYZ xYZ[MYWOX `YZ ~YbeM^J^Y gew ]YbbYZYN xYZ[MYWOX WN^YZhYbbJN^ U �w |Y[YNbJ^g geZ bOXoJOXYN \NWbs^ZsvWY rJNN wJN XWYZ NJ^_ZMWOX NeZ eM^ZJZYMJ^Whg Wb^WbOXY f
µa ¿ 1

n LMJbw J^YwvYZJ^eZYN ]Y^ZJOX^YN U íY`sOX rJNN wJN `WY XsOXZYMJ^Wg Wbh^WbOXYN yZ[Y]NWbbY `Yb \NbJ^gYb bOXoJOXYZ \NWbs^ZsvWY `YN XWYZ [YosNNYNYN yZ[Y]NWbbYN[Y[YN_]YZb^YMMYN U u WY \NWbs^ZsvWY [YX^ WN `WYbYw \]bOXNW^^ WN `YZ �sZw
αa = µaψa

YWN U§w JeOX XWYZ `WY :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ gYZoYN`YN ge r¨NNYN P o WZ` o WY`YZ `YZ \NbJ^gfj Uh in [YocXM^ U }e`Yw o WZ` `YZ �]YZbWOX^ XJM] YZ `WY îewwY ∑

a ω2
p,a

qsZ^[YMJbbYN U
Ω2

ur c2k2
ur Ω2

sA c2k2
sA

Waterbag 9π2

2
1√

1+ψa

2π

√
1+ψa−1√
1+ψa

3π
4

1√
1+ψa

1
3

1√
1+ψa

Bi − Maxwell 18π3/2
√

ψa

µa
8
√

π
√

ψa

µa
3
√

π
√

ψa

µa

32√
π

(
ψa

µa

)3/2

κ 9π2

2

√
1 + ψa 2π

(√
1 + ψa − 1

)
3π
4

√
1 + ψa ψa

√
1 + ψa

tWYZ Wb^ r MJZ ge YZrYNNYN P `Jbb
iU ] YW e M^ZJZYMJ^Wg Wb^WbOXYN L MJbw J^YwvYZJ^eZYN `WY :+*#&4+/hxYZ^YWMeN[ ]YbbYZ [YYW[hNY^ Wb^ JMb Ww �JMMY bOXoJOXYZ \NWbs^ZsvWY U uYe^MWOX o WZ` `WYbY ] YbsN`YZb ] YW `YZVY^ZJOX^eN[ `YZ w JKWw JMYN aYMMYNgJXM

ckur,sA

Ww |ZYNgoYZ^
ψa → 0

÷
� U oYW^YZXWN `WY JMM[Yw YWNYN \ebbJ[YN � ]Wb j geZ pJ]YMMY Jeb \]bOXNW^^ j Uh Uh Jeq`WY eM^ZJZYMJ^Wg Wb^WbOXY d¨beN[ _]YZ^ZJ[]JZ bWN` U VYbsN`YZb Je¡cMMW[ Wb^ XWYZ `YZ§N^YZbOXWY` go WbOXYN VWhIJKoYMMh eN` κhxYZ^YWMeN[ U

� �� I�J ��� ��� ôJ��� �� �� � 
 ��� ��� �� ��� ��
� �	 ���� �J ���

uWYbYZ \]bOXNW^^ ] YbOXcq^W[^ bWOX w W^ `YZ �ZJ[Y NJOX `YZ ZYJMYN yKWb^YNg WbsMWYZ^YZ aYWh]YMws`YN U �N {JvW^YM h U¥ oeZ`Y [YgYW[^ P `Jbb q_Z bOXoJOXY \NWbs^ZsvWYN `WY aYMMYNws`YN

ll



Jeq YWNY `WbrZY^Y aYMMYNgJXM gebJwwYNqJMMYN r¨NNYN P oYNN w JN q_Z `WY xYZ^YWMeN[bqeNrh^WsN eN[YZJ`Y Ls^YNgYN `YZ �wveMbrswvsNYN^Y
y
geMcbb^ Uu WYbYb WN^YZYbbJN^Y ~YbeM^J^ b^WYz `eZOX bYWNY qZ_XgYW^W[Y xYZ¨¡YN^MWOXeN[ oYW^YZY \ Zh]YW^YN Jeq `WYbYw |Y]WY^ JN U u WY �ZJ[Y NJOX `YZ {svvMeN[ gsN ^ZJNbgYZbJMYN fYMYr^ZshwJ[NY^WbOXYNn w W^ MsN[W^e`WNJMYN fYMYr^Zsb^J^WbOXYNn Is`YN eN` `YZ yN^JZ^eN[ YMYr^ZshwJ[NY^WbOXYZ Is`YN o WZ` `eZOX `WY yZrYNN^NWbbY gsN pJe^g #* +,1 Rhk P jmT ] YJN^osZ^Y^ U\NJMs[ gew {JvW^YM h U¥ oYZ`YN `sZ^ Jeb `YN u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsNYN WN ^YNbsZWYMMYZ �sZw|MYWOXeN[YN `YZ aYMMYNgJXM

k
eN` `YZ LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^

M
XYZ[YMYW^Y^ P

0 = a(M)k6 + b(M)k4 + d(M)k2 + f(M)

0 = b̄(M)k4 + d̄(M)k2 + f̄(M)
fj U¥mn

os]YW `WY �eNr^WsNYN
x(M)

WN RhkT `Y£NWYZ^ oYZ`YN U t WYZJeb Mcbb^ bWOX `WY aYMMYNgJXMYMWw WNWYZYN P eN` wJN YZXcM^ `WY | MYWOXeN[
b̄(M)η(M)2 + d̄(M)η(M)ζ(M) + f̄ ζ(M)2 = 0.

fj U¥ in
u WYbY | MYWOXeN[ q_XZ^ Jeq `WbrZY^Y d¨beN[YN q_Z

M P eN` w W^ k2 = η(M)/ζ(M)
MWY[YN WbshMWYZ^Y Is`YN gsZ U u WYbYb yZ[Y]NWb Wb^ q_Z ] YMWY]W[Y Jb�wwY^ZWbOXY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN]YW \]oYbYNXYW^ YWNYb t WN^YZ[ZeN`w J[NY^qYM`Yb [_M^W[ U yb oYZ`YN NWOX^ YKvMWgW^ MsN[Wh^e`WNJMY s`YZ ^ZJNbgYZbJMY aYMMYN JN[YNswwYN P bs `Jbb `WY XWYZ ] YbOXZWY] YNYN aYMMYN`eZOXJeb w W^YWNJN`YZ [YrsvvYM^ bYWN r¨NNYN U}eZ VYb^c^W[eN[ `WYbYZ JMM[Yw YWNYN \ebbJ[Y oYZ`YN WN RjmT cXNMWOX o WY WN `WYbYZ \Z]YW^YWNqJOXY xYZ^YWMeN[YN P eN` goJZ w sNsOXZswJ^WbOXY pYWMOXYNb^Z¨w Y K Jeb yMYr^ZsNYN eN`LsbW^ZsNYN gYZoYN`Y^ P ew `WY yKWb^YNg bso WY YWNbOXZcNrYN`Y VY`WN[eN[YN eN` aJOXbh^ew bZJ^YN `WYbYZ WbsMWYZ^YN Is`YN ge ]Yb^Www YN U �w �JMMY `YZ b�wwY^ZWbOXYN YMYr^Zshb^J^WbOXYN Is`YN YZ[W]^ bWOX

M2 < 1
eN`

Γ2 = 2c2ξ2
e

γ2
⊥

γ3

(1 − w2)w2

(1 + w2)2
,

fj U¥�n
w W^ `YN uY£NW^WsNYN Jeb RjmT U �_Z YMYr^Zsw J[NY^WbOXY Is`YN £N`Y^ w JN    YWNY w JKWhwJMY LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^

M P q_Z `WY WNb^J]WMY Is`YN YZMJe]^ bWN` U I W^ YWNYZ NWOX^hg�MWN`YZb�wwY^ZWbOXYN wsNsOXZsw J^WbOXYN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN  ¢ f
Πy 6= Πz

n YZXcM^ w JNd¨beN[YN q_Z `WY Is`YN P `YZYN yN^JZ^eN[ Jeq[YXs]YN Wb^ P ` UX U w JN £N`Y^ gYZbOXWY`YNYp�vYN U \ Mb aJOXb^ew bZJ^Y YZ[W]^ bWOX fo WY`YZew w W^ `YN uY£NW^WsNYN Jeb RjmTn

Γ2 =
M2

1 + M2

2c2ξ2
e

(p2
x + M2γ2)2

(M2
max − M2)(M2 − M2

min).
fj U¥hn

a WMM w JN NeN q_Z WbsMWYZ^Y Is`YN YWNY Jb�wwY^ZWbOXY xYZ^YWMeN[ f[Y[Y] YN `eZOX goYW[Y[YNMce£[Y yMYr^ZsNYNh eN` LsbW^ZsNYNb^Z¨w Yn eN^YZbeOXYN P
Fe = δ[px − $x]δ[py − $y]δ[pz − $z]

Fp = δ[px + $x]δ[py + $y]δ[pz + $z],
fj U¥jn

ª�« ¬²±¯Ë¬²·µ°± ¶¯µ¯±¯ ±¬´¯¸² ¯µ µ·°± ´¬®¯· ½Ë
δ
Éº½Ï²·Å¯ ³ ¾ ÂÊ Â ·Ë ¯¸¯Ï²¼ÅË ¬¶¯²·µ°±¯ º¬¸¸

Fa =
ΠyΠz

2
(δ[px − $] + δ[px + $])δ[p2

y − Π2
y]δ[p2

z − Π2
z].

ªªÍ¶¸ Â Ó¬Æ·²¯¸ Ã ÂÙ ÂÙ Âª¹Ñ¯Å°± ·µ² ´·¯µ ¯·¯ µLËË¯²¼·µ°±¯ Í¯¼²¯·¸½¶µÎ½Ï²·Å ·Ë Ö·¯ ÕÅ Ó¬Æ·²¯¸ Ã Â

l¥



bs gYW[^ bWOX bOXsN ]YW `WYbYZ YWNqJOXYN î^Zer^eZ P `Jbb YWNY JNJM�^WbOXY d¨beN[ `YZ LshM�Nsw[MYWOXeN[YN o WY |MYWOXeN[ fj U¥ in bYXZ bOXo WYZW[ Wb^ U I W^ `Yw \NbJ^g
$x = $y =

$z ≡ $ = [(γ2 − 1)/3]1/2 XcN[YN `WY WN^YZYbbWYZYN`YN | MYWOXeN[YN NeZ NsOX gsw dshZYN^gqJr^sZ
γ
J] P `WY d¨beN[YN bWN` WN `YN |ZJvXYN j U� P j Uh `JZ[Yb^YMM^ U yb gYW[^ bWOX P `Jbb

0 10 20 30 40 50
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

γ

M (γ)     
Γ (γ)

\]]WM`eN[ j U� � LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^
M
eN` aJOXb^ew bZJ^Y

Γ
q_Z `WY WbsMWYZ^YN aYWh]YMws`YN NJOX RjmT WN \]XcN[W[rYW^ gsw dsZYN^gqJr^sZ

γ
U I W^ qZYeN`MWhOXYZ |YNYXw W[eN[ gsN ~ UM U pJe^g U

0 10 20 30 40 50
0

0.5

1

1.5

2

γ

κ2 ( 
M

(γ
) 

)

\]]WM`eN[ j Uh � aYMMYNgJXM
κ
q_Z `WY WbsMWYZ^YN aYW] YMw s`YN NJOX RjmT WN \]XcN[W[rYW^gsw dsZYN^gqJr^sZ

γ
U I W^ qZYeN`MWOXYZ |YNYXw W[eN[ gsN ~ UM U pJe^g U

` WYbY WNb^J]WMYN Is`YN YZb^ q_Z
γ ≥ 3.43

Jeq^ZY^YN U uJXYZ bsMM^YN `WYbY §N^YZbeOXeN[YN]YbsN`YZb q_Z ZYMJ^Wg Wb^WbOXY L MJbw YN P o WY bWY JeOX WN `YZ Jb^ZsvX�bWrJMWbOXYN íY^b P g UV UWN |~Vb s`YZ \|� Jeq^ZY^YN P gsN VY`Ye^eN[ bYWN U §N[YrMcZ^ Wb^ ÿ Y`sOX `WY �ZJ[Y P o WY`YZ �]YZ[JN[ go WbOXYN `YN WbsMWYZ^YN Is`YN `YZ Jb�wwY^ZWbOXYN xYZ^YWMeN[YN eN` `YwaYMMYNgJXM] YZYWOX Jeb[Y`YXN^YZ Is`YN b�wwY^ZWbOXYZ xYZ^YWMeN[YN gsNb^J^^YN [YX^ U
�Y]YN `WYbYN ^XYsZY^WbOXYN �]YZMY[eN[YN £N`YN bWOX WN `YZ dW^YZJ^eZ îWweMJ^WsNYNbsMOXYZ WbsMWYZ^YZ Is`YN RjhT U �N bYM]b^rsNbWb^YN^YN LJZ^WOMYh WNhMYMMhîWweMJ^WsNYN fL�M n

lS



\]]WM`eN[ j Uj � îWweMJ^WsN � xYZ[MYWOX gsN Jb�wwY^ZWbOXYZ fMWNrbn eN` b�wwY^ZWbOXYZfZYOX^bn xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN Ww NWOX^ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN |Y[YNb^ZswvMJbhwJ U |YgYW[^ Wb^ `WY ZJebOX[Y£M^YZ^Y u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsN q_Z `WY
By

h{swvsNYN^Y gsZ `Yw �]YZ[JN[ WN `WY îc^^W[eN[bvXJbY U \eq[Y^ZJ[YN Wb^`YZ ~YJM^YWM `YZ �ZYNeYNg
ωr/ωp,e

_]YZ `YZ NsZw WYZ^YN aYMMYNgJXM
kc/ωp,e

Uu WY î^cZrY `Yb IJ[NY^qYM`Yb ZYWOX^ WN ZYMJ^WgYN Ms[JZW^Xw WbOXYN yWNXYW^YNgsN
6
fbOXoJZgn ]Wb

6.5
foYWzn U I W^ qZYeN`MWOXYZ |YNYXw W[eN[ gsN ~ UM UpJe^g U

gYW[^YN bWOX `Ye^MWOXY t WNoYWbY Jeq WbsMWYZ^Y Is`YN U VY^ZJOX^Y^ oeZ`Y YWN |Y[YNb^Zsw hvMJbw J Jeb yMYr^ZsNYN eN` LsbW^ZsNYN w W^ Jb�wwY^ZWbOXYN IJKoYMMgYZ^YWMeN[YN  © w W^gYZbOXWY`YNYN ZYMJ^WgYN �N^YNbW^c^YN U §w YWNY [Z¨z^w¨[MWOXY \ebbJ[YrZJq^ ge XYZXJM^YN PoeZ`Y `YZ |Y[YNb^Zsw bOXWYq Ww ~Jew JN[YNswwYN P ocXZYN` bWOX `WY aYMMYN vJZJMMYMgeZ
xh\OXbY Jeb]ZYW^YN U �WM^YZ^ w JN YWN [Yo WbbYb ~JebOXYN XYZJeb P bs gYW[YN bWOX g UV U WN`YZ
By

h{swvsNYN^Y YWNgYMNY WbsMWYZ^Y îvW^gYN P bWYXY \]]WM`eN[ j Uj U

ªÐÑ ·¯µ¯ È½¼´¯ ¶¯È>±¸² ³ È¯·¸ µ·¯ ¼¯¬¸·µ²·µ°±¯¼ ¬¸µ ´·¯ ËÅÅ°±¼ÅË ¬²·µ°±¯ Í¯¼²¯·¸½¶ ÀÁ ÂOÁÄ ´¯¼ ²±¯Å¼¯²·µ°±¯Ê¯²¼¬°±²½¶ µ·´ Â
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ísXN îOs^^ ~ebbYM ] YbOXZYW]^ bYWNY VYs]JOX^eN[ YWNYb îsMW^sNb R�kT U

V Wb XWYZXWN oeZ`YN WN `WYbYZ \ Z]YW^ `WY JMM[Yw YWNY y W[YNbOXJq^YN `YZ MWNYJZYN aYWh]YMWNb^J]WMW^c^ XYZ[YMYW^Y^ � Jeb[YXYN` gsN `YZ x MJbsg[MYWOXeN[ f� Uln eN` `YN IJKoYMMh[MYWOXeN[YN f� Uin U �w ge[ZeN`YMWY[YN`YN LZWNgWv geZ d¨beN[ `WYbYb | MYWOXeN[bb�b^Yw b]Yb^JN` `YZ YZb^Y îOXZW^^ WN `YZ Z "$ #+&"."#&%$/ f� USn `YZ WN^YZYbbJN^YN |Z¨zYN P ew `WY| MYWOXeN[YN `YZ �Mer^eJ^WsNYN YWNYb |MYWOX[Yo WOX^bgeb^JN`Yb ] YZYOXNYN ge r¨NNYN U
yb MWY[^ NeN WN `YZ �J^eZ `YZ dWNYJZWbWYZeN[ P `Jbb Jeq `WYbY aYWbY `YZ YZMJe]^Y VYhZYWOX q_Z `WY �Mer^eJ^WsNYN YZXY]MWOX YWN[YbOXZcNr^ Wb^ U �JMMb ÿ Y`sOX `WY �Nb^J]WMW^c^ _]YZYWNY ] Yb^Www^Y |Z¨zY XWNJeb JNocOXb^ P [WM^ ` WY dWNYJZWbWYZeN[ NJ^eZ[Yw cz NWOX^ w YXZ Uîvc^Yb^YNb bs]JM` `WY �Nb^J]WMW^c^ WN YWNYN bJ^eZWYZ^YN VYZYWOX _]YZ[YX^ P rJNN `WY MWNYJZY�cXYZeN[ NWOX^ w YXZ rsZZYr^ bYWN U }e`Yw Wb^ YWNY ~YJr^WsN `YZ JN[YZY[^YN Is`Y Jeq `WYxYZ^YWMeN[bqeNr^WsN Y] YNqJMMb ge YZoJZ^YN P bsw W^ rJNN `YZ [YocXM^Y \NbJ^g w ¨[MWOXYZhoYWbY NWOX^ w YXZ [_M^W[ bYWN UuYb aYW^YZYN oeZ`Y WN {JvW^YM h U¥ [YgYW[^ P `Jbb bWOX ] YWw xYZXJM^YN `YZ xYZ^YWMeN[bhqeNr^WsN YWN w JZrJN^YZ aYOXbYM `YZ aYW] YMw s`YN gYW[^ P oYNN wJN gebc^gMWOX ge `YZ \NhNJXwY `YZ \NWbs^ZsvWY JeOX YWNY Jb�wwY^ZWbOXY �eNr^WsN WN `YZ xJZWJ]MYN

y
JNNWww^ Uyb b^YMM^Y bWOX XYZJeb P `Jbb `WY yZq_MMeN[ `Yb �w J[WNcZ^YWMb `YZ u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsN fh Ulnge D #.*#$ aYZ^YN `YZ Ww J[WNcZYN LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^

M
q_XZ^ P oYMOXY Ww ~YJM^YWM fh UjnYWN[YbY^g^ Y] YNqJMMb qYb^Y P #"$7#%*"/ # aYZ^Y `YZ aYMMYNgJXM k WN `YZ �sZw k2 = k2

0 −AMfos]YW
A
YWNY {sNb^JN^Y Wb^n YZ[W]^ [îsw W^ [W]^ Yb rYWN ]ZYW^Yb aYMMYNgJXMWN^YZgJMM w YXZ P WN `Yw JNoJOXbYN`Y Is`YN Wwïb�wwY^ZWbOXYNð JNWbs^Zsv YN LMJbw J YK Wb^WYZYN r¨NNYN U î^J^^`YbbYN rsMMJ]WYZ^ `WYbYZ VYhZYWOX WN ïJb�wwY^ZWbOXYNð JNWbs^Zsv YN LMJbw YN Jeq YWNY YWNgYMNY qYb^Y aYMMYNgJXM k wW^YWNYZ `Y£NWYZ^YN aJOXb^ew bZJ^Y

Γ ≡ ckM = Mc(k2
0 −AM)1/2 U y b o WZ` qsM[MWOX NeZ NsOXYWNY YWNgYMNY aYMMY ] YbOXZWY] YN Uu WYbYb Y^oJb _]YZZJbOXYN`Y yZ[Y]NWb YZWNNYZ^ ÿ Y`sOX bYXZ JN `WY ] YW `YZ VYXJN`MeN[NWOX^MWNYJZYZ aYMMYN Jeq^ZY^YN`YN îsMW^sNYN P `YZYN JMM[Yw YWNYb xYZXJM^YN g UV U ] YW a XWh^XJw Rj¥T `Wbre^WYZ^ Wb^ � YWNgYMNY aYMMYN P `WY w W^ rsNb^JN^YZ aYMMYNgJXM eN` LXJbYNh[YbOXo WN`W[rYW^ vZsvJ[WYZYN U u WYbY yZrYNN^NWb MY[^ NJXY P `WY NWOX^MWNYJZYN y¡Yr^Y `YZ

lk



î^¨ZeN[YN WN YWNYw bYM]b^rsNbWb^YN^YN VWM` ge eN^YZbeOXYN U îOXsN `WY MYWOX^Yb^Y \ b�w hwY^ZWY WN `YZ �wveMbrswvsNYN^Y
y ∝ p‖

go WN[^ `YN VYZYWOX `YZ YZMJe]^YN aYMMYNgJXMYN PJeq YWNY YWNgW[Y Is`Y ge ïrsN`YNbWYZYNð � `WYbYb Wb^ Xce£[ YWN `Ye^MWOXYZ t WNoYWb Jeq gsNNWOX^MWNYJZYw xYZXJM^YN `sw WNWYZ^Y aYOXbYMo WZreN[YN U
|YMYNr^ `eZOX `WYbY bYw Wh WN^eW^WgYN t WNoYWbY o WZ` WN `WYbYw goYW^YN pYWM ` WYbYZ \ Zh]YW^ `Jb NWOX^MWNYJZY xYZXJM^YN bsMOXYZ aYMMYN YWNYb ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN LMJbw Jb WN YWNYw
bYM]b^rsNbWb^YN^YN VWM` YN^o WOrYM^ U

\ �� ]��ö ��^ ���� �� � �� ���^J�� ���� ��� �
� � ��� �� �� �� ����

C ÛÜ ÛÜ _ åç èç Þ©ç åéêàëáâêàì© åã àçà
�w ïrMJbbWbOXYNð MWNYJZYN �JMM `YZ aYW] YMWNb^J]WMW^c^ w JNWqYb^WYZ^YN bWOX `WY Is`YN JMbYMYr^Zsw J[NY^WbOXY pZJNbgYZbJMoYMMYN U \ Mb

zh\OXbY `Yb {ssZ`WNJ^YNb�b^Yw b o WZ` `WY \ebh]ZYW^eN[bZWOX^eN[ `YZ aYMMY JN[YNswwYN P `J rYWNY JN`YZY xsZge[bZWOX^eN[ Ww î�b^YwgsZMWY[^ U \NJMs[ `Jge o WZ` vsb^eMWYZ^ P `Jbb `WYbYb xYZXJM^YN JeOX Ww NWOX^MWNYJZYN �JMMJeq^ZW^^ P `JXYZ oYZ`YN `Jb YMYr^ZWbOXY eN` `Jb w J[NY^WbOXY �YM` f~E P ~B
n qsM[YN`YZw JzYNJN[YbY^g^ P

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
, ~B = ∇× ~A.

fl Uin
uJb xYr^sZvs^YN^WJM ~A

]YbW^gY YWNY {swvsNYN^Y WN
xh~WOX^eN[ P `WY NeZ gsN `YZ }YW^

teN`
z
J]XcN[Y P

~A ≡ (1, 0, 0)A(z − ξct),
fl U�n

w W^
(1, 0, 0)

WN rJZ^YbWbOXYN {ssZ`WNJ^YN
(x, y, z) P bs `Jbb ∇ · ~E = 0

Je^swJ^WbOX YZq_ MM^Wb^ U
ξ
Wb^ YWNY geNcOXb^ o WMMr_ZMWOX [YocXM^Y {sNb^JN^Y P oYMOXY Ww oYW^YZYN xYZMJeq w W^`YZ WNgYZbYN |YbOXo WN`W[rYW^ `Yb pYWMOXYNYNbYw]MYb W`YN^W£gWYZ^ o WZ` U

�eN bsMMYN `WY aYMMYN[MYWOXeN[YN XYZ[YMYW^Y^ oYZ`YN U u WYb bsMM WN JMMYZ \ebq_XZMWOXrYW^[YbOXYXYN P `J XWYZ YWN NYeYZ }e[JN[ geZ pXYsZWY NWOX^MWNYJZYZ aYMMYN Jeq[YgYW[^ o WZ` UI W^ `YZ \]r_ZgeN[
ζ ≡ z − ξct

YZXcM^ w JN NeN q_Z `WY �YM`YZ

~E = ~ex
∂A

∂ζ
ξ , ~B = ~ey

∂A

∂ζ
,

fl Uhn
os]YW

~ex

eN`
~ey
`WY y WNXYW^bgYr^sZYN WN ~ WOX^eN[ `YZ ÿ YoYWMW[YN \OXbY rYNNgYWOXNYN U

�_Z pYWMOXYN w W^ `YZ dJ`eN[
qa

eN` ~eXYwJbbY
ma

[YN_[^ `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN
fa`YZ |MYWOXeN[

∂fa

∂t
+ vz

∂fa

∂ζ
+ qa

(

ξ
∂A

∂ζ

∂fa

∂px

− vz

c

∂A

∂ζ

∂fa

∂px

+
vx

c

∂A

∂ζ

∂fa

∂pz

)

= 0,
fl Ujn

WN `YZ JMb oYW^YZY |Z¨zYN `YZ pYWMOXYNWwveMb
~p
eN` `WY pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^

~v =
~p/[ma(1 + ~p2/(mac)

2)1/2]
Jeq^JeOXYN U §w `WY ~YOXNeN[ Ww oYW^YZYN xYZMJeq ge gYZYWNqJhOXYN P NsZw WYZ^ w JN `YN �wveMb [Yw cz ~p ≡ mac~$

U }e`Yw rJNN wJN oY[YN
(∂fa/∂t) =

¥m



−ξc(∂fa/∂ζ)
`WY xYZ^YWMeN[

fa

JMb NeZ gsN
ζ
J]XcN[W[ ] Y^ZJOX^YN JNb^J^^ YWNgYMN gsN

zeN`
t
U u WYbYb q_XZ^ `JNN w W^

za = qa/(mac
2)
eN` `YZ | MYWOXeN[ fl Ujn Jeq

∂fa

∂ζ
($z − ξγ) + za

∂A

∂ζ

(

(ξγ − $z)
∂fa

∂$x

+ $x
∂fa

∂$z

)

= 0
fl Uln

w W^
γ = (1 + $2

x + $2
y + $2

z)
1/2 U \NbOXMWYzYN` o WZ` `WY IY^Xs`Y `YZ MXJZJr^YZWb^WrYNJeq `WYbY u W¡YZYN^WJM[MYWOXeN[ JN[YoYN`Y^   U îWY XJ^ `YN xsZ^YWM P `Jbb `WYbY NWOX^MWNYJZYN| MYWOXeN[YN Jeq MWNYJZY geZ_Or[Yq_XZ^ oYZ`YN ÷ ge`Yw b^YMM^ w JN qYb^ P `Jbb $y = const.bWOX NWOX^ YN^MJN[ `YZ MXJZJr^YZWb^Wr cN`YZ^ U u WYbYb Mcbb^ bWOX JebNe^gYN P ew `WY xYZh^YWMeN[bqeNr^WsN

fa
ge gYZYWNqJOXYN RhmT U I JN q_XZ^ NYeY xJZWJ]MYN q_Z

$x

eN`
$z
YWN

eN` qJbb^
$y
JMb {sNb^JN^Y Jeq P bs `Jbb `WY vJZ^WYMMY u W¡YZYN^WJM[MYWOXeN[ q_Z fa

WN YWNY[Yo¨XNMWOXY u W¡YZYN^WJM[MYWOXeN[ _]YZ[YX^ U
}eNcOXb^ Mcbb^ bWOX | MYWOXeN[ fl Uln ew qsZw YN P

∂fa

∂ζ
− za

∂A

∂ζ

∂fa

∂$x

+ za
$x

$z − ξγ

∂A

∂ζ

∂fa

∂$z

= 0.
fl U¥n

u WY MXJZJr^YZWb^WrYN gsN | MYWOXeN[ fl U¥n qsM[YN Jeb `YN | MYWOXeN[YN
d$x

dA
= −za

d$z

dA
= za

$x

$z − ξγ

fl USn
| MYWOXeN[ fl USJn XJ^ `WY d¨beN[

$x + zaA = Πx,
fl U¦n

os]YW
Πx
YWNY {sNb^JN^Y ]g[M U

$x

Wb^ U | MYWOXeN[ fl US] n rJNN ZYOX^ YWNqJOX [YM¨b^ oYZ`YN PoYNN wJN bWY w W^ t WMqY gsN |MYWOXeN[ fl USJn qsM[YN`YZw JzYN bOXZYW]^ P
d$z

d$x

= − $x

$z − ξγ
,

fl Ukn
bs `Jbb

$zd$z + $xd$x = ξγd$z.
fl Uimn

�eN [WM^ J] YZ
$zd$z + $xd$x ≡ d(1 + $2

x + $2
y + $2

z)/2 ≡ γdγ
fl Uiin

eN` Yb qsM[^
γ − ξ$z = Πz,

fl Ui�n
os]YW

Πz
YWNY {sNb^JN^Y ]g[M U

$x

eN`
$z

Wb^ U íY`s OX Wb^ YWNY \]XcN[W[rYW^ gsN
$y

NWOX^Jeb[YbOXMsbbYN U�N `YN NYeYN xJZWJ]MYN YN^MJN[ `YZ MXJZJr^YZWb^WrYN MJe^Y^ `WY JMM[Yw YWNY d¨beN[ gsN
| MYWOXeN[ fl U¥n

fa ≡ fa(Πx, $y, Πz)
fl Uihn

ªÖ·¯±¯ ¾ ÂÊ Â < ±·²±¬Ë `ÁOa ³ Ö¯·²¯ bc	 Â

¥ i



y^oJb xsZbWOX^ Wb^ [Y]s^YN P oYNN w JN `WY MXJZJr^YZWb^Wr ] Y^ZJOX^Y^ P oYMOXY `eZOX |MYWhOXeN[ fl Ui�n [Y[Y] YN Wb^ U
γ
YN^XcM^ oY[YN

γ2 = 1 + $2
x + $2

y + $2
z

JeOX
$2

z

U u JXYZ YZXcM^w JN
1 + $2

x + $2
y + $2

z = γ2 = ξ2$2
z + 2ξ$zΠz + Π2

z

fl Uijn
w W^ YWNYZ î^Zer^eZ P `WY gsw aYZ^ `Yb LJZJwY^YZb

ξ
J]XcN[^ U u WYbYb bsMM Ww �sM[YN`YN[YNJeYZ eN^YZbeOX^ oYZ`YN U�_Z

ξ2 = 1
YZ[W]^ bWOX Jeb |MYWOXeN[ fl Uijn `WY YWN`Ye^W[Y uJZb^YMMeN[

$z =
1 + $2

y + (Πx − zaA)2 − Π2
z

2ξΠz

= ±1 + $2
y + (Πx − zaA)2 − Π2

z

2Πz

fl Uiln
q_Z `WY ] YW`YN I¨[MWOXrYW^YN

ξ = 1,−1
U �_Z

ξ2 > 1
]YbW^g^ | MYWOXeN[ fl Uijn `WY ] YW`YNaeZgYMN

$z =
−ξΠz ±

[

Π2
z + (ξ2 − 1)

(

1 + $2
y + (Πx − zaA)2

)]1/2

ξ2 − 1
,

fl Ui¥n
ocXZYN` bWOX q_Z `YN �JMM

ξ2 < 1
`WY d¨beN[

$z =
ξΠz ±

[

Π2
z − (1 − ξ2)

(

1 + $2
y + (Πx − zaA)2

)]1/2

1 − ξ2

fl UiSn
YZ[W]^ U }e YZocXNYN Wb^ P `Jbb WN `YN �cMMYN ξ2 = 1

eN`
ξ2 > 1

rYWNYZMYW y WNbOXZcNreN[YNJN `WY {sNb^JN^YN
Πx
eN`

Πz
`YZ MXJZJr^YZWb^Wr Jeq^ZY^YN U �w MY^g^YN �JMM ÿ Y`sOX P ξ2 < 1 PWb^

$z

[YNJe `JNN YWNY ZYYMMY }JXM P qJMMb
$2

crit ≡ (1 − ξ2)
(

1 + $2
y + (Πx − zaA)2

)

< Π2
z

fl Ui¦n
[WM^ U îsw W^ bWN` q_Z `WYbYN �JMM `WY {sNb^JN^YN ] YbOXZcNr^ U �w �JMMY

Πz = 0
qsM[^ XWYZJebbsqsZ^ P `Jbb NeZ `WY I¨[MWOXrYW^ ξ2 > 1

ZYYMMY aYZ^Y q_Z `WY �wveMbY YZ[W]^ P `YNN | MYWOXeN[fl Ui¦n MWYqYZ^ YWNYN a W`YZbvZeOX U
y WNY oYW^YZY yWNbOXZcNreN[ XWMq^ ] YW `YZ VYb^WwweN[ `Yb ïZWOX^W[YNð xsZgYWOXYNb WN`YN | MYWOXeN[YN fl Ui¥n eN` fl UiSn U uYNN Jeb | MYWOXeN[ fl Ui�n qsM[^

γ = Πz + ξ$z
fl Uikn

eN` Yb [WM^ ge`Yw
γ ≥ 1

U \ Mbs XJ^ w JN `WY VY`WN[eN[
Πz ≥ 1 − ξ$z P eN` WN `YN| MYWOXeN[YN fl Ui¥n eN` fl UiSn Wb^ `WY yN^bOXYW`eN[ qYb^[YMY[^ � �N ] YW`YN |MYWOXeN[YN XJ^w JN `Jb s]YZY xsZgYWOXYN ge ocXMYN UuJ NeN

fa
f[Y[Y] YN `eZOX | MYWOXeN[ fl Uihnn JMb �eNr^WsN `YZ {sNb^JN^YN `YZ MXJhZJr^YZWb^WrYN [YbOXZWY] YN oYZ`YN rJNN P MWY[^ Yb NJXY P JeOX `WY IJKoYMM[MYWOXeN[YN w W^t WMqY `WYbYZ {sNb^JN^YN JMb [ZeN`MY[YN`Y xJZWJ]MYN ge Ne^gYN U u WYbYb bsMM Ww NcOXb^YN\]bOXNW^^ [YbOXYXYN U

C ÛÜ Ûø _ åç dßeúç ééë éç å��êàëçà åà àçêçà èßÞåßýéç à
yb oYZ`YN Ww �sM[YN`YN g WYZ VYgWYXeN[YN Jeb `YN IJKoYMM[MYWOXeN[YN XYZ[YMYW^Y^ P `WY q_Z`WY oYW^YZY §N^YZbeOXeN[ gsN VYMJN[ bWN` U }eNcOXb^ qsM[^ Jeb `YN IJKoYMM[MYWOXeN[YN

∇ · ~E = 4π
∑

a

qana

∫f
3

d3p fa,

¥�



∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
,

∇× ~B = +
1

c

∂ ~E

∂t
+ 4π

∑

a

qana

∫f
3

d3p ~vfa.
fl U�mn

I W^ ~E = ~exξ(∂A/∂ζ)
eN` ~B = ~ey(∂A/∂ζ)

Wb^ | MYWOXeN[ fl U�m]n Je^swJ^WbOX YZq_ MM^ U| MYWOXeN[ fl U�mOn MJe^Y^ w W^ t WMqY `Yb xYr^sZvs^YN^WJMb WN {swvsNYN^YN o WY qsM[^ P
∂2A

∂ζ2
(1 − ξ2) = −4π

∑

a

qana

∫f
3

d3p vxfa,

0 = 4π
∑

a

qana

∫f
3

d3p vyfa,

0 = 4π
∑

a

qana

∫f
3

d3p vzfa,
fl U� in

ocXZYN` |MYWOXeN[ fl U�mJn fgebJwwYN w W^ ∇ · ~E = 0
n

0 = 4π
∑

a

qana

∫f
3

d3p fa = 4π
∑

a

qana,
fl U��n

YZqsZ`YZ^ U t WYZ] YW Wb^
na
`WY \NgJXM`WOX^Y ÿ Y`YZ pYWMOXYNbsZ^Y

a P eN` `WY xYZ^YWMeN[bqeNrh^WsN
fa

Wb^ Jeq
∫f

3

d3p fa = 1
fl U�hn

NsZw WYZ^ Ua WMM w JN `Jb u W¡YZYN^WJM `YZ uZYWqJOXWN^Y[ZJ^WsNYN WN `YN | MYWOXeN[YN fl U� in w W^ t WMqY`YZ OXJZJr^YZWb^WbOXYN xJZWJ]MYN f
Πx P $y

eN`
Πz
n Jeb`Z_OrYN P bs YZXcM^ w JN

d3p = dΠxd$ydΠz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(∂px/∂Πx) (∂px/∂$y) (∂px/∂Πz)
(∂py/∂Πx) (∂py/∂$y) (∂py/∂Πz)
(∂pz/∂Πx) (∂pz/∂$y) (∂pz/∂Πz)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
fl U�jn

u WY \eboYZ^eN[ `WYbYZ íJOs]W`Y^YZw WNJN^Y fbWYXY \NXJN[ M Uhn YZ[W]^
dpxdpydpz = (mac)

3dΠxd$ydΠzC(Πx, $y, Πz),
fl U�ln

os]YW
C = |ξ|γ/|(1− ξ2)γ −Πz|

U u J]YW Wb^
γ
YWNY Ww vMWgW^Y �eNr^WsN gsN

Πx P $y P Πz
eN`

A
U u WY YZMJe]^YN aYMMYNgJXM] YZYWOXY bWN` [Y[Y] YN `eZOX

−∞ ≤ Πx ≤ ∞

−∞ ≤ $y ≤ ∞

−∞ ≤ Πz ≤ ∞ ξ2 ≥ 1

−∞ ≤ Πz ≤ −|$crit|
|$crit| ≤ Πz ≤ ∞

}

ξ2 < 1.

fl U�¥n

u WY yWNbOXZcNreN[ q_Z
Πz
Z_XZ^ gsN `YZ |MYWOXeN[ fl Ui¦n XYZ eN` q_XZ^ ] YW

Π2
z = $2

critge YWNYZ d_OrY go WbOXYN `YN ]YW`YN }oYW[YN U

¥h



uWY JMM[Yw YWNY î^Zer^eZ `YZ IJKoYMM[MYWOXeN[YN rJNN NeN WN `YZ �sZw
∂2A

∂ζ2
(1 − ξ2) = −4π

∑

a

qana

mac
(mac)

3
∫

dΠxd$ydΠz (Πx − zaA)
|ξ|

|(1 − ξ2)γ − Πz|
fa,

0 = 4π
∑

a

qana

mac
(mac)

3
∫

dΠxd$ydΠz
$y|ξ|

|(1 − ξ2)γ − Πz|
fa,

0 = 4π
∑

a

qana

mac
(mac)

3
∫

dΠxd$ydΠz
$z|ξ|

|(1 − ξ2)γ − Πz|
fa,

0 = 4π
∑

a

qana(mac)
3

∫

dΠxd$ydΠz
|ξ|γ

|(1 − ξ2)γ − Πz|
fa,

fl U�Sn
[YbOXZWY] YN oYZ`YN P os]YW fa = fa(Πx, $y, Πz)

U
C ÛÜ Û� g åàç áç éýá©ìãàá åá©çà©ç ��áêàë
VWb ÿ Y^g^ rsNN^Y q_Z `Jb | MYWOXeN[bb�b^Yw fl U�Sn JMb YWNgW[Y d¨beN[

fa(Πx, $y, Πz) =
Fa(Πx, $

2
y)δ(Πz)

(mac)2
,

fl U�¦n
[YqeN`YN oYZ`YN U u WYbY d¨beN[ XJ^ `WY yW[YNbOXJq^ P ` WY | MYWOXeN[YN fl U�S]n� fl U�S`n Jeh^sw J^WbOX ge YZq_MMYN U ueZOX `WYbY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN oYZ`YN pYWMOXYN ]YbOXZWY] YN P `WYbWOX w W^ YWNYw qYb^YN rsNb^JN^YN �wveMb P [Y[Y] YN `eZOX Πz = 0 P YN^MJN[ `YZ \eb]ZYWh^eN[bZWOX^eN[ `YZ aYMMYN fvJZJMMYM geZ

zh\OXbYn ] YoY[YN U I JN bvZWOX^ JeOX gsN YWNYw<%,; gsN pYWMOXYN U }e`Yw `JZq `YZ �wveMb WN ~ WOX^eN[ `YZ w J[NY^WbOXYN �Mer^eJ^WsNYNf
yh\OXbYn NeZ YWNY ïb�wwY^ZWbOXYð �eNr^WsN bYWN U aY[YN Πz = 0

qsM[^ bsqsZ^ `WY VY`WNh[eN[
ξ2 > 1

U \eq[ZeN` `YZ bv YgWYMMYN �sZw fl U�¦n bWN` `WY YN^bvZYOXYN`YN
$z

eN`
γoY[YN `YZ |MYWOXeN[YN fl Ui�n eN` fl Ui¥n ] Yb^Www^ `eZOX

$z = E⊥(ξ2 − 1)−1/2 fl U�kn
eN`

γ = |ξ|E⊥(ξ2 − 1)−1/2,
fl Uhmn

w W^ `YZ uY£NW^WsN `YZ ïgeZ
zh\OXbY bYNrZYOX^YNð yNYZ[WY E⊥ = [1+$2

y +(Πx−zaA)2]1/2 UaY[YN
ξ2 > 1

[WM^
$z/γ = |ξ|−1 < 1 P eN` `YZ LJZJwY^YZ ξ

YZXcM^ YWNY vX�bWrJMWbOXYVY`Ye^eN[ U uYZ {YXZoYZ^
ξ−1 b^YMM^ ` WY ZYMJ^WgY VeMr[YbOXo WN`W[rYW^ vz ≡ Vb = c/|ξ| < c`YZ pYWMOXYN YN^MJN[ `YZ aYMMYNJeb]ZYW^eN[ `JZ UI W^ `YZ �sZw WYZeN[

∫

dΠxd$y Fa(Πx, $
2
y) = 1

fl Uh in
] YbW^g^ | MYWOXeN[ fl U�SJn `WY �sZw

(ξ2 − 1)3/2∂2A

∂ζ2
= +4π

∑

a

qana

∫

dΠxd$y
Πx − zaA

E⊥
Fa.

fl Uh�n
u WY ZYOX^Y îYW^Y gsN |MYWOXeN[ fl Uh�n rJNN `JNN qsM[YN`YZw JzYN [YbOXZWY] YN oYZ`YN P

(ξ2 − 1)3/2 ∂2A

∂ζ2
= − ∂

∂A

(

4π
∑

a

namac
2

∫

dΠxd$y E⊥Fa

)

,
fl Uhhn

¥j



oJb YWNqJOX WN^Y[ZWYZ^ oYZ`YN rJNN P oYNN wJN ]YW`Y îYW^YN w W^ (∂A/∂ζ)
weM^WvMWgWYZ^ P

0 = (ξ2 − 1)3/2 ∂2A

∂ζ2

∂A

∂ζ
+

∂A

∂ζ

∂

∂A

(

4π
∑

a

namac
2

∫

dΠxd$y E⊥Fa

)

=
(ξ2 − 1)3/2

2

∂

∂ζ

(

∂A

∂ζ

)2

+
∂

∂ζ

(

4π
∑

a

namac
2

∫

dΠxd$y E⊥Fa

)

.
fl Uhjn

u WYbYb rJNN bsqsZ^ WN^Y[ZWYZ^ oYZ`YN ge

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

+ 8π
∑

a

namac
2

∫

dΠxd$y E⊥Fa = const.
fl Uhln

aYWM
∂A/∂ζ

NWOX^ NJOX §NYN`MWOX b^ZY] YN rJNN f`J `WY ZYOX^Y îYW^Y `YZ | MYWOXeN[ fl UhlnrsNb^JN^ Wb^n P webb Yb YWN IJKWwew Amax
`Yb xYr^sZvs^YN^WJMb¢ [Y] YN P q_Z oYMOXYb

∂A/∂ζ = 0
[WM^ U I JN rJNN JMbs bOXZYW] YN

(

∂A

∂ζ

)2

=
8π

(ξ2 − 1)3/2

∑

a

namac
2

∫

dΠxd$y (E⊥(Amax, $) − E⊥(A,$))Fa.
fl Uh¥n

\ �ñ ]õ�^�� 
�����
uWY JMM[Yw YWNY î^Zer^eZ `YZ ZYOX^YN îYW^Y gsN | MYWOXeN[ fl Uh¥n JMb �eNr^WsN gsN

A(ζ)YZqsZ`YZ^ `WY {YNN^NWb YWNYZ ] Yb^Www^YN �sZw `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN
Fa(Πx, $y) P ew`Jb �N^Y[ZJM _] YZ

dΠxd$y
]YZYOXNYN ge r¨NNYN U �_Z Jb�wv^s^WbOXY uJZb^YMMeN[YN foYNNoY[YN `YZ |Zszh eN`hs`YZ { MYWNXYW^ gsN

Amax

eN`
A
`WY I¨[MWOXrYW^YN `YZ ~YWXYNYN^ho WOrMeN[ [Y[Y] YN bWN`n MJbbYN bWOX �cXYZeN[bM¨beN[YN q_Z | MYWOXeN[ fl Uh¥n £N`YN P sXNYq_Z `WY xYZ^YWMeN[

Fa(Πx, $y)
]Yb^Www^Y \NNJXwYN ge w JOXYN U u WYbYZ \NbJ^g o WZ` bvch^YZ WN `YZ \ Z]YW^ gYZqsM[^ U \ MMYZ`WN[b ocZY Yb NWOX^ [JNg geqZWY`YNb^YMMYN` P oYNN w JN NeZJb�wv^s^WbOXY �cXYZeN[YN ]YbczY P sXNY bWY w W^ ] Yb^Www^YN YKJr^YN d¨beN[YN gYZ[MYWhOXYN ge r¨NNYN UuJXYZ oYZ`YN Ww qsM[YN`YN \]bOXNW^^ `ZYW bsMOXYZ YKJr^YN d¨beN[YN ]Y^ZJOX^Y^ P ` WY`Jb xYZXJM^YN `Yb xYr^sZvs^YN^WJMb

A(ζ)
Jeq YWNqJOXY ieJ`ZJ^eZYN geZ_Orq_XZYN U �_Zÿ Y`Y pYWMOXYNbsZ^Y

a
bY^gY w JN `WY xYZ^YWMeN[

Fa(Πx, $y)
o WY qsM[^ JN

Fa =
1

2
δ(Πx − Π1)[δ($y − Π2) + δ($y + Π2)].

fl UhSn
u WYbYZ \NbJ^g YZXcM^ `WY î�wwY^ZWY gsN

Fa

eN^YZ `YZ pZJNbqsZw J^WsN
$y ↔ −$y

U
Π1eN`

Π2
bWN` {sNb^JN^YN q_Z ÿ Y`Y pYWMOXYNbsZ^Y Uîs XJ^ |MYWOXeN[ fl Uh¥n `WY �sZw

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= 8π
∑

a

namac
2
( [

1 + (Π1,a − zaAmax)
2 + Π2

2,a

]1/2

−
[

1 + Π2
2,a + (Π1,a − zaA)2

]1/2 )

.
fl Uh¦n

¹ jË Ø¸¸¶¯Ë¯·¯ ·µ² ´¬µ Í¯Ï²Å¼ÆÅ²¯²·¬¸ µ²¯²µ ½¼ ® ·µ ¬½Î ¯·¯ ¬´´·²·Õ¯ ÓÅµ²¬²¯ Î¯µ²¶¯¸¯¶² Â jË È¯·²¯¼¯Í¯¼¸¬½Î ´·¯µ¯¼ Ø¼®¯·² È ·¼´
Amax

Ë·² � ·¸Î¯ ´¯µ Ë ¬Ç·Ë ¬¸¯ «¬¶¯²Î¯¸´¯µ ´¯Ô·¯¼² Â Ñ¬ ¯µ µ·°± ® ¯·
Amax

À½´ ´¬±¯¼ ¬½°±
Bmax

Ä ½Ë ¯·¯ j²¯¶¼¬²·ÅµÏÅµ²¬²¯ ±¬´¯¸² ³ Ë½µµ µ·¯ ¯²È¯´¯¼ ´½¼°± ¯·¯½¬®±>¶·¶¯ Ê¯µ°±¼¯·®½¶ ¬½Î ¬¬¸L²·µ°±¯ <¯·µ¯ Å´¯¼ ¬¸µ H¬¼¬Ë ¯²¯¼ ´½¼°± «¯µµ½¶¯kÖ·Ë½¸¬²·Å¯¶¯ÈÅ¯ È¯¼´¯ Â
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uWY xYZYWNqJOXeN[ gsN | MYWOXeN[ fl Uh¦n WN YWNY �sZw w W^ YWNqJOXYN ieJ`ZJ^eZYN o WZ`WN `YN NcOXb^YN \]bOXNW^^YN NJOXYWNJN`YZ q_Z `ZYW �cMMY ] YXJN`YM^ �
iU ] YoY[MWOXY yMYr^ZsNYN eN` eN]YoY[MWOXY �sNYN P
� U ] YoY[MWOXY yMYr^ZsNYN eN` LsbW^ZsNYN P
h U ] YoY[MWOXY yMYr^ZsNYN eN` �sNYN U

C Ûø ÛÜ ûçúçë éå��ç g éç ì© Þã àçà êàæ êàýçúçë éå��ç �ãàçà
�N `WYbYw �JMM ZY`egWYZ^ bWOX |MYWOXeN[ fl Uh¦n Jeq `WY yMYr^ZsNYNrswvsNYN^Y U u WY eNh]YoY[MWOXYN �sNYN `WYNYN NeZ JMb vsbW^Wg [YMJ`YNYb t WN^YZ[ZeN`wY`Wew P ew Jeq [ZszYZîrJMJ `WY ieJbWNYe^ZJMW^c^ `Yb L MJbw J ge [YocXZMYWb^YN U yb [WM^ JMbs

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= 8πnemec
2
( [

1 + (Π1,e − zeAmax)
2 + Π2

2,e

]1/2

−
[

1 + (Π1,e − zeA)2 + Π2
2,e

]1/2 )

.
fl Uhkn

aYW^YZY pZJNbvJZYNg `WYbYZ | MYWOXeN[ rJNN w W^XWMqY `YZ pZJNbqsZw J^WsN
zeA ≡ y + Π1,eYZZYWOX^ oYZ`YN P

(ξ2 − 1)3/2

(

∂y

∂ζ

)2

=
8πnee

2

mec2

(

[1 + Π2
2,e + y2

max]
1/2 − [1 + Π2

2,e + y2]1/2
)

,
fl Ujmn

os]YW
ymax = zeAmax − Π1,e

U �eN q_XZ^
1 + Π2

2,e + y2 = u2(1 + Π2
2,e + y2

max) ≡ u2Φ2 fl Uj in
w W^

u = 1
]YW

y = ymax

Jeq YWNY uW¡YZYN^WJM[MYWOXeN[ `YZ xJZWJ]MYN
u > 0 P

(ξ2 − 1)3/2 u2

(u2 − ρ2)(1 − u)

(

du

dζ

)2

=
8πnee

2

mec2Φ
.

fl Uj�n
t WYZ] YW oeZ`Y `WY \]r_ZgeN[

ρ2 = (1 + Π2
2,e)/Φ

2 ≤ 1
YWN[Yq_XZ^ U uJb �N^YZgJMM `YZ�N^Y[ZJ^WsN _]YZ

u
Wb^

0 < ρ ≤ u ≤ 1
U�_XZ^ w JN NeN `WY îrJMYNMcN[Y

Le

wW^^YMb

L2
e =

mec
2Φ(ξ2 − 1)3/2

8πnee2

fl Ujhn
YWN P bs YZXcM^ w JN w W^ yWNq_XZeN[ `YZ `Ww YNbWsNbMsbYN dcN[Y x = ζ/Le

u

[(u2 − ρ2)(1 − u)]1/2

du

dx
= ±1.

fl Ujjn
îs rJNN `Jb xYr^sZvs^YN^WJM Jeb YWNYZ YWNqJOXYN ieJ`ZJ^eZ ] Yb^Www^ oYZ`YN P oYMOXY NeZgsN YWNYw YWNgW[YN LJZJwY^YZ

ρ
J]XcN[^ U uYZ {ssZ`WNJ^YNeZbvZeN[ Wb^ bs [YocXM^ P `Jbb

x = 0
]YW

(du/dx) = 0
U I JN ]YJOX^Y ge`Yw P `Jbb | MYWOXeN[ fl Ujjn NY] YN ρ ≤ u ≤ 1

¥¥



\]]WM`eN[ l Ui� xYZMJeq `Yb w s`W£gWYZ^YN Ls^YN^WJMb
u(x)

WN \]XcN[W[rYW^ gsw LJZJwY^YZ
ρ
U I W^ oJOXbYN`Yw

ρ
o WZ`

u lJOXYZ U u WY îW^eJ^WsN ρ → 0
rsZZYbvsN`WYZ^

w W^ [Z¨zYZ oYZ`YN`Yw
Amax

eN` gYW[^ `WY {swvZYbbWsN `Yb Ls^YN^WJMb gerMYWNYN VYZYWOXYN `Yb 1 Z^Yb
x
U u WY LeNr^Y [Y] YN ÿ YoYWMb ` WY LsbW^WsN JN Pos

u = ρ
[WM^ U

YWNYN goYW^YN d¨beN[bgoYW[
u ≥ ρ ≥ 1

]YbW^gYN r¨NN^Y U aY[YN `YZ uY£NW^WsN gsN
ρ
[WM^

ÿ Y`sOX `WY yWNbOXZcNreN[
ρ ≤ 1

U
îs[JZ YWNqJOXY pJ]YMMYNrJMreMJ^WsNbvZs[ZJwwY YZMJe]YN Yb P ` WY \]XcN[W[rYW^ `YZ xJhZWJ]MYN

u
gsN

x
q_Z gYZbOXWY`YNY LJZJwY^YZ

ρ < 1
`JZgeb^YMMYN P o WY WN \]]WM`eN[ l Ui[YgYW[^ U

\NJMs[ ge `YZ [YZJ`Y ] YNe^gYN xsZ[YXYNboYWbY rJNN JeOX `Jb IJ[NY^qYM`
(∂A/∂ζ) ≡

B
NsZw WYZ^ oYZ`YN ÷

(zeB)2 =

(

∂y

∂ζ

)2

≡ (1 − u)Φ2/L2
e,

fl Ujln
bs `Jbb `Jb w JKWw JMY IJ[NY^qYM`

Bmax
]YW

u = ρ
Jeq^JeOX^ eN` [Y[Y] YN Wb^ `eZOX

B2
max = (mec

2/ee)
2(1 − ρ)Φ2/L2

e =
8πnemec

2(1 − ρ)Φ

(ξ2 − 1)3/2

fl Uj¥n
uJNN YZXcM^ w JN w W^

b = B/Bmax
`YN YWNqJOXYN \eb`ZeOr q_Z `WY w J[NY^WbOXY �YM`YNYZh[WY`WOX^Y
b2 = (1 − u)/(1 − ρ)

fl UjSn
WN

1 ≥ u ≥ ρ
U u WYbY NsZw WYZ^Y yNYZ[WY`WOX^Y Wb^ WN \]]WM`eN[ l U� ge bYXYN U aY[YN `YZfLeNr^hnî�wwY^ZWY `YZ {eZgY Wb^ NeZ `YZ VYZYWOX x ≥ 0

`JZ[Yb^YMM^ P w JN ]YJOX^Y J] YZ P`Jbb
B
eN[YZJ`Y WN

ζ
fs`YZ

x
n Wb^ U

u WYbY yZ[Y]NWbbY bWN` oY[YN
E ≡ ξ(∂A/∂ζ) = ξB

YWNqJOX Jeq `Jb YMYr^ZWbOXY �YM`_]YZ^ZJ[]JZ U I JN YZXcM^ `JXYZ
E2

max = 8πnemec
2(1 − ρ)Φ2ξ2/(ξ2 − 1)3/2 = ξ2B2

max

fl Uj¦n
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\]]WM`eN[ l U� � u WY NsZw WYZ^Y w J[NY^WbOXY �YM`YNYZ[WY`WOX^Y
b2(x)

WN \]XcN[W[rYW^ gsN
ρ
UíY X¨XYZ

ρ P `Yb^s ]ZYW^YZ Wb^ b2 WN x
U u WY îW^eJ^WsN

ρ → 0
rsZZYbvsN`WYZ^

w W^ [Z¨zYZ oYZ`YN`Yw
Amax

eN` bsw W^ Wb^ `Jb IJ[NY^qYM` `JNN WN
xrswvZWw WYZ^ U

eN` q_Z `Jb NsZw WYZ^Y �YM` [WM^
ε ≡ E/Emax = (ξB)/(ξBmax) = b

U \ Mbs Wb^ `YZ ZYMJ^WgYxYZMJeq `Yb YMYr^ZWbOXYN eN` wJ[NY^WbOXYN �YM`Yb [MYWOX P ÿ Y`sOX rJNN wJN YWNYN §N^YZhbOXWY` ]YW `YZ VY^ZJOX^eN[ `YZ IJKWw JMoYZ^Y bYXYN � a cXZYN`
Bmax

]YW b^YW[YN`YN
ξvZsvsZ^WsNJM ge

ξ−3/2 rMYWNYZ o WZ` P NWww^ Emax
`J[Y[YN NeZ w W^

ξ−1/2 J] U u WY oYW^YhZY u WbrebbWsN `YZ Zcew MWOXYN eN` gYW^MWOXYN îrJMWYZeN[ o WZ` bvc^YZ Ww \]bOXNW^^ l Uh Ul`WYbYZ \Z]YW^ ] Y^ZJOX^Y^ Uyb bYW YZocXN^ P `Jbb | MYWOXeN[ fl Ujjn JNJM�^WbOX JMb îewwY YMMWv^WbOXYZ �N^Y[ZJMY [YM¨b^oYZ`YN rJNN P bWYXY \NXJN[ M Uj U u WY d¨beN[ MJe^Y^
− 2ρ√

1 + ρ
F(arcsin X, k) + 2

√

1 + ρE(arcsin X, k) = ∓x,
fl Ujkn

w W^
k2 = (1 − ρ)/(1 + ρ)

eN`

X =
µ√

1 − ρ
=

√
1 − u√
1 − ρ

= |b| = |ε|. fl Ulmn

C Ûø Ûø g éç ì© Þãàçà êàæ mãá å© Þã àçà
VY^ZJOX^Y^ w JN `YN �JMM YWNYb yMYr^ZsNhLsbW^ZsNhLMJbw Jb P bs NWww^ |MYWOXeN[ fl Uh¦n `WY�sZw

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= 8πnmc2
( [

1 + Π2
2,p + (Π1,p + zAmax)

2
]1/2

+
[

1 + Π2
2,e + (Π1,e − zAmax)

2
]1/2

−
[

1 + Π2
2,p + (Π1,p + zA)2

]1/2

¥¦



−
[

1 + Π2
2,e + (Π1,e − zA))2

]1/2 ) fl Ul in
JN P os]YW JN[YNswwYN oeZ`Y P `Jbb `WY pYWMOXYNgJXM`WOX^YN [MYWOX bWN` P o WY Yb WN |MYWhOXeN[ fl U�S`n [YqsZ`YZ^ o WZ` U

Π1,p(Π1,e)
eN`

Π2,p(Π2,e)
]YgWYXYN bWOX ÿ YoYWMb Jeq LsbW^ZshNYN eN` yMYr^ZsNYN P eN` Yb [WM^ z = e/(mc2)

Ua cXM^ w JN NeN `WY {sNb^JN^YN bs P `Jbb Π1,p = −Π1,e
eN`

Π2
2,p = Π2

2,e

[WM^© P bs ] YbW^g^| MYWOXeN[ fl Ul in YKJr^ `WY [MYWOXY î^Zer^eZ o WY |MYWOXeN[ fl Uhkn P oYNN wJN 8π
`eZOX

16π
YZbY^g^ U u WY yZ[Y]NWbbY `Yb gsZXYZW[YN {JvW^YMb bWN` JMbs _]YZ^ZJ[]JZ P oYNN w JN`WY îrJMYNMcN[Y

Le

ew `YN �Jr^sZ
21/2 Jeq Le/2

1/2 gYZrMYWNYZ^ U \ MMY JN`YZYN |Z¨zYN]MYW] YN Ww xYZ[MYWOX ge `Yw �JMM P `Jbb NeZ ] YoY[MWOXY y MYr^ZsNYN ]Y^ZJOX^Y^ oeZ`YN PeNgYZcN`YZ^ U u WY NsZw WYZ^YN d¨beN[YN q_Z
ε P b eN` u

cN`YZN bWOX Ww
xh~Jew NWOX^ U u WY|Z¨zY `Yb w JKWw JMYN YMYr^ZWbOXYN eN` w J[NY^WbOXYN �YM`Yb YZX¨X^ bWOX ew `YN �Jr^sZ

21/2 P ocXZYN` `WY vX�bWrJMWbOXY dcN[Y ζ
`Yw YN^bvZYOXYN` ew `YN �Jr^sZ

21/2 gYZZWN[YZ^o WZ` U
C Ûø Û� g éç ì© Þãàçà êàæ �ãàçà
�Y] YN YWNYw yMYr^ZsNhLsbW^ZsNhLMJbw J o WZ` NeN JeOX `YZ �JMM YWNYb yMYr^ZsNh�sNhLMJbhwJb ]Y^ZJOX^Y^ U �N `WYbYZ îW^eJ^WsN o WZ` |MYWOXeN[ fl Uh¦n ge

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= 8πnc2
(

mi

[

1 + Π2
2,i + (Π1,i + µ|ze|Amax)

2
]1/2

+me

[

1 + Π2
2,e + (Π1,e − zeAmax)

2
]1/2

−mi

[

1 + Π2
2,i + (Π1,i + µ|ze|A)2

]1/2

−me

[

1 + Π2
2,e + (Π1,e − zeA)2

]1/2 )

.
fl Ul�n

a WY`YZew bWN` `WY u WOX^YN q_Z `WY yMYr^ZsNYN eN` �sNYN [MYWOX P o WY Yb q_Z | MYWOXeN[fl U�S`n ] YN¨^W[^ o WZ` U }e`Yw q_XZ^ w JN
µ = me/mi

YWN P eN` Π1,i(Π1,e)
eN`

Π2,i(Π2,e)]YgWYXYN bWOX ÿ YoYWMb Jeq `WY �sNYN s`YZ yMYr^ZsNYN UnXNMWOX o WY Ww �JMMY `Yb yMYr^ZsNhLsbW^ZsNhLMJbw Jb rJNN w JN `WY {sNb^JN^YN [YhbOXWOr^ ocXMYNþ P Π1,i = −µΠ1,e
eN`

1 + Π2
2,i = µ2(1 + Π2

2,e)
U u JNN YN^bvZWOX^ | MYWOXeN[fl Ul�n o WY`YZew |MYWOXeN[ fl Uhkn P oYNN w JN 8π

`eZOX
16π
YZbY^g^ U u WY NsZw WYZ^YN d¨hbeN[YN ]MYW] YN YZXJM^YN P Le

o WZ` ge
Le/2

1/2 eN` `WY IJKWw J `Yb YMYr^ZWbOXYN eN` w Jh[NY^WbOXYN �YM`Yb YZX¨XYN bWOX ew
21/2 U

C Ûø ÛÚ 2�� éêááâã éëç Þêàë
uWYbY `ZYW bYXZ YWNqJOXYN VYWbvWYMY gYW[YN `YN YKJr^YN xYZMJeq `Yb Ls^YN^WJMb bso WY `YZ
YMYr^ZWbOXYN eN` w J[NY^WbOXYN �YM`YZ J]XcN[W[ NeZ gsN YWNYw ïqZYWYNð LJZJw Y^YZ P ρ UíY`sOX osXN^ `WYbYN YKJr^YN d¨beN[YN YWN qeN`Jw YN^JMYb LZs]MYw WNNY P oYMOXYb gsN`Yw bv YgW£bOXYN \NbJ^g q_Z `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN

Fa

b^Jww^ U \w `Ye^MWOXb^YN Wb^`WYbYb LZs]MYw JNXJN` `Yb IJ[NY^qYM`Yb fl UjSn ge bYXYN U u WY îOXo WYZW[rYW^ Wb^ P `Jbb `JbÐÑ ·¯µ¯µ ®¯´¯½²¯² ³ ´¬µµ ´·¯ jËÆ½¸µ¯ ¯²¶¯¶¯¶¯µ¯²¾² ¶¸¯·°± µ·´ Â ; µ ·µ² ·²½·²·Õ Õ¯¼µ²>´¸·°± ³ ´¬µµ ´·¯µ¯µ¯·¯ Õ¯¼»Î²·¶¯ Ø¬±Ë¯ ·µ² Â�Ø½°± ±·¯¼ Ï¬ Ë ¬ ´¬µ ¬¸µ ½¶¯Î>±¼ ¯²¶¯¶¯¶¯µ¯²¾² ¶¸¯·°±¯ jËÆ½¸µ¯ Æ¼Å « ¬µµ¯ Õ¯¼µ²¯±¯ Â

¥k



�YM` gsN
u = 1

NJOX
u = ρ

JNb^YW[^ eN` `JNN ]YW
u = ρ

bvZeN[XJq^ Jeq �eMM geZ_Or[YX^ Uu WYbYb xYZXJM^YN Wb^ eNvX�bWrJMWbOX � I JN bsMM^Y gYZwe^YN P `Jbb `Jb �YM` Jw ïyN`Yð `YZNWOX^MWNYJZYN aYMMYNb^Zer^eZ f
u = ρ

n b^Y^W[ [Y[YN �eMM b^ZY]^ P `WYbYb Wb^ ÿ Y`sOX NWOX^`YZ �JMM U u WY §ZbJOXY `WYbYZ yW[YNXYW^ `YZ YKJr^YN d¨beN[ MWY[^ WN `YZ \NNJXwY YWNYZ
δhq¨Zw W[YN xYZ^YWMeN[ `YZ pYWMOXYN UuJb �JMMYNMJbbYN `WYbYb \NbJ^gYb bsMM^Y YWN vX�bWrJMWbOX bWNNgsMMYZYb xYZXJM^YN `Yb IJh[NY^qYM`Yb [Yb^J^^YN ÷ ÿ Y`sOX MJbbYN bWOX WN `WYbYw �JMM `WY �wveMbWN^Y[ZJMY Ww \ MM[Yw YWNYNNWOX^ w YXZ bs YWNqJOX M¨bYN U y WNYN JNJM�^WbOX ]YXJN`YM]JZYN }e[JN[ [Yb^J^^YN ÿ Y`sOXJb�wv^s^WbOXY �cXYZeN[YN ÷ `WYbYb d¨beN[bbOXYw J bsMM Ww qsM[YN`YN \]bOXNW^^ gYZqsM[^
oYZ`YN U
\ �� � �o	 ��J� ��� �� 
�������
1]osXM `WY YKJr^YN d¨beN[YN P oYMOXY Ww gsZXYZW[YN \]bOXNW^^ XYZ[YMYW^Y^ oeZ`YN P YWN W[Y�NqsZw J^WsNYN _]YZ `WY î^Zer^eZ `YZ bYM]b^rsNbWb^YN^YN aYMMYN MWYqYZN P XJ]YN bWY �JOXh^YWMY U îs Wb^ WXZY [Z¨z^Y VYbOXZcNreN[ P `Jbb `WY d¨beN[YN JN oYNW[Y bv YgW£bOXY eN` bYXZYWNqJOXY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN [Y]eN`YN bWN` U §w `Jb xYZXJM^YN YWNYZ [JNgYN { MJbbYgsN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsNYN ge ]YbOXZYW] YN P r¨NN^Y w JN `WYbY xYZ^YWMeN[YN Jeq YWNY JMM[YhwYWNYZY �sZw ]ZWN[YN eN` `JNN `WY �N^Y[ZJMY _]YZ

Πx
eN`

$y
WN |MYWOXeN[ fl Uh¥n M¨bYN UíY`sOX b^¨ZYN XWYZ] YW ` WY aeZgYM^YZw Y

E⊥(Amax, $)
eN`

E⊥(A,$)
WN xYZ]WN`eN[ w W^

`YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN
Fa P `YNN `WYbY �N^Y[ZJMY bWN` JNJM�^WbOX NWOX^ w YXZ M¨b]JZ U\ M^YZNJ^Wg bsMM Ww �sM[YN`YN YWNY JN`YZY pYOXNWr gYZoYN`Y^ oYZ`YN U îWY ] YZeX^ JeqYWNYZ ~YWXYNYN^o WOrMeN[ `WYbYZ aeZgYMJeb`Z_OrY P bs `Jbb `WY YWNgYMNYN 1 Z`NeN[YN `WYbYZ

yN^o WOrMeN[ oYW^Jeb YWNqJOXYZ ] YZYOXYN]JZ bWN` U u WY YN^b^YXYN`YN �N^Y[ZJMY ] YWNXJM^YNNWOX^ w YXZ `WY aeZgYMJeb`Z_OrY P bsN`YZN NeZ NsOX �wveMbw swYN^Y `YZ xYZ^YWMeN[bqeNrh^WsN U uYN LZYWb P `YN w JN q_Z `WYbY �cXYZeN[ gJXM^ P Wb^ qZYWMWOX P `Jbb w JN NeZ NsOX q_Z] Yb^Www^Y VYZYWOXY `Yb xYr^sZvs^YN^WJMb ~A
d¨beN[YN XJ^� Uu WYbYb {JvW^YM ] YXJN`YM^ Ww aYW^YZYN `WY `ZYW w ¨[MWOXYN Jb�wv^s^WbOXYN �cMMY �

iU
Amax

eN`
A
ÿ YoYWMb [Zsz ÷

� U
Amax

[Zsz P J] YZ A
rMYWN ÷

h U
Amax

eN`
A
]YW`Y rMYWN Pos]YW b^Y^b

0 ≤ A ≤ Amax

JN[YNswwYN o WZ` U u WY [YNJeY VY`Ye^eN[ gsN ï [Zszð eN`ïrMYWNð o WZ` Y] YNqJMMb w W^ t WMqY gsN �N^Y[ZJMYN _] YZ `WY pYWMOXYNYW[YNbOXJq^YN WN `YNYWNgYMNYN \]bOXNW^^YN YZMce^YZ^ U�sZw JM ÿ Y`sOX ]Y`Ye^Y^ ï
Amax

Wb^ [Zszð P `Jbb |zaAmax| À |pj|
WN `YZ ïbYNrZYOX^YNðyNYZ[WY

E⊥ =
√

1 + $2
y + (Πx − zaAmax)2 P os]YW pj ∈ [Πx, $y]

÷ eN` YN^bvZYOXYN` [WM^
�Ø ´·¯µ¯¼ Ö²¯¸¸¯ µÅ¸¸²¯ ´¯¼ Ò¯µ¯¼ ·¯±¬¸²¯ ½´ µ·°± Å °± ¯·Ë ¬¸ ´·¯ Ó¯¼¬½µµ¬¶¯ ´·¯µ¯µ Ø®µ¬²¾¯µÏ¸¬¼Ë ¬°±¯ p Ñ·¯ ¯·¾·¶¯ Ë ¬²±¯Ë ¬²·µ°±¯ =>±¯¼½¶ ³ ´·¯ ´½¼°±¶¯Î»±¼² È ·¼´ ³ ·µ² ´·¯ B¯·±¯¯²È ·°ÏÉ¸½¶ ´¯¼ <½¼¾¯¸

E⊥(Amax,$)
½´

E⊥(A,$)
Â Ø ´·¯ Í¯¼²¯·¸½¶µÎ½Ï²·Å ´¯¼ q¯·¸°±¯

Fa

³ È¯¸°±¯µ·°± ¬½µ ´¯¼ Ñ¯Ô·²·Å Àr ÂÙs Ä ¯¼¶·®² ³ È¯¼´¯ Ï¯·¯¼¸¯· ØÎÅ¼´¯¼½¶¯ ¶¯µ²¯¸¸² t ; µ È ·¼´ µ·°± ¾¯·¶¯ ³´¬µµ ´·¯ ; ·¶¯µ°±¬Î²¯ ´¯¼ ÖÅ¸·²Å¯ ´¬ ¬½µ ´¯ «ÅË¯²¯ ´·¯µ¯¼ Í¯¼²¯·¸½¶µÎ½Ï²·Å ¬¸¸¶¯Ë ¯·¬¶¯¶¯® ¯ È¯¼´¯ Ï?¯ Â Ñ¬±¯¼ ´¯°Ï² ´·¯ ÎÅ¸¶¯´¯ Ê¯²¼¬°±²½¶ ¯·¯ µ¯±¼ ¶¼Åu¯ Ê¬´®¼¯·²¯ ¬ Ë ?¶É¸·°±¯ <¯¸¸¯ ¬® × È>±¸² Ë ¬ µ·°± ¯·¯ Í¯¼²¯·¸½¶µÎ½Ï²·Å ³ µÅ µ·´ ´·¯ ; ·¶¯µ°±¬Î²¯ ´¯µ ÖÅ¸·²Åµ ·ËH ¼·¾·Æ Î¯µ²¶¯¸¯¶² ½´ Ë ¬ Ï¬ ´·¯µ¯ ¯·Î¬°± ¬¶¯® ¯ Â Ê¯·µÆ·¯¸µÈ¯·µ¯ ±>¶² ´¯¼ · Ø®µ°±·²² r ÂÃ Âb¯·¶¯Î»±¼²¯ H¬¼¬Ë ¯²¯¼
R
À¬®¶¯µ¯±¯ ÕÅ Ë¯µµ®¬¼¯ ¿¼?u¯ Ä ½¼ ÕÅ ´¯¼ Í¯¼²¯·¸½¶µÎ½Ï²·Å

Fa

¬® Â

Sm



|zaAmax| ¿ |pj|
q_Z ï

Amax

Wb^ rMYWNð U uYZ yWNoJN` P `Jbb `WY �wveMbY pj

_]YZ `YN [YbJw h^YN �wveMbZJew WN^Y[ZWYZ^ oYZ`YN eN` `Jbb `JXYZ `WYbY \NNJXwYN NWOX^ _]YZJMM [_M^W[
bYWN r¨NNYN P w J[ geNcOXb^ ] YZYOX^W[^ YZbOXYWNYN U �w �JMMY ïAmax

rMYWNð r¨NNYN goJZ `WY�wveMbY
pj
]Y^ZJ[bw czW[ rMYWNYZ JMb YWN ] YMWY]W[ rMYWNYb Ls^YN^WJM

zaAmax

oYZ`YN P ÿ Y`sOX[WM^ ^Zs^g`Yw |zaAmax| ¿ 1
eN` w JN `JZq

E⊥
oYW^YZXWN q_Z rMYWNY

zaAmax
YN^o WOrYMN U�w �JMMY ï

Amax

[Zszð bsZ[^ `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN `Jq_Z P `Jbb q_Z [Z¨zYZY pj
`WY ~YWhXYNYN^o WOrMeN[ gsN

E⊥
rJew NsOX gew �N^Y[ZJM ] YW^Zc[^ P eN` bsw W^ `WY \]oYWOXeN[ ]YW

|pj| ≥ |zaAmax|
gYZNJOXMcbbW[^ oYZ`YN rJNN U

C Û� ÛÜ
Amax

êàæ
A
ýç åæç ë Þãv

IJN ]Y^ZJOX^Y geNcOXb^ Jeq `YZ ZYOX^YN îYW^Y gsN |MYWOXeN[ fl Uh¥n `YN �Jr^sZ
H(Amax) = 8π

∑

a

namac
2

∫

d2$ Fa(Πx, $y)
[

1 + $2
y + (Πx − zaAmax)

2
]1/2

.
fl Ulhn

u WYbYZ Mcbb^ bWOX w W^
ya ≡ (zaAmax)

−1 eN` |za|mac
2 = |qa|

ew bOXZYW] YN P
G(Amax) =

H(Amax)

Amax

= 8π
∑

a

na|qa|
∫

d2$ Fa

[

y2
a(1 + $2

y) + (1 − yaΠx)
2
]1/2

.
fl Uljn

y WNY ~YWXYNYN^o WOrMeN[ gsN
G(Amax) P bsZ^WYZ^ NJOX Ls^YNgYN gsN

ya P MWYqYZ^ `JNN

G(Amax) = G0 +
G1

Amax

+
G2

2A2
max

+
G3

6A3
max

+
G4

24A4
max

+ . . .
fl Ulln

w W^
G0 = 8π

∑

a

na|qa|
∫

d2$ Fa = 8π
∑

a

na|qa| > 0

G1 = −8π
∑

a

na|qa|z−1
a

∫

d2$ FaΠx

G2 = 8π
∑

a

na|qa|z−2
a

∫

d2$ Fa(1 + $2
y) > 0

G3 = 24π
∑

a

na|qa|z−3
a

∫

d2$ Fa(1 + $2
y)Πx

G4 = −24π
∑

a

na|qa|z−4
a

∫

d2$ Fa(1 + $2
y)(1 + $2

y − 4Π2
x)

fl Ul¥n
IJN ]YJOX^Y P `Jbb G1 = G3 = 0 P qJMMb Fa(Πx, $y)

[YZJ`Y WN
Πx
U �_Z

H(A)
q_XZ^ YWhNY cXNMWOXY \Z[ewYN^J^WsN -%*+*". -%*+$7". ge YWNYw ge |MYWOXeN[ fl UlSn W`YN^WbOXYN\eb`ZeOr P WN `Yw MY`W[MWOX Amax

`eZOX
A
YZbY^g^ o WZ` UI JN XJ^ geNcOXb^

H(A) = AG0 + G1 +
G2

2A
+

G3

6A2
+

G4

24A3
+ . . .

fl UlSn
eN` ]ZWN[^ |MYWOXeN[ fl Uh¥n JNbOXMWYzYN` WN `WY �sZw

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

' G0(Amax − A) − 1

2
G2

[
1

A
− 1

Amax

]

= G0(Amax − A)
(

A − G2

2G0Amax

)

/A.
fl Ul¦n

Si



\N `WYbYZ î^YMMY b^YMM^ bWOX `WY �ZJ[Y NJOX `YZ |_M^W[rYW^ `WYbYZ ~YWXYNYN^o WOrMeN[ fYNn U1¡YN]JZ b^YMM^ | MYWOXeN[ fl Ulln NeZ `JNN YWNY [e^Y �cXYZeN[ gsN
G
`JZ P qJMMb

G0 À max

{

G1

Amax

,
G2

2A2
max

,
G3

6A3
max

,
G4

24A4
max

}

.
fl Ulkn

tc^^Y w JN NeZ `WYbY yN^o WOrMeN[ P bs MY[^Y `WYbY §N[MYWOXeN[ `YN \eb`ZeOr ï [Zszð q_Z
Amax

qYb^ U }ew VYWbvWYM ] YN¨^W[^Y w JN q_Z YWNY b�wwY^ZWbOXY pYWMOXYNgYZ^YWMeN[ w W^
G1 = G3 = 0

A−1
max ¿ min{(2G0/G2)

1/2, (24G0/|G4|)1/4} ≡ M,
fl U¥mn

osXWN[Y[YN q_Z YWNY Jb�wwY^ZWbOXY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN f
G1 6= 0 6= G3

n
A−1

max ¿ min{M, G0/|G1|, (6G0/|G3|)1/3} ≡ N fl U¥ in
YZqsZ`YZMWOX o_Z`Y U I JN ]YJOX^Y ÿ Y`sOX P `Jbb ] YW `YZ ~YWXYNYN^o WOrMeN[ fl Ul¦n `WY §Nh[MYWOXeN[ fl Ulkn NWOX^ go WN[YN` YZq_ MM^ bYWN webb P `J Yb bWOX XWYZ] YW ew YWNY u W¡YZYNggoYWYZ YN^o WOrYM^YZ �eNr^WsNYN XJN`YM^ U yb webb NeZ

G0(Amax −A) À 1
2
G2(A

−1 −A−1
max)[YM^YN P oJb o WY`YZew `WY VY`WN[eN[

A2
max ≥ AAmax À G2

2G0

fl U¥�n
geZ �sM[Y XJ^ UI W^ `YZ îrJMWYZeN[ `Yb Ls^YN^WJMb P A = uAmax P YZXcM^ w JN Jeb |MYWOXeN[ fl Ul¦n `WY`Ww YNbWsNbMsbY NeJ`ZJ^WbOXY u W¡YZYN^WJM[MYWOXeN[3

(

du

dx

)2

=
(1 − u)(u − R2)

u

fl U¥hn
w W^

R2 ≡ G2

2G0A2
max

=

(
∑

a

na|qa|
2z2

aA
2
max

∫

d2$ Fa(1 + $2
y)

) / (
∑

a

na|qa|
) fl U¥jn

eN`
ζ = xL P os]YW

L2 ≡ (ξ2 − 1)3/2Amax/G0.
fl U¥ln

| MYWOXeN[ fl U¥hn ] YbW^g^ NeN YWNY [YYW[NY^Y �sZw P ew `WY [Yo_NbOX^YN vX�bWrJMWbOXYNy W[YNbOXJq^YN `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMYNb^Zer^eZYN ]YbOXZYW] YN ge r¨NNYN U}eNcOXb^ bYW ] Yw YZr^ P `Jbb cXNMWOX geZ \ Z[ew YN^J^WsN WN \]bOXNW^^ l U� Ui `WY ZYOX^YîYW^Y gsN | MYWOXeN[ fl U¥hn goYW d¨beN[bgoYW[Y ] YbW^g^ P `J `WY MWNrY îYW^Y `WYbYZ | MYWOXeN[b^Y^b vsbW^Wg Wb^ U uYbXJM] [W]^ Yb NeZ d¨beN[YN w W^
u,R < 1

s`YZ
u,R > 1

U aY[YN `YZuY£NW^WsN
u = A/Amax ≤ 1

[WM^ ÿ Y`sOX `WY y WNbOXZcNreN[
R ≤ 1 P oJb Y] YNqJMMb `eZOX`WY ~YWXYNYN^o WOrMeN[ fl Ulln eN` `YZ uY£NW^WsN fl U¥jn ws^Wg WYZ^ oeZ`Y UuYb aYW^YZYN Wb^ MYWOX^ ge bYXYN P `Jbb `WY ZYOX^Y îYW^Y gsN | MYWOXeN[ fl U¥hn YWN IJKWhwew ]YW

u = R
XJ^ U aY[YN

(du/dx)2
max = (1 − R)2 fl U¥¥n

4«¬ Õ¯¼¶¸¯·°±¯ ´·¯ ¬½	¬¸¸¯´¯ w±¸·°±Ï¯·² ´·¯µ¯¼ ¿ ¸¯·°±½¶ Î»¼ ´·¯ =>±¯¼½¶¯ Ë ·² ´¯¼ ¯Ç¬Ï²¯Ò? µ½¶ r ÂÁÁ Â
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YZXcM^ w JN bsqsZ^ `Jb IJKWwew `Yb IJ[NY^qYM`Yb [Yw cz
B2

max = (dA/dζ)2
max = (1 − R)2A2

max/L
2.

fl U¥Sn
I W^

b = B/Bmax

[WM^ JMbs q_Z `Jb �YM`

b2 =
(1 − u)(u − R2)

u(1 − R)2
.

fl U¥¦n
uYZ X¨OXb^Y aYZ^ `Yb IJ[NY^qYM`Yb ^ZW^^ ] YW

u = R
Jeq P oJb YWNYw vX�bWrJMWbOXYN 1 Z^

xmax < xend
YN^bvZWOX^ U

xend

bYW JMb `YZÿ YNW[Y 1 Z^ qYb^[YMY[^ P ] YW `Yw u = R2 < R
U u WYbYZWb^ `J`eZOX Jeb[YgYWOXNY^ P `Jbb XWYZ `Jb IJ[NY^qYM` YKJr^ `YN aYZ^ �eMM YZZYWOX^ U IJNrJNN JMbs gsw yN`veNr^ `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY s`YZ `Yb îsMW^sNb ZY`YN P JN `Yw `JbIJ[NY^qYM` vX�bWrJMWbOX rsZZYr^ gYZbOXo WN`Y^ P Ww |Y[YNbJ^g ge `YZ YKJr^YN d¨beN[ WN{JvW^YM l U�

yb bYW NsOX YZocXN^ P `Jbb R
`eZOX `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN eN` `WY u WOX^Y

na
`YZpYWMOXYN Ww LMJbw J ]YZYW^b YWN`Ye^W[ ] Yb^Www^ Wb^ U a cXM^ w JN bWOX YWNY ] Yb^Www^Y xYZh^YWMeN[ P bs MY[^ w JN Jeq `WYbY aYWbY `YN îsMW^sNvJZJwY^YZ R

qYb^ U
R
Wb^ JMbs rYWNYboY[bqZYW ocXM]JZ U

yb qcMM^ JezYZ`Yw Jeq P `Jbb q_Z R → 0
`WY XWYZ ] YbOXZWY] YNY î^Zer^eZ q_Z

b2 bWOX`YZÿ YNW[YN q_Z `WY YKJr^Y NWOX^MWNYJZY aYMMY P [Y[Y] YN `eZOX fl UjSn P JNNcXYZ^ U íY`sOX Wb^`Jb IJK Wwew `Yb IJ[NY^qYM`Yb ] YW
xmax

b^Y^b rMYWNYZ JMb `Jb yN`Y `Yb îsMW^sNb ] YW
xend P JeOX oYNN YZb^YZYb bWOX MY^g^YZYw Y]YNqJMMb NcXYZ^ � aY[YN R > 0

]MYW]^ `YZ LeNr^w W^
u = R

WwwYZ ]YW YWNYw rMYWNYZYN
x
JMb `Yw yN`veNr^ `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY w W^

u = R2 U
C Û� Ûø xêäçÞåá��ç _ßÞá©ç ééêàë æçá àå��© éåàçßÞçà èçÞ�ß é©çàá
�eN bsMM WN `WYbYw \]bOXNW^^ `WY NWOX^MWNYJZY d¨beN[ `YZ | MYWOXeN[ fl U¥hn [ZJ£bOX `JZh[Yb^YMM^ oYZ`YN U | MYWOXeN[ fl U¥hn rJNN WN YWNY ieJ`ZJ^eZ _]YZq_XZ^ oYZ`YN eN` XJ^ `JNN`WY �sZw

±x + C =
∫ u

R2

du′ u′1/2

(1 − u′)1/2(u′ − R2)1/2
≡ I(u,R).

fl U¥kn
aY[YN

u = 1
]YW

x = 0
Wb^ `WY �N^Y[ZJ^WsNbrsNb^JN^Y

C
qYb^[YMY[^ `eZOX

C = I(1, R) =
∫ 1

R2

du′ u′1/2

(1 − u′)1/2(u′ − R2)1/2

fl USmn
eN` bs YZ[W]^ bWOX q_Z

x > 0
`WY d¨beN[

x = I(1, R) − I(u,R).
fl US in

yb Wb^ ge ]YJOX^YN P `Jbb WN `WYbYZ �sZw `WY ~sMMYN `YZ J]XcN[W[YN eN` `YZ eNJ]XcN[W[YNxJZWJ]MYN gYZ^JebOX^ bWN` U }e `YZ �sZweMWYZeN[
x(u)

Jeb | MYWOXeN[ fl US in webb `WY §w hrYXZqeNr^WsN
u(x)

[Y]WM`Y^ oYZ`YN U uYZ xYZbeOX P `WY �N^Y[ZJMY JNJM�^WbOX ge M¨bYN P q_XZ^Jeq cezYZb^ MJN[Y eN` rswvMWgWYZ^Y \eb`Z_OrY U \N YWNY JNJM�^WbOXY �sZw `YZ §wrYXZhqeNr^WsN Wb^ bsw W^ [JZ NWOX^ ge `YNrYN U �Jbb^ w JN J]YZ
x(u)

JMb LJZJw Y^ZWbWYZeN[ Jeq P bsr¨NNYN q_Z `WY [ZJ£bOXY uJZb^YMMeN[ [YYW[NY^Y aYZ^YvJJZY
(x(u), u)

NewYZWbOX ]Yb^Www^

Sh



\]]WM`eN[ l Uh � xYZMJeq `Yb NsZw WYZ^YN xYr^sZvs^YN^WJMb
u(x)

q_Z gYZbOXWY`YNY aYZ^Y `YbLJZJwY^YZb
R
U
u
NWww^ ]YW

xend

� JN[YgYW[^ `eZOX `WY {ZYegY � YWNYNrsNb^JN^YN aYZ^ JN U uYb aYW^YZYN b^YW[^
u
w W^ oJOXbYN`Yw

R
U u WY îWh^eJ^WsN

R → 0
YN^bvZWOX^ w W^ [ZszYN \wvMW^e`YN

Amax

eN` gYW[^ `WY
î^JeOXeN[ `Yb Ls^YN^WJMb ge rMYWNYN aYZ^YN

x
U

eN` Jeq[Y^ZJ[YN oYZ`YN U \eq `WYbY aYWbY YZXcM^ w JN \]]WM`eN[ l Uh U IJN ]YJOX^Y P `Jbb
u
b�wwY^ZWbOX ]Yg_[MWOX `Yb \eb^JebOXb

x ↔ −x
Wb^ U\eb |MYWOXeN[ fl US in YZXcM^ w JN WN xYZ]WN`eN[ w W^ fl U¥¦n `YN xYZMJeq `YZ NsZw WYZ^YNIJ[NY^qYM`YNYZ[WY`WOX^Y

b2 P bWYXY \]]WM`eN[ l Uj U uJb NsZw WYZ^Y �YM` b
Mcbb^ bWOX bYXZMYWOX^ `JZJeb J]MYW^YN eN` Wb^ WN \]]WM`eN[ l Ul ge bYXYN Uyb MsXN^ bWOX Y] YNqJMMb P `Jb xYZXJM^YN `YZ `Ww YNbWsNbMsbYN dcN[YN xmax

eN`
xend

ge
]Y^ZJOX^YN U yb qcMM^ Jeq P `Jbb q_Z R → 0

`WYbY ] YW`YN |Z¨zYN gsN eN^YZbOXWY`MWOXYN
îYW^YN [Y[YN

x = 2
b^ZY] YN U u WYbYZ aYZ^ o_Z`Y YKJr^ q_Z

R = 0
YZZYWOX^ P `s OX Wb^`WYb eNvX�bWrJMWbOX P `J Yb YZWNYZbYW^b YWNYZ eNYN`MWOX XsXYN \wvMW^e`Y Amax

YN^bvZcOXY U\N`YZYZbYW^b o_Z`Y `JNN `YZ 1 Z^ `YZ w JKWw JMYN �YM`b^cZrY vJZJ`sKYZoYWbY w W^ `Yw `YZgYZbOXo WN`YN`YN �YM`b^cZrY gebJwwYNqJMMYN U�_Z NewYZWbOXY VYZYOXNeN[YN bWN` qsM[YN`Y �cXYZeN[YN N_^gMWOX P oYMOXY ZYWN YwvWhZWbOX [YosNNYN oeZ`YN P
xmax ' 2(1 − R) +

π

2
R8/7,

Sj
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\]]WM`eN[ l Uj � u WY NsZw WYZ^Y IJ[NY^qYM`YNYZ[WY`WOX^Y
b2(x)

q_Z gYZbOXWY`YNY aYZ^Y `YbLJZJwY^YZb
R
U y b Wb^ `Ye^MWOX ge bYXYN P `Jbb `Jb IJK Wwew gsN

b2 ew hbs NWY`ZW[YZ JebqcMM^ P ÿ Y [Z¨zYZ R
Wb^ eN` `Yb^s [Z¨zYZ Wb^ `YZ yN`veNr^

xend
`Yb îsMW^sNb P os `Jb �YM` gYZbOXo WN`Y^ U I W^

R → 0
fYN^bvZYOXYN`YWNYw JNb^YW[YN`YN IJKWw JMoYZ^ `YZ \wvMW^e`Y

Amax
n o WZ` `WY {eZgYWwwYZ b^YWMYZ P eN` `Jb IJK Wwew `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY xmax

f`JZ[Yhb^YMM^ `eZOX {ZYegYn NcXYZ^ bWOX `Yw yN`Y
xend P oYMOXYb `eZOX rMYWNYbYNrZYOX^Y î^ZWOXY ] YW

x = 2.00 P 2.20 P 2.55
eN`

2.99
wJZrWYZ^ Wb^ P JN U aYWM

b2 JOXbYNb�wwY^ZWbOX gYZMceq^ P Wb^ `YZ |ZJvX NeZ q_Z x > 0
`JZ[Yb^YMM^ U

xend ' 2(1 − R) + πR8/7 fl US�n
u WY \]XcN[W[rYW^ `WYbYZ bv YgWYMMYN aYZ^Y gsN

x P xmax

eN`
xend P Wb^ WN \]]WM`eN[ l U¥ge bYXYN U

uJb xYZXcM^NWb
xmax/xend

fJ][Y]WM`Y^ WN \]]WM`eN[ l USn Wb^ Y] YNqJMMb YWNY VY^ZJOX^eN[oYZ^ U yb qcMM^ gsN
1
fq_Z

R → 0
n Jeq

1/2
fq_Z

R = 1
n eN` rYNNgYWOXNY^ `WY �sZw `YbîsMW^sNb U �_Z LJZJwY^YZ

R ' 1
XJ^ `WY aYMMY YWNYN NcXYZeN[boYWbY [Jezq¨Zw W[YN xYZMJeqeN` NWww^ q_Z

R ¿ 1
WwwYZ wYXZ YWNY \Z^ `svvYM^YZ ïîc[YgJXNðh�sZw JN P w W^ ÿ Y YWNYwï}JXNð WN `YN VYZYWOXYN x > 0

eN`
x < 0

eN` w W^ YWNYw `ZJwJ^WbOXYN |ZJ`WYN^YN `Ybw J[NY^WbOXYN �YM`Yb Jw yN`Y `YZ aYMMY P ` UX U go WbOXYN x = xmax
eN`

x = xend
U |YZJ`Y`WYbYZ b^JZrY |ZJ`WYN^ rJNN ]YW ] Yb^Www^YN \NoYN`eN[YN gsN �N^YZYbbY bYWN P g UV U oYNNpYWMOXYN `WYbYN |ZJ`WYN^YN vJbbWYZYN U u WYbYZ \NbJ^g o WZ` WN {JvW^YM ¥ Jw VYWbvWYM `YbíY^b WN YWNYw Jr^WgYN [JMJr^WbOXYN {YZN eN^YZbeOX^ U

�JOX `WYbYZ [ZJ£bOXYN uJZb^YMMeN[ `YZ [YqeN`YNYN îsMW^sNYN q_Z [ZszY aYZ^Y q_Z
AmaxeN`

A
oYZ`YN `WY NsOX Jebb^YXYN`YN �cXYZeN[YN q_Z `Jb xYr^sZvs^YN^WJM `eZOX[Yq_XZ^ U

}eNcOXb^ o WZ` WN |MYWOXeN[ fl Ul¦n NsOX `WY \NNJXw Y YWNYb [ZszYN aYZ^Yb q_Z
Amax

Sl



-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

b

R = 0.01

R = 0.3

R = 0.6

R = 0.9

\]]WM`eN[ l Ul � uJb NsZw WYZ^Y IJ[NY^qYM`
b(x)

q_Z gYZbOXWY`YNY aYZ^Y `Yb LJZJwY^YZb
R
U \eOX XWYZ [WM^ o WY WN \]]WM`eN[ l Uj P `Jbb `Jb IJKWwew gsN |b| ew bsNWY`ZW[YZ JebqcMM^ P ÿ Y [Z¨zYZ R

Wb^ eN` `Yb^s [Z¨zYZ Wb^ `YZ yN`veNr^
xend
U I W^

R → 0
oWZ` `WY {eZgY WwwYZ b^YWMYZ P eN` `Jb IJKWwew `YZNWOX^MWNYJZYN aYMMY

xmax

NcXYZ^ bWOX `Yw yN`Y
xend
U IJN ]YJOX^Y P `Jbbq_Z bYXZ rMYWNY aYZ^Y gsN

R
`Jb �YM` qJb^ MWNYJZ gYZMceq^ U

] YW] YXJM^YN P J] YZ `Jb Ls^YN^WJM A bYM]b^ bsMM ] YZYW^b JMb rMYWN JN[YbYXYN oYZ`YN U
C Û� Û�

Amax
ë Þãv y ßýç Þ

A
ìéç åà

�N `WYbYZ îW^eJ^WsN rJNN `WY yN^o WOrMeN[ q_Z
H(Amax)

Jeb `Yw gsZXYZW[YN \]bOXNW^^_] YZNswwYN oYZ`YN U uYN �Jr^sZ
H(A) = 8π

∑

a

namac
2

∫

d2$ Fa(Πx, $y)
[

1 + $2
y + (Πx − zaA)2

]1/2 fl UShn
webb w JN ÿ Y`sOX NYe YN^o WOrYMN U u WY ~YWXYNYN^o WOrMeN[ gsN

H(A)
ew

A = 0
q_XZ^ w W^

`YZ yNYZ[WY
γ2 = 1 + Π2

x + $2
y

fw JN ]Y`YNrY P `Jbb Πz = 0
n Jeq

H(A) = H0 + H1A + H2A
2/2 + H3A

3/6 + H4A
4/24 + . . .

fl USjn
w W^

H0 = 8π
∑

a

namac
2

∫

d2$ Faγ > 0

H1 = −8π
∑

a

namac
2za

∫

d2$ Faγ
−1Πx

H2 = 8π
∑

a

namac
2z2

a

∫

d2$ Faγ
−3(1 + $2

y) > 0

S¥
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max

\]]WM`eN[ l U¥ � u WY \]XcN[W[rYW^ gsN
xmax(R)

eN`
xend(R)

gsw LJZJw Y^YZ
R
U �_Z rMYWNYaYZ^Y gsN

R
bWN`

xmax

eN`
xend

JNNcXYZN` [MYWOX fJeOX oYNN
xmax

b^Y^brMYWNYZ JMb
xend

bYWN webb P bWYXY pYK^n ÷ xend

ocOXb^ w W^
R → 1

Jeq
π PocXZYN`

xmax

Jeq
π/2
J]qcMM^ U ywvWZWbOX r¨NNYN `WYbY {eZgYN JNNcXYZN``eZOX `WY �sZw YMN fl US�n ] YbOXZWY] YN oYZ`YN U

H3 = 24π
∑

a

namac
2z3

a

∫

d2$ Faγ
−5(1 + $2

y)Πx

H4 = −24π
∑

a

namac
2z4

a

∫

d2$ Faγ
−7(1 + $2

y)(1 + $2
y − 4Π2

x)
fl USln

IJN ]YJOX^Y P `Jbb `WY | MYWOXeN[YN fl USlJn� fl USlYn P w W^ \ebNJXwY `YZ Ls^YNgYN gsN
γ
eN`

za P `WY [MYWOXY î^Zer^eZ ] YbW^gYN o WY `WY |MYWOXeN[YN fl Ul¥Jn� fl Ul¥Yn U uJXYZ [WM^JNJMs[ q_Z YWNY WN
Πx

[YZJ`Y xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN
Fa P `Jbb H1 = 0 = H3

U §N` cXNMWOX Wb^`WY ~YWXYNYN^o WOrMeN[ `JNN YWNY [YYW[NY^Y VYbOXZYW]eN[ P oYNN [WM^
H0 À max{H1A,H2A

2/2, H3A
3/6, H4A

4/24}. fl US¥n
u WYbY §N[MYWOXeN[ MY[^ `YN îWNN `Yb \eb`ZeOrb ïrMYWNð q_Z A

qYb^ U�_Z YWNY b�wwY^ZWbOXY pYWMOXYNgYZ^YWMeN[ w W^
H1 = H3 = 0

]YN¨^W[^ w JN
A ¿ min{(2H0/H2)

1/2, (24H0/|H4|)1/4} ≡ P,
fl USSn

ocXZYN` q_Z YWNY Jb�wwY^ZWbOXY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN f
H1 6= 0 6= H3

n
A ¿ min{P , H0/|H1|, (6H0/|H3|)1/3} ≡ Q fl US¦n

[YM^YN webb U aYNN NeN `WYbY { MYWNXYW^ [Y[Y] YN Wb^ P Mcbb^ bWOX | MYWOXeN[ fl Ul¦n fw W^ Amax[Zsz eN`
A
rMYWN n o WY qsM[^ bOXZYW] YN P

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= G0Amax + G1 −H0 −H1A + H2A
2/2 + H3A

3/6 + H4A
4/24

fl USkn

SS
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\]]WM`eN[ l US � uJb xYZXcM^NWb
xmax/xend

JMb �eNr^WsN gsN
R
U u WY \]NJXwY w W^ oJOXhbYN`Yw

R
gYW[^ `YN aYOXbYM WN `YZ aYMMYN[Yb^JM^ gsN ïîc[YgJXNðh�sZw geJNNcXYZN` |JezgYZ^YWMeN[ P o WY WN `YN \]]WM`eN[YN l Uj eN` l Ul [YgYW[^ U

}oYW �cMMY rJNN w JN NeN eN^YZbOXYW`YN �
• Fa

Wb^ b�wwY^ZWbOX WN
Πx

w W^
G1 = H1 = H3 = 0

÷
• Fa

Wb^ Jb�wwY^ZWbOX WN
Πx

wW^
G1 6= 0 P H1 6= 0 6= H3

U

Fa

#z��$!�"#��
�N `WYbYw �JMM [WM^

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= G0Amax − H0 − A2(H2 + A2H4/12)/2

' G0Amax − H0 − H2A
2/2,

fl U¦mn
qJMMb

A2 ≤ 12H2/H4 P eN` wJN ]YN¨^W[^ Amax > H0/G0

q_Z YWNY d¨beN[ U u WYbY MJe^Y^`JNN
A = A∗ cos(ζ/l)

fl U¦ in
w W^

A2
∗ = 2(G0Amax − H0)/H2

fl U¦�n

S¦



eN`
l2 = 2(ξ2 − 1)3/2H−1

2

U u WY VY`WN[eN[
A2 ≤ 12H2/H4

YZqsZ`YZ^ JMbs
A2

∗ ≤ 12H2/H4
U�JMMb ` WYbY VY`WN[eN[ NWOX^ YZq_ MM^ Wb^ P webb `YZ pYZw w W^ H4A

4 WN `YZ |MYWOXeN[ fl U¦mn] YZ_OrbWOX^W[^ oYZ`YN eN` qsZw JMY �N^Y[ZJ^WsN YZ[W]^ YWNY Ww vMWgW^Y d¨beN[ w W^ YWNYw
YMMWv^WbOXYN �N^Y[ZJM P

ζ = (ξ2 − 1)3/4
∫ dA

√

G0Amax − H0 − H2A2/2 − H4A4/24)
+ const.

fl U¦hn

Fa

 #z��$! �"#��
�_Z YWNY xYZ^YWMeN[

Fa

w W^ eN[YZJ`YN Ls^YNgYN gsN
Πx
XJ^ w JN

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= G0|Amax| + G1 − H0 − H1A − H2A
2/2

fl U¦jn
WN NeJ`ZJ^WbOXYZ 1 Z`NeN[ gsN

A
U u WY d¨beN[ MJe^Y^
A = A0 + A1 cos(ζ/l)

fl U¦ln
w W^

A0 = −H1/H2,

A2
1 = 2(G0Amax + G1 − H0)/H2 + H2

1/H
2
2 > A2

0,

l2 = 2(ξ2 − 1)3/2H−1
2 .

fl U¦¥n
u WY VY`WN[eN[ P `Jbb A

`YZ { MYWNXYW^b] Y`WN[eN[
A ¿ Q Jeb |MYWOXeN[ fl US¦n [YN_[^ P] Y`Ye^Y^ |A0| + |A1| ¿ Q UîsosXM `WY b�wwY^ZWbOXY JMb JeOX `WY Jb�wwY^ZWbOXY îW^eJ^WsN MWYqYZN bWNebsW`JMY Ish`YN sXNY YWNYN \]]ZeOX eN` gYW[YN bsw W^ rYWN NWOX^MWNYJZYb xYZXJM^YN U îWY bWN` `JXYZq_Z `YN oYW^YZYN xYZMJeq `YZ \ Z]YW^ NWOX^ gsN VYMJN[ U

C Û� ÛÚ
Amax

êàæ
A
ìéç åà

\ Mb MY^g^Y I¨[MWOXrYW^ o WZ` WN `WYbYw \]bOXNW^^ `YZ �JMM rMYWNYZ
Amax

eN`
A
] Y^ZJOX^Y^ UaY[YN

Amax ≥ A
rJNN wJN |MYWOXeN[ fl Ul¦n Jeq qsM[YN`Y aYWbY bOXZYW] YN P

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= H1(Amax − A) + H2(A
2
max − A2)/2 + . . . ,

fl U¦Sn
osZWN `WY VY`WN[eN[YN q_Z `WY { MYWNXYW^ P oYMOXY Ww gsZXYZW[YN {JvW^YM q_Z

A
YN^o WOrYM^oeZ`YN P `WZYr^ Jeq Amax

JN[YoYN`Y^ oYZ`YN r¨NNYN U u WY d¨beN[ Wb^
A = A2 + A3 cos(ζ/l),

fl U¦¦n
w W^

A2 = −H1/H2 P A3 = Amax + H1/H2

eN`
l2 = 2(ξ2 − 1)3/2H−1

2

U y WN rMYWNYb
AmaxYZqsZ`YZ^ `JNN |A2| + |A3| ¿ Q U | MYWOXeN[ fl U¦¦n ] YbOXZYW]^ o WY`YZew YWNY bWNebsW`JMYî^¨ZeN[ sXNY VY[ZYNgeN[ WN `YZ

ζ h{ssZ`WNJ^Y U

Sk



VY^ZJOX^Y^ w JN gebc^gMWOX WN | MYWOXeN[ fl U¦Sn `YN NcOXb^YN pYZw `YZ ~YWXYNYN^o WOrhMeN[ P bs YZXcM^ w JN YWNY re]WbOXY uW¡YZYN^WJM[MYWOXeN[

(ξ2 − 1)3/2

(

∂A

∂ζ

)2

= H1(Amax − A) + H2(A
2
max − A2)/2 + H3(A

3
max − A3)/6.

fl U¦kn
�sZw JMY �N^Y[ZJ^WsN q_XZ^ Jeq

ζ = (ξ2 − 1)3/4
∫ dA

√

H1(Amax − A) + H2(A2
max − A2)/2 + H3(A3

max − A3)/6
+ const.,

fl UkmnoJb o WY Ww gsZXYZW[YN \]bOXNW^^ YWN YMMWv^WbOXYb �N^Y[ZJM `Y£NWYZ^ U IJN ]YJOX^Y P `Jbb ÿ Y`YX¨XYZY 1 Z`NeN[ gsN
A
`YN |ZJ` `Yb LsM�Nsw b eN^YZ `YZ aeZgYM YZX¨X^ U �JMMb

Fa

NeZ
[YZJ`Y Ls^YNgYN gsN

Πx
]YbW^g^ eN` w JN `WY g WYZ^Y 1 Z`NeN[ ]Y^ZJOX^Y^ P bs YZXcM^ w JNWw �N^Y[ZJM `WY aeZgYM

[H2(A
2
max −A2)/2 + H4(A

4
max −A4)/24]−1/2 eN` `JXYZ o WY`YZewYWN YMMWv^WbOXYb �N^Y[ZJM UuJb ] Y`Ye^Y^ JMbs � N WOX^MWNYJZYb xYZXJM^YN rJNN `eZOX `WYbY �cXYZeN[YN Jw YWNqJOXbh^YN YZZYWOX^ oYZ`YN P oYNN Amax

eN`
A
]YW`Y JMb [Zsz JN[YbYXYN oYZ`YN r¨NNYN U �b^Ww |Y[YNbJ^g `Jge `WY \wvMW^e`Y

A
NWOX^ [Zsz [YNe[ P bs YZ[Y] YN bWOX JeOX WN `WYbYZNWOX^MWNYJZYN VYbOXZYW]eN[ Y]YNY aYMMYN w W^ YWNYZ qYb^YN aYMMYNgJXM

k = 1/l
U îsw W^MWY[YN o WY`YZew WbsMWYZ^Y Is`YN gsZ P o WY WN \]bOXNW^^ h U¥ U \eq `WYbY aYWbY o WZ` Ww�JOXXWNYWN `YZ geNcOXb^ WN^eW^WgY \NbJ^g q_Z `WY îsMW^sNYN ]Yb^c^W[^ U 1¡YN ]MYW]^ NsOX`YZ �]YZ[JN[b] YZYWOX go WbOXYN WbsMWYZ^YN Is`YN eN` îsMW^sNYN eN` `WY �ZJ[Y P s] `WYhbY JNoJOXbYN`YN WbsMWYZ^YN Is`YN bYM]b^ `WY îsMW^sNYN XYZgsZ]ZWN[YN r¨NNYN P oYNN `WYb^J^WsNcZY aYMMY `YN MWNYJZYN VYZYWOX gYZMJbbYN XJ^ U

C Û� ÛC � ýá���©{êàë ü�|á åìß éåá��ç Þ 2ìß éçà æç Þ 2ã éå©ãàçà
uWY ^XYsZY^WbOXY yN^o WOrMeN[ `YZ îsMW^sNYN XJ^ bWOX ]WbXYZ Jeq `WY w J^XYw J^WbOXY î^Zerh^eZ `YZ bYM]b^rsNbWb^YN^YN NWOX^MWNYJZYN ^ZJNbgYZbJMYN aYMMYN rsNgYN^ZWYZ^ P sXNY WN ] YbsNh`YZYZ aYWbY YWNY vX�bWrJMWbOXY |Z¨zYNsZ`NeN[ ge `Wbre^WYZYN U �N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMMYNNeN `WYbY q_Z YgYN^eYMMY \NoYN`eN[YN o WOX^W[YN yW[YNbOXJq^YN J][YbOXc^g^ oYZ`YN P WNYWNYw q_Z `WY \b^ZsvX�bWr WN^YZYbbJN^YN VMWOro WNrYM U u WYbYZ gWYX^ bWOX gsN ZYMJ^Wg Wb^WbOXYNíY^b WN \|� ]Wb ge `Yw �JOXMYeOX^YN gsN |~Vb eN` ew qJbb^ YWNY ZYMJ^Wg Wb^WbOXY VeMrhvMJbw J]YoY[eN[ WN xYZ]WN`eN[ w W^ WN^YNbWgYN IJ[NY^qYM`YZN U I JN gYZ[MYWOXY `Jge g UV U`WY \NNJXwYN WN RiS P i¦ P �j P �l P j iP jST UI JN ]Y^ZJOX^Y `Jge YWN LMJbw J w W^ `YZ VeMr[YbOXo WN`W[rYW^

Vb = c/ξ
WN

zh~WOX^eN[ Pw W^ YWNYw VeMrhdsZYN^gqJr^sZ Γb = ξ/(ξ2 − 1)1/2 U �w LMJbw J ]Y£N`YN bWOX �sNYN `YZIJbbY
M
eN` dJ`eN[

+e
eN` yMYr^ZsNYN `YZ IJbbY

m = µM
eN` dJ`eN[ −e

w W^ `YZ[MYWOXYN u WOX^Y P ne = ni = n
U u WY w JKWw JMY xYr^sZvs^YN^WJMJwvMW^e`Y

Amax

bYW [Zsz[YNe[ q_Z YWNY bYM]b^rsNbWb^YN^Y aYMMY w W^ £NW^YZ \eb`YXNeN[ 5 U
}$#! &$('�( ~$# %$ �!����!$�! " &#

Amax}eNcOXb^ bsMM JN `WYbYZ î^YMMY JeOX `WY �ZJ[Y NJOX `YZ YWN`Ye^W[YN �Yb^MY[eN[ `Yb xYrh^sZvs^YN^WJMb
A
]YJN^osZ^Y^ oYZ`YN U yWNY YZb^Y \]bOXc^geN[ q_Z `YN w WNWw JMYN aYZ^
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`Yb Ls^YN^WJMb £N`Y^ bWOX `eZOX VY^ZJOX^eN[ `Yb LJZJw Y^YZb
R
U I W^ `YN s]YN [YNJNN^YN|Z¨zYN ]YbW^g^ `YZ �Jr^sZ

G2/(2G0)
Jeb |MYWOXeN[ fl U¥jn `WY �sZw

G2

2G0

=
M2c4

4e2
[1 + 〈$2

y〉i + µ2(1 + 〈$2
y〉e)],

fl Uk in
os]YW

〈$2
y〉a =

∫

d2$ Fa$
2
y.

fl Uk�n
uYZ �Jr^sZ

R
rJNN `JNN w W^

zi = e/(Mc2)
`eZOX

R2 =
1 + 〈$2

y〉i + µ2(1 + 〈$2
y〉e)

4(ziAmax)2

fl Ukhn
Jeb[Y`Z_Or^ oYZ`YN U aY[YN `YZ y WNbOXZcNreN[

R < 1
rJNN w JN JMb VY`WN[eN[ JN `WY

\wvMW^e`Y q_Z YWN bYM]b^rsNbWb^YN^Yb îsMW^sN JeOX bOXZYW] YN JMb
(ziAmax)

2 > [1 + 〈$2
y〉i + µ2(1 + 〈$2

y〉e)]/4.
fl Ukjn

�_Z YWN NWOX^ZYMJ^Wg Wb^WbOXYb L MJbw J fq_Z `Jb 〈$2
y〉a ¿ 1

[WM^n XJ^ w JN
(ziAmax)

2 ≥ (ziAkrit)
2 ≡ (1 + µ2)/4 ' 1/4,

fl Ukln
s`YZ@

Amax ≥ Akrit '
Mc2

2e
.

fl Uk¥n
�_Z ZYMJ^Wg Wb^WbOXY LMJbw YN fq_Z oYMOXY 〈$2

y〉a À 1
n ] YN¨^W[^ w JN XWN[Y[YN YWNY [Z¨zYZY\wvMW^e`Y q_Z YWNY bYM]b^rsNbWb^YN^Y aYMMY P

(ziAmax,rel)
2 À (ziAkrit)

2

(

1 +
〈$2

y〉i
1 + µ2

+
µ2〈$2

y〉e
1 + µ2

)

.
fl UkSn

u WYbYb yZ[Y]NWb b^YX^ JeOX Ww yWNrMJN[ w W^ `YZ tYZMYW^eN[ `YZ bsMW^cZYN aYMMY fl U¥hn P ] YW`YZ `WY aeZgYM^YZw Y WN | MYWOXeN[ fl Uh¥n q_Z [ZszY aYZ^Y gsN
zaAmax

YN^o WOrYM^ oeZ`Y U�b^ w JN WN `YZ dJ[Y P YWNYN aYZ^ q_Z `Jb w JKWw JMY IJ[NY^qYM` Bmax
Jeb îWweMJ^WshNYN s`YZ VYs]JOX^eN[YN ge [Yo WNNYN P bs YZXcM^ w JN Jeb `YZ |MYWOXeN[ fl U¥Sn eN` `YNuY£NW^WsNYN fl U¥jn eN` fl U¥ln

Amax =
(ξ2 − 1)3/2

2G0

B2
max +

(
G2

2G0

)1/2

± (ξ2 − 1)3/4

(2G0)1/2
Bmax

√
√
√
√(ξ2 − 1)3/2

2G0

B2
max +

(
2G2

G0

)1/2

,fl Uk¦nos]YW q_Z `YN îsMW^sNh�JMM f` UX U Amax

[Zszn `Jb s] YZY xsZgYWOXYN VY`Ye^eN[ YZXcM^ U\eq `WYbY aYWbY XcN[^
Amax

gsN `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN `YZ pYWMOXYN bso WY `YN |Z¨zYN
Bmax P ξ eN` na

foY[YN |MYWOXeN[ fl Ul¥J POnn J] P oYMOXY Jeb Is`YMMYN s`YZ VYs]JOX^eN[YNYN^NswwYN oYZ`YN w_bbYN U�b^ ÿ Y`sOX JNb^J^^ `YZ Jeq[YM¨b^YN IYbbeN[ `YZ yW[YNbOXJq^YN `YZ îsMW^sNYN Ww íY^ NeZYWNY WN^Y[ZWYZ^Y IYbbeN[ YN^MJN[ `Yb [JNgYN íY^b w¨[MWOX P bs gYZw J[ wJN `YNNsOX `Jb
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xYr^sZvs^YN^WJM J]gebOXc^gYN U \eb[JN[bveNr^ XWYZq_Z Wb^ `WY \NNJXwY P `Jbb ] YW YWNYZbsMOXYN IYbbeN[
k
îsMW^sNYN w W^ YWNYZ dcN[Y gsN

∆ζ ≡ 2Lxend

eN` YWNYw wJKWw JhMYN �YM`
Bmax

eN[YqcXZ `Jb [YbJw^Y [Yw W^^YM^Y �YM`
B̄
_]YZ `YZ [JNgYN íY^McN[Y

LjetJebw JOXYN P JMbs
B̄LJet '

k

2
Bmax∆ζ,

fl Ukkn
os]YW `YZ �Jr^sZ

1/2
WN Y^oJ `WY I W^^YMeN[ `Yb IJ[NY^qYM`Yb _]YZ `WY îsMW^sNMcN[Y`JZb^YMM^ U uJNN qsM[^ Jeb `YZ | MYWOXeN[YN fl U¥Sn

Bmax∆ζ ' 2(1 − R)xendAmax.
fl Uimmn

}oJZ XcN[^
xend

_]YZ
R
eN` uY£NW^WsN fl U¥jn gsN

Amax
J] P ÿ Y`sOX ]YbOXZcNr^ bWOX `WYbY\]XcN[W[rYW^ Jeq `Jb �N^YZgJMM

[2, π]
U îsw W^ rJNN wJN WN YZb^YZ �cXYZeN[

xend ' (π+2)/2bY^gYN P eN` Yb YZ[W]^ bWOX w W^ `YZ \]bOXc^geN[ fl Ukkn

Amax ' 2

(π + 2)k
B̄LJet +

(
G2

2G0

)1/2

,
fl Uim in

os]YW `YZ LJZJwY^YZ
k
JN[W]^ P o WY g WYMY îsMW^sNYN Ww íY^ gsZXJN`YN bWN` U u WYbY }JXMrJNN P o WY JeOX na P Jeb îWweMJ^WsNYN YN^NswwYN oYZ`YN U VYW `WYbYZ \]bOXc^geN[ [YN_[^Yb JMbs P \NNJXw YN _] YZ `WY pYWMOXYN`WOX^Y na

eN` hgYZ^YWMeN[
fa

bso WY `YZ \NgJXM
k
`YZ

îsMW^sNYN ge wJOXYN Uîsw W^ MWY[YN NeN goYW I¨[MWOXrYW^YN geZ VYb^WwweN[ `Yb w JKWw JMYN xYr^sZvs^YN^WJMbw W^ t WMqY `Yb w JKWw JMYN IJ[NY^qYM`Yb gsZ ÷ Ww �sM[YN`YN rJNN JMbs
Amax

JMb qYb^[YMY[^Y|Z¨zY JN[YbYXYN oYZ`YN U
��z# "� &"#��$ � � &$� ~$ � �� &"!� �$�
uWYbYZ \]bOXNW^^ MY[^ `YN îOXoYZveNr^ Jeq `WY \]bOXc^geN[ vX�bWrJMWbOXYZ îrJMYN `YZ
îsMW^sNYN U }eNcOXb^ [WM^ P `Jbb `WY \eb`YXNeN[ `YZ aYMMY ( #& 7#Y $"*"9$ #- Jeq ζ2/L2 ≤
x2

end

]Y[ZYNg^ Wb^ U �_Z `WY |YbJw^McN[Y `Yb îsMW^sNb
∆ζ
[WM^

|∆ζ| = 2Lxend ≡ xend(c/ωp,i)(ziAmax)
1/2Γ

−3/2
b (c/Vb)

3/2 fl Uim�n
w W^

ω2
p,i = 4πne2/M

U u WY ZYMJ^WgY nN`YZeN[ `YZ dcN[Y ]Y^Zc[^ w JKWw JM YWNYN �Jr^sZ
0.57 P bsw W^ Wb^ `WY îsMW^sNMcN[Y JMb gYZXcM^NWbw czW[ b^J]WMYZ LJZJwY^YZ JNgebYXYN U uJb\ebbYXYN `YZ aYMMY WN `Yw ]Y[ZYNg^YN |Y]WY^ gYW[^ ÿ Y`sOX YWNY g WYM [Z¨zYZY xYZcN`YhZeN[ P `YNN q_Z R NJXY ]YW y WNb YZXcM^ w JN YWNY JNNcXYZN` [Jezq¨Zw W[Y {eZgY P ocXZYN``Jb �YM` Ww JN`YZYN yK^ZYw qJMM f

R → 0
n YWNYN bc[YgJXNJZ^W[YN xYZMJeq ] YbW^g^ fo WY WN\]]WM`eN[ l Ul [YgYW[^n UuJb w JKWw JMY IJ[NY^qYM` P Bmax P Wb^ `JNN `eZOX

B2
max/8π = 2(1 − R)2nMc2(ziAmax)(Vb/c)

3Γ3
b

fl Uimhn
[Y[Y] YN eN` JNJMs[ `Jb w JKWw JMY YMYr^ZWbOXY �YM` P Emax P `eZOX

E2
max/8π = (B2

max/8π)(c/Vb)
2 = 2(1 − R)2nMc2(ziAmax)(Vb/c)Γ

3
b .

fl Uimjn
t WYZ o WZ` `WY b^JZrY \]XcN[W[rYW^ gsN

Amax

eN`
Vb

bWOX^]JZ U I JN ] YJOX^Y P `Jbb oY[YN
B = ∂A/∂ζ

`Jb IJ[NY^qYM` $#/ +*"8 f( 9."*"8n WN ~ WOX^eN[ vsbW^WgYZ fNY[J^WgYZn aYZ^Y
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gsN
ζ
Wb^ eN` q_Z

ζ = 0 P ζ = Lxend

eN`
ζ = −Lxend

Jeq �eMM geZ_Or[YX^ U îs r¨NhNYN `WY VYZYWOXY vsbW^WgYZ eN` NY[J^WgYZ IJ[NY^qYM`YZ JMb OXJZJr^YZWb^WbOXYZ �N`WrJ^sZ
`YZ aYMMYNZWOX^eN[ `WYNYN P WN`Yw wJN `WYbY VYZYWOXY ge W`YN^W£gWYZYN gYZbeOX^ U u WY\eb]ZYW^eN[bZWOX^eN[ `YZ aYMMY WN

ζ
Wb^ qYb^[YMY[^ `eZOX YWN gsZJNbOXZYW^YN`Yb NY[J^WhgYb �YM` P [YqsM[^ gsN YWNYw NJOXMJeqYN`YN vsbW^WgYN �YM` U u WYbY yW[YNbOXJq^ r¨NN^Y geZ~ WOX^eN[bw YbbeN[ `eZOX IYbbeN[ `YZ �JZJ`J�Zs^J^WsN N_^gMWOX bYWN U

}ew xYZ[MYWOX ] Y^ZJOX^Y w JN `Jb IJ[NY^qYM` Ww WN^YZb^YMMJZYN IY`Wew P os wJN w W^
Binterstellar ' 3�G eN` ninterstellar ' 0.1cm−3 £N`Y^ P `Jbb

B2
interstellar/(8πninterstellarMc2) ' 2×10−9.

fl Uimln
�N ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN íY^b XWN[Y[YN P w W^ Γb ' 102 eN` `JZJeb qsM[YN` Vb ' c P XJ^ w JN

B2
max/(8πnMc2) ' 2×106(1 − R)2(ziAmax)(Γb/100)3,

fl Uim¥n
oJb WN Y^oJ �YM`b^cZrYN `YZ |Z¨zYNsZ`NeN[

B ' 90(1 − R)(ziAmax)
1/2(Γb/100)3/2(n/0.1cm−3)1/2 G

fl UimSn
YN^bvZWOX^ P os] YW n

`WY pYWMOXYN`WOX^Y Ww íY^ Wb^ fgsN `Ywÿ YNW[YN VYge[bb�b^Yw Jeb] Y^ZJOX^Y^ P WN `Yw `YZ íY^ `WY VeMr[YbOXo WN`W[rYW^ Vb
]YbW^g^n U

\]YZ JeOX Ww ~eXYb�b^Yw `Yb VeMrb r¨NNYN o WOX^W[Y yZrYNN^NWbbY [YosNNYN oYZ`YN Uu WY pZJNbqsZw J^WsN go WbOXYN `YN {ssZ`WNJ^YN `Yb î�b^Yw b
K
fWN oYMOXYw `Jb LMJbw JbWOX w W^ `YZ VeMr[YbOXo WN`W[rYW^

Vb
]YoY[^n eN` `Yw {ssZ`WNJ^YNb�b^Yw

K0
fWN oYMOXYw

Yb rYWNY VeMr[YbOXo WN`W[rYW^ [W]^n MJe^Y^

z0 = Γb(z − Vbt); t0 = Γb(t − zVb/c
2) ≡ (Γb/c)(Vb/c)ζ.

fl Uim¦n
�N `WYbYw î�b^Yw

K0

bWN` `WY LMJbw J^YWMOXYN MY`W[MWOX YWNYw YMYr^ZWbOXYN �YM` Jeb[YhbY^g^F P oYMOXYb JebbOXMWYzMWOX YWNY �eNr^WsN `YZ }YW^ t0
Wb^ eN` ge`Yw NeZ gsN gYW^MWOX

] Y[ZYNg^YZ uJeYZ P
−(Γb/c)(Vb/c)Lxend ≤ t0 ≤ (Γb/c)(Vb/c)Lxend.

fl Uimkn
\ Mbs rJNN wJN Ww {ssZ`WNJ^YNb�b^Yw

K0

JMb }YW^brJMJ q_Z `WY NWOX^MWNYJZY aYMMY YWNY}YW^
∆t0
Je¡JbbYN P oYMOXY `eZOX

∆t0 = 2(Γb/c)(Vb/c)Lxend = (Γb/c)(Vb/c)|∆ζ| ' xendω
−1
p,i (ziAmax)

1/2Γ
−1/2
b (c/Vb)

1/2fl Uiimn[Y[Y] YN Wb^ U
u WYbY yW[YNbOXJq^ o WZ` Ww NcOXb^YN \]bOXNW^^ o WOX^W[ P oYNN Yb `JZew [YX^ P q_Z `WYw JK Ww JMY \wvMW^e`Y `Yb îsMW^sNb ^XYsZY^WbOXY s]YZY |ZYNgYN Jeq[ZeN` gsN î^ZJXMeN[eN` JN`YZYN vX�bWrJMWbOXYN LZsgYbbY ge qsZweMWYZYN U V WbXYZ oeZ`Y `WY w JKWw JMY \w hvMW^e`Y

Amax

vZJ[wJ^WbOX Jeb `Yw [Z¨z^YN ]Ys]JOX^Y^YN s`YZ ] YZYOXNY^YN IJ[NY^qYM`
XYZ[YMYW^Y^ U
G� ·¯¼ µ·´ ´·¯ ¶¯¸¬´¯¯ q¯·¸°±¯ · B½±¯ ½´ Ï?¯ ´¯Ë ¾½ÎÅ¸¶¯ Ï¯· « ¬¶¯²Î¯¸´ ·´½¾·¯¼¯ Â
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\ �� ò��� ����^��� �� � � � ��� ��	 ���� ���
VWb ge `WYbYw LeNr^ o W`w Y^Y bWOX `WYbYb {JvW^YM `YN yW[YNbOXJq^YN `YZ bYM]b^rsNbWbh^YN^YN aYMMY P sXNY vX�bWrJMWbOXY VYbOXZcNreN[YN WN `YZ |Z¨zY `YZ \wvMW^e`Y s Un U ge] YZ_OrbWOX^W[YN U yb Wb^ ÿ Y`sOX rMJZ P `Jbb Yb aYOXbYMo WZreN[YN go WbOXYN aYMMY eN` LMJbw J[Y]YN webb P `J YWN îsMW^sN NJ^eZ[Yw cz NWOX^ WNb §NYN`MWOXY oJOXbYN rJNN U}eNcOXb^ Wb^ Jeb `YZ rMJbbWbOXYN yMYr^Zs`�NJw Wr fbWYXY g UV U WN RikTn ] YrJNN^ P `Jbb ] YhbOXMYeNW[^Y [YMJ`YNY pYWMOXYN b^ZJXMYN P eN` `WYbYZ î^ZJXMeN[bvZsgYbb oJN`YM^ `WY yNYZh[WY`WOX^Y `YZ aYMMY WN î^ZJXMeN[bYNYZ[WY ew U uJb [WM^ Ww VYbsN`YZYN q_Z yMYr^ZsNYN P `J`WYbY Jw YWNqJOXb^YN ]YbOXMYeNW[^ eN` J][Y]ZYw b^ oYZ`YN r¨NNYN  K U u JXYZ webb Yb YWNYs] YZY |ZYNgY `YZ aYMMYNJwvMW^e`Y [Y] YN � oYNN Ncw MWOX y MYr^ZsNYN ocXZYN` `YZ }YW^brJhMJ

∆t0
]YbOXMYeNW[^ oYZ`YN P bsw W^ yNYZ[WY gsw îsMW^sN JeqNYXwYN eN` JMb ] YbOXMYeNW[^Y[YMJ`YNY pYWMOXYN WN �sZw gsN î^ZJXMeN[ o WY`YZ J][Y] YN U \eq `WYbY aYWbY YZXcM^ w JNJeq[ZeN` `YZ YWNqJOXYN \NNJXw Y P `Jbb `Jb yMYr^ZsN NWOX^ w YXZ yNYZ[WY J]b^ZJXMYN rJNN PJMb Yb `eZOX `WY aYMMY YZXcM^ P YWNY ^XYsZY^WbOXY s]YZY îOXZJNrY q_Z `WY \wvMW^e`Y Amax]go U q_Z `Jb IJ[NY^qYM`

Bmax
U }eZ xYZYWNqJOXeN[ oYZ`YN Ww �sM[YN`YN NeZ `WY î^ZJXhMeN[bqYM`YZ gsN yMYr^ZsNYN w W^ `YZ ~eXYwJbbY

m
eN` `YZ pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^

~v = c~βWN `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY ] Y^ZJOX^Y^ U
\ezYZ`Yw oeZ`Y ]WbXYZ WwwYZ gsN YWNYw b^szqZYWYN LMJbw J Jeb[Y[JN[YN P ` UX U î^¨zYoJZYN gYZNJOXMcbbW[^ U uJ YWNY yZX¨XeN[ `YZ pYWMOXYN`WOX^Y YWNY YZX¨X^Y î^szoJXZbOXYWNhMWOXrYW^ XYZgsZZeq^ P rJNN w JN JMbs q_Z `WY |_M^W[rYW^ JMMYZ \ebbJ[YN WN `WYbYZ \ Z]YW^ YWNYVYbOXZcNreN[ ]Yg_[MWOX `YZ pYWMOXYNgJXM`WOX^Y [Y] YN U îWY webb rMYWNYZ JMb YWNY ] Yb^Www h^Y u WOX^Y

nKollision

bYWN P ] YW `YZ {sMMWbWsNYN JMMw cXMWOX YWNY ~sMMY bvWYMYN Uu ZW^^YNb oeZ`YN ieJN^YNY¡Yr^Y NWOX^ ] YZ_OrbWOX^W[^ P s]osXM WN [Yo WbbYN VYZYWOXYN`YZ \b^ZsvX�bWr `WYbY `eZOXJeb YWNY ~sMM^Y bvWYMYN U I JN `YNrY NeZ JN aYWzY }oYZ[Y eN`�Ye^ZsNYNb^YZNY P ] YW `YNYN `WYbY y¡Yr^Y bWOX YZXY]MWOX Jebo WZrYN U �_Z `WY XWYZ [YgYW[^YN~YOXNeN[YN Wb^ Yb `JXYZ o WOX^W[ P `Jbb `WY pYWMOXYNgJXM`WOX^Y eN^YZ `YZ u WOX^Y nqu

MWY[^ PoYMOXY Jeb `Yw yMYr^ZsNYNYN^JZ^eN[b`ZeOr qsM[^ U
u WYbY y¡Yr^Y bsMMYN WN `YN qsM[YN`YN \]bOXNW^^YN ]YXJN`YM^ oYZ`YN U }eNcOXb^ ÿ Y`sOXwebb ] Yb^Www^ oYZ`YN P oYMOXY yNYZ[WY `Yw îsMW^sN geZ xYZq_[eN[ b^YX^    U

C ÛÚ ÛÜ èç Þâ�ëýßÞç gàçÞë åçæ å��©ç
uWYbY yNYZ[WY`WOX^Y bY^g^ bWOX NeN Jeb goYW VYb^JN`^YWMYN gebJwwYN P `YZ yNYZ[WYqYM``WOXh^Y `YZ YMYr^Zsw J[NY^WbOXYN �YM`YZ bso WY `YZ rWNY^WbOXYN yNYZ[WY `YZ pYWMOXYN WNNYZXJM]`YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY U
u WY w JK Ww JMY yNYZ[WY`WOX^Y `YZ aYMMY o WZ` YWN[Y[ZYNg^ `eZOX

ESoliton = (E2
max + B2

max)/8π + n(m + M)c2
∫

(ΓbE⊥ − 1)Fd2$.
fl Uiiin

I W^ |MYWOXeN[ fl Uimhn eN`
E = ξB

YZXcM^ w JN q_Z `WY yNYZ[WY`WOX^YN `YZ �YM`YZ

(E2
max + B2

max)/8π = 2(1 − R)2nMc2(ziAmax)(1 + V 2
b /c2)(Vb/c)Γ

3
b .

fl Uii�n
ª�Ñ ·¯µ¯¼ Ö¬°±Õ¯¼±¬¸² ·µ² ¬½°± ®¯· ´¯¼ ÖL°±¼Å²¼Åµ²¼¬±¸½¶ ®¯Ï¬² × H ¼Å²Å¯ µÆ ·¯¸¯ ±·¯¼® ¯· Ï¯·¯BÅ¸¸¯ Âªª:È¯°ÏË >u ·¶¯¼È¯·µ¯ È ·¼´ ±·¯¼® ¯· ¬µ²¬²² ´¯¼ ;¯¼¶·¯ ´·¯ ;¯¼¶·¯´·°±²¯ ´¯¼ <¯¸¸¯ ® ¯²¼¬°±²¯² Â

¦j



�eN ]Y^ZJOX^Y^ w JN `YN pYZw q_Z `WY rWNY^WbOXY yNYZ[WY U VYW `Yw aYZ^
xmax

[WM^
A < Amax P bs `Jbb w JN w W^ |MYWOXeN[ fl Ulhn JMb s] YZY |ZYNgY q_Z `YN �N^Y[ZJM^YZw Jeb| MYWOXeN[ fl Uiiin bOXZYW] YN rJNN

Ekin = n(m + M)c2
∫

(ΓbE⊥ − 1)Fd2$ < ΓbH(Amax) − n(m + M)c2.
fl Uiihn

îs qsM[^ WN \NJMs[WY ge `Yw xsZ[YXYN WN \]bOXNW^^ l Uh Ui
Ekin < −(1 + µ)nMc2 + ΓbAmaxG0 + ΓbG1 + ΓbG2/(2Amax) + · · · fl Uiijn

w W^
ΓbAmaxG0 = 16πnMc2Γb(ziAmax).

fl Uiiln
xYZNJOXMcbbW[^ w JN pYZw Y X¨XYZYZ 1 Z`NeN[ foYWM

Amax
JMb [Zsz JN[YbYXYN oYZ`YN rJNNn Pbs q_XZ^ `WYbYb ge

Ekin < 16πnMc2Γb(ziAmax) − nMc2(1 + µ) ' 16πnMc2Γb(ziAmax)
fl Uii¥n

IJN £N`Y^ JMbs JMb s] YZY |ZYNgY q_Z `WY |YbJw^YNYZ[WY`WOX^Y `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY
ESoliton < 2nMc2(ziAmax)(1 + V 2

b /c2)(Vb/c)Γ
3
b(1 − R2) + 16πnMc2Γb(ziAmax)

= 2nMc2(ziAmax)Γ
3
b [(1 + V 2

b /c2)(Vb/c)(1 − R)2 + 8πΓ−2
b ].

fl UiiSn
IJN bsMM^Y ] YJOX^YN P `Jbb `YZ MY^g^Y pYZw WN | MYWOXeN[ fl UiiSn Ww XsOXZYMJ^Wg Wb^WbOXYNVYZYWOX

Γb À 1
NeZ YWNY rMYWNY {sZZYr^eZ ge `YZ ^s^JMYN yNYZ[WY`WOX^Y `JZb^YMM^ eN`qsM[MWOX gYZNJOXMcbbW[^ oYZ`YN rJNN U aYWM [YZJ`Y `WYbYb îgYNJZWs WN `YZ \ b^ZsvX�bWr gsNVY`Ye^eN[ Wb^ P rJNN | MYWOXeN[ fl Uii�n gew YWb^ JMb |YbJw^YNYZ[WY`WOX^Y `Yb îsMW^sNbJN[YbYXYN oYZ`YN U u WYbY yNYZ[WY`WOX^Y � s] wJN NeN |MYWOXeN[ fl Uii�n s`YZ `sOX |MYWhOXeN[ fl UiiSn w W^ `YZ rWNY^WbOXYN yNYZ[WY ocXM^ � ZYvZcbYN^WYZ^ `WY |YbJw^YNYZ[WY `YZaYMMY U aYNN Yb rYWNY oYW^YZYN aYOXbYMo WZreN[YN go WbOXYN `Yw îsMW^sN eN` `YN LMJbhwJ^YWMOXYN [c]Y P r¨NN^Y `WY aYMMY YWNY ] YMWY]W[Y \wvMW^e`Y Amax

]YbW^gYN U u WY �J^eZWb^ ÿ Y`sOX JN`YZb Jeq[Y]Je^ P bs `Jbb î^ZJXMeN[ gsN `YN `eZOX `WY aYMMY ] YbOXMYeNW[^YNpYWMOXYN P Ww VYbsN`YZYN gsN yMYr^ZsNYN P `WY îsMW^sNJwvMW^e`Y ] Y[ZYNgYN U \N`YZYZbYW^b PJeb `Yw a WbbYN P `Jbb `WY WN `YZ aYMMY [Ybv YWOXYZ^Y yNYZ[WY`WOX^Y `WY î^ZJXMeN[bMYWb^eN[]YbOXZcNr^ P MJbbYN bWOX VY`WN[eN[YN q_Z aYMMYNh eN` LMJbw JvJZJwY^YZ £N`YN U u WYbYZLZsgYbb o WZ` Ww qsM[YN`YN \]bOXNW^^ ] YXJN`YM^ U
C ÛÚ Ûø �à©çàá å©�© êàæ 2© Þß� éêàë Eãà g éç ì© Þãàçà
uWY î^ZJXMeN[bMYWb^eN[ YWNYb YWNgYMNYN [YMJ`YNYN pYWMOXYNb f] Y^ZJOX^Y^ o WZ` XWYZ YWN y MYrh^ZsN w W^

q = e
n Wb^ `eZOX

P = (2e2/3c)γ6(~̇β
2

− (~β×~̇β)2)
fl Uii¦n

[Y[Y] YN fbWYXY g UV U RikTn P w W^ ~β = ~v/c
U aYWM ` WY YMYr^Zsw J[NY^WbOXYN �YM`YZ bYNrZYOX^

geZ aYMMYNJeb]ZYW^eN[ b^YXYN P rJNN wJN `WY VYbOXMYeNW[eN[ bOXZYW] YN JMb ~̇β = (β̇x, β̇y, 0)eN` w JN YZXcM^

P =
2e2

3c
γ6



(1 − β2
z )(β̇

2
x + β̇2

y) − β4
y

(

d

dt
(βx/βy)

)2


 .
fl Uiikn

¦l



IW^
γ = ΓbE⊥

Jeb | MYWOXeN[ fl Uhmn P βx = (Πx−ziA)/ΓbE⊥ P βy = $y/ΓbE⊥
eN`

1−β2
z =

Γ−2
b

gYZYWNqJOX^ bWOX | MYWOXeN[ fl Uiikn ge
P = (2e2/3c)Γ2

b(1 + $2
y)(ziȦ)2 fl Ui�mn

JMb `WY Jeb[YbJN`^Y î^ZJXMeN[bMYWb^eN[ YWNYb y MYr^ZsNb UuJZJeb YZXcM^ w JN `WY [YbJw^Y J][Y[Y] YNY î^ZJXMeN[bYNYZ[WY YWNYb w W^ `Yw îsMW^sNoYOXbYMo WZrYN`YN yMYr^ZsNb `eZOX �N^Y[ZJ^WsN _]YZ `WY aYOXbYMo WZreN[bgYW^ w W^ `Yw
îsMW^sN P [Y[Y] YN `eZOX |MYWOXeN[ fl Uiimn U I W^ ξcdt = dζ = Ldx P A = Amaxu P µ = m/MeN`

Vb = c/ξ
YZ[W]^ bWOX `WY î^ZJXMeN[bYNYZ[WY `eZOX

E =
∫

dt P =
L

ξc

∫ xend

−xend

dx P

=
4e2

3µ2L
(ziAmax)

2 c

Vb

Γ2
b(1 + $2

y)
∫ xend

0
dx

(

∂u

∂x

)2

=
4e2

3µ2L
(ziAmax)

2 c

Vb

Γ2
b(1 + $2

y)
∫ 1

R2

du

∣
∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
.

fl Ui�in
| MYWOXeN[ fl U¥hn q_XZ^ Jeq

IR ≡
∫ 1

R2

du

∣
∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
=

∫ 1

R2

du
(1 − u)1/2(u − R2)1/2

u1/2
,

fl Ui��n
bs `Jbb YWN YWNgYMNYb pYWMOXYN `WY yNYZ[WY

E = (4e2/3µ2L)(ziAmax)
2(c/Vb)Γ

2
b(1 + $2

y)IR
fl Ui�hn

J]b^ZJXM^ U�]YZ^Zc[^ w JN `WYbYb Jeq
n
wW^ `YZ NWOX^MWNYJZYN aYMMY oYOXbYMo WZrYN`Y yMYr^ZsNYNvZs

cm3 P rJNN `WY [YbJw^Y yNYZ[WY 7")3 *# [YbOXZWY] YN oYZ`YN JMb

EStrahlung =
4ne2

3µ2L
(ziAmax)

2 c

Vb

Γ2
bIR

∫

dΠxd$y (1 + $2
y)Fe.

fl Ui�jn
u WY yWNq_XZeN[ `YZ yMYr^ZsNYNvMJbw JqZYNeYNg

ω2
p,e = 4πne2/m

eN` `YZ dcN[Y
L P oYMOXY[Y[Y] YN Wb^ `eZOX

L2 = (ξ2 − 1)3/2Amax/G0 = (c2/4ω2
p,eµ)(ziAmax)(c/Vb)

3Γ−3
b

fl Ui�ln
YZMJe]^ Yb P | MYWOXeN[ yN U fl Ui�jn ew geqsZw YN P

EStrahlung =
2Mω3

p,e

3πcµ1/2
(ziAmax)

3/2
(

Vb

c

)1/2

Γ
7/2
b IR

∫

dΠxd$y (1 + $2
y)Fe.

fl Ui�¥n

C ÛÚ Û� ûçëÞçà{êàë æçÞ � ç ééç àßäüéå©êæç æêÞ�� 2© Þß� éêàë
�eN Wb^ w JN WN `YZ dJ[Y P `Jb xYZXcM^NWb go WbOXYN `YZ J][Yb^ZJXM^YN yNYZ[WY`WOX^Y eN``YZ îsMW^sNYNYZ[WY`WOX^Y ge ]Yb^WwwYN U I W^ `YZ t WMqb[Z¨zY

n0 ≡
m4c6

Me6
= 2.434×1034 cm−3 fl Ui�Sn

¦¥



YZ[W]^ bWOX

EStrahlung

ESoliton

=
8π1/2

3

n1/2

n
1/2
0

(ziAmax)
1/2 Γ

1/2
b

(1 + V 2
b /c2)(Vb/c)1/2

IR

(1 − R)2
〈1 + $2

y〉e ≤ 1
fl Ui�¦n

]go U w W^ yWN]YgWYXeN[ `YZ pYWMOXYNYNYZ[WY`WOX^Y fl UiiSn

EStrahlung

ESoliton

=
8π1/2

3

n1/2

n
1/2
0

(ziAmax)
1/2 (Vb/c)

1/2Γ
1/2
b IR

(1 + V 2
b /c2)(Vb/c)(1 − R)2 + 8πΓ−2

b

〈1 + $2
y〉e ≤ 1

fl Ui�kn�w �sM[YN`YN o WZ` oY[YN `YZ \NNJXwY ZYMJ^Wg Wb^WbOXYZ |YbOXo WN`W[rYW^YN | MYWOXeN[
fl Ui�¦n ] YNe^g^ U yb ocZYN [YZWN[Y Is`W£gWYZeN[YN q_Z `YN VYZYWOX `YZ L MJbw JvJZJwYh^YZ YZqsZ`YZMWOX P ew YWN îsMW^sN gegeMJbbYN P qJMMb ` WY pYWMOXYNYNYZ[WY fo WY Jw VYWbvWYMYZMce^YZ^n w W^ ] YZ_OrbWOX^W[^ o_Z`Y ÷ `WY JMM[Yw YWNY î^Zer^eZ ]MWY] Y ÿ Y`sOX YZXJM^YN U
\ Mb s] YZY îOXZJNrY q_Z `WY pYWMOXYN`WOX^Y q_XZ^ | MYWOXeN[ fl Ui�¦n bsw W^ Jeq

n ≤ 9

26π
n0

1

ziAmax

(1 + V 2
b /c2)2(Vb/c)

Γb

(

(1 − R)2

IR

)2
1

〈1 + $2
y〉2e

fl Uihmn

0.2 0.4 0.6 0.8 1
R

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

\]]WM`eN[ l U¦ � �ewYZWbOXY uJZb^YMMeN[ `Yb xYZXcM^NWbbYb
(1 − R)2/IR

WN \]XcN[W[rYW^gsN
R
U

�_Z YWNY [Zs] Y \]bOXc^geN[ MJbbYN bWOX qsM[YN`Y VY`WN[eN[YN Ne^gYN �
iU uJb xYZXcM^NWb

(1−R)2/IR
Wb^ gsN `YZ |Z¨zYNsZ`NeN[ yWNb P o WY WN \]]WM`eN[ l U¦ge YZrYNNYN ÷

� U Yb [WM^ NJOX `YZ yWNbOXZcNreN[ fl Ukln q_Z ] YMWY]W[Y aYMMYN
1/(ziAmax) ≤ 2

÷
h U w W^

Γ−1
b = (1−V 2

b /c2)1/2n rJNN w JN `YN �Jr^sZ (1+V 2
b /c2)2(V 2

b /c2)1/2(1−V 2
b /c2)1/2J]bOXc^gYN ÷ `WYbYb Wb^ WN \]]WM`eN[ l Uk `JZ[Yb^YMM^ U u WYbY �eNr^WsN `YZ VeMr[YhbOXo WN`W[rYW^ ] YbW^g^ YWN IJKWwew ]YW

V 2
b /c2 = (3 + 331/2)/12 = 0.729

w W^ `Yw
aYZ^

1.33
U

¦S



0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

\]]WM`eN[ l Uk � xYZMJeq gsN
(1 + x)2x1/2(1−x)1/2 q_Z x = V 2

b /c2 U uJb IJKWwew MWY[^ ] YW
x = 0.729

eN` NWww^ `YN aYZ^
1.33

JN U

t WYZJeb qsM[^ P `Jbb eN^YZ ] YMWY]W[YN VY`WN[eN[YN `WY pYWMOXYNgJXM`WOX^Y rMYWNYZ bYWN webbJMb
nmax ≤ [2.90×1033/〈1 + $2

y〉2e] cm−3.
fl Uih in

\N`YZYZbYW^b qsM[^ w W^ |MYWOXeN[ fl Uihmn q_Z `Jb w JKWw JMY IJ[NY^qYM` fl UimSn w W^ `YZ\]bOXc^geN[
(1 − R)2/IR ' 1

eN` q_Z ZYMJ^Wg Wb^WbOXY |YbOXo WN`W[rYW^YN
Vb/c ' 1

Bmax ' 90(1 − R)(ziAmax)
1/2(Γb/100)3/2(n/0.1cm−3)1/2 G

≤ 1.33×1018(1 − R)(Γb/100)/〈1 + $2
y〉e G.

fl Uih�n
u WYbY aYZ^Y w ¨[YN `Yw VY^ZJOX^YZ geNcOXb^ JMb g WYM ge [Zsz YZbOXYWNYN U yb bYW ÿ Y`sOX`JZJeq XWN[Yo WYbYN P `Jbb WN `WYbYw \]bOXNW^^ gYZbeOX^ oeZ`Y P `WY vX�bWrJMWbOX w¨[MWOXY1]YZ[ZYNgY q_Z `WY YN^b^YXYN`YN IJ[NY^qYM`YZ J]gebOXc^gYN U u WYbY yZ[Y]NWbbY bJ[YN Jeb P`Jbb `WY XWYZ gsZ[Yb^YMM^YN LZsgYbbY `YNr]JZ bWN` ÷ Xc^^Y bWOX g UV U q_Z `WY u WOX^Y fl Uih inYWN }JXMYNoYZ^ `YZ |Z¨zYNsZ`eN[

10−3 YZ[Y] YN P bs ocZY `WY yZgYe[eN[ gsN îsMW^sNYNeN`YNr]JZ U yb o WZ` JeOX `Ye^MWOX P `Jbb ] YW ` WYbYw LZsgYbb NWOX^ `Jb w JKWw JMY xYr^sZhvs^YN^WJM
Amax P bsN`YZN NeZ `Jb w JK Ww JMY w J[NY^WbOXY �YM` Bmax

^XYsZY^WbOX ]Y[ZYNg^Wb^  ¢ ÷ `WYbY s] YZY |ZYNgY XcN[^ ge`Yw NWOX^ gsw xYr^sZvs^YN^WJM
Amax

J] U
C ÛÚ ÛÚ ûçë Þçà{êàë æçÞ � ç ééç àßäüéå©êæç æêÞ�� �ã ééåá åã àçà
yWNY goYW^Y VYbOXZcNreN[ q_Z `WY w JK Ww JMY \wvMW^e`Y

Amax

rJNN Jeb `Yw \NbJ^g XYZ[YhMYW^Y^ oYZ`YN P `Jbb `Jb LMJbw J JMb b^szqZYW JN[YNswwYN oeZ`Y U \ MMY yZ[Y]NWbbY `WYbYZ \ Zh]YW^ bWN` `JXYZ b^ZYN[[YNswwYN NeZ `JNN [_M^W[ P bsMJN[Y {sMMWbWsNYN go WbOXYN yMYr^ZshNYN eNYZXY]MWOX q_Z `Jb LMJbw J bWN` U \ Mb \]bOXc^geN[ rJNN wJN JNNYXwYN P `Jbb î^¨zYrYWNY ~sMMY bvWYMYN P bsMJN[Y `WY �ZYNeYNg `Yb îsMW^sNb P [Y[Y] YN `eZOX νSoliton ' c/∆ζ P [Z¨hzYZ JMb `WY {sMMWbWsNbqZYNeYNg `YZ y MYr^ZsNYN
νKollision ' Γbnσthc

Wb^ P os]YW σth = (8π/3)r2
eª¹Ø ¸¸¯¼´·¶µ µ·´ ´·¯ ±·¯¼ ¶¯Î½´¯¯ �®¯¼¶¼¯¾¯ Î»¼ ´·¯ Ñ ·°±²¯ ½´ ´¯Ë ¾½ÎÅ¸¶¯ ¬½°± Î»¼ ´¬µ « ¬É¶¯²Î¯¸´ >½u¯¼µ² ±Å °± Â Í¯¼È¯´¯² Ë ¬ · ¿¸¯·°±½¶ Àr Âb��Ä ¼¯¬¸·µ²·µ°±¯¼¯ <¯¼²¯ ³ ¾ ÂÊ Â

Γb ' 102
³
n '

105cm−3
½´ ¯· Í¯Ï²Å¼ÆÅ²¯²·¬¸

ziAmax = 10
³ µÅ ¯¼±> ¸² Ë ¬ ¬¸µ ÖÆ·²¾¯È¯¼²

Bmax = 2.8×105 G
Â

¦¦



`YN pXsw bsNo WZreN[bNeYZbOXNW^^ eN`
re = e2/(mc2)

`YN rMJbbWbOXYN yMYr^ZsNYNZJ`Web`JZb^YMM^ UI W^ |MYWOXeN[ fl Uim�n YZXcM^ w JN q_Z `WYbY VY^ZJOX^eN[ `WY VY`WN[eN[

νSoliton ' c

∆ζ
=

2π1/2

xend

Γ
3/2
b (Vb/c)

3/2

(ziAmax)1/2

e

M1/2
n1/2 ≥ νKollision ' 8π

3
Γb

e4

m2c3
n,

fl Uihhn
eN` `JZJeb qsM[YN`

nmax ≤ 9

16πxend

m4c6

Me6

Γb(Vb/c)
3

(ziAmax)
≤ 4.36×1033Γb(Vb/c)

3 cm−3.
fl Uihjn

IJN ]YJOX^Y P `Jbb [YNJe o WY bOXsN ]YWw î^ZJXMeN[bvZsgYbb WN `WYbYZ s] YZYN |ZYNgY q_Z n`YZ �Jr^sZ
n0 = (m4c6)/(Me6)

YZbOXYWN^ P s]osXM `WY vX�bWrJMWbOXYN LZsgYbbY gYZbOXWY`YN
bWN` U �_Z

(Vb/c) ' 1
MWYqYZ^ §N[MYWOXeN[ fl Uihjn JMb s] YZYb dWw W^ q_Z `Jb w JKWw JMYIJ[NY^qYM`
Bmax ≤ 1.33×1020(1 − R)(Γb/100)2 G.

fl Uihln
VYW`Y yZ[Y]NWbbY bWN` gsN gYZ[MYWOX]JZYZ |Z¨zYNsZ`NeN[ o WY `WYÿ YNW[YN `Yb gsZXYZW[YN
\]bOXNW^^b U
C ÛÚ ÛC ûçëÞçà{êàë æçÞ � ç ééç àßäüéå©êæç æêÞ�� æçàg éç ì© Þãàçàçà©ßÞ©êàëáæ Þê�ì
yWNY `ZW^^Y VYbOXZcNreN[ `YZ yMYr^ZsNYN`WOX^Y YZ[W]^ bWOX Jeb `YZ pJ^bJOXY P `Jbb WN YWNYZrMJbbWbOXYN VYbOXZYW]eN[ yWNl_bbY Jeb `Yw yMYr^ZsNYNYN^JZ^eN[b`ZeOr NWOX^ [Yb^J^^Y^bWN` U uJXYZ ] YN¨^W[^ w JN YWNY s]YZY |ZYNgY q_Z `YN yMYr^ZsNYN`ZeOr gsN

nmax ≤ (mc/h̄)3 = 1.74×1031cm−3.
fl Uih¥n

\N`YZNqJMMb w_bb^Y w JN `Jb bYM]b^rsNbWb^YN^Y aYMMYNvZs]MYw gsN YWNYZ NeJN^YN^XYsZY^WhbOXYN VY^ZJOX^eN[boYWbY Jeb eN^YZbeOXYN � oJb YWN NsOX w_XbYMW[YZYb §N^YZqJN[YN ocZYJMb `WY rMJbbWbOXY §N^YZbeOXeN[ P oYMOXY WN `WYbYZ \ Z]YW^ [Y[Y] YN o WZ`  © U uJNN qsM[^ JMb|ZYNgY q_Z `Jb w JKWw JMY IJ[NY^qYM`
Bmax ≤ 1.19×1018(1 − R)(ziAmax)

1/2(Γb/100)3/2 G
fl UihSn

}ebJwwYNqJbbYN` � îs MJN[Y bWOX `WY yMYr^ZsNYN`WOX^Y %$*#&3+,4 `YZ NWY`ZW[b^YN `YZ `ZYWX WYZ XYZ[YMYW^Y^YN ]YbOXZcNrYN`YN aYZ^Y q_Z î^ZJXMeN[ P {sMMWbWsNYN eN` yN^JZ^eN[ ]Yh£N`Y^ P r¨NNYN WN `YN XWYZ JN[YNswwYNYN ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN îsMW^sNYN `eZOXJeb bYXZ [ZszYw J[NY^WbOXY eN` YMYr^ZWbOXY �YM`YZ gsZrswwYN U IJN Wb^ `JXYZ oYW^YZXWN Jeq `WY \]bOXc^hgeN[ `eZOX `WY w JK Ww JMYN IJ[NY^qYM`YZ JN[Yo WYbYN � bYW Yb `eZOX VYs]JOX^eN[YN P bYWYb `eZOX îWweMJ^WsNYN U
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u WY î�NOXZs^ZsNb^ZJXMeN[ o WZ` ikjS ]YW YWNYw VYbOXMYeNW[YZ gsN @#$ #&+, A ,#)*&") ge
YZb^YN IJM ] Ys]JOX^Y^ U Ri�T U

� �� � �� �J ���J ��� ��^� ��
�w gsZXYZ[YXYN`YN {JvW^YM oeZ`Y `WY ^XYsZY^WbOXY |ZeN`MJ[Y q_Z `WY VY^ZJOX^eN[ bsMWh^cZYZ aYMMYN WN YWNYw eNwJ[NY^WbOXYN L MJbw J f` UX U t WN^YZ[ZeN`qYM`

B0 = 0
n w W^ aYMhMYNvZsvJ[J^WsN WN

zh~WOX^eN[ XYZ[YMYW^Y^ U �JOX uY£NW^WsN fl U�¦n o WZ` JN `WY pYWMOXYN WwLMJbw J NeZ `WY �sZ`YZeN[ [Yb^YMM^ P `Jbb bWY bWOX w W^ rsNb^JN^YZ |YbOXo WN`W[rYW^ WN LZshvJ[J^WsNbZWOX^eN[ `YZ aYMMY ] YoY[YN w_bbYN P bYNrZYOX^ `Jge Wb^ `WY VYoY[eN[ ]YMWY]W[ Uu WYbY xsZJebbY^geN[ wJ[ geNcOXb^ ZYOX^ o WMMr_ZMWOX JebbYXYN P ÿ Y`sOX Wb^ `WYbYb `YZ YWNhgW[Y \NbJ^g P q_Z `YN ]WbXYZ d¨beN[YN [YqeN`YN oYZ`YN rsNN^YN U yb b^YMM^ bWOX NJ^_ZMWOX`WY �ZJ[Y P s] YWNY bsMOXY {sN£[eZJ^WsN WN `YZ �J^eZ gsZrsww^ P `YNN `WY \NNJXwY P `Jbb`WY LMJbw J^YWMOXYN bWOX WN YWNY ~ WOX^eN[ NeJbW JMb ïV MsOrð ] YoY[YN P we^Y^ Jeq `YN YZb^YNV MWOr bYM^bJw JN U íY`sOX [W]^ Yb WN `YZ \b^ZsvX�bWr fgew WN`Yb^ NcXYZeN[boYWbYn ^J^bcOXhMWOX ] Yb^Www^Y 1]ÿ Yr^Y P ` WY LMJbw YN WN `WYbYZ |Yb^JM^ YZgYe[YN r¨NNYN U u WY ~Y`Y Wb^ gsNZYMJ^Wg Wb^WbOXYN íY^b P o WY w JN bWY WN |~Vb s`YZ WN \|�b £N`YN rJNN � u WY xsZb^YMMeN[ P`Jbb bs[YNJNN^Y < ,94. YN^MJN[ `YZ íY^JOXbYN Jeb[YbJN`^ oYZ`YN P Ww vMWgWYZ^ [YNJe YWNYbsMOXY rsNb^JN^Y VYoY[eN[ WN íY^ZWOX^eN[ U� Www^ wJN JN P `Jbb `Jb IJ[NY^qYM` WN YWNYw [Yo WbbYN \]b^JN` geZ ieYMMY gYZNJOXMcbhbW[]JZ Wb^ P bs r¨NN^Y `WY pXYsZWY `YZ LMJbw JWNb^J]WMW^c^YN `WY yN^b^YXeN[ gsN îsMW^sNYNYZrMcZYN U }eNcOXb^ YZgYe[^ `WY VYoY[eN[bJNWbs^ZsvWY JNoJOXbYN`Y ^ZJNbgYZbJMY aYW] YMw hs`YN P o WY WN `YN {JvW^YMN � eN` h XYZ[YMYW^Y^ oeZ`Y U u WYbY VYbOXZYW]eN[ Wb^ ÿ Y`sOX NeZ WN`YZ MWNYJZYN �cXYZeN[ [_M^W[ U aJOXbYN `WYbY Is`YN oYW^YZ JN P bs Wb^ Yb gsZb^YMM]JZ P `JbbbWY `WY îsMW^sN]Y`WN[eN[ Jeb {JvW^YM l YZq_ MMYN eN` `JXYZ WN NWOX^MWNYJZY vZsvJ[WYZYN`YaYMMYN _]YZ[YXYN U
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îsw W^ ] Yb^YX^ JMbs `WY I¨[MWOXrYW^ P `Jbb WN Jb^ZsvX�bWrJMWbOXYN î�b^Yw YN îsMW^sNYN WN�sZw gsN YMYr^Zsw J[NY^WbOXYN aYMMYN Jeq^ZY^YN r¨NNYN U îWN` `WYbY NWOX^MWNYJZYN aYMhMYN YWNw JM YN^b^JN`YN P r¨NNYN bWY w W^ oYW^YZYN pYWMOXYN P g UV U yMYr^ZsNYN P Ww LMJbw JoYOXbYMo WZrYN U \ Mb �sM[Y `WYbYZ VYbOXMYeNW[eN[ `YZ [YMJ`YNYN pYWMOXYN `eZOX `WY �YM`YZ`Yb îsMW^sNb YN^b^YX^ YMYr^Zsw J[NY^WbOXY î^ZJXMeN[ ÷ `WYbY î^ZJXMeN[ bsMM NeN ]Y^ZJOX^Y^oYZ`YN P WNb] YbsN`YZY `WY �N^YNbW^c^ U

� �ñ ]��ö ��^ ���� ��� �� ���������� ����
uJge webb NJ^_ZMWOX geNcOXb^ `Jb î^ZJXMeN[bqYM` ] Y^ZJOX^Y^ oYZ`YN P w UJ Ua U o WY bWYX^`WY �N^YNbW^c^bgYZ^YWMeN[ `YZ YMYr^Zsw J[NY^WbOXYN î^ZJXMeN[ `YZ yMYr^ZsNYN Jeb P oYNN bWY`eZOX YWN îsMW^sN ]YbOXMYeNW[^ oYZ`YN� yb ]WY^Y^ bWOX JN P `Jbb w JN `WYbY �ZJ[Yb^YMMeN[geNcOXb^ q_Z YWN YWNgYMNYb yMYr^ZsN eN^YZbeOX^ eN` `JNN _]YZ YWNY [YYW[NY^Y xYZ^YWMeN[bhqeNr^WsN WN^Y[ZWYZ^ P ew `WY î^ZJXMeN[ `Yb y MYr^ZsNYNYNbYw]MYb ge ]Yb^WwwYN U

� Ûø ÛÜ _ åç ëçáßä�ç ßýëçá� Þß� é�ç �ç åá�êàë
uWY î^ZJXMeN[bMYWb^eN[ YWNYb YWNgYMNYN [YMJ`YNYN pYWMOXYNb Wb^ JMM[Yw YWN [Y[Y] YN `eZOX

P = (2e2/3c)γ6(~̇β2 − (~β×~̇β)2)
f¥ Uin

fbWYXY WN íJOrbsN RikTn P w W^ `YZ |YbOXo WN`W[rYW^ ~β = ~v/c
NsZw WYZ^ Jeq `WY d WOX^[YbOXo WNh`W[rYW^ U a WY Ww \]bOXNW^^ l Uj U� [YgYW[^ P YZXcM^ w JN q_Z YWN yMYr^ZsN P oYMOXYb ] YbOXMYeNW[^o WZ` `eZOX `WY ]WbXYZ ] Y^ZJOX^Y^Y îsMW^sNoYMMY P JMb î^ZJXMeN[bMYWb^eN[

P = (2e2/3c)Γ2
b(1 + $2

y)(Ẇ/c)2,
f¥ U�n

os]YW o WY`YZew
W = eA/mc

U t WYZJeb YZXcM^ w JN `JNN `WY ^s^JMY J][Yb^ZJXM^Y yNYZ[WYYWNYb yMYr^ZsNb `eZOX �N^Y[ZJ^WsN _]YZ `WY aYOXbYMo WZreN[bgYW^ w W^ `YZ NWOX^MWNYJZYNaYMMY s`YZ � wW^ t WMqY `YZ îe]b^W^e^WsN
ξcdt = dζ = Ldx

� `eZOX �N^Y[ZJ^WsN _]YZ `WY
dcN[Y `Yb îsMW^sNb eN` Yb YZ[W]^ bWOX fw JN YZWNNYZY bWOX P `Jbb zi = e/(Mc)

[WM^n

E =
∫

Pdt =
4e2

3µ2L
(ziAmax)

2 c

Vb

Γ2
b(1 + $2

y)
∫ 1

R2

du

∣
∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
.

f¥ Uhn

I W^ `YZ uY£NW^WsN Jeb | MYWOXeN[ fl U¥hn P

IR ≡
∫ 1

R2

du

∣
∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
=

∫ 1

R2

du
(1 − u)1/2(u − R2)1/2

u1/2
,

f¥ Ujn

Wb^ `WY J][Yb^ZJXM^Y yNYZ[WY ] YbOXZWY] YN `eZOX

E = (4e2/3µ2L)(ziAmax)
2(c/Vb)Γ

2
b(1 + $2

y)IR.
f¥ Uln

k i



� Ûø Ûø 2� Þß� éêàë ç åàçá g éç ì� Þã àá
uWY `W¡YZYN^WYMMY �N^YNbW^c^ Ww �ZYNeYNgWN^YZgJMM gsN

ω
]Wb

ω + dω
eN` Ww ~Jewo WNrYMh]YZYWOX

Ω
]Wb

Ω + dΩ
Wb^ `eZOX

d2I

dωdΩ
=

e2ω2

4π2c

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

−∞
dt (~n×(~n×~β)) exp[iω(t − ~n · ~r(t)/c)]

∣
∣
∣
∣

2 f¥ U¥n
[Y[Y] YN RikT w W^ `YZ NsZw WYZ^YN |YbOXo WN`W[rYW^ ~β = ~v/c

eN` `Yw yWNXYW^bgYr^sZ
~n =

(nx, ny, nz)
fos]YW |~n| = 1

n WN ~ WOX^eN[ `YZ îWOX^MWN WY U u WY pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^ rJNNqsZw JM Jeq[Y^YWM^ oYZ`YN WN YWNYN rsNb^JN^YN pYZw feNJ]XcN[W[ gsw Ls^YN^WJM
A
n eN`WN YWNYN u W¡YZYNg^YZw P WN oYMOXYw `Jb gJZWWYZYN`Y xYr^sZvs^YN^WJM

A
gsZrsww^ P

βx ≡ β0,x + ∆βx,

βy ≡ β0,y + ∆βy,

βz = Vb/c = ξ−1,
f¥ USn

os]YW

β0,x =
Πx − zaR

2Amax

ΓbE⊥[R2Amax]
,

β0,y =
$y

ΓbE⊥[R2Amax]

f¥ U¦n
`WY rsNb^JN^YN |YbOXo WN`W[rYW^YN JezYZXJM] `Yb îsMW^sNb fos

A = R2Amax
n eN`

∆βx =
1

Γb

[

Πx

(

1

E⊥[A]
− 1

E⊥[R2Amax]

)

− za

(

A

E⊥[A]
− R2Amax

E⊥[R2Amax]

)]

,

∆βy =
$y

Γb

(

1

E⊥[A]
− 1

E⊥[R2Amax]

) f¥ Ukn
`WY u W¡YZYNgYN `YZ pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^ WNNYZXJM] `Yb îsMW^sNb bWN` U IJN ]YJOX^Y P`Jbb bWOX

∆βx

eN`
∆βy

NeZ q_Z |ζ| = |z0 − (c2t/VbΓ
2
b)| < ζend

gsN �eMM eN^YZbOXYW`YN U îsYZXcM^ w JN q_Z `WY pYWMOXYN]JXN
x(t) = x0 + β0,xct + c

∫ t

−∞
∆βx(t

′)dt′,
f¥ Uimn

y(t) = y0 + β0,yct + c
∫ t

−∞
∆βy(t

′)dt′,
f¥ Uiin

z(t) = z0 + Vbt.
f¥ Ui�n

uJNN rJNN `WY LXJbY
Φ(t) = ω(t − ~n · ~r(t)/c) WN |MYWOXeN[ f¥ U¥n w W^ t WMqY `YZ pYWMhOXYN^ZJÿ Yr^sZWYN Jeb[Y`Z_Or^ oYZ`YN P

Φ(t) ≡ Φ0 − ∆Φ,
f¥ Uihn

w W^
Φ0 = ω[t(1 − ~n · ~β0) − ~n · ~r0/c],

∆Φ = ω
∫ t

−∞
dt′[nx∆βx(t

′) + ny∆βy(t
′)],

f¥ Uijn

k�



os]YW
~r0 = (x0, y0, z0)

eN` ~β0 = (β0,x, β0,y, Vb/c)
U I JN ]YJOX^Y P `Jbb goJZ ∆Φ(ζ ≤

−ζend) = 0 P J] YZ ∆Φ(ζ ≥ ζend) = ∆Φ(ζend) 6= 0
[ uJXYZ YZXcM^ w JN w W^ `YZ y WNq_XZeN[`YZ uY£NW^WsN

∫ ∞

−∞
dt~β(t) exp[iΦ(t)] ≡ Ĵ ,

f¥ Uiln
YWNY JM^YZNJ^WgY xYZbWsN gsN |MYWOXeN[ f¥ U¥n P

d2I

dωdΩ
=

e2ω2

4π2c
|~n×(~n×Ĵ)|2 =

e2ω2

4π2c
|~n(~n · Ĵ) − Ĵ |2

=
e2ω2

4π2c
(Ĵ · Ĵ∗ − |~n · Ĵ |2) =

e2ω2

4π2c
Ĵ⊥ · Ĵ⊥

∗
> 0

f¥ Ui¥n
w W^ `Yw bYNrZYOX^YN \N^YWM `Yb �N^Y[ZJMb

Ĵ⊥ = Ĵ − ~n(~n · Ĵ).
f¥ UiSn

u WY Jebq_XZMWOXYZY VYZYOXNeN[ `YZ �N^Y[ZJMY f¥ Uiln Wb^ WN \NXJN[ u Ui `eZOX[Yq_XZ^ PWN`Yw bWY Jeq goYW [ZeN`MY[YN`Y �N^Y[ZJMY geZ_Or[Yq_XZ^ oYZ`YN P
∆Φ(ζ) = ωΛ

∫ ζ

−ζend

dζ ′[nx∆βx(ζ
′) + ny∆βy(ζ

′)],
f¥ Ui¦n

jy =
∫ ζend

−ζend

dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)]∆βy(ζ)
f¥ Uikn

w W^
Λ = (VbΓ

2
b/c

2)
eN`

l = (1 − ~n · ~β0)Λ
U I JN YZXcM^ JMb yZ[Y]NWb

~j⊥ · ~j⊥
∗

= |~j2|2 +
(~β0 ·~j∗2)(~n ·~j2) + (~β0 ·~j2)(~n ·~j∗2)

1 − (~n · ~β0)
− 1 − (~β0 · ~β0)

(1 − (~n · ~β0))2
|~n ·~j2|2,

f¥ U�mn

os]YW ~j2 = (jx, jy, 0)
U yb [WM^ oYW^YZ P `Jbb `WY {swvsNYN^Y jx

Jeb
jy
`eZOX xYZ^JebOXeN[

`Yb �N`YK �
y
wW^

x
XYZgsZ[YX^ U I W^ `Yw }ebJwwYNXJN[

Ĵ = Λϕ0
~j
Wb^ bsw W^ YWN \eb`ZeOrq_Z `WY `W¡YZYN^WYMMY �N^YNbW^c^

(d2I/dωdΩ)
[Y[Y] YN P os]YW ϕ0 = exp[−iω(~n · ~r0/c)]

YWNYrsNb^JN^Y LXJbY `JZb^YMM^ P oYMOXY ] YW `YZ V WM`eN[ `Yb VY^ZJ[bNeJ`ZJ^b WN |MYWOXeN[ f¥ U�mny WNb YZ[W]^ eN` `Yw geqsM[Y oY[[YMJbbYN oYZ`YN rJNN U
� Ûø Û� � ç��áç éú åÞìêàë ä å� æçä 2ã éå�ãà
�eN webb w JN `WY pYWMOXYN] YoY[eN[ YWNYb YWNgYMNYN y MYr^ZsNb eN^YZ `Yw yWNlebb `YZbsMW^cZYN aYMMY ] Y^ZJOX^YN U �NNYZXJM] `Yb �N^YZgJMMb −ζend ≤ ζ ≤ ζend

Wb^ ` WY VYoYh[eN[ `eZOX `WY u W¡YZYNg[YbOXo WN`W[rYW^YN
∆βx

eN`
∆βy

JMb YWNY �eNr^WsN `Yb 1 Z^Yb
ζ
]Yb^Www^ U }e`Yw ^ZW^^ YWNY LXJbYNgYZbOXWY]eN[

∆Φ(ζ)
YWN U u WY VYZYOXNeN[ `YZ |YhbOXo WN`W[rYW^YN ]Wb geZ goYW^YN 1 Z`NeN[ WN

ζ
o WZ` WN \NXJN[ u U� `eZOX[Yq_XZ^ eN`q_XZ^ ge

∆~β ≡ ∆ ~β0(ζend − |ζ|)2 in ζmax ≤ |ζ| ≤ ζend, Regime (a),

≡ ∆ ~β1 − ∆ ~β2ζ
2 in 0 ≤ |ζ| ≤ ζmax, Regime (b);

f¥ U� in

Ww \NXJN[ £N`YN bWOX JeOX `WY uY£NW^WsN `YZ |Z¨zYN
∆ ~β0 P ∆ ~β1

eN`
∆ ~β2
U a WY Ww\NXJN[ NJXY[YMY[^ o WZ` P Wb^ Yb YZqsZ`YZMWOX P ` WY aYOXbYMo WZreN[ WN wYXZYZY Zcew MWOX

kh



[Y^ZYNN^Y |Y]WY^Y s`YZ ~Y[Ww Yb Jeqge^YWMYN U uJ]YW YN^bvZWOX^ ~Y[Ww Y fJn `YN ]YW`YNcezYZYN |Y]WY^YN `Yb îsMW^sNb P os `WY �YM`b^cZrY gsw IJKWw JMoYZ^ ] YW
ζmax

Jeq �eMM
] YW

ζend

J]qcMM^ U u WYbYb Wb^ `YZ rMYWNYZY VYZYWOX P WN `Yw `WY b^cZrYZYN |ZJ`WYN^YN `Yb�YM`Yb Jeq^ZY^YN P ] YbsN`YZb q_Z bYXZ rMYWNY LJZJw Y^YZ R
U u Jb ~Y[Ww Y f]n rYNNgYWOXNY^`YN WNNYZYN VYZYWOX `YZ aYMMY gsN −ζmax

]Wb
ζmax P os `WY aYMMY gsw wJKWw JMYN aYZ^

bmax
`Yb �YM`Yb _]YZ `YN aYZ^ �eMM ] YW

ζ = 0
Jeq `YN NY[J^Wgb^YN aYZ^ q_Z −bmax

qcMM^ Po WY Yb JeOX \]]WM`eN[ l Ul gYW[^ U
yb qsM[^ Jeb {JvW^YM l Uh P `Jbb NeZ pYWMOXYN w W^ |pj| ¿ |zaR

2Amax| ≤ |zaAmax|
geZ î^ZJXhMeN[ ]YW^ZJ[YN P `J q_Z bsMOXY w W^ X¨XYZYw �wveMb `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN ZJbOX [Y[YN�eMM b^ZY]^ U u WY s]W[Y �cXYZeN[ ]YbOXZYW]^ `JXYZ pYWMOXYN P oYMOXY YWNYN gYZ[MYWOXboYWbY[YZWN[YN �wveMb ] YbW^gYN eN` bsw W^ MJN[Y w W^ `Yw îsMW^sN oYOXbYMo WZrYN fWw �sM[YN`YNJeOX JMb ïMJN[bJwYð pYWMOXYN ]YgYWOXNY^n U yb Wb^ `WYbYN pYWMOXYN JMbs w¨[MWOX P `WY aYMMYWXZYZbYW^b ge ]YYWNlebbYN UtJ^ w JN NeN `WY \eb`Z_OrY f¥ U�in q_Z `WY |YbOXo WN`W[rYW^YN P r¨NNYN `WY �N^Y[ZJMYf¥ Ui¦n P ∆Φ(ζ) P f¥ Uikn P jy P eN` jx

fJeb
jy
`eZOX pJebOX `YZ �N`WgYb

y
eN`

x
n w W^ `YNuY£NW^WsNYN f¥ U� iJ P ¥ U� i]n Jeb[Yq_XZ^ oYZ`YN U �_Z ∆Φ

webb w JN `WY aYMMY o WY`YZ WN
`ZYW VYZYWOXY YWN^YWMYN eN` YZXcM^ J]bOXNW^^oYWbY [_M^W[Y d¨beN[YN P

∆Φ1(ζ) ≡ ∆Φ(−ζend ≤ ζ ≤ −ζmax)

= ωΛ(~n · ∆ ~β0)(ζend + ζ)3/3,

∆Φ2(ζ) ≡ ∆Φ(−ζmax ≤ ζ ≤ ζmax)

= ∆Φ1(ζ = −ζmax) + ωΛ[(~n · ∆ ~β1)(ζmax + ζ) − (~n · ∆ ~β2)(ζ
3
max + ζ3)/3],

∆Φ3(ζ) ≡ ∆Φ(ζmax ≤ ζ ≤ ζend)

= ∆Φ2(ζ = ζmax) − ωΛ(~n · ∆ ~β0)[(ζend − ζ)3 − (ζend − ζmax)
3]/3.

f¥ U��n
�eN webb w JN NsOX `YN \ezYN]YZYWOX ] Y^ZJOX^YN U �_Z

ζ ≤ −ζend

� JMbs gsZ `YZ aYOXbYMho WZreN[ � [WM^ ^ZWg WJMYZoYWbY
∆Φ ≡ 0 P `J `WY |Z¨zY ∆Φ

ÿ J [YZJ`Y `YN LXJbYNeN^YZbOXWY`]YbOXZYW] YN bsMM P oYMOXYZ `eZOX `WY aYOXbYMo WZreN[ `Yb pYWMOXYNb w W^ `Yw îsMW^sN YN^hb^YX^ U \ MMYZ`WN[b Wb^ W U\ U
∆Φ(ζ ≥ ζend) 6= 0

÷ ÿ Y`sOX rJNN `WYbYb w W^ t WMqY `YZ s]W[YNd¨beN[YN f¥ U��J� On q_Z
∆Φ
[YbOXZWY] YN oYZ`YN JMb

∆Φ(ζ ≥ ζend) = ∆Φ3(ζend)

= 2ωΛ(~n · ∆ ~β0)(ζend − ζmax)
3/3

+2ωΛζmax[(~n · ∆ ~β1) − (~n · ∆ ~β2)ζ
2
max/3]. f¥ U�hn

�JOX `YN pZJNbqsZw J^WsNYN
ζ + ζend ≡ z

WN `YZ d¨beN[ f¥ U��Jn P ζ + ζmax ≡ z
WN `YZ

d¨beN[ f¥ U��]n eN` −ζ + ζend ≡ z
WN `YZ d¨beN[ f¥ U��On YZXcM^ w JN J]bOXMWYzYN`

jy =
∫ −ζmax

−ζend

∆β0,y(−ζend − ζ)2 exp[iωlζ − i∆Φ1(ζ)]dζ

+
∫ ζmax

−ζmax

(∆β1,y − ∆β2,yζ
2) exp[iωlζ − i∆Φ2(ζ)]dζ

+
∫ ζend

ζmax

∆β0,y(ζend − ζ)2 exp[iωlζ − i∆Φ3(ζ)]dζ

= ∆β0,y

[ ∫ ζend−ζmax

0
dz z2 exp[iωl(z − ζend) − i∆Φ1(z − ζend)]

kj



−
∫ 0

ζend−ζmax

dz z2 exp[−iωl(z − ζend) − i∆Φ3(−z + ζend)]
]

+
∫ 2ζmax

0
dz[∆β1,y − ∆β2,y(ζ

2
max − 2ζmaxz + z2)]

× exp[iωl(z − ζmax) − i∆Φ2(z − ζmax)])
f¥ U�jn

yZbY^g^ w JN JMMY WN |MYWOXeN[ f¥ U�jn YKvMWgW^ Jeq^JeOXYN`YN
yh�N`WgYb `eZOX xh�N`WgYb Pbs YZ[W]^ bWOX `YZ YN^bvZYOXYN`Y \eb`ZeOr q_Z

jx
U

I JN ]YJOX^Y P `Jbb WN ÿ Y`Yw �N^Y[ZJN` gsN
jy

eN`
jx
YWN YKv sNYN^WYMMYZ \eb`ZeOr `YZ

JMM[Yw YWNYN �sZw
ψ0 + ψ1z + ψ3z

3 gsZMWY[^ U IJN rJNN JMbs YWN [ZeN`MY[YN`Yb �N^Y[ZJM WN`YZ |Yb^JM^
∫ Aj

0
dzzn exp[iψ1,jz + iψ3,jz

3] ≡ Mn[Aj; ψ1,j, ψ3,j]
f¥ U�ln

`Y£NWYZYN U y WNW[Y JMM[Yw YWNY \ebbJ[YN eN` VYw YZreN[YN ge `WYbYw �N^Y[ZJM bsMMYN gehNcOXb^ YZocXN^ oYZ`YN U îs [WM^ YZb^YNb q_Z `WY s] YZY �N^Y[ZJ^WsNb[ZYNgY Aj ∈ {ζend −
ζmax, 2ζmax} > 0

U }oYW^YNb Wb^ JeOX `YZ YZb^Y LJZJwY^YZ b^Y^b [Z¨zYZ JMb �eMM P ψ1,j ∈
{ωΛ(1 − ~n · ~β0), ωΛ(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆ ~β1)} > 0 P oYWM ~n · ~β ≤ 1

U u JXYZ rJNN JMbs NeZ
ψ3,j ∈ {−ωΛ(~n ·∆ ~β0)/3, ωΛ(~n ·∆ ~β2)/3}

e U§ U JeOX NY[J^Wg bYWN P eN` wJN Wb^ WN^YZYbbWYZ^JN `YN ]YW`YN �N^Y[ZJMYN

M±
n [Aj; ψ1,j, ψ3,j] =

∫ Aj

0
dzzn exp[i(ψ1,jz ± |ψ3,j|z3)].

f¥ U�¥n
\ Mb �Y]YN]YwYZreN[ bYW YZocXN^ P `Jbb ψ1,j, |ψ3,j| ∝ ω

U îvc^YZ WN `WYbYw \]bOXNW^^ eN`Ww \NXJN[ | o WZ` `WYbYb NsOX gsN VY`Ye^eN[ bYWN U
�_Z ~j⊥

webb w JN JMbs ] Y^ZJOX^YN

jy = ∆β0,y

(

M2[ζend − ζmax; ωl,−ωΛ(~n · ∆ ~β0)/3] exp[−iωlζend]

+M2[ζend − ζmax; ωl,−ωΛ(~n · ∆ ~β0)/3]∗ exp[iωlζend − i∆Φ(ζend)]
)

+
[ (

∆β1,y − ∆β2,yζ
2
max

)

M0[2ζmax; ω(l − Λ(~n · ∆ ~β1)), ωΛ(~n · ∆ ~β2)/3]

+2∆β2,yζmaxM1[2ζmax; ω(l − Λ(~n · ∆ ~β1)), ωΛ(~n · ∆ ~β2)/3]

−∆β2,yM2[2ζmax; ω(l − Λ(~n · ∆ ~β1)), ωΛ(~n · ∆ ~β2)/3]
]

× exp[−iωlζmax − iωΛ(~n · ∆ ~β0)(ζend − ζmax)
3/3]

f¥ U�Sn
\NJMs[ `Jge YZ[W]^ bWOX

jx P WN`Yw wJN `WY �N`WgYb y
eN`

x
gYZ^JebOX^ U �b^ `WYbYb [Yh^JN P Mcbb^ bWOX XWYZJeb qsM[YN` ~j⊥ · ~j⊥

∗ fJeb | MYWOXeN[ fu U¥nn w W^ t WMqY `YZ �N^Y[ZJMY
M±

n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]
qsZweMWYZYN U IJN webb J]bOXMWYzYN` ïNeZð NsOX `YN rswvMY^^YN \ebh`ZeOr q_Z `Jb `W¡YZYN^WYMMY �N^YNbW^c^bbv Yr^Zew qsZweMWYZYN P bs]JM` `WY Mn

h�N^Y[ZJMY Jebh[YZYOXNY^ bWN` U
I JN ]YJOX^Y P `Jbb w JN geZ VYZYOXNeN[ `YZ �N^Y[ZJMY f¥ U�¥n Jeq �cXYZeN[YN JN[Yo WYhbYN Wb^ ÷ ` WYbY �cXYZeN[YN oYZ`YN WN \NXJN[ y XYZ[YMYW^Y^ U uJXYZ XJ^ w JN goYW ~Y[WhwYb w W^ `YN uY£NW^WsNYN f¥ U� iJ P ¥ U� i]n eN` `YwNJOX ÿ Y `ZYW xJZWJ]MYN q_Z `WY ] YW`YNgYZbOXWY`YNYN xYZbWsNYN

Mn,a

eN`
Mn,b P Ncw MWOX Aa P ψ1,a P ψ3,a P Ab P ψ1,b

eN`
ψ3,a
U }eZgsMMb^cN`W[YN VYZYOXNeN[ `YZ bsMW^cZYN aYMMY webb w JN JMbs `WY ] YW`YN d¨beN[YN YWNgYMN

] Yb^Www YN eN` JNbOXMWYzYN` gebJwwYNq_[YN U

kl



dYW`YZ o WZ` `WY oYW^YZY VYZYOXNeN[ `eZOX YWNY oYW^YZY yW[YNbOXJq^ `YZ �eNr^WsNYN
MnYZbOXoYZ^ U u WY WN `Yw �N^Y[ZJM Jeq^ZY^YN`YN îrJMJZvZs`er^Y

~n·∆ ~β0

eN`
~n·∆ ~β2

fWw �JOXhqsM[YN`YN `eZOX
~n ·∆~β0,2

gebJwwYN[YqJbb^n XJ]YN geZ �sM[Y P `Jbb |ψ3,j|
bYWN xsZgYWOXYNoYOXbYMN rJNN P J]XcN[W[ gsw a WNrYM go WbOXYN `YZ îWOX^MWN WY `Yb VYs]JOX^YZb eN` `YN|YbOXo WN`W[rYW^YN U u WYbY xsZgYWOXYNoYOXbYM YZqsZ`YZN YWNY eN^YZbOXWY`MWOXY VYXJN`MeN[`YZ �eNr^WsNYN

Mn P oYMOXY NJOXqsM[YN` JMb �JMM fin q_Z ~n · ∆~β0,2 > 0
eN` �JMM f�n q_Z

~n · ∆~β0,2 < 0
] YgYWOXNY^ oYZ`YN U u WYbYb [WM^ Yb `JNN ge ]YZ_OrbWOX^W[YN P qJMMb bvc^YZ `JbîvYr^Zew _]YZ YWNYN ~Jewo WNrYM WN^Y[ZWYZ^ oYZ`YN bsMM^Y ÷ `JXYZ webb w JN ]YW`Y �cMMY] Y^ZJOX^YN eN` w W^NYXwYN U

îs rJNN wJN `WY �N^Y[ZJMY
Mn[Aj; ψ1,j, ψ3,j]

q_Z NWY`ZW[Y eN` XsXY �ZYNeYNgYN YN^o WhOrYMN P o WY Yb WN \NXJN[ y `eZOX[Yq_XZ^ Wb^ U yb Wb^ oYW^YZXWN gsN �e^gYN P OXJZJr^YZWb^WbOXYfrsNb^JN^Yn dcN[YN
ζc,j ≡ (ψ1,j/3|ψ3,j|)1/2 f¥ U�¦n

eN` OXJZJr^YZWb^WbOXY �ZYNeYNggYZXcM^NWbbY
ω/ωc,j ≡ (ψ3

1,j/3|ψ3,j|)1/2 f¥ U�kn
YWNgeq_XZYN P w W^ j ∈ {a, b} U �_Z MY^g^YZYb [WM^ oY[YN `YZ pJ^bJOXY P `Jbb JMMY ψ1,j

eN`
ψ3,jvZsvsZ^WsNJM ge

ω
bWN` P ωc,j = const.

IJN ]YJOX^Y P `Jbb ] YW`Y OXJZJr^YZWb^WbOXYN |Z¨zYN�eNr^WsNYN `Yb pYWMOXYNWwveMb
~$
eN` `Yb a WNrYMb geZ VYs]JOX^eN[bZWOX^eN[

~n
bWN` PeN` `JXYZ Wb^ YWNY [Yo WbbY îsZ[qJM^ ] YW `YN oYW^YZYN VYZYOXNeN[YN YZqsZ`YZMWOX P ew `Jb�ZYNeYNgbv Yr^Zew JebZYOXNYN ge r¨NNYN U

\N `WYbYZ î^YMMY bsMMYN NsOX YWNw JM `WY MY^g^YN îOXZW^^Y ZYrJvW^eMWYZ^ oYZ`Y � Yb w_bbYNg WYZ gYZbOXWY`YNY \NNJXw YN q_Z `WY tYZMYW^eN[ `Yb `W¡YZYN^WYMMYN �ZYNeYNgbv Yr^Zew b]Y^ZJOX^Y^ oYZ`YN �
• `WY gYZbOXWY`YNYN ~Y[Ww Yb fJn eN` f]n ÷
• `YZ yWNlebb `Yb VYs]JOX^eN[bo WNrYMb P oJb Jeq `WY �cMMY fin eN` f�n q_XZ^ ÷
• `WY §N^YZbOXYW`eN[ WN YWNYN � WY`ZW[h eN` tsOXqZYNeYNg] YZYWOX ÷
• eN` `WY ïî^cZrYð `Yb îsMW^sNb P J]XcN[W[ `JgsN P s] R → 0

s`YZ
R → 1

U uJ
R

gsN
`YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN eN`

Amax

J]XcN[^ P webb w JN bWOX gsZ `Yw yZw W^^YMN `YbîvYr^Zew b Jeq YWNY ] Yb^Www^Y xYZ^YWMeN[ qYb^MY[YN U
yb bWN` JMbs WNb[YbJw^

24 = 16
gYZbOXWY`YNY VYZYOXNeN[YN N¨^W[ P ew `Jb LZs]MYw `YZî^ZJXMeN[ YWNYb yNbYw]MYb gsN yMYr^ZsNYN Jeq[ZeN` YWNYb îsMW^sNb WN bYWNYZ |YbJw^XYW^YZbOX¨vqYN` ge ]YXJN`YMN U I JN rJNN bWOX `WY \Z]YW^ ÿ Y`sOX YZMYWOX^YZN P WN`Yw wJN `WYhbY g WYZ VY`WN[eN[YN WN YWNY bWNNgsMMY ~YWXYNqsM[Y ]ZWN[^ U uYNN wJN rJNN geNcOXb^ `WYïcezYZY ~JXw YN]Y`WN[eN[ð qYb^MY[YN � s] w JN NeN YWNY b^JZrY s`YZ bOXoJOXY bsMW^cZY

aYMMY ] Y^ZJOX^Y^ U u WYb XcN[^ WN [ZszYw IJzY gsN `YZ aJXM `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN J] UtJ^ w JN bWOX WN `WYbYZ �ZJ[Y YN^bOXWY`YN P bs o WZ` `WYbYb q_Z `YN ~Yb^ `YZ ~YOXNeN[YN]YW] YXJM^YN U uJNN rJNN wJN geZ VYZYOXNeN[ `Yb îv Yr^Zew b YWNYb YWNgYMNYN yMYr^ZsNb] YW`Y ~Y[Ww Yb `Yb îsMW^sNb ] Y^ZJOX^YN eN` JNbOXMWYzYN` `WY �ZYNeYNgNcXYZeN[YN ]Yb^Ww hwYN U �b^ w JN `JNN JN `YZ a WNrYMJ]XcN[W[rYW^ s`YZ Jw îvYr^Zew YWNYZ xYZ^YWMeN[ gsNpYWMOXYN WN^YZYbbWYZ^ P webb w JN `YN a WNrYMY¡Yr^ ] YZ_OrbWOX^W[YN U

k¥



� Ûø ÛÚ _ßá æ å�ç Þçà� åç ééç �à�çàá å���ááüçì� Þêä â�Þ àåçæ Þåëç êàæ�ã�ç �Þç�êçà{çà
uWY �cXYZeN[YN P oYMOXY Ww MY^g^YN \]bOXNW^^ eN` WN \NXJN[ y XYZ[YMYW^Y^ oeZ`YN P r¨NhNYN NeN geZ VYZYOXNeN[ `Yb `W¡YZYN^WYMMYN �N^YNbW^c^bbv Yr^Zew b ]YNe^g^ oYZ`YN U u WYbYb^YMMYN `WY Jebq_XZMWOXb^YN VYZYOXNeN[YN `WYbYZ \ Z]YW^ `JZ eN` oYZ`YN Jeq[ZeN` WXZYZ
dcN[Y WN `YN \NXcN[YN | eN` t `eZOX[Yq_XZ^ U �N `WYbYw \]bOXNW^^ oYZ`YN `JXYZ `WY
yZ[Y]NWbbY q_Z `WY YWNgYMNYN �cMMY `JZ[Yb^YMM^ U yb bYW JN[YwYZr^ P `Jbb JMMY îrJMYN[Z¨zYN`YZ �ZYNeYNg eN` dcN[Y o WY

ω0 P α P ωc,j P ζc,j

ebo U WN `YN \NXcN[YN `Y£NWYZ^ bWN` U
yb Wb^ gsN �e^gYN P oYNN JN `WYbYZ î^YMMY `WY N¨^W[YN LJZJwY^YZ NsOX YWNw JM gebJw hwYN[YqJbb^ oYZ`YN �|Z¨zY VY`Ye^eN[

Πx P $y

pYWMOXYNWwveMb WN
xh Pyh~WOX^eN[

E0 =
√

1 + Π2
x + $2

y

bYNrZYOX^YZ \N^YWM `YZ pYWMOXYNYNYZ[WY
bYNrZYOX^ gew VeMr

θ P φ bvXcZWbOXY a WNrYM go WbOXYNVeMr]YoY[eN[ eN` îWOX^MWN WY

Γb
dsZYN^gqJr^sZ `Yb VeMrb

ξ−1 = Vb/c =
√

1 − Γ−2
|YbOXo WN`W[rYW^ `Yb VeMrb P[Y[Y] YN `eZOX dsZYN^gqJr^sZ

Λ = VbΓ
2
b/c

2

Amax

wJK Ww JM w¨[MWOXYb xYr^sZvs^YN^WJM
za = qa/(mac

2)
G0 = 8π

∑

a na|qa|
{sY� gWYN^ Jeb `YZ ~YWXYNYN^o WOrMeN[`YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN

R = G2/(2G0A
2
max)

LJZJw Y^YZ q_Z `Jb îsMW^sN P XcN[^ gsN `YZxYZ^YWMeN[bqeNr^WsN J] P g[M U | MYWOXeN[ fl U¥jn
L = (ξ2 − 1)3/2Amax/G0

OXJZJr^YZWb^WbOXY dcN[Y Ww îsMW^sN
ζmax = xmaxL P ζend = xendL

{ssZ`WNJ^Y `Yb IJKWwewbhyN`veNr^b `Yb îsMW^sNb P
xmax P xend

XcN[YN gsN
R
J] P g[M U �sZw YMN fl US�n

t WYZ] YW bYW NsOX JNgewYZrYN P `Jbb _]YZ �wveMb eN` a WNrYM [Y[Y] YNYNqJMMb WN^Y[ZWYZ^oYZ`YN rJNN P o WMM w JN YWN yNbYw]MY gsN pYWMOXYN s`YZ `Jb îvYr^Zew Ww [JNgYN ~Jew]Y^ZJOX^YN U \ Mb cezYZY LJZJw Y^YZ oYZ`YN
Γb

eN`
Amax

]YXJN`YM^ ÷ ` WYbY |Z¨zYN webbw JN Jeb VYs]JOX^eN[YN eN`hs`YZ îWweMJ^WsNYN [Yo WNNYN P `J bWY `YN VeMr JMb [JNgYb] YbOXZYW] YN U�w oYW^YZYN xYZMJeq P ÿ YoYWMb Jw yN`Y YWNYb \]bOXNW^^b P oYZ`YN JeOX NewYZWbOXY d¨hbeN[YN q_Z `Jb îvYr^Zew ]YZYOXNY^ U yb o WZ` YWN ZYWNYb y MYr^ZsNYNvMJbw J w W^ YWNYZ Lsh^YNggYZ^YWMeN[  
Fa =

γ − 2

2π

δ[Πz]

(1 + Π2
x + $2

y + Π2
z)

γ/2

f¥ Uhmn
JN[YNswwYN U }eZ YWNqJOXYZYN VYZYOXNeN[ oYZ`YN bsosXM `WY �ZYNeYNg JMb JeOX `WY `WqhqYZYN^WYMMY �N^YNbW^c^ WN `Ww YNbWsNbMsbYN y WNXYW^YN JN[Y[Y] YN ÷ w JN XJ^ JMbs JMb xJZWJh
ªØ ¸²¯¼¬²·Õ Ï?²¯ Ë ¬ · Ø¬¸Å¶·¯ ¾½ ¯·¯¼

κ
ÉÍ¯¼²¯·¸½¶ ¬¸µ ;ÇÆÅ¯²

κ+1
Õ¯¼È¯´¯ Â Ñ ·¯ Ê¯¾·¯±½¶¾È ·µ°±¯ ®¯·´¯ <¯¼²¯ ·µ² ´½¼°±

κ = γ/2 − 1
¶¯¶¯® ¯ Â
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]MYN
(ΛL)ω

]go U
(4π2c/e2)(d2I/dωdΩ)

U u WY gYZoYN`Y^YN LJZJwY^YZ ] YbW^gYN `WY aYZ^Y
Γb = 10 P zaAmax = 10

eN` fw W^
γ = 5

]go U
κ = 3/2

n
R = 10−1 ÷ eN` q_Z YWNgYMNY pYWMOXYN[YM^YN

Πx = $y = 10−3 bso WY YWN a WNrYM [Y[Y] YN `eZOX θ = φ = π/2 P bsoYW^ NWOX^ JN`YZbJN[Y[Y] YN U§N^YZbeOX^ w JN NeN `WYbYN �JMM P bs YZXcM^ w JN Ww dJeqY `YZ ~YOXNeN[YN goYW �eNr^WshNYN fWN bvXcZWbOXYN {ssZ`WNJ^YN n P oYMOXY NeZ gsN `YN a WNrYMN
θ ∈ [0, π]

eN`
φ ∈ [0, 2π]eN` `YZ VeMr[YbOXo WN`W[rYW^ fXWYZ WN �sZw `Yb dsZYN^gqJr^sZb

Γb
n J]XcN[^ U îWY bWN``Y£NWYZ^ `eZOX

S1[θ, φ, Γb] ≡ 1 − β0nz + nx/Γb = 1 −
√

1 − Γ−2
b cos θ + sin θ cos φ/Γb

S2[θ, φ, Γb] ≡ |ny|/Γb = sin θ| sin φ|/Γb
f¥ Uh in

u WY yW[YNbOXJq^YN `WYbYZ �eNr^WsNYN eN` WXZYb xYZXcM^NWbbYb
Sr ≡ S1/S2

oYZ`YN `Y^JWMhMWYZ^ WN \NXJN[ � `Wbre^WYZ^ U�w �JMMY NWY`ZW[YZ �ZYNeYNgYN bWN` `WY ~YOXNeN[YN NsOX gYZXcM^NWbw czW[ YWNqJOX P `J`WY �cXYZeN[ q_Z `WY �N^Y[ZJMY f¥ U�¥n Jeq YWN bWwvMYb yZ[Y]NWb [Y]ZJOX^ oYZ`YN rJNN U �w\NXJN[ | o WZ` [YgYW[^ P `Jbb `Jb îvYr^Zew `WY �sZw
d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

(
ω

ω0

)2 f¥ Uh�n
] YbW^g^ eN` `eZOX `WY VY`WN[eN[

ω ¿ ωlow ≡ min[(ζc,j/Aj)ωc,j, 3(ζc,j/Aj)
3ωc,j]

f¥ Uhhn
]Wb Jeq `WY \ebNJXw Y

R ¿ 1
Ww �JMMY fJn YWN[Y[ZYNg^ Wb^ U u WYbYb NeJ`ZJ^WbOXY xYZXJM^YN`Yb îvYr^Zew b Wb^ osXM] YrJNN^ P Yb MWY[^ ! "( 9,b^ZJXMeN[ gsZ U�w VYZYWOX XsXYZ �ZYNeYNgYN fbWYXY \NXJN[ t n webb w JN Y^oJb gsZbWOX^W[YZ gsZ[YXYN Ua WY WN \NXJN[ y [YgYW[^ P bWN` goYW gYZbOXWY`YNY �cXYZeN[YN w¨[MWOX P J]XcN[W[ `JgsN Ps] `WY îrJMJZvZs`er^Y

~n ·∆~β0,2
NJXY �eMM bWN` s`YZ NWOX^ U yb [WM^ JeOX ge ]YJOX^YN P `Jbbw JN q_Z |~n·∆~β0,2| > 0

goYW gYZbOXWY`YNY d¨beN[YN f`YNNsOX w W^ [MYWOXYZ î^Zer^eZn YZXcM^ Uu WYbY eN^YZbOXWY`MWOXYN ~YbeM^J^Y XcN[YN w W^ `Yw a WNrYM go WbOXYN `Yw îsMW^sN eN` `YZ
îWOX^MWN WY gew VYs]JOX^YZ gebJwwYN P ÿ Y NJOX`Yw P s] `WY îrJMJZvZs`er^Y (~n · ∆~β0,2)vsbW^Wg s`YZ NY[J^Wg bWN` U u WY d¨beN[ fin q_Z ] YW`Y �cMMY Wb^ w W^ t WMqY `YZ î^eqYNh s`YZ� #+8"."7#qeNr^WsN

H[A2
j − ζ2

c,j]
[Y[Y] YN `eZOX

d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

π

Γ2
bS

2
2

(

2ω

ωc,a

H[A2
a − ζ2

c,a] +
ω

ωc,b

exp

[

− 4ω

3ωc,b

])

.
f¥ Uhjn

u WY d¨beN[ f�n Mcbb^ bWOX cXNMWOX £N`YN eN` o WZ` ]YbOXZWY] YN `eZOX
d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

π

Γ2
bS

2
2

(

2ω

ωc,b

H[A2
b − ζ2

c,b] + R12 ω

ωc,a

exp

[

− 4ω

3ωc,a

])

.
f¥ Uhln

yb [WM^ ` WY yWNbOXZcNreN[
ω À ωhigh ≡ max[(ζc,j/Aj)ωc,j, 3(ζc,j/Aj)

3ωc,j],
f¥ Uh¥n

oYMOXY WN \NXJN[ t bvYgW£gWYZ^ Wb^ U

k¦



�b^ ÿ Y`sOX
~n · ∆~β0,2 ' 0 P ` UX U θ = 0, π

s`YZ
φ = 0, π, 2π P bs r¨NNYN oY[YN `Yb �Jr^sZb

S−2
2

LsMb^YMMYN Jeq^ZY^YN U �JOX \NXJN[ y webb ÿ Y`sOX WN `YZ �cXY `WYbYZ a WNrYM YWNJN`YZYZ \NbJ^g [YocXM^ oYZ`YN P
d2I

dωdΩ
' e2α2

4π2c

f¥ UhSn
w W^ YWNYZ eN^YZYN VYbOXZcNreN[ `YZ �ZYNeYNg `eZOX

ω À ω∗
high ≡ max[(ζc,j/Aj)ωc,j]

f¥ Uh¦n
| MYWOXeN[ f¥ UhSn XcN[^ NWOX^ gsN `YN a WNrYMN

θ
eN`

φ
J] P bsN`YZN NWww^ WwwYZ YWNYNrsNb^JN^YN aYZ^ f

< ∞n JN U \ Mb YWNqJOXY �cXYZeN[ o WZ` Ww �sM[YN`YN `WY xsZbOXZWq^] YNe^g^ P `Jbb b^Y^b `WY ; ,#"$ #&# `YZ | MYWOXeN[YN f¥ Uhjh¥ Uhln eN` f¥ UhSn gYZoYN`Y^ o WZ` U
�'�$ �"#��$# 6$ "#�"$ &
�N `WYbYw \]bOXNW^^ o WZ` YWNY w¨[MWOXY {sw]WNJ^WsN q_Z `WY aYOXbYMo WZreN[ `Yb îsMWh^sNb w W^ `YN yMYr^ZsNYN `eZOX[YZYOXNY^ U îsoYW^ NWOX^ JN`YZb JN[Y[Y] YN P [YM^YN WwwYZqsM[YN`Y aYZ^Y¢ �

Γb = 10,

zaAmax = 10

R = 10−1, mit γ = 5,

Πx = $y = 10−3,

θ = φ = π/2.
f¥ Uhkn

�w �WY`YZqZYNeYNg]YZYWOX YZ[Y] YN bWOX Jeb |MYWOXeN[ f¥ Uh�n
d2I

dωdΩ
' 3.79×10−5(ΛL)2ω2 e2

4π2c

f¥ Ujmn
w W^ `Yw JMM[Yw YWNYN |ZYNgoYZ^ f¥ Uhhn

ω ¿ ωlow ' 2.61×10−1

ΛL
.

f¥ Uj in
�_Z XsXY �ZYNeYNgYN eN` |~n · ∆~β0,2| > 0 P bs YZ[W]^ bWOX q_Z `WY u W¡YZYNg A2

j − ζ2
c,j < 0eN` bsw W^ ^ZJ[YN WN `YN |MYWOXeN[YN f¥ Uhj P ¥ Uhln NeZ `WY yKvsNYN^WJMqeNr^WsNYN gewyZ[Y]NWb ] YW U yb qsM[^ q_Z `YN �JMM fin P (~n · ∆~β0,2) > 0 P ` WY d¨beN[YN

d2I

dωdΩ
' 2.00×103(ΛL)ω exp[−8.43×102(ΛL)ω]

e2

4π2c
,

f¥ Uj�n
ocXZYN` bWOX JNJMs[ q_Z `YN �JMM f�n P (~n · ∆~β0,2) < 0 P

d2I

dωdΩ
' 2.00×10−12(ΛL)ω exp[−8.43×10−1(ΛL)ω]

e2

4π2c

f¥ Ujhn
¹� ·¯¼® ¯· Ë½µµ ¾È ·µ°±¯ >½u¯¼¯ H¬¼¬Ë¯²¯¼

Γb

³
zaAmax

½´
γ
À½´ ´¬¼¬½µ ÎÅ¸¶¯´

R
Ä µÅÈ ·¯ ´¯q¯·¸°±¯Æ¬¼¬Ë ¯²¯¼

Πx

³
$y

³
θ
½´

φ
½²¯¼µ°± ·¯´¯ È¯¼´¯ Â ; ¼µ²¯¼¯ ¶¯¸²¯ Î»¼ ´¯ ¶¬¾¯ Ì¯² ½´µ·´ Æ¼·¾·Æ·¯¸¸ ¯²È¯´¯¼ ¬½µ « ¯µµ½¶¯kÖ·Ë½¸¬²·Å¯ Å´¯¼ ¬½µ Æ¸¬½µ·®¸¯ Ø¬±Ë¯ ¾½¶>¶¸·°± ÂÑ ·¯ q¯·¸°±¯Æ¬¼¬Ë¯²¯¼ µ·´ ±·¶¯¶¯ µÅ ¶¯È>±¸² ³ ´¬µµ µ·¯ ´·¯ Õ¯¼È¯´¯²¯ =>±¯¼½¶¯ ¯¼Î»¸¸¯ ½´¬½°± ´·¯ < ·Ï¯¸Î½Ï²·Å¯ Ï¯·¯ =½¸¸µ²¯¸¸¯ ¬¯±Ë ¯ Â

kk



YZ[W]^ U \ Mb \]bOXc^geN[ q_Z `WY |_M^W[rYW^ qsM[^

ω À ωhigh ' 1.91×105

ΛL
.

f¥ Ujjn
t WYZJeb qsM[^ oY[YN `YZ yKvsNYN^WJMqeNr^WsN WN `YN |MYWOXeN[YN f¥ Uj�n eN` f¥ Ujhn P `Jbb`WY �N^YNbW^c^ WN `WYbYw tsOXqZYNeYNg]YZYWOXYN bYXZ ZJbOX [Y[YN �eMM b^ZY]^ U u WY î^ZJXhMeN[ o WZ` `JXYZ XJev^bcOXMWOX WN `YZ NWY`YZqZYNeYN^YN u WvsMqsZw f¥ Ujmn J][Y[Y] YN U
�b^ ÿ Y`sOX `YZ a WNrYM

~n·∆~β0,2 ' 0
webb w JN ge `YN a WNrYMN

θ ' 0, π
s`YZ

φ ' 0, π, 2π_]YZ[YXYN U îY^g^ w JN
θ = π P bs YZXcM^ w JN

d2I

dωdΩ
' 5.34×10−4 e2

4π2c

f¥ Ujln
w W^

ω À ωhigh,∗ '
4.43

ΛL
.

f¥ Uj¥n
y WNY [ZJvXWbOXY uJZb^YMMeN[ `WYbYZ yZ[Y]NWbbY qsM[^ NJOX `YZ VYb^WwweN[ `Yb �]YZh[JN[b] YZYWOX w W^ `YZ �]YZ[JN[bqZYNeYNg

ω∗
go WbOXYN `YN YWNgYMNYN �cXYZeN[YN U �b^ `YZ�]YZ[JN[boYZ^ [Y[Y] YN P r¨NN^Y w JN ge`Yw JMb �cXYZeN[ q_Z `YN [YbJw^YN �ZYNeYNghZJew oY[YN `YZ ZJbOX J]qJMMYN`YN yKvsNYN^WJMqeNr^WsN `WY �sZw

d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

(
ω

ω0

)2

H[ω∗ − ω]
f¥ UjSn

JNNYXwYN U IJN ]YJOX^Y P `Jbb XWYZ] YW `Jb tsOXqZYNeYNgZY[Ww Y NWOX^ ] Y`Ye^eN[bMsb Wb^ UîOXMWYzMWOX o WZ` YZb^ `eZOX `WYbYb `WY �]YZ[JN[bqZYNeYNg qYb^[YMY[^ U �cXYZeN[ f¥ UjSn o WZ`Ww oYW^YZYN xYZMJeq `JNN JNb^J^^ `YZ �cXYZeN[YN f¥ Uh�n P f¥ Uhjn eN` f¥ Uhln gYZoYN`Y^ PoYNN MY^g^YZY bWOX JMb NWOX^ XJN`XJ]]JZ YZoYWbYN U
� Ûø ÛC ùú åá��çàúç Þ�ç
VWb XWYZXYZ oeZ`Y `YZ xYZMJeq `Yb îvYr^Zew b q_Z NWY`ZW[Y eN` XsXY �ZYNeYNgYN `JZ[Yhb^YMM^ U yb Wb^ r MJZ P `Jbb WN `Yw VYZYWOX go WbOXYN `WYbYN yK^ZYw YN `Jb îvYr^Zew YWNYNrsN^WNeWYZMWOXYN P [MJ^^YN xYZMJeq JNNYXwYN bsMM^Y U u WYbYZ Wb^ ÿ Y`sOX JNJM�^WbOX NWOX^ ] YhZYOXYN]JZ P bs `Jbb Ww oYW^YZYN xYZMJeq `WY bWwvMY \NNcXYZeN[ `eZOX VYb^WwweN[ `YZîOXNW^^veNr^Y

ω∗
`YZ XsOXh eN` NWY`YZqZYNeYN^YN d¨beN[YN [YocXM^ o WZ` P ew `Jb îvYrh^Zew ge ïgYZgsMMb^cN`W[YNð U u WYbYb XcN[^ NJ^_ZMWOX o WY`YZew gsN `YN Ww gsZW[YN \]hbOXNW^^ ] Yb^Www^YN �cXYZeN[YN J] UI JN YZXcM^ JMb d¨beN[ gsN

ω∗
`WY |MYWOXeN[

ω∗ =
2π

Γ2
b

ω2
0

S2
2ωc,j

f¥ Uj¦n
q_Z A2

j ≥ ζ2
c,j P eN` q_Z A2

j < ζ2
c,j

ω∗ =
3

4
ωc,jW

[

4πRsω2
0

3Γ2
bS

2
2ω

2
c,j

]

,
f¥ Ujkn

os]YW
W [z]

`WY dJw]YZ^bOXY
W h�eNr^WsN ]YgYWOXNY^ P ` WY d¨beN[ x

`YZ ^ZJNbgYN`YN^YN
| MYWOXeN[

z = x exp[x]
U yb [WM^

s = 0
q_Z ~Y[Ww Y f]n bso WY WN ~Y[Ww Y fJn

s = 12
U

imm



p�vWbOXY xYZMceqY `WYbYZ d¨beN[YN q_Z `Jb `W¡YZYN^WYMMY �ZYNeYNgbv Yr^Zew bWN` Jw yN`Y`WYbYb \]bOXNW^^b [Y[Y] YN WN `YN \]]WM`eN[YN ¥ Ui eN` ¥ U� U�_Z `YN îsN`YZqJMM P `Jbb ~n · ∆~β0,2 ' 0 P YZ[W]^ bWOX JMb }o WbOXYNoYZ^
ω∗,α = αω0,

f¥ Ulmn
eN` `Jb `W¡YZYN^WYMMY îv Yr^Zew q_Z `WYbYN �JMM Wb^ J][Y]WM`Y^ WN \]]WM`eN[ ¥ Uh U íY`sOX Wb^`WYbY d¨beN[ NeZ WN YWNYw rMYWNYN ~Jew]YZYWOX [_M^W[ P g[M U u WbrebbWsN WN \NXJN[ t Uh UI JN ]YJOX^Y oYW^YZXWN P `Jbb `WY d¨beN[YN f¥ Uhjn P f¥ Uhln eN` f¥ UhSn YWN LZs]MYw WwVYZYWOX XsXYZ �ZYNeYNgYN XJ]YN P `WY MY^g^YZYN q_Z `YN �JMM P `Jbb A2

j < ζc,j
U §w Jeq `WY|YbJw^MYWb^eN[ `Yb yMYr^ZsNb ge rswwYN P w_bb^YN `WYbY d¨beN[YN _]YZ ωhigh ≤ ω ≤ ∞WN^Y[ZWYZ^ oYZ`YN P eN` w JN YZXWYM^Y YWNY eNYN`MWOX XsXY dYWb^eN[© U yb Wb^ ÿ Y`sOX Jeb{JvW^YM l Uj U� ] YrJNN^ P `Jbb `WY J][Yb^ZJXM^Y yNYZ[WY YWNYb yMYr^ZsNb [YNJe `eZOX

E =
4e2

3L

(
eAmax

mc2

)2 c

Vb

Γ2
b(1 + $2

y)IR

=
e2

4π2c

1

ΛL

16π2

3µ2
Γ3

bIR(1 + $2
y)(ziAmax)

2,
f¥ Ul in

] YbOXZcNr^ Wb^ P os]YW µ = me/mi
eN`

IR
WN fl Ui��n `Y£NWYZ^ oeZ`Y U yb YK Wb^WYZ^ JMbs YWNYï{JN^Yð Ww `W¡YZYN^WYMMYN �ZYNeYNgbv Yr^Zew ]YW XsXYN �ZYNeYNgYN P JN `Yw `Jb y MYrh^ZsN bYWNY [YbJw^Y yNYZ[WY gYZMsZYN XJ^ U u WYbY yWNbOXZcNreN[ YZMJe]^ Yb P ` WY w JKWw JMY�ZYNeYNg

ωmax
ge ]YZYOXNYN P WN`Yw wJN _]YZ JMMY �ZYNeYNgYN eN` `YN ~Jewo WNrYM WNh^Y[ZWYZ^ U uJ wJN ÿ Y`sOX q_Z `WY �N^YNbW^c^ goYW gYZbOXWY`YNY |MYWOXeN[YN XJ^ fÿ Y NJOX~Jewo WNrYMn P o WZ` goYOrwczW[YZoYWbY `WY `WYbY �N^Y[ZJ^WsN WN `WY VYZYWOXY A

eN`
BJeq[Y^YWM^ U

A
]YgYWOXNY^ `YN ~Jewo WNrYM P WN `YNYN | MYWOXeN[ f¥ Uhjn s`YZ f¥ Uhln [YM^YNþ ÷WN

B
o WZ` YN^bvZYOXYN` _]YZ `WY �N^YNbW^c^ f¥ UhSn WN^Y[ZWYZ^ U t WYZ rJNN o WY`YZ WN `Yw

îWNNY gYZqJXZYN oYZ`YN P `Jbb ÿ YoYWMb ` WY ; ,#"$ #&# `YZ �N^YNbW^c^YN wJz[Y]YN` Wb^ U yb [WM^`JNN q_Z `WY îvYr^ZYN
E =

∫

dΩ
∫ ωmax

0
dω

d2I

dωdΩ

' e2

4π2c

[
∫

A
dΩ

∫ ω∗

0

ω2

ω2
0

+
π

Γ2
b

∫

A
dΩ

∫ ωmax

ω∗

dω
ω

S2
2ωc,j

+
∫

B
dΩ

∫ ω∗,α

0

ω2

ω2
0

+
∫

B
dΩ

∫ ωmax

ω∗,α

α2

]

=
e2

4π2c

[

2π3

3Γ6
b

∫

A
dΩ

ω4
0

S6
2ω

3
c,j

− 2

3

∫

B
dΩα3ω0 + ωmax

∫

B
dΩα2 + ω2

max

π

2Γ2
b

∫

A
dΩ

1

S2
2ωc,j

]

.

f¥ Ul�n
t WYZJeb rJNN wJN q_Z `WY w JKWw JMY �ZYNeYNg `WY NeJ`ZJ^WbOXY | MYWOXeN[

0 = ω2
max

[

π

2Γ2
b

∫

A
dΩ

1

S2
2ωc,j

]

+ ωmax

[∫

B
dΩα2

]

−
[

4π2cE
e2

− 2π3

3Γ6
b

∫

A
dΩ

ω4
0

S6
2ω

3
c,j

+
2

3

∫

B
dΩα3ω0

] f¥ Ulhn
ÐØµÅµ²¯ µÅ¼¶² ´¯¼ ¯ÇÆÅ¯²·¯¸¸¯ Ø²¯·¸ ´¯µ ÖÆ¯Ï²¼½Ë µ Î»¼ ¯·¯ ¯´¸·°±¯ <¯¼² ´¯¼ j²¯¶¼¬²·Å Â�� ·¯¼® ¯· ·µ² ¬½u¯¼´¯Ë ¾½ ®¯¬°±²¯ ³ ´¬µµ Î»¼ º¬¸¸ À¬Ä ³

~n · ∆~β0,2 > 0
³
ωc,j = ωc,a

¶·¸² ½´ ¯²µÆ¼¯°±¯´
Î»¼ º¬¸¸ À® Ä ³

~n ·∆~β0,2 < 0
³
ωc,j = ωc,b

Â Ö²¼¯¶¶¯ÅËË¯ Ë»µµ²¯ Ë¬ ´¬±¯¼ ´¯ B¬½Ë®¯¼¯·°±
A
Å°±¯·Ë ¬¸ · ´·¯ Ê¯¼¯·°±¯

Aa

½´
Ab

½²¯¼²¯·¸¯ × ¾½¼ ® ¯µµ¯¼¯ Ò¯µ®¬¼Ï¯·² È ·¼´ ´·¯µ¯µ ½²¯¼¸¬µµ¯ Â

imi



J]MYW^YN P os]YW E P ω0 P ωc,j

eN`
α
�eNr^WsNYN `YZ îWOX^MWN WY

~n
eN` `Yb �wveMbYb

~$
bWN` U�JMMb | MYWOXeN[ f¥ UhSn Ww }ebJwwYNXJN[ w W^ `YN yKvsNYN^WJMqeNr^WsNYN Jeb `YN d¨hbeN[YN f¥ Uhjn P f¥ Uhln Jeq^JeOX^ P bs ] Yo WZr^ `YZ YKvsNYN^WYMMY \]qJMM MY^g^YZYZ | MYWOXeN[YN P`Jbb q_Z X¨XYZY �ZYNeYNgYN `YZ a WNrYM] YZYWOX ew `WY YgYN^eYMMYN LsMb^YMMYN ZJbOX [Y[YN

�eMM b^ZY]^ U
�'�$ �"#��$# 6$ "#�"$ &
IW^ `YN ]YZYW^b qZ_XYZ [YocXM^YN }JXMYNoYZ^YN YZ[Y] YN bWOX� q_Z

(~n · ∆~β0,2) > 0

ω∗ ' 2.53×10−2

ΛL
.

f¥ Uljn
VYW

(~n · ∆~β0,2) < 0
YZ[W]^ bWOX

ω∗ ' 5.26×10−8

ΛL
,

f¥ Ulln
`WYbYb Wb^ JMb �]YZ[JN[bqZYNeYNg NWOX^ [YYW[NY^ P `J `WYbYZ aYZ^ `Ye^MWOX eN^YZXJM] `YZ|ZYNgqZYNeYNg

ωlow

MWY[^ U uYZ |ZeN` XWYZq_Z MWY[^ WN `YZ { MYWNXYW^ `Yb �Jr^sZb WN |MYWhOXeN[ f¥ Ujhn P oYMOXY s¡YN]JZ YWNY bYXZ bOXMYOX^Y �cXYZeN[ `JZb^YMM^ U y WNY [JNg bWwvMY\]bOXc^geN[ q_Z `WY �ZYNeYNg
ω∗
YZ[W]^ bWOX `eZOX

ω∗ ' ωlow
U�b^

~n · ∆~β0,2 ' 0 P bs XJ^ w JN

ω∗,α ' 3.75

ΛL
.

f¥ Ul¥n
y WNY w JKWw JMY �ZYNeYNg `YZ î^ZJXMeN[

ωmax

webb w JN WN `Yw [YocXM^YN VYWbvWYMN WOX^ ] YZYOXNYN P `J `WY yNYZ[WY YWNYb pYWMOXYNb NJOX | MYWOXeN[ f¥ Ul in

E ' 1.13×1013 e2

4π2c

1

ΛL

f¥ UlSn
] Y^Zc[^ eN` � o WY WN \]]WM`eN[ ¥ Ui ge bYXYN � `WY yKvsNYN^WJMqeNr^WsN q_Z YWNYN [YN_[YN`ZJbOXYN \]qJMM `YZ dYWb^eN[ bsZ[^ U

� �� � �� ��ö ��^� �� � ^�
�w gsZW[YN \]bOXNW^^ oeZ`Y `Jb `W¡YZYN^WYMMY îv Yr^Zew vZs pYWMOXYN P �ZYNeYNgWN^YZgJMMeN` ~Jewo WNrYMYMYw YN^ XYZ[YMYW^Y^ U I JN rJNN bWOX NeN qZJ[YN P oYMOXYN yWNlebb `YZ~Jewo WNrYM Jeq `WYbYb îvYr^Zew XJ^ P g UV U eN^YZ oYMOXYw ~Jewo WNrYM `Jb îv Yr^Zew YWNIJKWwew JNNWww^ U t WYZ webb w JN q_Z YWNY [YNJeY VY^ZJOX^eN[ ge `YN YWNgYMNYN �cMMYJeb \]bOXNW^^ ¥ U� Uh eN` `YN a WNrYMqeNr^WsNYN f¥ Uh in geZ_OrrYXZYN U I JN ]YJOX^Y P `Jbb WN`YN �eNr^WsNYN NY]YN `Yw LsMJZo WNrYM

θ
JeOX `YZ \gWwe^

φ
Jeq^JeOX^ ÷ Ww |Y[YNbJ^g geZ

î�NOXZs^ZsNb^ZJXMeN[ Wb^ JMbs YWNY }�MWN`YZb�wwY^ZWY `YZ î^ZJXMeN[ NWOX^ ge YZoJZ^YN Uî^J^^`YbbYN Wb^ Y] YNqJMMb ` WY y]YNY `YZ îsMW^sNYN gsN VY`Ye^eN[ P ` UX U WN oYMOXYZ y]YNY`YbbYN YMYr^Zsw J[NY^WbOXY �YM`YZ bOXo WN[YN U
�«¬ ®¯¬°±²¯ ³ ´¬µµ ¬´¯¼¯ º> ¸¸¯ ¬¸µ ´¯ ±·¯¼ ¬¶¯¶¯® ¯¯ ¬½°±

A2
j ≥ ζ2

c,j
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\]]WM`eN[ ¥ Ui� MXJZJr^YZWb^WbOXYZ xYZMJeq `Yb îvYr^Zew b WN `Ww YNbWsNbMsbYN yWNXYWh^YN `YZ �ZYNeYNg
ω(ΛL)

eN` `YZ �N^YNbW^c^
(4π2c/e2)(d2I/dωdΩ)

U VYh^ZJOX^Y^ oYZ`YN yMYr^ZsNYN w W^ `YN {sNb^JN^YN f¥ Uhkn ÷ WN `WYbYZ \]h]WM`eN[ bWN` `WY îW^eJ^WsNYN fin [YocXM^ U u WY [Yb^ZWOXYM^Y dWNWY b^YMM^` WY �sZ^bY^geN[ `YZ |ZJvXYN WN `WY VYZYWOXY `JZ P WN `YNYN `WY �cXYhZeN[ NWOX^ w YXZ `WY { MYWNXYW^bh s`YZ |ZszXYW^b] Y`WN[eN[YN YZq_ MMYN U uYZaYOXbYM go WbOXYN `YN |Y]WY^YN XsXYZ eN` NWY`ZW[YZ �ZYNeYNg MWY[^ ] YW
ω∗ = 2.53×10−2/(ΛL)

U I JN ]YJOX^Y P `Jbb `YZ xYZMJeq `YZ �eNr^WsN q_ZXsXY �ZYNeYNgYN bYXZ bOXNYMM [Y[YN �eMM b^ZY]^ U

§w `WY �ZJ[Y ge ]YJN^osZ^YN P eN^YZ oYMOXYw a WNrYM `WY w YWb^Y yNYZ[WY J][Yb^ZJXM^o WZ` P webb w JN geNcOXb^ `Jb `W¡YZYN^WYMMY îv Yr^Zew _]YZ JMMY �ZYNeYNgYN WN^Y[ZWYZYN Pg UV U Ww �JMM fin [Yw cz
dI

dΩ
=

e2

4π2c

∫ ω∗

0
dω

(
ω

ω0

)2

+
e2

4π2c

∫ ωmax

ω∗

dω
π

Γ2
bS

2
2

(

2ω

ωc,a

H[A2
a − ζ2

c,a] +
ω

ωc,b

exp

[

− 4ω

3ωc,b

])

.f¥ Ul¦nt WYZq_Z rJNN wJN NeN Jeq `WY yZ[Y]NWbbY Jeb `Yw gsZW[YN \]bOXNW^^ geZ_Or[ZYWqYN U IJN]YJOX^Y P `Jbb `WY s] YZY |ZYNgY ωmax
NWOX^ gsw ~Jewo WNrYM J]XcN[^ U yb Wb^ ÿ Y`sOX ge_]YZvZ_qYN P s] `WY §N[MYWOXeN[ A2

j ≥ ζ2
c,j

YZq_ MM^ Wb^ s`YZ NWOX^ P `J XWYZgsN `WY dJ[Y `YZ�]YZ[JN[bqZYNeYNgYN
ω∗
J]XcN[YN U �w �JMM A2

j ≥ ζ2
c,j

YZXcM^ w JN
dI

dΩ
=

e2

4π2c

(

ω3
∗

3ω2
0

− πω2
∗

2Γ2
bS

2
2ωc,j

+
πω2

max

Γ2
bS

2
2ωc,j

)

=
e2

4π2c

(

π

Γ2
b

ω2
max

S2
2ωc,j

− 4π3

3Γ6
b

ω4
0

S6
2ω

3
c,j

)

.
f¥ Ulkn

�JMMb A2
j < ζ2

c,j P bs rJNN w JN oY[YN `Yb YKvsNYN^WYMMYN \]qJMMb geNcOXb^ `WY s] YZY �Nh^Y[ZJ^WsNb[ZYNgY `eZOX ∞ NcXYZN ÷ bs YZ[W]^ bWOX fw W^ s = 0
Ww ~Y[Ww Y f]n P s = 12

Ww~Y[Ww Y fJnn
dI

dΩ
=

e2

4π2c

(

ω3
∗

3ω2
0

+
9πRsωc,j

16Γ2
bS

2
2

(

1 +
4ω∗
3ωc,j

)

exp

[

− 4ω∗
3ωc,j

])

=
e2

4π2c

27

64

ω3
c,j

ω2
0

(

W

[

4πRs

3Γ2
b

ω2
0

S2
2ω

2
c,j

]

+ W 2

[

4πRs

3Γ2
b

ω2
0

S2
2ω

2
c,j

]

+
1

3
W 3

[

4πRs

3Γ2
b

ω2
0

S2
2ω

2
c,j

] )

.

f¥ U¥mn
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\]]WM`eN[ ¥ U� � MXJZJr^YZWb^WbOXYZ xYZMJeq `Yb îvYr^Zew b WN `Ww YNbWsNbMsbYN yWNXYW^YN`YZ �ZYNeYNg
ω(ΛL)

eN` `YZ �N^YNbW^c^
(4π2c/e2)(d2I/dωdΩ)

U VY^ZJOX^Y^oYZ`YN yMYr^ZsNYN w W^ `YN {sNb^JN^YN f¥ Uhkn P J] YZ θ = π
U u WY [Yb^ZWhOXYM^Y dWNWY b^YMM^ `WY �sZ^bY^geN[ `YZ |ZJvXYN WN `WY VYZYWOXY `JZ P WN`YNYN `WY �cXYZeN[ NWOX^ w YXZ `WY { MYWNXYW^bh s`YZ |ZszXYW^b] Y`WN[eNh[YN YZq_ MMYN U uYZ aYOXbYM go WbOXYN `YN |Y]WY^YN XsXYZ eN` NWY`ZW[YZ�ZYNeYNg MWY[^ ] YW

ω∗,α = 3.75/(ΛL)
U I JN ]YJOX^Y P `Jbb `Jb îvYr^Zew]YW

ωmax,α,I =
J]]ZWOX^ U

u WY a WNrYMJ]XcN[W[rYW^ b^YOr^ NeZ WN `YN pYZw YN
S2

eN`
ωc,j

WN `YZ �sZw

1

S2
2ωc,j

∝ S
3/2
1

S
5/2
2

=
S5/2

r

S1

,

ω3
c,j ∝ S

3/2
2

S
9/2
1

=
1

S3
1S

3/2
r

,

1

S2
2ω

2
c,j

∝ S3
1

S3
2

= S3
r ;

f¥ U¥ in
bsw W^ rJNN w JN Jeb `YN yZ[Y]NWbbYN Jeb \NXJN[ � `Jb xYZXJM^YN `YZ �N^YNbW^c^ WwLZWNgWv ] Yb^Www^ oYZ`YN U u WYb bsMM q_Z `Jb NewYZWbOXY VYWbvWYM Ww �sM[YN`YN [YbOXYXYN U
�'�$ �"#��$# 6$ "#�"$ &
IW^ `YN aYZ^YN f¥ Uhkn £N`Y^ w JN q_Z `WY goYW �cMMY Jeb `YZ |MYWOXeN[ f¥ U¥mn ÿ YoYWMbcXNMWOXY xYZMceqY3 WN `YZ \]XcN[W[rYW^ gsw LsMJZo WNrYM

θ
U îWOX^]JZ Wb^ `WYb bWN` WN \]h]WM`eN[ ¥ Uj ÷ WN ] YW`YN �cMMYN MWY[^ `Jb IJK Wwew ]YW bYXZ rMYWNYN a WNrYMN P ` UX U NJXY`YZ \eb]ZYW^eN[bZWOX^eN[ `Yb îsMW^sNb U I JN ]YJOX^Y P `Jbb JeOX `YZ �JMM f�n q_Z θ = 0, π[Y[YN �eMM [YX^ U �w �JMMY `Yb \gWwe^b

φ P ge bYXYN WN \]]WM`eN[ ¥ Ul £N`Y^ bWOX YWN xYZXJMh^YN b�wwY^ZWbOX ge `YZÿ YNW[YN y]YNY P oYMOXY `eZOX `WY �sZw JMYN]Y`WN[eN[ cos φ = 0 P` UX U
φ ∈ {0, π, 2π} U u JXYZ o WZ` `WY w YWb^Y yNYZ[WY WN YWNYw rMYWNYN {ZYWb ew θ = 0w W^ bWNebsW`JMYZ \wvMW^e`Y J][Yb^ZJXM^ U u WY VYZYWOXY sXNY yw WbbWsN MWY[YN bsw W^ WN `YZ

xhzhy]YNY U4¿¸¯·°±½¶ ÀO Ârc Ä È ·¼´ È¯¶¯ A2
j < ζ2

c,j

Î»¼ ¬¸¸¯ º> ¸¸¯ ·°±² ® ¯?²·¶² Â
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\]]WM`eN[ ¥ Uh � MXJZJr^YZWb^WbOXYZ xYZMJeq `Yb îvYr^Zew b WN `Ww YNbWsNbMsbYN yWNXYW^YN`YZ �ZYNeYNg
ω(ΛL)

eN` `YZ �N^YNbW^c^
(4π2c/e2)(d2I/dωdΩ)

U VY^ZJOXh^Y^ oYZ`YN y MYr^ZsNYN w W^ `YN {sNb^JN^YN f¥ Uhkn U u WY [Yb^ZWOXYM^Y dWNWYNb^YMM^ `WY �sZ^bY^geN[ `YZ |ZJvXYN WN `WY VYZYWOXY `JZ P WN `YNYN `WY �cXYhZeN[ NWOX^ w YXZ `WY { MYWNXYW^bh s`YZ |ZszXYW^b] Y`WN[eN[YN YZq_MMYN U u WYLeNr^Y w JZrWYZYN `WY �]YZ[JN[bqZYNeYNg
ω∗
U �w �JMM f�n o WZ` `YZ �]YZh[JN[ J]oYWOXYN` `eZOX

ωlow
`Y£NWYZ^ P `J `YZ îOXNW^^veNr^ `YZ ] YW`YN|ZJvXYN ]YW

5.26×10−8 Mc[Y U

� �� I���� ��� �J� �� � � �� ]���	 �� �J � ¡� ��� ���
tWYZ bsMM NeN `Jb `W¡YZYN^WYMMY �ZYNeYNgbv Yr^Zew YWNYZ [JNgY xYZ^YWMeN[ gsN pYWMOXYN ]Yh^ZJOX^Y^ oYZ`YN U §w `WYbYb ge YZXJM^YN P webb w JN `WYbYb îvYr^Zew w W^ YWNYZ xYZ^YWMeN[bhqeNr^WsN qJM^YN eN` _]YZ `YN pYWMOXYNWwveMb WN^Y[ZWYZYN U �w �sM[YN`YN o WZ` o WY`YZew`WY Ls^YNggYZ^YWMeN[ f¥ Uhmn

Fa =
γ − 2

2π

δ[Πz]

(1 + Π2
x + $2

y + Π2
z)

γ/2

f¥ U¥�n
[YocXM^ P w W^ ] YMWY]W[YN yKvsNYN^ γ ≥ 4

U u J wJN `WY `W¡YZYN^WYMMY �N^YNbW^c^ WN goYWVYZYWOXY Jeq^YWM^ P bWN` JMbs `WY ] YW`YN �N^Y[ZJMY
∫

d$3Fa
d2I

dωdΩ
=

e2

4π2c

γ − 2

2π

∫ ∞

−∞
dΠx

∫ ∞

−∞
d$y

1

(1 + Π2
x + $2

y)
γ/2

ω2

ω2
0

,

∫

d$3Fa
d2I

dωdΩ
=

e2

4π2c

γ − 2

2π

∫ ∞

−∞
dΠx

∫ ∞

−∞
d$y

1

(1 + Π2
x + $2

y)
γ/2

Rsω

ωc,j

exp

[

− 4ω

3ωc,j

]

f¥ U¥hn
ge M¨bYN P ÿ Y NJOX`Yw P s] wJN XsXY s`YZ NWY`ZW[Y �ZYNeYNgYN ]Y^ZJOX^Y^ U íY`sOX gYZrsw hvMWgWYZ^ bWOX `YZ îJOXgYZXJM^ P `J JeOX `WY \]bOXc^geN[YN q_Z `WY |_M^W[rYW^ `YZ �cXYhZeN[YN P ωlow

eN`
ωhigh P gsN `YN �wveMbYN

pj ∈ {Πx, $y, Πz}
J]XcN[YN U §N^YZbeOX^ w JN`WYbY [YNJeYZ P bs £N`Y^ w JN `Jb xYZXJM^YN 5

ωlow(|pj| → 0) → const.,

ωhigh(|pj| → 0) → ∞.
f¥ U¥jn

9Ñ¯¼ º¬¸¸
|pj | À 1

È·¼´ Õ¯¼¬°±¸>µµ·¶² ³ È¯·¸ ´·¯ Í¯¼²¯·¸½¶µÎ½Ï²·Å Î»¼ |pj | → ∞
Õ¯¼µ°±È ·´¯² Â
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\]]WM`eN[ ¥ Uj � u WY \]XcN[W[rYW^ `YZ `W¡YZYN^WYMMYN �N^YNbW^c^ gsw LsMJZo WNrYM
θ
U u JbIJK Wwew MWY[^ ] YW r MYWNYN a WNrYMN P [YX^ J] YZ q_Z θ = 0

Jeq �eMM geZ_Or Uu WYb [WM^ JeOX q_Z `YN |ZJvXYN ]n `Yb �JMMb f�n P o WY `Jb �NbY^ gYW[^ U u WY\]b^ZJXMeN[ £N`Y^ JMbs gsZge[boYWbY NJXY `YZ îsMW^sNZWOX^eN[ b^J^^ U

u WYb ] Y`Ye^Y^ P `Jbb `WY tsOXqZYNeYNgM¨beN[ bs [e^ o WY rYWNYN VYW^ZJ[ MWYqYZ^ U I JN rJNNbWOX JMbs Jeq `YN NWY`YZqZYNeYN^YN \N^YWM rsNgYN^ZWYZYN eN` `JXYZ `WY �cXYZeN[ f¥ UjSnJMb \NbJ^g q_Z `WY [YbJw^Y `W¡YZYN^WYMMY �N^YNbW^c^ ocXMYN U�eN [WM^ Yb oYW^YZXWN ge ]YZ_OrbWOX^W[YN P `Jbb `WY �]YZMY[eN[YN WN `YN MY^g^YN \]hbOXNW^^YN b^Y^b q_Z `YN �JMM |pj| ¿ |zaR
2Amax|

`eZOX[Yq_XZ^ oeZ`Y U yb Wb^ `JXYZ bWNNgsMM P` WY �N^Y[ZJ^WsN _]YZ `WY �wveMbY
pj
Jeq `YN VYZYWOX

[−zaAmax, zaAmax]
ge ]YbOXZcNrYN U}e`Yw [ZYWq^ JeOX XWYZ o WY`YZ `Jb \Z[ew YN^ P `Jbb q_Z X¨XYZY �wveMbY `WY xYZ^YWMeN[bhqeNr^WsN [Y[YN �eMM [YX^ U îsw W^ YZ[W]^ bWOX oY[YN `YZ î�wwY^ZWY WN `YN �wveMbYN

pj
`Jb�N^Y[ZJM

I ≡ e2

4π2c

2(γ − 2)ω2

π

∫ zaAmax

0
dΠx

∫ zaAmax

0
d$y

1

(1 + Π2
x + $2

y)
γ/2

1

ω2
0

H[ω∗ − ω].

f¥ U¥ln
}e ]YJOX^YN Wb^ P `Jbb `WY �]YZ[JN[bqZYNeYNg ω∗

YWNY �eNr^WsN `YZ �wveMbY
pj

Wb^ U yb Wb^`JXYZ YZqsZ`YZMWOX P `Jbb geNcOXb^ `WY VY`WN[eN[ ω∗(pj) − ω
WN YWNY VY`WN[eN[ q_Z `WY�wveMbY

pj,∗(ω) − pj

eN[YqsZw^ o WZ` U

im¥
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\]]WM`eN[ ¥ Ul � u WY \]XcN[W[rYW^ `YZ `W¡YZYN^WYMMYN �N^YNbW^c^ gsw \gWwe^
φ
U îWY Wb^b�wwY^ZWbOX ]Yg_[MWOX YWNYZ y]YNY P oYMOXY `eZOX `WY �sZw JMYN]Y`WN[eN[

cos φ = 0
`Y£NWYZ^ Wb^ U �_Z `WYbY a WNrYM o WZ` `WY �N^YNbW^c^ �eMM P bYM]b^Ww |ZJvX ]n `Yb �JMM f�n U y WNY [YNJeY VY^ZJOX^eN[ `YZ §w[Y]eN[ `YZa WNrYM

φ = 0, π, 2π
gYW[^ YWNYN gYZ[MYWOX]JZYN \]qJMM o WY Ww |ZJvXYN Jn

�'�$ �"#��$# 6$ "#�"$ &
�N `Yw XWYZ [YocXM^YN VYWbvWYM XcN[^

ω∗
NeZ gsN

$y

J] U îsw W^ ] YN¨^W[^ w JN JeOX NeZYWNYN |ZYNgWwveMb
$y,∗

eN` w JN XJ^ P ÿ Y NJOX îWOX^o WNrYM f�JMM fin s`YZ f�nn

$y ≤ $y,∗,1 ' 28.7(ΛL)2ω2

W 2[−4.84(ΛL)6/5ω6/5]
,

$y ≤ $y,∗,2 ' 2.87×10−5(ΛL)2ω2

W 2[−4.84(ΛL)6/5ω6/5]
.

f¥ U¥¥n

t WYZJeb YZ[W]^ bWOX `JNN `WY �cXYZeN[ q_Z YWN yNbYw]MY gsN pYWMOXYN P

I '
(

24.2 arctan

[

10$y,∗
(101 + $2

y,∗)
1/2

]

− 242$y,∗
(1 + $2

y,∗)(101 + $2
y,∗)

1/2

)

(ΛL)2ω2 f¥ U¥Sn

imS



uWY dJw]YZ^bOXY
W h�eNr^WsN Wb^ Ww �N^YZgJMM [−1/e,∞[

`Y£NWYZ^ U uJ `WY �ZYNeYNg vsbW^WgWb^ P YZ[W]^ bWOX bsqsZ^ `WY yWNbOXZcNreN[

ω ≤ 1

(4.84e)5/6(ΛL)
=

1.17×10−1

(ΛL)

f¥ U¥¦n
eN` `YZ �ZYNeYNg]YZYWOX P WN `Yw \]b^ZJXMeN[ w¨[MWOX Wb^ P ZY`egWYZ^ bWOX Jeq `Jb �N^YZgJMM
[0, 0.117]

U �_Z ] YW`Y �cMMY bWN` `WY �ZYNeYNgJ]XcN[W[rYW^YN WN \]]WM`eN[ ¥ U¥ `JZ[Yb^YMM^ UVY^ZJOX^Y^ w JN `WY |Z¨zYNsZ`NeN[YN P bs £N`Y^ w JN P `Jbb `YZ tJev^] YW^ZJ[ `YZ î^ZJXh
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\]]WM`eN[ ¥ U¥ � î^ZJXMeN[ YWNYb yNbYw]MYb gsN yMYr^ZsNYN U u WY pYWMOXYN b^ZJXMYN qJb^JebbOXMWYzMWOX WXZY yNYZ[WY Ww VYZYWOX
(~n·∆~β0,2) > 0

J] P \]]WM`eN[ Jn P ` WYJN`YZY tJM]bvXcZY Wb^ ge gYZNJOXMcbbW[YN P o WY w JN JN `YZ |Z¨zYNsZ`NeN[`YZ \]]WM`eN[ ]n YZrYNNYN rJNN U

MeN[ gsN `YN yMYr^ZsNYN `Yb �JMMb fin b^Jww^ U \ MMY oYW^YZYN \N^YWMY bWN` gYZNJOXMcbbW[h]JZ U t WYZ gYW[^ bWOX o WY`YZ `Jb xYZXJM^YN ZYMJ^Wg Wb^WbOXYZ pYWMOXYN P `Jbb `WY î^ZJXMeN[ qJb^JebbOXMWYzMWOX WN VYoY[eN[bZWOX^eN[ J][Yb^ZJXM^ o WZ` U
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Y^oJb �YeYw P gsZXYZ NWOX^ uJ[YoYbYNYw Wb^ YWN VYb^JN`^YWM `WYbYZ u WbbYZ^J^WsN P `YNNJeb `YZ \ Z]YW^ _] YZ YWNY JMM[Yw YWNY �sZw `YZ aYW] YMWNb^J]WMW^c^ rsNN^Y YWNY NYeJZ^W[YNWOX^MWNYJZY aYMMYN[MYWOXeN[ q_Z YWN eNwJ[NY^WbOXYb L MJbw J XYZ[YMYW^Y^ oYZ`YN P oYMOXYJMb d¨beN[ NWOX^MWNYJZY bsMW^cZY aYMMYN ] YbW^g^ U

imk
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q_Z ÿ Y[MWOXY î^¨ZeN[YN `Yb | MYWOX[Yo WOX^bgeb^JN`Yb U
uJge oeZ`YN `WY \eb[JN[b[MYWOXeN[YN geNcOXb^ MWNYJZWbWYZ^ foYWM w JN gsN rMYWNYN
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]YbOXZYW] YN P os]YW `WY LMJbw JYW[YNbOXJq^YNbcw^MWOX WN `Yw dYW^qcXW[rYW^b^YNbsZ
σ̄
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B0~ez

sZWYN^WYZ^ bWN` P gYZYWNqJOX^ oYZ`YN U
|YZJ`Y MY^g^YZYb bOXWYN YWNY b^JZrY yWNbOXZcNreN[ `JZgeb^YMMYN U íY`sOX oeZ`Y WN `WYhbYZ \ Z]YW^ `YZ �JMM YWNYb fJNqcN[MWOX n eNwJ[NY^WbOXYN LMJbw Jb ]Y^ZJOX^Y^ ÷ ` WYb XJ^^Y geZ
�sM[Y P `Jbb `YZ aYMMYNgYr^sZ ~k

`YZ ^ZJNbgYZbJMYN aYMMYN `WY YWNgW[Y \ebZWOX^eN[bw¨[hMWOXrYW^ q_Z `Jb {ssZ`WNJ^YNb�b^Yw Wb^ U I JN r¨NN^Y JeOX bJ[YN P `Jb {ssZ`WNJ^YNb�b^YwoeZ`Y bs [YocXM^ P `Jbb ~k = k~ez
U \eq[ZeN` `WYbYZ \NNJXw YN MJ[ `YZ dYW^qcXW[rYW^b^YNbsZWN YWNYZ `Ye^MWOX gYZYWNqJOX^YN �sZw gsZ eN` rsNN^Y w W^ `Yw uWYMYr^ZWgW^c^b^YNbsZ

ε̄
eN``Yw IJKoYMMsv YZJ^sZ

Λ̄
WN xYZ]WN`eN[ [Y]ZJOX^ oYZ`YN U
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c2k2 = f(M2)
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M
Jeq^JeOX^ JNb^J^^ `YZ ] YW`YN |Z¨zYN

Γ
eN`

k
Uu JXYZ rsNN^Y w JN

M
JMb eNJ]XcN[W[Y xJZWJ]MY eN`

k
JMb J]XcN[W[Y xJZWJ]MY ocXMYN U îs£YM Yb Ww oYW^YZYN xYZMJeq g WYM MYWOX^YZ P [ZeN`MY[YN`Y \ebbJ[YN _]YZ `WY �Nb^J]WMW^c^ ge^ZY¡YN U

uJw W^ MWYz bWOX `YZ YZMJe]^Y aYMMYNgJXM] YZYWOX q_Z YWNY �Nb^J]WMW^c^ YWNqJOX JMb u W¡YZYNg
goYWYZ �N^Y[ZJMY `JZb^YMMYN P oYMOXY ïNeZð NsOX [YM¨b^ oYZ`YN w_bbYN U uYb aYW^YZYN gYW[^YbWOX bsosXM q_Z

M → ∞ JMb JeOX q_Z `YN �]YZ[JN[ WN YWNY Wbs^Zsv Y xYZ^YWMeN[ `YZpYWMOXYN P `Jbb rYWNY WNb^J]WMYN Is`YN Jeq^ZY^YN r¨NNYN U �_ZM → 0
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h [Yb^YMM^ P ` UX U `Jb L MJbw J Wb^ eNw J[NY^WbOX eN` `WY aYMMYN vlJNgYN bWOX YN^MJN[ `YZ
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fa
goYW �sZ`YZeN[YN b^YMM^Y �

iU u WY pYWMOXYN ]YoY[YN bWOX JMMY w W^ YWNYw rsNb^JN^YN �wveMb WN
zh~WOX^eN[ P [Y[Y] YN`eZOX `WY |MYWOXeN[

Πz = 0
U

� U u WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN Wb^ JOXbYNb�wwY^ZWbOX WN
yh~WOX^eN[ P ` UX U Yb ^ZW^^ NeZ YWNY\]XcN[W[rYW^ gsN [YZJ`YN Ls^YNgYN WN

$y

Jeq U
u WY bWOX YZ[Y] YN`Y | MYWOXeN[ ]YWNXJM^Y^Y bsosXM `Jb xYr^sZvs^YN^WJM bso WY JNJM�^WbOXbOXo WYZW[ ge M¨bYN`Y �N^Y[ZJMY _]YZ `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN Uu WYbY NWOX^MWNYJZY |MYWOXeN[ oJZ `JNN `YZ \eb[JN[bveNr^ goYWYZ d¨beN[bb^ZJ^Y[WYN U\ Mb YZb^Yb oeZ`Y YWNY YKJr^Y d¨beN[ `eZOX `WY aJXM YWNYZ

δhxYZ^YWMeN[ `YZ pYWMOXYN YZhZYWOX^ ÷ eN` goJZ q_Z `WY �cMMY YWNYb yMYr^ZsNYNvMJbw Jb w W^ vsbW^WgYw tWN^YZ[ZeN` P YWNYby MYr^ZsNhLsbW^ZsNhLMJbw Jb bso WY YWNYb yMYr^ZsNh�sNhLMJbw Jb U yb YZ[J] bWOX ÿ YoYWMb YWNYWNgYMNYZ bc[YgJXNJZ^W[YZ P vZsvJ[WYZYN`YZ aYMMYNge[ q_Z `Jb YMYr^ZWbOXY eN` wJ[NY^WbOXY�YM` U \ MMYZ`WN[b ] Yo WZr^Y `WY §NvX�bWrJMW^c^ `YZ
δhuWb^ZW]e^WsN XWYZ YWN NWOX^vX�bWrJMWhbOXYb xYZXJM^YN � u WY YMYr^Zsw J[NY^WbOXYN �YM`YZ `Yb îsMW^sNb ] YbJzYN YWNY §Nb^Y^W[rYW^bhb^YMMY U\eq[ZeN` `WYbYZ §NgeMcN[MWOXrYW^YN `YZ YKJr^YN d¨beN[ oeZ`Y NJOX YWNYZ Jb�wv^s^WhbOXYN d¨beN[ [YbeOX^ U \ Mb YN^bOXYW`YN`YZ LJZJwY^YZ geZ yN^o WOrMeN[ `YZ aeZgYMqeNrh^WsNYN Ww �N^Y[ZJM `YZ aYMMYN[MYWOXeN[ YZo WYb bWOX `Jb xYr^sZv s^YN^WJM

A
Ww xYZXcM^NWb

gew �wveMb `YZ pYWMOXYN U uJ JMb �N^Y[ZJ^WsNbrsNb^JN^Y ÿ Y`s OX JeOX YWN w JKWw JMYb xYrh^sZvs^YN^WJM
Amax

YWN[Yq_XZ^ oYZ`YN webb^Y � oYMOXYb `eZOX IYbbeN[YNhVYs]JOX^eN[YN
ge ]Yb^WwwYN Wb^ � P YZ[J] YN bWOX `ZYW w ¨[MWOXY �cMMY � in Amax

eN`
A
[Zsz P �n Amax

[ZszeN`
A
rMYWN P hn Amax

eN`
A
rMYWN U t WYZ] YW gYW[^Y bWOX P `Jbb WN `YN �cMMYN �n eN` hn bWOXNeZ bWNebsW`JMY d¨beN[YN w W^ qYb^YN aYMMYNgJXMYN

k
£N`YN MWYzYN P oYMOXY w JN J]YZ JMb�]YZ[JN[ ge `YN WbsMWYZ^YN Is`YN Jeb {JvW^YM h WN^YZvZY^WYZYN r¨NN^Y U �eZ q_Z YWN [YhN_[YN` [ZszYb xYr^sZvs^YN^WJM [W]^ Yb YWNY bsMW^cZY d¨beN[ P `YZYN [YNJeY �sZw NeZ gsN

YWNYZ |Z¨zY
R ≤ 1

J]XcN[^ U u WYbY o WY`YZew Wb^ [Y[Y] YN `eZOX `WY L MJbw JvJZJwY^YZ P ` UX U` WY u WOX^Y `Yb LMJbw Jb P `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN bso WY `Jb w JK Ww JMY xYr^sZvs^YN^WJM Uy b gYW[^Y bWOX P `Jbb `YZ LJZJw Y^YZ R `WY Zcew MWOXY ª%.7#3$%$/ `Yb îsMW^sNb NeZ oYNW[ P` UX U Y^oJ w W^ YWNYw �Jr^sZ
2
]YYWNlebb^ P `J[Y[YN J]YZ YWNY [ZszY VY`Ye^eN[ q_Z `WY F9&-`Yb îsMW^sNb XJ^ U �_Z YWNYN aYZ^

R ' 1
YZ[J] bWOX YWN NJXYge bWNebq¨Zw W[YZ xYZMJeq `YZYMYr^Zsw J[NY^WbOXYN �YM`YZ w W^ YWNYZ rMYWNYN \wvMW^e`Y U �_Z aYZ^Y

R ¿ 1
XWN[Y[YNNcXYZ^YN bWOX `WY �YM`YZ WwwYZ wYXZ `YZ bc[YgJXNJZ^W[YN �sZw JN P oYMOXY ] YZYW^b gsN`YZ YKJr^YN d¨beN[ w W^ YWNYZ

δhq¨Zw W[YN xYZ^YWMeN[ ]YrJNN^ oJZ P ÿ Y`sOX b^Y^b w W^ YWNYw\]qJMM `YZ �YM`YZ Jw ~JN` Jeq �eMM U îsw W^ YZ[J] bWOX XWYZ ^Zs^g cXNMWOXYZ �sZw rYWNeNvX�bWrJMWbOXYb xYZXJM^YN U

ii�



tWYZw W^ oJZ JMbs `WY ZYMJ^WgY |Yb^JM^ `Yb îsMW^sNb qYb^[YMY[^ U yb b^YMM^Y bWOX ÿ Y`sOX JN`WYbYZ î^YMMY `WY �ZJ[Y NJOX `YN vX�bWrJMWbOXYN îrJMYN[Z¨zYN U uJXYZ oeZ`Y Ww MY^g^YNpYWM ` WYbYb {JvW^YMb J][YbOXc^g^ P oYMOXY |Z¨zYNsZ`NeN[ `WY YN^b^YXYN`YN IJ[NY^qYM`YZeN` `WY Zcew MWOXYN eN` gYW^MWOXYN îrJMYN `Yb îsMW^sNb ] YbW^gYN U u WYbY |Z¨zYN rsNN^YN JMb�eNr^WsNYN `YZ LMJbw JvJZJwY^YZ eN` `YZ pYWMOXYNYW[YNbOXJq^YN ]Yb^Www^ oYZ`YN eN`
YZMJe]YN Jeq `WYbY aYWbY vZWNgWvWYMM `WY VYbOXZYW]eN[ `Yb îsMW^sNb U yZqsZ`YZMWOX XWYZgeWb^ JMMYZ`WN[b `WY {YNN^NWb `WYbYZ LJZJwY^YZ P oYMOXY Jeb \NNJXwYN s`YZ îWweMJ^WsNYNYN^NswwYN oYZ`YN w_bbYN U
�_Z `WY LMJbw JvJZJwY^YZ b^YMM^ ` WYbYb WNbsqYZN rYWN ] YbsN`YZb [ZszYb LZs]MYw `JZ P `Jw JN Jeb g WYMqcM^W[YN VYs]JOX^eN[YN eN` îWweMJ^WsNYN [YYW[NY^Y aYZ^Y Jeb `YZ dW^YZJ^eZYN^NYXw YN rJNN U y^oJb JN`YZb b^YMM^ bWOX `WY îW^eJ^WsN q_Z `Jb w JKWw JMY xYr^sZvs^YNh^WJM `JZ U I JN r¨NN^Y � eN` `Jb oeZ`Y J]bOXMWYzYN` Ww {JvW^YM l [Y^JN � Jeb JMM[Yw YWN[_M^W[YN vX�bWrJMWbOXYN LZsgYbbYN o WY `YZ w JKWw JM gYZq_[]JZYN yNYZ[WY`WOX^Y P `YN yWNhlebb gsN {sMMWbWsNYN s`YZ ieJN^YNY¡Yr^YN |ZYNg]Y`WN[eN[YN q_Z

Amax
XYZMYW^YN P ÿ Y`sOXYZ[J]YN bWOX `J]YW ZYOX^ XsXY s]YZY îOXZJNrYN U \ M^YZNJ^Wg r¨NN^Y w JN YWNY VYgWYXeN[go WbOXYN `Yw wJKWw JMYN IJ[NY^qYM` eN`

Amax

Jeb {JvW^YM l Ne^gYN P ew Jeb VYs]JOXh^eN[YN YWNYN `YZ a WZrMWOXrYW^ NcXYZrswwYN`YN aYZ^ J]geMYW^YN U
}ew yN`Y `WYbYZ u WbbYZ^J^WsN qsM[^Y YWNY \NoYN`eN[ `YZ Ww {JvW^YM l XYZ[YMYW^Y^YN
îsMW^sNb^Zer^eZ U u WY xsZJebbY^geN[YN JN `WY xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN YZWNNYZN qZJvvWYZYN`JN `WY xYZXcM^NWbbY WN ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN íY^b P g UV U WN \|� U yb Wb^ gsZb^YMM]JZ P `Jbb `WY Jebhb^Z¨w YN`YN ZYMJ^Wg Wb^WbOXYN pYWMOXYN Ww íY^ `eZOX `YN XWYZ gsZ[Yb^YMM^YN IYOXJNWbweb
îsMW^sNYN JNZY[YN U u WYbY r¨NN^YN Ww oYW^YZYN xYZMJeq o WY`YZ w W^ `YN pYWMOXYN oYOXbYMho WZrYN eN` Jeq `WYbY aYWbY î^ZJXMeN[ YZgYe[YN U uJXYZ oeZ`Y Ww {JvW^YM ¥ `WY �ZJ[YYZ¨Z^YZ^ P oYMOXY yW[YNbOXJq^YN `WYbY î^ZJXMeN[ Xc^^Y UuJge oeZ`Y geNcOXb^ YWNgYMNY yMYr^ZsN ] Y^ZJOX^Y^ eN` q_Z `WYbYb y MYr^ZsN ]Yb^Www^ Po WY [Zsz `WY J][Yb^ZJXM^Y dYWb^eN[ w JKWw JM bYWN rJNN ÷ `YNN `Jb yMYr^ZsN b^ZJXM^ ÿ J `eZOX`WY VYbOXMYeNW[eN[ Ww îsMW^sNwJ[NY^qYM` yNYZ[WY J] U îs oeZ`Y WN \NJMs[WY geZ î�NOXZsh^ZsNb^ZJXMeN[ YWNY JMM[Yw YWNY |MYWOXeN[ `Yb `W¡YZYN^WYMMYN �N^YNbW^c^bbv Yr^Zew b Jeq[Yhb^YMM^ P WN oYMOXYZ `YZ }ebJwwYNXJN[ go WbOXYN `YZ J][Yb^ZJXM^YN yNYZ[WY vZs �ZYNeYNgheN` ~Jewo WNrYMYWNXYW^ w W^ `YZ VYbOXMYeNW[eN[ `eZOX `WY YMYr^Zsw J[NY^WbOXYN �YM`YZ
`Yb îsMW^sNb XYZ[Yb^YMM^ oeZ`Y UdYW`YZ Wb^ `WYbY |MYWOXeN[ ge rswvMYK P ew bWY JNJM�^WbOX M¨bYN ge r¨NNYN U uJXYZ oeZh`YN q_Z ] Yb^Www^Y VYZYWOXY �cXYZeN[bM¨beN[YN YN^o WOrYM^ P oYMOXY `eZOX [YYW[NY^Y aJXMYWNYZ �]YZ[JN[bqZYNeYNg JNYWNJN`YZ[YbY^g^ oYZ`YN rsNN^YN U }e`Yw [JM^ Yb P oYW^YZY yqhqYr^Y ge ]YZ_OrbWOX^W[YN � `YN �]YZ[JN[ ge YWNYw yNbYw]MY gsN yMYr^ZsNYN P `YN yWNlebb`Yb îWOX^o WNrYMb Jeq `WY xYZ^YWMeN[ eN` `WY �ZJ[Y P s] `WY yMYr^ZsNYN Ww xYZXcM^NWb geZIJ[NY^qYM``WOX^Y YWNY bYXZ [ZszY s`YZ bYXZ rMYWNY yNYZ[WY ] YbW^gYN U \eb JMM `WYbYw rsNNh^YN `JNN q_Z gYZbOXWY`YNY îW^eJ^WsNYN `WY YN^bvZYOXYN`YN xYZMceqY `Yb �N^YNbW^c^bbv Yrh^Zew b `JZ[Yb^YMM^ oYZ`YN U
�J^_ZMWOX Wb^ JN `WYbYZ î^YMMY `Jb |Y]WY^ `YZ MWNYJZYN eN` NWOX^MWNYJZYN aYMMYN WN eNhwJ[NY^WbOXYN L MJbw YN NWOX^ YZbOX¨vqYN` eN^YZbeOX^ osZ`YN U îs [YM^YN JMMY yZ[Y]NWbbYJeb `YN {JvW^YMN h eN` j q_Z Zcew MWOX b^J^WsNcZY aYW] YMw s`YN P `J geZ xYZYWNqJOXeN[ `YZ~YOXNeN[ YWNY ZYWN Ww J[WNcZY �ZYNeYNg JN[YbY^g^ oeZ`Y U u WYbYb LZWNgWv rsNN^Y ] YZYW^bYZoYW^YZ^ oYZ`YN fg[M U Rj iTn P WN`Yw wJN gebc^gMWOX YWNY rMYWNY ZYYMMY î^¨ZeN[ JN]ZWN[^ P` UX U w JN ocXM^ JMb �ZYNeYNg

ω = εωR + iΓ,
fS Uin

iih



w W^
ε ¿ 1

U \ MMYWN bOXsN Jeb `Yw LZWNgWv `YZ î^Y^W[rYW^ `YZ fw JrZsbrsvWbOXYNn �J^eZbsMM^YN bWOX d¨beN[YN YZ[Y] YN P `WY YWNY [Yo WbbY nXNMWOXrYW^ w W^ `YNYN Jeb {JvW^YM h] YbW^gYN U VYbsN`YZb WN^YZYbbJN^ o_Z`Y `WYbY �ZJ[Y ] YW `YZ VY^ZJOX^eN[ YWNYZ Jb�wwY^ZWhbOXYN xYZ^YWMeN[ bYWN P WN oYMOXYZ �sZw bWOX `WY WbsMWYZ^YN Is`YN cN`YZN U 1¡YNY �ZJ[YN[W]^ Yb JezYZ`Yw WwwYZ NsOX WN VYge[ Jeq `Jb xYZXcM^NWb go WbOXYN `YZ aYW] YMWNb^J]WMW^c^eN` JN`YZYN LMJbw JWNb^J]WMW^c^YN   U aYMOXY bY^g^ geYZb^ YWN� VYW oYMOXYZ YZ[W]^ bWOX `Jb[Z¨z^Y aJOXb^ew �
uWY ger_Nq^W[Y \eq[J] Y ]YW `YZ §N^YZbeOXeN[ `YZ bsMW^cZYN aYMMYN MWY[^ Jeq `YZ tJN` ��Y] YN `YZ �ZJ[Y NJOX `YZ LsMJZWbJ^WsN `YZ î^ZJXMeN[ eN` oYMOXY |Z¨zY `Yb �JZJ`J�YqhqYr^b XWYZJeb J]geMYW^YN ocZY P bsMM^Y w JN oYW^YZY [YYW[NY^Y îgYNJZWYN £N`YN P q_Z `WY `YZXWYZ gsZ[Yb^YMM^Y LZsgYbb YWNY yZrMcZeN[bw¨[MWOXrYW^ ]WY^Y^ U u WYbYb o WZ` Jeq[ZeN` `YZ ZYhMJ^Wg Wb^WbOXYN pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^YN goJZ NWOX^ WN JMMYN Jb^ZsvX�bWrJMWbOXYN LMJbw YN`YZ �JMM bYWN P ÿ Y`sOX [W]^ Yb YK^ZYw Y î�b^Yw Y P `WY w JN eN^YZbeOXYN rJNN � ieJbJZY P íY^bgsN �Ye^ZsNYNb^YZNYN s`YZ îOXoJZgY d¨OXYZN U

ªØ½°± È¯ ®¯¼¯·²µ ¯¼µ²¯ «²¯¼µ½°±½¶¯ ¯Ç ·µ²·¯¼¯ ³ µ·¯±¯ Ê¼¯² ¬ ®¯Â `r ³ Oa Â
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� ��°� ��� ����� ��� ��
��U��� ��� ��  � �¥� ������¥ ����U�

IJN [YX^ gsN YWNYZ YWNqJOXYN xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN [Y[YNMce£[YZ î^Z¨w Y Jeb P ` UX U ` WYy MYr^ZsNYN]YoY[eN[ £N`Y^ NeZ WN
xh~WOX^eN[ w W^ `YZ |YbOXo WN`W[rYW^ ±a

b^J^^

f0(~v) =
1

2
(δ(vx − a) + δ(vx + a)) δ(vy)δ(vz).

f\ Uin
\eOX WN YWNYw eNwJ[NY^WbWYZ^YN L MJbw J YK Wb^WYZYN WN£NW^YbWw JMY IJ[NY^qYM`ler^eJ^WshNYN

δBz = B1(t) exp[iky] P oYWM [YMJ`YNY pYWMOXYN Ww LMJbw J gsZXJN`YN bWN` U 1 UV U` U\ UrJNN w JN `WY \ebZWOX^eN[ bs ocXMYN P `Jbb `WY \eb]ZYW^eN[ `YZ �Mer^eJ^WsN WN yh~WOXh^eN[ P `WY \wvMW^e`Y `J[Y[YN NeZ WN zh~WOX^eN[ MWY[^ U uJNN MYNr^ `WY dsZYN^grZJq^
dvy

dt
=

e

mec
vxδBz

f\ U�n
`WY yMYr^ZsNYN J]XcN[W[ gsN `YZYN VYoY[eN[bZWOX^eN[ J] U yMYr^ZsNYN w W^

vx = a
YZqJXhZYN YWNY VYbOXMYeNW[eN[

(dvy/dt) = (ea/mec)δBz

WN
+yh~WOX^eN[ eN` yMYr^ZsNYN w W^

vx = −a
YN^bvZYOXYN`

(dvy/dt) = −(ea/mec)δBz
WN −yh~WOX^eN[ U�eN webb w JN `WY IJ[NY^sX�`Zs`�NJw Wr fItun ] Yw_XYN � Yb YN^b^YX^ YWNY gYW^MWOXYnN`YZeN[ Ww |YbJw^lebb `Yb goYW^YN Isw YN^Yb f` UX U `Yb uZeOr^YNbsZb P̄

n WN `YZ
xh{swvsNYN^Y `eZOX `WY 1]YZlcOXY WN �sZw JMY geZ yh\OXbY f(dvx/dt) = 0

n P
∂

∂t
〈vyvx〉 =

∫

d3v f0vx
dvy

dt
=

=
eδBz

2mec

(∫ ∞

−∞
dvxvxaδ(vx − a) −

∫ ∞

−∞
dvxvxaδ(vx + a)

)

=
ea2δBz

mec

f\ Uhn
aY[YN `YZ IswYN^YNYZXJM^eN[

n0me(∂〈~v〉/∂t) +∇ · P̄ = 0
Zeq^ `WYbYb YWNY nN`YZeN[ WN

〈vx〉
XYZgsZ P

∂

∂t
〈vx〉 = −∂〈vyvx〉

∂y
.

f\ Ujn
}ebJwwYN w W^ | MYWOXeN[ f\ Uhn q_XZ^ `WYb ge

∂2

∂t2
〈vx〉 =

∂

∂y

∂〈vyvx〉
∂t

= − ea2

mec

∂δBz

∂y
= − ea2

mec
ikδBz.

f\ Uln
\eb `Yw \wv ±ZY[YbY^g q_Z `YN î^Zsw P

jx = −ene〈vx〉 =
c

4π
[∇× ~B]x =

c

4π

∂δBz

∂y
=

c

4π
ikδBz

f\ U¥n

iil



qsM[^ J] YZ
〈vx〉 = − c

4πene

ikδBz.
f\ USn

| MYWOXeN[ f\ USn WN |MYWOXeN[ f\ Uln YWN[YbY^g^ YZ[W]^ YWNY u W¡YZYN^WJM[MYWOXeN[
∂2δBz

∂t2
=

4πe2a2ne

mec2
δBz =

ω2
p,ea

2

c2
δBz

f\ U¦n
w W^ ZYWN ZYYMMYN d¨beN[YN P JMbs geNcOXb^ rYWNYN aYMMYN P

δBz(t) ∝ exp[±ωp,eat

c
],

f\ Ukn
os]YW `YZ [Y`cwvq^Y pYWM w W^ `YZ }YW^ gYZbOXo WN`Y^ eN`

δBz(t) ∝ exp[
ωp,eat

c
],

f\ Uimn
YWNY JNoJOXbYN`Y d¨beN[ `JZb^YMM^ U îY^g^ w JN `WYbY d¨beN[ WN `YN JMM[Yw YWNYw \NbJ^gf~B(~x) exp[iωt]

n YWN P bs YZXcM^ w JN WN `WYbYw �JMM YWNY ZYWN Ww J[WNcZY �ZYNeYNg ω
]go UJv YZWs`WbOXY d¨beN[YN U

y WNY JNoJOXbYN`Y d¨beN[ YWNYZ î^¨ZeN[ WN `YZ aYW] YMWNb^J]WMW^c^ YZqsZ`YZ^ JMbs `YN\NbJ^g YWNYZ �ZYNeYNg
ω = iΩ

w W^
Ω > 0

WN `YN uWbv YZbWsNbZYMJ^WsNYN U uJ `WYbY ~YOXNeN[b^ZYN[[YNswwYN NeZ q_Z eNw J[NY^WbWYZ^Y LMJbw YN [WM^ P o WZ` `Jb aJOXb^ew `YZ Is`YNeZ bs MJN[Y gYZN_Nq^W[ ] YbOXZWY] YN P o WY `YZ dJZw sZZJ`Web `YZ yMYr^ZsNYN rMYWNYZ JMb `WYîrJMYNMcN[Y `Yb L MJbw Jb Wb^ U

ii¥



¤ � ����� °� � ������ ��� �
²� �� �� ��� ��  Q �� �� � �� �� � ��� �� �

ò�� ³J ���� �ó
������ó¡�����J �	�� �J� �J � �  �� �� �����
uWY vJZ^WYMMY \]MYW^eN[ YWNYZ �YM`[Z¨zY ~A(~x, t)

NJOX `YZ }YW^ NWww^ Ww �seZWYZhdJvMJOYh~Jew qsM[YN`Y |Yb^JM^ JN
∫f

3

d3x
∫ ∞

0
dt

[

∂

∂t
~A(~x, t)

]

e−i(~k·~x−ωt) =

=
∫f

3

d3x
(

− ~A(~x, 0) − iω
∫ ∞

0
dt ~A(~x, t)eiωt

)

e−i~k·~x =

= − ~A~k(0) − iω ~A(~k, ω),
fV Uin

os]YW WN
A~k(0)

`WY \NqJN[b] Y`WN[eN[ YWN[YX^ P
~A~k(0) =

∫f
3

d3x ~A(~x, 0)e−i~k·~x.
fV U�n

u WY Zcew MWOXYN \]MYW^eN[YN gsN ~A(~x, t)
oYZ`YN JNJMs[ Jeb[Yq_XZ^

∫f
3

d3x
∫ ∞

0
dt

[

∂

∂xν

Aµ(~x, t)

]

e−i(~k·~x−ωt) =

=
∫f

3

d3x
(

ikν

∫ ∞

0
dt Aµ(~x, t)eiωt

)

e−i~k·~x =

= ikνAµ(~k, ω).
fV Uhn

ò �ñ ´ �� �� ���ö ������� ��� ���������^� �J �
uWY xsZJebbY^geN[ q_Z `WY XWYZ `JZ[YMY[^Y î^¨ZeN[bZYOXNeN[ MJe^Y^ P `Jbb Yb YWNY xYZ^YWhMeN[bqeNr^WsN NeMM^YZ 1 Z`NeN[

fa0
[W]^ P ` WY `WY YKJr^Y x MJbsg[MYWOXeN[ fg[M U � Uln YZq_ MM^ U�eN o WZ` Ww �sM[YN`YN [YgYW[^ P `Jbb q_Z fa0

`WYbY |MYWOXeN[ WwwYZ [WM^ P qJMMb fa0
YWNY [�Zsh^Zsv Y xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN eN` `Jb t WN^YZ[ZeN`wJ[NY^qYM` Xsws[YN Wb^ P JMbs ~B0 = B0~ez

UaYWM ` WY | MYWOX[Yo WOX^bqeNr^WsN b^J]WM eN` Xsws[YN Wb^ P qsM[^ (∂fa0/∂t) = (∂fa0/∂~x) =
0
U u JXYZ webb

fa0(~p)
NsOX

qa
~p× ~B0

maγac
· ∂fa,0(~p)

∂~p
= 0

fV Ujn
YZq_MMYN UI JN ocXM^ `Jge }�MWN`YZrssZ`WNJ^YN f� U�Sn `Yb �wveMbYb P

px = p⊥ cos φ; py = p⊥ sin φ; pz = p‖,
fV Uln

iiS



]go U
p‖ = pz; p⊥ =

√

p2
x + p2

y; φ = arctan

(

py

px

)

.
fV U¥n

�eN b^YMM^ w JN `YN |ZJ`WYN^YN ∂
∂~p

WN }�MWN`YZrssZ`WNJ^YN `JZ P






∂
∂px
∂

∂py
∂

∂pz







=







∂p⊥
∂px

∂
∂p⊥

+ ∂φ
∂px

∂
∂φ

∂p⊥
∂py

∂
∂p⊥

+ ∂φ
∂py

∂
∂φ

∂
∂p‖







=







px

p⊥

∂
∂p⊥

− py

p2
⊥

∂
∂φ

py

p⊥

∂
∂p⊥

+ px

p2
⊥

∂
∂φ

∂
∂p‖







=







cos φ ∂
∂p⊥

− sin φ
p⊥

∂
∂φ

sin φ ∂
∂p⊥

+ cos φ
p⊥

∂
∂φ

∂
∂p‖







.
fV USn

aYN`Y^ w JN `WYbYN JN P bs qsM[^

qa
~p× ~B0

maγac

∂fa,0(~p)

∂~p
= − qaB0

maγac

∂fa,0(~p)

∂φ
= −ΩB,a

∂fa,0(~p)

∂φ
.

fV U¦n
�sZ`YZ^ w JN `WY |�Zs^svWY `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN P bs [WM^ (∂fa0/∂φ) = 0 P oJb ge gYW[YNoJZ U

ò �� ������ �J � �� � �J ������� �
uWY u W¡YZYN^WJM[MYWOXeN[

(2.29)
Wb^ gsN `YZ �sZw

∂f(x)

∂x
− α(x)f(x) = g(x).

fV Ukn
�_Z

g(x) = 0
Wb^ ` WY d¨beN[ YWNqJOX `eZOX

C0e
h(x) [Y[Y] YN w W^ h′(x) = α(x)

U�_Z
g(x) 6= 0

wJOX^ w JN `YN \NbJ^g

f(x) = C(x)eh(x) und
∂f(x)

∂x
= C ′(x)eh(x) + h′(x)C(x)eh(x).

fV Uimn
u WYbYb qsZw^ w JN ew P

C ′(x) = g(x)e−h(x),

C(x) = C0 +
∫ x

0
dx′g(x′)e−h(x′),

fV Uiin
eN` YZXcM^ `JZJeb `WY d¨beN[

f(x) = C0e
h(x) +

∫ x

0
dx′g(x′)eh(x)−h(x′).

fV Ui�n
�_Z `WY MWNYJZWbWYZ^Y x MJbsg[MYWOXeN[ NYXwYN w W^ ~k = (k⊥, 0, k‖)

eN`

α(φ) = i
~k · ~v − ω

ΩB,a

= i
k⊥v⊥ cos φ + k‖v‖ − ω

ΩB,a

,
fV Uihn

g(φ) =
Φ(φ)

ΩB,a

fV Uijn

ii¦



`WY |Z¨zYN
h(φ)

eN`
C(φ)

`WY qsM[YN`Y �sZw JN P
h(φ) = i

k⊥v⊥ sin φ + (k‖v‖ − ω)φ

ΩB,a

fV Uiln

C(φ) =
1

ΩB,a

φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′Φ(φ′) exp

[

−i
k⊥v⊥ sin φ′ + (k‖v‖ − ω)φ′

ΩB,a

]

.
fV Ui¥n

uJ ]YW `YZ dWNYJZWbWYZeN[ f� USn JN[YNswwYN oeZ`Y P `Jbb `WY � Mer^eJ^WsNYN rMYWN bWN` Pw_bbYN XWYZ `WY �N^Y[ZJ^WsNb[ZYNgYN vJbbYN` [YocXM^ oYZ`YN U �_Z `YN �JMM YWNYZ rsw hvMYKYN �ZYNeYNg
ω = ωR + iΓ

YZ[W]^ bWOX YWN ZYYMMYZ �Jr^sZ
exp[Γφ/ΩB,a] P `YZ `WY � Merh^eJ^WsNYN `cwvqYN rJNN U uJNr `YZ qZYW ] Yb^Www]JZYN �N^Y[ZJ^WsNbrsNb^JN^Y rJNN `WYeN^YZY |ZYNgY bs [YocXM^ oYZ`YN P `Jbb `WY î^Jww qeNr^WsN JN `WYbYZ î^YMMY `YN aYZ^�eMM JNNWww^ U

ò �� � ��ö� �� ��� �� � � ��^� ������ �� ��
§w `WY a WNrYMWN^Y[ZJMY WN |MYWOXeN[ f� Uhkn ge ]YZYOXNYN P Wb^ YWNY b�b^Yw J^WbOXY xsZ[YhXYNboYWbY gsN xsZ^YWM U uY£NWYZ^ w JN bWOX geNcOXb^ Jeb | MYWOXeN[ f� Uhkn `YN a WNrYMWNh^Y[ZJM^YNbsZ

Θij(µ, ν) ≡
2π∫

0

dφ gi(φ)ei(α+ν)φ

φ∫

sign(qaΓ)∞

dφ′ gj(φ
′)e−i(α+µ)φ′

,
fV UiSn

os]YW
gi(φ) ∈ {cos φ, sin φ, 1} q_Z i ∈ {1, 2, 3} P bs b^YMM^ bWOX XYZJeb P `Jbb JMMY {swvsNYNh^YN `WYbYb pYNbsZb JNJM�^WbOX M¨b]JZ bWN` U I JN YZXcM^ `WY d¨beN[YN

Θ11 =

(

e2πi(ν−µ) − 1
)

[(α + µ)(ν − µ)2 − 2(α + µ) − (ν − µ)]

(α + µ + 1)(α + µ − 1)(ν − µ + 2)(ν − µ − 2)(ν − µ)
,

Θ12 =
i
(

e2πi(ν−µ) − 1
)

[(α + µ)(ν − µ) − (ν − µ)2 + 2]

(α + µ + 1)(α + µ − 1)(ν − µ + 2)(ν − µ − 2)(ν − µ)
,

Θ13 =

(

e2πi(ν−µ) − 1
)

(ν − µ)

(α + µ)(ν − µ + 1)(ν − µ − 1)

Θ21 =
i
(

e2πi(ν−µ) − 1
)

[(α + µ)(ν − µ) − 2]

(α + µ + 1)(α + µ − 1)(ν − µ + 2)(ν − µ − 2)(ν − µ)
,

Θ22 =

(

e2πi(ν−µ) − 1
)

(−2(α + µ) + (ν − µ))

(α + µ + 1)(α + µ − 1)(ν − µ + 2)(ν − µ − 2)(ν − µ)
,

Θ23 =
i
(

e2πi(ν−µ) − 1
)

(α + µ)(ν − µ + 1)(ν − µ − 1)
,

Θ31 =

(

e2πi(ν−µ) − 1
)

[(α + µ)(ν − µ) − 1]

(α + µ + 1)(α + µ − 1)(ν − µ + 1)(ν − µ − 1)
,

Θ32 =
i
(

e2πi(ν−µ) − 1
)

[(α + µ) − (ν − µ)]

(α + µ + 1)(α + µ − 1)(ν − µ + 1)(ν − µ − 1)
,

iik



Θ33 =
e2πi(ν−µ) − 1

(α + µ)(ν − µ)
.

fV Ui¦n
�eN ]Y^ZJOX^Y^ w JN `YN îewwYN^YNbsZ

Ψij ≡
∞∑

µ=−∞

∞∑

ν=−∞
Jµ[β]Jν [β]Θij(µ, ν),

fV Uikn

u WY usvvYMbewwY _]YZ
µ
eN`

ν
wW^ `YN VYbbYMqeNr^WsNYN WN | MYWOXeN[ fV Uikn gYZYWNqJOX^bWOX P `J JMMY pYZw Y gsN

Θij

w W^ �YNNYZ 6= 0
�eMM bWN` eN` bsw W^ oY[qJMMYN U �JMMb ÿ Y`s OX`YZ �YNNYZ Y] YNqJMMb �eMM Wb^ P webb w JN `WY ~Y[YM gsN `Y M �tsbvW^JM JNoYN`YN P eN` w JNYZXcM^ îewwJN`YN 6= 0

U \ Mb VYWbvWYM bYW X WYZ
Θ33
]Y^ZJOX^Y^ U yb [WM^

Θ33 =

{

0 ν 6= µ
1/(α + µ) ν = µ.

fV U�mn
\eq `WYbY aYWbY Mcbb^ bWOX `WY usvvYMbewwY WN `YN YWNgYMNYN {swvsNYN^YN

Ψij

WN YWNY
YWNqJOXY îewwY _]YZ

µ
gYZYWNqJOXYN P `YZYN îewwJN`YN bWOX w W^ `YZ \]r_ZgeN[ Jµ =

Jµ[β]
eN` `YN VYgWYXeN[YN q_Z `WY VYbbYMqeNr^WsNYN P

Jµ−1 + Jµ+1 =
2µ

β
Jµ,

dJµ

dβ
= −µ

β
Jµ + Jµ−1 =

µ

β
Jµ − Jµ+1,

Jµ−1 − Jµ+1 = 2
dJµ

dβ

fV U�in
Y] YNqJMMb YKvMWgW^ JebZYOXNYN MJbbYN U yb YZ[W]^ bWOX

Ψ11 =
πi

2

∑

µ

Jµ

(

Jµ−2

α + µ − 1
+ Jµ

(

1

α + µ − 1
+

1

α + µ + 1

)

+
Jµ+2

α + µ + 1

)

=
πi

2

∑

µ

(Jµ−1 + Jµ+1)
2

α + µ
= 2πi

∑

µ

µ2

β2

J2
µ

α + µ
,

Ψ12 =
π

2

∑

µ

Jµ

(

Jµ−2

α + µ − 1
+ Jµ

(

1

α + µ − 1
− 1

α + µ + 1

)

− Jµ+2

α + µ + 1

)

= −π

2

∑

µ

J2
µ−1 − J2

µ+1

α + µ
= −2π

∑

µ

µ

β

JµJ
′
µ

α + µ
,

Ψ13 = πi
∑

µ

Jµ

(

Jµ−1

α + µ
+

Jµ+1

α + µ

)

= 2πi
∑

µ

µ

β

J2
µ

α + µ
,

Ψ21 =
π

2

∑

µ

Jµ

(

Jµ−2

α + µ − 1
− Jµ

(

1

α + µ − 1
− 1

α + µ + 1

)

− Jµ+2

α + µ + 1

)

=
π

2

∑

µ

J2
µ−1 − J2

µ+1

α + µ
= 2π

∑

µ

µ

β

JµJ
′
µ

α + µ
= −Ψ12,

Ψ22 = −πi

2

∑

µ

Jµ

(

Jµ−2

α + µ − 1
− Jµ

(

1

α + µ − 1
+

1

α + µ + 1

)

+
Jµ+2

α + µ + 1

)

i�m



=
πi

2

∑

µ

(Jµ−1 − Jµ+1)
2

α + µ
= 2πi

∑

µ

J ′2
µ

α + µ
,

Ψ23 = π
∑

µ

Jµ

(

Jµ−1

α + µ
− Jµ+1

α + µ

)

= 2π
∑

µ

JµJ
′
µ

α + µ
,

Ψ31 = πi
∑

µ

Jµ

(

Jµ−1

α + µ − 1
+

Jµ+1

α + µ + 1

)

= πi
∑

µ

(

Jµ+1Jµ

α + µ
+

Jµ−1Jµ

α + µ

)

= 2πi
∑

µ

µ

β

J2
µ

α + µ
= Ψ13,

Ψ32 = π
∑

µ

Jµ

(

Jµ−1

α + µ − 1
− Jµ+1

α + µ + 1

)

= π
∑

µ

(

Jµ+1Jµ

α + µ
− Jµ−1Jµ

α + µ

)

= −2π
∑

µ

JµJ
′
µ

α + µ
= −Ψ23,

Ψ33 = 2πi
∑

µ

Jµ
Jµ

α + µ
= 2πi

∑

µ

J2
µ

α + µ

fV U��n
I W^ `WYbYN {swvsNYN^YN Mcbb^ bWOX `YZ dYW^qcXW[rYW^b^YNbsZ f� Ujmn WN `WY �sZw f� Uj in]ZWN[YN U

i�i



µ ¶�� ����� ��� �� � ��� ������ °�
� �¥� ������¥ ����U� ���

�� ���� �� ��� ��

· �� ò�� ��� ����� �J � ´ �� �� ���� ¸� ��¹º
�N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMM [YgYW[^ oYZ`YN P `Jbb `WY ZYOX^Y îYW^Y gsN |MYWOXeN[ fh Ui¦n q_ZJMMY aYZ^Y

E
WN

1 ≤ E ≤ ∞ NY[J^Wg Wb^ P eN` goJZ q_Z ] YMWY]W[Y M2 U }eNcOXb^ bsZ^WYZ^w JN `WY ZYOX^Y îYW^Y NYe P
3E

√
E2 − 1 − 3E2 − 1 + 3E2M2

M
arctan

√
E2 − 1

EM

= −E2 − 1

M
arctan

√
E2 − 1

EM
+ 3E2

(

−
(

2

3M
+ M

)

arctan

√
E2 − 1

EM
+

√
E2 − 1

E

)

.

fM Uin
aY[YN

E ≥ 1
eN`

M > 0
Wb^ `YZ YZb^Y pYZw b^Y^b NY[J^Wg P eN` Yb [YN_[^ ge gYW[YN P `Jbb

TE,M = T [E,M ] ≡ −
(

2

3M
+ M

)

arctan

√
E2 − 1

EM
+

√
E2 − 1

E
≤ 0 in E ≥ 1, M ≥ 0.fM U�n

2 4 6 8 10
E

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

TE,M

\]]WM`eN[ M Ui � xYZMJeq `YZ �eNr^WsN
TE,M

q_Z gYZbOXWY`YNY LJZJwY^YZ
M P gsN eN^YNNJOX s]YN w W^ `YN aYZ^YN

0.5 P 1 P 2 P 5 eN` 10
U u J]YW MWY[^ `WY MY^g^Y{eZgY ] YZYW^ bs NJXY JN �eMM P `Jbb bWY XWYZ NWOX^ w YXZ bWOX^]JZ Wb^ U

y WNY [YNJeY u WbrebbWsN gsN
TE,M

YZ[W]^ qsM[YN`Y yW[YNbOXJq^YN P bWYXY JeOX \]]WM`eN[M Ui�

i��



iU
T [1,M ] = 0

q_Z JMMY
M
÷

� U yb [W]^ NeZ YWN MsrJMYb yK^ZYwew gsN
TE,M

] YW
E =

√
3
q_Z JMMY

M
÷

h U
T [E → ∞,M ] → −

(
2

3M
+ M

)

arctan M−1 + 1 ≡ T∞[M ]
÷

j U �_Z rMYWNY
M
[WM^ �

T [E,M ¿ 1] < 0
eN`

T [E,M → 0] → −∞ ÷l U �_Z rMYWNY
E
[WM^ �

T [1 + ε,M ] < 0 P w W^ ε ¿ 1
U

u WY {eZgY
TE,M

b^JZ^Y^ JMbs ] YW
T [1,M ] = 0

eN` Wb^ NY[J^Wg q_Z rMYWNY aYZ^Y gsN
M
U� JOX `Yw MsrJMYN yK^ZYwew ]YW

E =
√

3
NcXYZ^ bWOX

TE,M
`Yw rsNb^JN^YN aYZ^

T∞[M ]q_Z
E → ∞ JN P oYMOXYZ geNcOXb^ bsosXM vsbW^Wg JMb JeOX NY[J^Wg bYWN rJNN P J]XcN[W[gsN
M
U �JMMb

T∞[M ]
q_Z YWN ] Yb^Www^Yb

M
NY[J^Wg Wb^ P `JNN webb JMMYZ`WN[b TE,M < 0q_Z JMMY

E
bYWN P JNbsNb^YN Xc^^Y TE,M

YWN oYW^YZYb yK^ZYwew U�eN Wb^ NeZ NsOX ge gYW[YN P `Jbb T∞[M ]
q_Z JMMY

M
NY[J^Wg Wb^ U aYWM

T∞[M ]
]g[M U

Mb^ZYN[ wsNs^sN oJOXbYN` Wb^ eN` wJN `WY ~YWXYNYN^o WOrMeN[
T∞[M → ∞] ' − 1

3M2
≤ 0

fM Uhn
XJ^ P bs qsM[^ T∞[M ] ≤ 0

eN` `Jw W^
TE,M < 0

q_Z JMMY
M
U

· �ñ ò� ��� ����� �� � ´ �� �� ���� ¸� ��»º
tWYZ bsMM NeN |MYWOXeN[ fh U¥mn gYZYWNqJOX^ oYZ`YN P

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

∫
√

E2−1

−
√

E2−1
dy

E2 − 1 − y2

y2 + E2M2

(

EHa − 3Ey2Ka + y2∂Ha

∂E
− y4∂Ka

∂E

)

= 0.fM Uj nI W^ `YZ yZ[cNgeN[
y4 = (y2 + E2M2 − E2M2)2 = (y2 + E2M2)2 − 2E2M2(y2 + E2M2) + E4M4 fM Uln

rJNN w JN `WY �N^Y[ZJMY _]YZ
y
Jebq_XZYN P

∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

(

EHa − E2M2

(

−3EKa +
∂Ha

∂E

)

− E4M4∂Ka

∂E

)

×
(

E2(1 + M2) − 1

EM
arctan

√
E2 − 1

EM
−
√

E2 − 1

)

+
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

×
((

−3EKa +
∂Ha

∂E
+ E2M2∂Ka

∂E

)

2

3
(E2 − 1)3/2 − ∂Ka

∂E

2

15
(E2 − 1)5/2

)

= 0.

fM U¥n
LJZ^WYMMY �N^Y[ZJ^WsN _]YZ

E
Ww goYW^YN pYZw eN` 1 Z`NYN NJOX

Ha

eN`
Ka

q_XZYN gew~YbeM^J^
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE E

(

EHa − E2M2

(

−3EKa +
∂Ha

∂E

)

− E4M4∂Ka

∂E

)

×
(

E2(1 + M2) − 1

EM
arctan

√
E2 − 1

EM
−
√

E2 − 1

)

=
∑

a

ω2
p,a

∫ ∞

1
dE

√
E2 − 1

×
(

2

3
(4E2 − 1)Ha + E2M2(2E2 − 1)Ka +

2

15
(E2 − 1)(9E2 + 1)Ka

)

,
fM USn

i�h



oYMOXYb `YZ |MYWOXeN[ fh U¥ in WN {JvW^YM h U¥ YN^bvZWOX^ U
· �� ò��� �		 ��� �� � ¼��J  ����� �	 ������ ¸\ �ñ� º
�N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMM ` WY íJOs]W`Y^YZw WNJN^Y WN | MYWOXeN[ fl U�jn ] YZYOXNY^ oYZ`YN UI W^ |MYWOXeN[ fl U¦n P $x + eAA/(mac

2) = Πx P eN` $y

£N`Y^ w JN
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(∂px/∂Πx) (∂px/∂$y) (∂px/∂Πz)
(∂py/∂Πx) (∂py/∂$y) (∂py/∂Πz)
(∂pz/∂Πx) (∂pz/∂$y) (∂pz/∂Πz)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (mac)
3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0

(∂$z/∂Πx) (∂$z/∂$y) (∂$z/∂Πz)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (mac)
3

∣
∣
∣
∣
∣

∂$z

∂Πz

∣
∣
∣
∣
∣
.
fM U¦n

\eb | MYWOXeN[ fl UiSn Rs`YZ fl Ui¥nT P
$z =

(

ξΠz ±
[

Π2
z − (1 − ξ2)

(

1 + $2
y + (Πx − zaA)2

)]1/2
)

/(1 − ξ2),
fM Ukn

qsM[^

∂$z

∂Πz

=
1

1 − ξ2




ξ ± Πz

[

Π2
z − (1 − ξ2)

(

1 + $2
y + (Πx − zaA)2

)]1/2




 .

fM Uimn
yZbY^g^ w JN `WY aeZgYM WN | MYWOXeN[ fM Uimn `eZOX |MYWOXeN[ fM Ukn P YZ[W]^ bWOX

∂$z

∂Πz

=
1

1 − ξ2

(

ξ +
Πz

(1 − ξ2)$z − ξΠz

)

.
fM Uiin

�eN rJNN wJN |MYWOXeN[ fl Ui�n ] YNe^gYN P ξ$z = γ − Πz P ew
∂$z

∂Πz

=
ξγ

(1 − ξ2)γ − Πz

,
fM Ui�n

ge YZXJM^YN P oYMOXYb geZ | MYWOXeN[ fl U�ln q_XZ^ U
· �� 
����� �J � ´ �� �� ���� ¸\ ��� º 	 �� ½ ����

] ����� ��� �� � I���� �� ��
tWYZ bsMM reZg `JZ[YMY[^ oYZ`YN P o WY w JN |MYWOXeN[ fl Ujjn JNJM�^WbOX M¨bYN rJNN U \eb| MYWOXeN[ fl Ujjn qsM[^ `eZOX îYvJZJ^WsN `YZ xJZWJ]MYN

−u
[

(u2 − ρ2)(1 − u)
]−1/2

du = ∓dx.
fM Uihn

u WY îe]b^W^e^WsN
u = 1 − µ2 YZ[W]^

−u
[

(u2 − ρ2)(1 − u)
]−1/2

du = 2(1 − µ2)
[

(1 − ρ2) − 2µ2 + µ4
]−1/2

dµ.
fM Uijn

i�j



�eN Wb^ Yb [YbOXWOr^ P c2
± ≡ 1 ± ρ

wW^
c2
+c2

− = 1 − ρ2 eN` k2 ≡ c2
−/c2

+

YWNgeq_XZYN U u WYbYbq_XZ^ Jeq
µ4 − 2µ2 + (1 − ρ2) = (µ2 − c2

+)(µ2 − c2
−) = c2

+c2
−(1 − µ2/c2

−)(1 − µ2/c2
+)

= c2
+c2

−(1 − µ2/c2
−)(1 − k2µ2/c2

−),
fM Uiln

bs `Jbb `WY MWNrY îYW^Y `YZ |MYWOXeN[ MJe^Y^
2(1 − µ2)dµ

[(1 − ρ2) − 2µ2 + µ4]1/2
=

2(1 − c2
−(µ2/c2

−))c−d(µ/c−)

c+c− [(1 − µ2/c2
−)(1 − k2µ2/c2

−)]
1/2

.
fM Ui¥n

ueZOX YWNY YZNYe^Y îe]b^W^e^WsN P X ≡ µ/c− P YZXcM^ w JN bOXMWYzMWOX

(1 − c2
−X2)

[

(1 − X2)(1 − k2X2)
]−1/2

dX = ∓(c+/2)dx,
fM UiSn

oJb qsZw JM WN^Y[ZWYZ^ oYZ`YN rJNN JMb îewwY `YZ yMMWv^WbOXYN �eNr^WsNYN
F
eN`

E P
F(arcsin X, k) − (c2

−/k2)[F(arcsin X, k) − E(arcsin X, k)] = ∓(c+/2)x.
fM Ui¦n

u WYbYb q_XZ^ Jeq | MYWOXeN[ fl Ujkn P
− 2ρ√

1 + ρ
F(arcsin X, k) + 2

√

1 + ρE(arcsin X, k) = ∓x.
fM Uikn

i�l



Q ¶�� ����� ��� ��  ���� ������ �¾
������ � �

� �� ò��� �		 ��� �� � I���� �� ��
Ĵ

_ ÛÜ ÛÜ � ééëçäç åàç èç Þç åàâß��êàëçà
tWYZ bsMM Ww �sM[YN`YN `WY \eboYZ^eN[ `YZ �N^Y[ZJMY f¥ Uiln `eZOX[Yq_XZ^ oYZ`YN U yb Wb^goYOrwczW[ P geNcOXb^ YWNYN |YbOXo WN`W[rYW^bqJr^sZ P Λ = (VbΓ

2
b/c

2)
J]gebvJM^YN P

Ĵ =
∫ ∞

−∞
dt~β(t) exp[iΦ(t)] ≡ Λ ~J,

fu Uin
eN` JNbOXMWYzYN` `eZOX YWNY îe]b^W^e^WsN geZ dcN[YNrssZ`WNJ^Y

ζ
g WJ

ζ = (t/Λ) − z0 in − ζend ≤ ζ ≤ ζend
fu U�n

_]YZge[YXYN U yb Wb^ JMbs
t = (ζ + z0)Λ

U�N `YN �N^Y[ZJMYN rJNN `JNN `WY rsNb^JN^Y LXJbY
ϕ0 = exp[−iω(~n · ~r0/c)]

W[NsZWYZ^oYZ`YN P oYWM Ww oYW^YZYN xYZMJeq `Jb VY^ZJ[bNeJ`ZJ^ `YZ �N^Y[ZJMY f¥ Uiln [Y]WM`Y^ o WZ`eN` |ϕ0|2 = 1
[WM^ U I W^

l = (1 − ~n · ~β0)Λ
eN` `YZ \eqbvJM^eN[ `YZ |YbOXo WN`W[rYW^ ~βWN YWNYN rsNb^JN^YN pYZw ~β0

eN` YWNYN pYZw
∆~β P oYMOXYZ `WY \ebo WZreN[ `Yb îsMW^sNb] YWNXJM^Y^ fw JN ]YJOX^Y P `Jbb ∆~β = 0

q_Z |ζ| > ζend
n YZXcM^ w JN

~J/ϕ0 =
∫ ∞

−∞
dζ~β(ζ) exp[iΦ(ζ)]/ϕ0

=
∫ ζend

−ζend

dζ(~β0 + ∆~β(ζ)) exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)]

+~β0

(
∫ −ζend

−∞
dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)] +

∫ ∞

ζend

dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)]

)

≡ ~j.

fu Uhn
I W^

∆Φ(ζ ≤ −ζend) = 0
eN`

∆Φ(ζ ≥ ζend) = ∆Φ(ζend) 6= 0
rJNN wJN geNcOXb^ `WYMY^g^YN ]YW`YN �N^Y[ZJMY Jeb | MYWOXeN[ fu Uhn JeboYZ^YN P

∫ −ζend

−∞
dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)] +

∫ ∞

ζend

dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)]

= exp[−iωlζend]/(iωl) − exp[−i∆Φ(ζend)] exp[iωlζend]/(iωl)

= −(2/ωl) exp[−i∆Φ(ζend)/2] sin[ωlζend − ∆Φ(ζend)/2] ≡ −S.
fu Ujn

I W^ `YZ [MYWOXYN îe]b^W^e^WsN fu U�n P t′ = (ζ ′ + z0)Λ P ] Yb^Www^ w JN JeOX `WY LXJbY P
∆Φ = ω

∫ t

−∞
dt′[nx∆βx(t

′) + ny∆βy(t
′)]

= ωΛ
∫ ζ

−ζend

dζ ′[nx∆βx(ζ
′) + ny∆βy(ζ

′)]
fu Uln

i�¥



eN` XWYZJeb YZ[W]^ bWOX `WY I¨[MWOXrYW^ P ` WY ZYOX^Y îYW^Y gsN |MYWOXeN[ fu Uhn Jeqge^YWMYN[Yw cz
~j ≡ ~j1 +~j2,

fu U¥n
os]YW `YZ YZb^Y pYZw ~j1

`eZOX `WY rsNb^JN^Y |YbOXo WN`W[rYW^ ~β0

eN` `YZ JN`YZY \eb`ZeOr
~j2
`eZOX `YN uW¡YZYNgYNgYr^sZ

∆~β
[Y[Y] YN Wb^ P

~j1 = ~β0

∫ ζend

−ζend

dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)] − ~β0S,

~j2 =
∫ ζend

−ζend

dζ exp[iωlζ − iω∆Φ(ζ)](∆βx(ζ), ∆βy(ζ), 0) ≡ (jx, jy, 0).
fu USn

_ ÛÜ Ûø ûç� Þß���êàë Eãà |~n ·~j|2 êàæ ~j⊥ · ~j⊥
∗

�_Z | MYWOXeN[ f¥ Ui¥n [WM^ Yb NeN P ~j⊥ · ~j⊥
∗ ge ]YZYOXNYN U uJge ]Y^ZJOX^Y^ w JN ÿ Y`sOXgeNcOXb^ `YN geZ îWOX^MWN WY (+&+, ,#,#$ \N^YWM `Yb xYr^sZb ~j P

j‖ ≡ ~n ·~j = (~n · ~β0)(I1 − S) + I2,
fu U¦n

WN oYMOXYN `WY ] YW`YN �N^Y[ZJMY

I1 =
∫ ζend

−ζend

dζ exp[iωlζ − i∆Φ(ζ)],

I2 = ~n ·~j2 =
∫ ζend

−ζend

dζ exp[iωlζ](nx∆βx(ζ) + ny∆βy(ζ))

× exp[−iωΛ
∫ ζ

−ζend

dζ ′(nx∆βx(ζ
′) + ny∆βy(ζ

′))]
fu Ukn

YWN[YXYN U uYZ goYW^Y pYZw P I2 P Wb^ w W^^YMb vJZ^WYMMYZ �N^Y[ZJ^WsN `eZOX `YN YZb^YN pYZw
I1
`JZb^YMM]JZ P

I2 = nxjx + nyjy = − i

ωΛ

∫ ζend

−ζend

dζ exp[iωlζ]
d

dζ
exp[−i∆Φ(ζ)]

= −(2/ωΛ) exp[−i∆Φ(ζend)/2] sin[ωlζend − ∆Φ(ζend)/2] + (l/Λ)I1

= (l/Λ)(I1 − S).
fu Uimn

IJN rJNN `Yw geqsM[Y JMbs JeOX w W^ `YN |MYWOXeN[YN fu U¦n eN` fu Uimn `WY vJZJMMYMYN\N^YWMY `YZ �N^Y[ZJMY WN | MYWOXeN[ f¥ Ui¥n P j‖ P `eZOX ~j2
Jeb`Z_OrYN P

j‖ = I1 − S = (Λ/l)(~n ·~j2),
fu Uiin

`YNN Yb [WM^
(~n · ~β0) + (l/Λ) = 1

UI JN YZXcM^ JMbs q_Z ~j1

wW^ `YN |MYWOXeN[YN fu USJn eN` fu Uiin
~j1 = ~β0(I1 − S) = (Λ/l)~β0(~n ·~j2).

fu Ui�n
u WYbYb ] Y`Ye^Y^ P `Jbb w JN P ew YWNY d¨beN[ q_Z ~j⊥ = ~j − ~nj‖

ge ]Yb^Www YN P NeZ `WY�N^Y[ZJMY
∆Φ(ζend) P jx

eN`
jy

M¨bYN webb U uJ NeN J]YZ
jx

eN`
jy

b�wwY^ZWbOX bWN` PYZ[W]^ bWOX Jeb `YZ VYZYOXNeN[ gsN
jy

Je^swJ^WbOX `WY YN^bvZYOXYN`Y d¨beN[ q_Z
jx PoYNN wJN `WY �N`WgYb

y
`eZOX

x
YZbY^g^ U

i�S



uJNN P w W^ ~j = (Λ/l)~β0(~n ·~j2) +~j2 P rJNN wJN bOXZYW] YN
~j⊥ = ~j − ~n(~n ·~j)

= (Λ/l)(~n ·~j2)[~β0 − ~n(~n · ~β0)] + [~j2 − ~n(~n ·~j2)],
fu Uihn

oYMOXYb w W^
(Λ/l) = (1 − (~n · ~β0))

−1 ge
~j⊥ · ~j⊥

∗
= (Λ/l)2[(~β0 · ~β0) − (~n · ~β0)

2)]~n ·~j2|2

+(Λ/l)[(~β0 ·~j∗2)(~n ·~j2) + (~β0 ·~j2)(~n ·~j∗2)] − 2(Λ/l)(~n · ~β0)|~n ·~j2|2
+|~j2|2 − |~n ·~j2|2

= |~j2|2 +
(~β0 ·~j∗2)(~n ·~j2) + (~β0 ·~j2)(~n ·~j∗2)

1 − (~n · ~β0)
− 1 − (~β0 · ~β0)

(1 − (~n · ~β0))2
|~n ·~j2|2

fu Uijn
q_XZ^ U

� �ñ � �� ò�ö�� ��� �� � ] �� ^� �J ���
�N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMMYN �cXYZeN[bqsZw YMN q_Z `WY w sw YN^JNY |YbOXo WN`W[rYW^ `YZ
y MYr^ZsNYN WNNYZXJM] `Yb îsMW^sNb f[Y[Y] YN `eZOX ~β = ~β0 + ∆~β

n ] Yb^Www^ oYZ`YN U \ebh[JN[bveNr^ XWYZ] YW Wb^ geNcOXb^ `WY |MYWOXeN[ fl U¥hn q_Z `Jb NsZw WYZ^Y xYr^sZvs^YN^WJM P
(du/dx)2 = (1 − u)(u − R2)/u

fu Uiln
WN oYMOXYZ

(du/dx)
YWN IJKWwew ]YW

u = R
XJ^ U }e`Yw [WM^

u(x = 0) = 1
eN`

u(x =
xend) = R2 U �eN rJNN P o WY bOXsN WN \]bOXNW^^ l Uh U� `JZ[YMY[^ oeZ`Y P | MYWOXeN[ fl U¥hn]go U fu Uiln NWOX^ WN [YbOXMsbbYNYZ JNJM�^WbOXYZ �sZw [YM¨b^ oYZ`YN P bs `Jbb w JN [YYW[NY^Y�cXYZeN[YN q_Z

u(x)
£N`YN webb U aYWM

u(x)
b�wwY^ZWbOX WN

x
Wb^ P ocXM^ w JN q_Z 1 ≥

u ≥ R
JMb \NbJ^g

u ' 1 − bx2 fu Ui¥n
eN` YZXcM^ Jeb | MYWOXeN[ fu Uiln geZ 1 Z`NeN[

x2

b = (1 − R2)/4.
fu UiSn

IJN £N`Y^ `JXYZ P `Jbb `Jb IJK Wwew f]YW u = R
n JN `YZ î^YMMY

xmax
`eZOX

x(u = R) = ± 2

(1 + R)1/2
≡ ±xmax

fu Ui¦n
[Y[Y] YN Wb^ P w W^ xmax > 0

U nXNMWOX bY^g^ w JN WN
R ≥ u ≥ R2 `Jb Ls^YN^WJM WN `YZ �sZw

u = R2(1 + a(xend − |x|)2)
fu Uikn

JN P oJb WN xYZ]WN`eN[ w W^ | MYWOXeN[ fu Uiln WN 1 Z`NeN[
x2

a = (1 − R2)/(4R4),
fu U�mn

i�¦



YZ[W]^   U aY[YN
u(x = xmax) = R

eN`
u = R2 ]YW |x| = xend

YZ[W]^ bWOX `YZ 1 Z^
xend P JN`Yw `Jb Ls^YN^WJM gYZbOXo WN`Y^ fos JMbs `Jb ïyN`Yð `Yb îsMW^sNb Wb^n ge

x(u = R2) = ±
(

xmax +
2R3/2

(1 + R)1/2

)

= ±2
1 + R3/2

(1 + R)1/2
≡ ±xend,

fu U�in
os]YW

xend > xmax > 0
U yb [W]^ JMbs goYW VYZYWOXY �

u(x) = 1 − 1−R2

4
x2 ≡ 1 − bx2 in 0 ≤ |x| ≤ xmax,

u(x) = R2 + 1−R2

4R2 (xend − |x|)2 ≡ R2 + R2a(xend − |x|)2 in xmax ≤ |x| ≤ xend.fu U��n�w oYW^YZYN xYZMJeq `YZ \Z]YW^ o WZ` `YZ cezYZY VYZYWOX `Yb îsMW^sNb w W^
xmax ≤ |x| ≤ xendJMb § #/ "- # ¿+À ]YgYWOXNY^ P `YZ WNNYZY VYZYWOX w W^ 0 ≤ |x| ≤ xmax

JMb § #/ "- # ¿4À U
�eN rJNN

∆~β = (∆βx, ∆βy, 0)
wW^ t WMqY `YZ |MYWOXeN[YN f¥ USJn eN` `YZ ïbYNrZYOX^YN

yNYZ[WYð P
E⊥[A] = (1 + $2

y + (Πx − zaA)2)1/2,
fu U�hn

] YZYOXNY^ oYZ`YN U aYWM
u = A/Amax

WN `YN ]YW`YN ~Y[Ww Yb ge Á%+7&+*". )3 #& 1 Z`NeN[WN
x
[YNcXYZ^ oeZ`Y P o WZ` q_Z ∆βx P ∆βy

Y] YNbs gYZqJXZYN U u WY yN^o WOrMeN[ Wb^ sXNYvZWNgWv WYMMY îOXo WYZW[rYW^YN P ÿ Y`sOX Y^oJb JeqocN`W[ P WN`Yw wJN q_Z `Jb Ls^YN^WJM [YNJe`WYbY �cXYZeN[YN fu U��n ] YNe^g^ eN` `WY aeZgYMJeb`Z_OrY q_Z rMYWNY aYZ^Y gsN
x
]go U

(xend − |x|) YN^o WOrYM^ U I JN YZXcM^ Ww ~Y[Ww Y fJn P xmax ≤ |x| ≤ xend P q_Z `WY u W¡YZYNgYNWN `YN |MYWOXeN[YN f¥ Ukn
1

E⊥[A]
− 1

E⊥[R2Amax]
=

zaR
2Amax(Πx − zaR

2Amax)

E3
⊥[R2Amax]

a(xend − |x|)2,

A

E⊥[A]
− R2Amax

E⊥[R2Amax]
=

(

1 +
zaR

2Amax(Πx − zaR
2Amax)

E2
⊥[R2Amax]

)

R2Amax

E⊥[R2Amax]
a(xend − |x|)2,

fu U�jn
bsw W^ bWN`

∆βx

eN`
∆βy

geZ 1 Z`NeN[
x2 = ζ2/L2 ]YrJNN^ U �w ~Y[Ww Y f]n P 0 ≤ |x| ≤

xmax P £N`Y^ w JN `WY u W¡YZYNgYN
1

E⊥[A]
− 1

E⊥[R2Amax]
=

1

E⊥[Amax]
− 1

E⊥[R2Amax]
− zaAmax(Πx − zaAmax)

E3
⊥[Amax]

bx2,

A

E⊥[A]
− R2Amax

E⊥[R2Amax]
=

Amax

E⊥[Amax]
− R2Amax

E⊥[R2Amax]

−
(

1 +
zaAmax(Πx − zaAmax)

E2
⊥[Amax]

)

Amax

E⊥[Amax]
bx2.

fu U�ln
\ Mbs bWN` JeOX WN `WYbYw ~Y[Ww Y

∆βx

eN`
∆βy

geZ 1 Z`NeN[
x2 = ζ2/L2 ]YrJNN^ ÷ eN`gebJwwYN[YNswwYN YZ[Y] YN bWOX `WY |MYWOXeN[YN f¥ U� in

∆~β ≡ ∆ ~β0(ζend − |ζ|)2 in ζmax ≤ |ζ| ≤ ζend,

≡ ∆ ~β1 − ∆ ~β2ζ
2 in 0 ≤ |ζ| ≤ ζmax.

fu U�¥n
ª« ¬ Ï?²¯ µ·°± ´·¯ º¼¬¶¯ µ²¯¸¸¯ ³ Å® ´·¯µ¯ =>±¯¼½¶ ·Ë º¬¸¸

R2 ¿ 1
»®¯¼±¬½Æ² ¶»¸²·¶ ·µ² Â Ø½µ ´¯¼Ê¯´·¶½¶

1 À a(xend − |x|)2 ÎÅ¸¶² Â ¯´Å °± ´·¯ Ê¯´·¶½¶ (xend − |x|)2 ¿ 4R4/(1 − R2) ' (2R2)2
ÂÑ ·¯ =>±¯¼½¶ ÀÑ Âbc Ä ·µ² ¬¸µÅ Î»¼

R2 ¿ 1
½¼ · ½Ë ·²²¯¸®¬¼¯¼ =>±¯ ÕÅ

xend

¶»¸²·¶ ³ ¬µÅµ²¯ Ï¬Ë ¬ ¿¸¯·°±½¶ ÀÑ ÂbOÄ Õ¯¼È¯´¯ Â

i�k



w W^ `YN �Jr^sZYN

∆β0,x = −1 − R2

4L2R2

zaAmax(1 + $2
y)

ΓbE3
⊥[R2Amax]

∆β0,y =
1 − R2

4L2R2

zaAmax$y(Πx − zaR
2Amax)

ΓbE3
⊥[R2Amax]

∆β1,x =
1

Γb

(

Πx − zaAmax

E⊥[Amax]
− Πx − zaR

2Amax

E⊥[R2Amax]

)

∆β1,y =
$y

Γb

(

1

E⊥[Amax]
− 1

E⊥[R2Amax]

)

∆β2,x = −1 − R2

4L2

zaAmax(1 + $2
y)

ΓbE3
⊥[Amax]

∆β2,y =
1 − R2

4L2

zaAmax$y(Πx − zaAmax)

ΓbE3
⊥[Amax]

fu U�Sn
IJN ]YJOX^Y P `Jbb |∆β0,x|, |∆β0,y| ≥ |∆β2,x|, |∆β2,y|

oY[YN
R ≤ 1

U yb b^YMM^ bWOX XYZJeb P`Jbb q_Z oYW^YZY VYZYOXNeN[YN bYM]b^ `WYbY �cXYZeN[YN NsOX ge rswvMWgWYZ^ bWN` P ew ]YWYWNYw yNbYw]MY gsN pYWMOXYN `WY �N^Y[ZJ^WsN _]YZ `WY �wveMbY `eZOXq_XZYN ge r¨NNYN Uyb Wb^ ÿ Y`sOX ]YZYW^b WN `YZ tYZMYW^eN[ `YZ îsMW^sNYN fbWYXY {JvW^YM l Uhn `WY �cXYZeN[
|pj| ¿ |zaR

2Amax| ≤ |zaAmax|
]YNe^g^ osZ`YN P w W^ pj ∈ {|Πx|, |$y|, |Πz|}

U \eq [MYWOXYaYWbY rJNN w JN NeN JeOX `WY �Jr^sZYN fu U�Sn YN^o WOrYMN U\ Mb }o WbOXYNbOXZW^^ o WZ` geNcOXb^ `WY bYNrZYOX^Y yNYZ[WY ] Yb^Www^ ÷ w JN YZXcM^¢
E⊥[A]−m = [1 + $2

y + (Πx − zaA)2]−m/2

' |zaA|−m[1 + (mΠx/zaA) + m[(m + 1)Π2
x − (1 + $2

y)]/(2z
2
aA

2)].fu U�¦n
îs ]YbW^g^ w JN NeN �cXYZeN[YN q_Z `WY {swvsNYN^YN f¥ U¦Jn P f¥ U¦] n eN` fu U�Sn P oYMhOXY WN `YN bvc^YZ Jeq^JeOXYN`YN îrJMJZvZs`er^YN fbWYXY \NXJN[ t Uin ] YNe^g^ oYZ`YNr¨NNYN U yb YZ[W]^ bWOX

β0,x ' − 1

Γb

+
1

2ΓbR4

1 + $2
y

za|za|A2
max

,

β0,y ' 1

ΓbR2

$y

|za|Amax

,

∆β0,x ' − 1 − R2

4L2R8Γb

1 + $2
y

za|za|A2
max

= − ∆x

4L2R8
,

∆β0,y ' − 1 − R2

4L2R6Γb

$y

|za|Amax

= − ∆y

4L2R6
,

∆β1,x ' −1 − R4

2R4Γb

1 + $2
y

za|za|A2
max

= −(1 + R2)∆x

2R4
,

∆β1,y ' −1 − R2

R2Γb

$y

|za|Amax

= −∆y

R2
,

¹« ¬ ®¯¬°±²¯ ³ ´¬µµ ¬½µ ´¯¼ Ñ¯Ô·²·Å Àr ÂOÁÄ ´·¯ Ø®±>¶·¶Ï¯·²
R = R∗/|zaAmax|

Ë·²
R∗ = const.

ÎÅ ¸¶² Â; µ Ë½µµ ¬¸µÅ ´·¯ ºÅ¼´¯¼½¶
|pj | ¿ R∗/|zaAmax|

¯¼Î»¸¸² È¯¼´¯ Â

ihm



∆β2,x ' −1 − R2

4L2Γb

1 + $2
y

za|za|A2
max

= − ∆x

4L2
,

∆β2,y ' −1 − R2

4L2Γb

$y

|za|Amax

= − ∆y

4L2
,

fu U�kn
w W^

∆x ≡ 1 − R2

Γb

1 + $2
y

za|za|A2
max

,

∆y ≡ 1 − R2

Γb

$y

|za|Amax

.
fu Uhmn

yb Wb^ ge ]YJOX^YN P `Jbb ∆x ¿ ∆y
U

ih i



� ÃU�� ����� �¾ � �� Ä���� � ��

M±
n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]

�N `WYbYw \]bOXNW^^ bsMMYN `WY �N^Y[ZJMY
M±

n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]
[YNJeYZ eN^YZbeOX^ oYZ`YN UuJ bWY JNJM�^WbOX NWOX^ M¨b]JZ bWN` P beOX^ w JN NJOX �cXYZeN[bM¨beN[YN q_Z gYZbOXWY`YNY

�cMMY U uJge o WZ` `YZ �N^Y[ZJN` Jeq [YYW[NY^Y aYWbY [YNcXYZ^ � o WY P `Jb XcN[^ gsN `YZ
] Y^ZJOX^Y^YN îW^eJ^WsN J] P o WY Yb WN \]bOXNW^^ ¥ U� Uh [YbOXWM`YZ^ Wb^ U �w �sM[YN`YN oYZ`YNJMMY I¨[MWOXrYW^YN `Wbre^WYZ^ U
}eZ \]r_ZgeN[ o WZ` WN `WYbYw \]bOXNW^^ `YZ �N`YK

j
`YZ xJZWJ]MYN Aj P ψ1,j

eN`
ψ3,joY[[YMJbbYN P `J `WY ~YbeM^J^Y NWOX^ gsN `YN YWNgYMNYN ~Y[Ww Yb `Yb îsMW^sNb J]XcN[YN UI JN webb NeZ ] YZ_OrbWOX^W[YN P `Jbb `WY Jeq^ZY^YN`YN VY`WN[eN[YN WN ] YW`YN ~Y[Ww Yb fJneN` f]n ge [YM^YN XJ]YN U xsN �N^YZYbbY bWN` NeN `WY VYZYWOXY rMYWNYZ �ZYNeYNg f

ω → 0
neN` XsXYZ �ZYNeYNg f

ω → ∞n P eN` oY[YN ψ1, |ψ3| ∝ ω
webb w JN `WY �cMMY

ψ1, |ψ3| → 0eN`
ψ1, |ψ3| → ∞ ]Y^ZJOX^YN U I JN ] YJOX^Y ÿ Y`sOX P `Jbb bYM]b^ q_Z XsXY �ZYNeYNgYN ωJeOX |ψ3| → 0

[YM^YN rJNN P qJMMb `Jb îrJMJZvZs`er^ |~n · ∆~β0,2|
gYZbOXo WN`Y^ U yb bWN` JMbsWNb[YbJw^ `ZYW �cMMY ge eN^YZbeOXYN U

] �� Å��� ���� ��� ���� ���� ³��Æ ������ ¸
ψ1, |ψ3| → 0

º
\eb `YZ uY£NW^WsN gsN

M±
n [A; ψ1, ψ3]

YZXcM^ w JN w W^ `YZ îe]b^W^e^WsN
z = Aw

fos]YW
A = const.

n
∫ A

0
dzzn exp[i(ψ1z ± |ψ3|z3)] = An+1

∫ 1

0
dwwn exp[iA(ψ1w ±A2|ψ3|w3)]

' An+1
∫ 1

0
dwwn = An+1/(n + 1).

fy Uin
u WYbYb [WM^ ÿ Y`sOX NeZ q_Z

ψ1A ¿ 1
JN` |ψ3|A3 ¿ 1 P oJb w W^ `YN uY£NW^WsNYN f¥ U�¦n eN`f¥ U�kn ge y WNbOXZcNreN[YN q_Z `WY �ZYNeYNg q_XZ^ P

ω ¿ ωlow ≡ min[(ζc/A)ωc, 3(ζc/A)3ωc].
fy U�n

u WYbY \ Z^ gsN VY`WN[eN[YN YK Wb^WYZYN q_Z ÿ Y`Y �cXYZeN[ P eN` XWYZ [YXYN `WY gYZbOXWY`YhNYN y WNl_bbY `YZ bsMW^cZYN aYMMY P o WY bWY s] YN [YNJNN^ oYZ`YN P YWN U uJ Yb XWYZ JMMYZ`WN[bew YWNY NeJMW^J^WgY VYbOXZYW]eN[ `YZ aYOXbYMo WZreN[ go WbOXYN pYWMOXYN eN` aYMMY XJNh`YMN bsMM P ] Y^ZJOX^Y^ w JN YWNqJOX `YN �ZYNeYNg]YZYWOX P WN `Yw `WY yWNbOXZcNreN[ fy U�nq_Z JMMY `YNr]JZYN îsMW^sNYN [WM^ U

ih�



] �ñ Å��� ���� ��� �J �� ³��Æ ������ ¸
ψ1, |ψ3| → ∞º

tWYZ [WM^
ψ1A À 1

eN` |ψ3|A3 À 1
q_Z |~n · ∆~β0,2| > 0

U u JXYZ Mcbb^ bWOX JNJMs[ gewgsZW[YN \]bOXNW^^ YWNY eN^YZY |ZYNgY q_Z `WY �ZYNeYNg £N`YN P oYMOXY [Y[Y] YN Wb^ `eZOX
ω À ωhigh ≡ max[(ζc/A)ωc, 3(ζc/A)3ωc].

fy Uhn
}eZ �cXYZeN[ `Yb �N^Y[ZJMb [YX^ w JN o WY`YZew gsN `YZ uY£NW^WsN f¥ U�¥n Jeb U yb Wb^[YbOXWOr^ P ` WY îe]b^W^e^WsN z = (ψ1/|ψ3|)1/2w

`eZOXgeq_XZYN P eN` wJN YZXcM^

(ψ1/|ψ3|)−(n+1)/2M±
n [A; ψ1, ψ3] =

∫ B

0
dwwn exp[ik(w ± w3)]

=
∫ B

0
dw exp[Φ(w)] ≡ N±

n [B; k]
fy Ujn

os]YW
k ≡ (ψ3

1/|ψ3|)1/2 ∝ ω,

B ≡ A(ψ1/|ψ3|)−1/2,

Φ(w) ≡ ik(w ± w3) + n ln[w].
fy Uln

aYWM
k ∝ ω P sbgWMMWYZ^ `YZ �N^Y[ZJN` q_Z qJb^ JMMY aYZ^Y gsN

w
bYXZ bOXNYMM P JezYZ WN `YZ�cXY `YZ LeNr^Y w W^ ïb^J^WsNcZYZ LXJbYð wsp P JN `YNYN `WY YZb^Y \]MYW^eN[ gsN

Φ(w)YWNY �eMMb^YMMY XJ^ ÷ ` WYbYb Wb^ WN \]]WM`eN[ y Ui `JZ[Yb^YMM^ U y WNY ~YWXYNYN^o WOrMeN[ b^YMM^JMbs YWNY [YYW[NY^Y �cXYZeN[ `Yb �N^Y[ZJN`b ew `WYbY LeNr^Y
wsp
`JZ P oYMOXY `eZOX `WYVY`WN[eN[

Φ′(wsp) = ik(1± 3w2
sp)− (n/wsp) = 0

[Y[Y] YN bWN` U u WYbY IY^Xs`Y o WZ` '+*?*#,( %$;*- #*3 97# [YNJNN^ U uJ ÿ Y NJOX a WNrYM go WbOXYN îsMW^sN eN` VYs]JOX^YZ
ψ3
vsbW^Wgs`YZ NY[J^Wg bYWN rJNN P oYZ`YN `WYbY ] YW`YN I¨[MWOXrYW^YN NJOXYWNJN`YZ eN^YZbeOX^ U

g Ûø ÛÜ
1 + 3w2

sp = (in/kwsp)\N `WYbYZ î^YMMY oYZ`YN `WY IY^Xs`YN `YZ rswvMYKYN �eNr^WsNYN^XYsZWY [YNe^g^ U uJ `YZ�N^Y[ZJN` rYWNY îWN[eMJZW^c^ ] YbW^g^ P rJNN w JN `Jb �N^Y[ZJM N+
n [B; k]

WN `YZ rswvMYKYN
y]YNY ge YWNYw [YbOXMsbbYNYN dWNWYNWN^Y[ZJM bOXMWYzYN P oYMOXYb wsp

Jeq `Yw �N^Y[ZJ^WsNbhvqJ` YN^XcM^ P g[M U \]]WM`eN[ y U� U uJ [YbOXMsbbYNY �N^Y[ZJMY _]YZ XsMswsZvXY �eNr^WsNYNWw rswvMYKYN ~Jew �eMM bWN` P oYNN bWY rYWNY îWN[eMJZW^c^YN YN^XJM^YN P webb `YZ �N^Yh[ZJ^WsNbgYZMJeq WN `YZ rswvMYKYN y] YNY foYMOXYZ `eZOX `WY b^J^WsNcZY LXJbY `sw WNWYZ^o WZ` n [MYWOX `YZ î^ZYOrY YN^MJN[ `YZ ZYYMMYN \OXbY bYWN P
∫

1
dw f(w) =

∫

2
dw f(w)

fy U¥n
uJXYZ rJNN wJN bWOX Jeq `YN LXJbYNveNr^

wsp

rsNgYN^ZWYZYN U aY[YN
k À 1

YZXcM^ w JNJMb �cXYZeN[bM¨beN[ goYW^YZ 1 Z`NeN[
w±

sp ' ±i/31/2 − (in/2k)
fy USn

eN` qsM[MWOX
Φ(w±

sp) ' ∓2k/33/2 + n ln[w±
sp].

fy U¦n

ihh
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\]]WM`eN[ y Ui� 1 bgWMMJ^WsN YN^MJN[ `YZ ZYYMMYN \OXbY `YZ LXJbY
Φ−(w)

q_Z
k = 102 eN`

n = 0
U 1]YN Wb^ `YZ `YZ ~YJM^YWM P eN^YN `YZ �w J[WNcZ^YWM `YZ �eNr^WsNJ][Y]WM`Y^ U I JN YZrYNN^ WN `YZ �cXY gsN

w = 1/
√

3 ' 0.577
`YN b^J^WshNcZYN LeNr^ `YZ LXJbY U �_Z

Φ+(w)
Mc[Y `WYbYZ LeNr^ Jeq `YZ Ww J[WNcZYN\OXbY ÷ q_Z

n = 1, 2
oJN`YZ^YN `WYbY LeNr^ w WNWw JM gsN `YN \OXbYN oY[ U

I JN YZXcM^ goYW w J^XYw J^WbOXY d¨beN[YN P gsN `YNYN w JN J]YZ YWNY Jeb vX�bWrJMWbOXYN|Z_N`YN JebbOXMWYzYN rJNN U IJN YZWNNYZY bWOX P `Jbb k ∝ ω
U �w oYW^YZYN xYZMJeq `WYhbYZ \ Z]YW^ bsMM Jeb `Yw �ZYNeYNgbv Yr^Zew eN^YZ \N`YZYw JeOX `WY dYWb^eN[ ]YZYOXNY^oYZ`YN P WN`Yw wJN _]YZ `WY �ZYNeYNg gsN

0
]Wb ∞ WN^Y[ZWYZ^ U �w �JMMY `Yb eN^YZYN xsZhgYWOXYNb YZXWYM^Y w JN `JNN YWN vsbW^WgYb xsZgYWOXYN WN `YZ yKvsNYN^WJMqeNr^WsN eN` YbYZ[c]Y bWOX §NYN`MWOX ÷ w JN webb `JXYZ `Jb s] YZY xsZgYWOXYN ocXMYN U uJNN rJNN w JNJeOX `WY LXJbY ew

w+
sp

YN^o WOrYMN P eN` Yb YZ[W]^ bWOX
Φ(w) ' Φ(w+

sp) − (2 31/2k − 3n)(w − w+
sp)

2/2.
fy Ukn

íY^g^ Wb^ w JN WN `YZ dJ[Y P `WY wh�N^Y[ZJ^WsN Jeq `Jb �N^YZgJMM gsN −∞ ]Wb ∞ ge YZoYW^YZNeN` `eZOXgeq_XZYN P
N+

n [B; k] ' (2π/(2 31/2k − 3n))1/2(i/31/2)n exp[−2k/33/2]

' (π/31/2k)1/2(i/31/2)n exp[−2k/33/2].
fy Uimn

ihj



w

w

wsp

\]]WM`eN[ y U� � }eZ d¨beN[ `Yb �N^Y[ZJMb fy Ujn [ZYWq^ w JN Jeq `WY �eNr^WsNYN^XYsZWY gehZ_Or eN` bOXMWYz^ `YN �N^Y[ZJ^WsNboY[ Ww {swvMYKYN U uJb �N^Y[ZJM _] YZ`YN aY[ � XJ^ `YN tJev^JN^YWM WN `YZ �cXY `YZ LeNr^Y w W^ b^J^WsNcZYZLXJbY P wsp
U

g Ûø Ûø
1 − 3w2

sp = (in/kwsp)tWYZ bWN` `WY YWNgYMNYN îOXZW^^Y qJb^ W`YN^WbOX ge `YNÿ YNW[YN Ww gsZXYZW[YN \]bOXNW^^ UaY[YN
k À 1

MWY[YN `WY aYZ^Y gsN
wsp

bYXZ NJXY JN `YZ ZYYMMYN \OXbY eN` `sw WNWYZYN
`JXYZ `YN aYZ^ `Yb �N^Y[ZJMb

N−
n

U yb Wb^ JMbs gsN VY`Ye^eN[ P s] <[wsp]
WNNYZXJM] `Yb�N^Y[ZJ^WsNbWN^YZgJMMb MWY[^ U �JMMb `Yw NWOX^ bs ocZY P o_Z`Y `WYbYb �N^Y[ZJM NeZ YWNYNZJbOX sbgWMMWYZYN`YN �N^Y[ZJN`YN ]YbW^gYN P `YZ � oYNN Ww bvc^YZYN xYZMJeq `YZ \ Z]YW^ `WYgYZbOXWY`YNYN VYZYWOXY gebJwwYN[YbY^g^ oYZ`YN � gYZNJOXMcbbW[^ oYZ`YN r¨NN^Y U îs XJ^w JN `WY d¨beN[ w W^

0 < <[wsp] ≤ B
ge ocXMYN P oJb ge `YZ VY`WN[eN[

A2(ψ1/|ψ3|)−1 ≥ 1/3 ⇔ A2 ≥ ζ2
c

fy Uiin
q_XZ^ U I JN ]YJOX^Y P `Jbb ζc

q_Z ÿ Y`Yb pYWMOXYN gsN `YZ pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^ eN` ge`YwJeOX gsN `YZ îWOX^MWN WY `Yb VYs]JOX^YZb J]XcN[^ U �JMMb ` WY VY`WN[eN[ fy Uiin YZq_ MM^ Wb^ PXJ^ w JN `WY b^J^WsNcZY LXJbY ] YW
wsp ' 1/

√
3 − (in/2k)

fy Ui�n
eN` `WY ~YWXYNYN^o WOrMeN[ `YZ LXJbY YZ[W]^

Φ(w) ' Φ(wsp) − (2 31/2ik + 3n)(w − wsp)
2/2

fy Uihn
eN`

N−
n [B; k] ' (2π/(2 31/2ik + 3n))1/2(1/

√
3)n exp[2ik/33/2]

' (π/31/2k)1/2e−iπ/4(1/
√

3)n exp[2ik/33/2].
fy Uijn

ihl



] ��
ψ1 → ∞, |ψ3| → 0

a WY bOXsN s]YN `JZ[YMY[^ P Wb^ Yb bYM]b^ q_Z XsXY �ZYNeYNgYN w¨[MWOX P `Jbb |ψ3| → 0 P] YbsN`YZb WN `YZ �JOX]JZbOXJq^ `YZ a WNrYM P ] YW `YNYN |~n · ∆~β0,2| = 0
U I W^

S2 = |ny|/ΓbYZXcM^ w JN `WY VY`WN[eN[
ψ3A3 = (A3/12L3)(ΛLω)(1 − R2)S2$y/(zaAmax) ¿ 1

⇔ S2 ¿ (12L3/A3)(1 − R2)−1(zaAmax/$y)(ΛLω)−1 fy Uiln
�_Z bYXZ XsXY �ZYNeYNgYN wJ[ Yb MY`W[MWOX YWN bYXZ bOXwJMYZ VYZYWOX bYWN P WN `Yw ψ1 → ∞eN` [MYWOXgYW^W[ |ψ3| → 0 P J] YZ `YNNsOX rJNN YZ NWOX^ gYZNJOXMcbbW[^ oYZ`YN P `YNN `WYd¨beN[YN Jeb `YN gsZXYZW[YN \]bOXNW^^YN ]YbW^gYN `sZ^ YWNY LsMb^YMMY U u WY §w qsZweN[Wb^ ZYOX^ YWNqJOX P

∫ A

0
dzzn exp[i(ψ1z ± |ψ3|z3)] =

∫ A

0
dzzn exp[iψ1z(1 ± (|ψ3|/ψ1)z

2)]

'
∫ A

0
dzzn exp[iψ1z] =

∂n

in∂ψn
1

∫ A

0
dz exp[iψ1z]

=
∂n

in∂ψn
1

(exp[iψ1A] − 1)/(iψ1)

' (An/iψ1) exp[iψ1A] − δn0/(iψ1),
fy Ui¥n

os]YW Ww MY^g^YN îOXZW^^
ψ1 → ∞ [YNe^g^ oeZ`Y P eN` δn0

Wb^ `Jb { ZsNYOrYZhuYM^J U ybb^YMM^ bWOX NsOX `WY �ZJ[Y NJOX `YZ \]bOXc^geN[ `YZ |_M^W[rYW^ `WYbYZ �cXYZeN[ U yb [YM^YN`WY VY`WN[eN[YN
ψ1A À 1

eN` |ψ3|A3 ¿ 1
÷ `WY YZb^Y q_XZ^ Jeq `WY yWNbOXZcNreN[

ω À ω∗
high ≡ (ζc/A)ωc = 1/(ΛA(1 − ~n · ~β0)).

fy UiSn
u WY goYW^Y VY`WN[eN[ YZ[W]^

ω ¿ 3(ζc/A)3ωc = 1/(ΛA3|~n · ∆~β0,2|) → ∞ fy Ui¦n
w W^ |~n ·∆~β0,2| → 0

U u JXYZ Wb^ VY`WN[eN[ fy Ui¦n WN `YZ �JOX]JZbOXJq^ gsN |~n ·∆~β0,2| = 0 Pos | MYWOXeN[ fy Ui¥n [_M^W[ Wb^ P rYWNY YOX^Y yWNbOXZcNreN[ U

ih¥



� Q �� � ��� ��� ����� � �� 
���� ������ �� �� � S1

���
S2

�N `WYbYw \NXJN[ bsMMYN YWN W[Y yW[YNbOXJq^YN `YZ a WNrYMqeNr^WsNYN
S1

eN`
S2
`Wbreh^WYZ^ oYZ`YN P oYMOXY WN `YZ NcXYZYN VYXJN`MeN[ `YZ îvYr^ZYN gsN VY`Ye^eN[ bWN` U uYbaYW^YZYN Wb^ JeOX `Jb xYZXcM^NWb

Sr = S1/S2
gsN �N^YZYbbY U

³ �� � �� � ��^� ����^� �J �
S1[θ, φ, Γb]

uWY YZb^Y �eNr^WsN f¥ Uh iJn

S1[θ, φ, Γb] = 1 −
√

1 − Γ−2
b cos θ + sin θ cos φ/Γb

f� Uin
Wb^ fw W^

φ = π/2
eN`

Γb = 10
n WN \]]WM`eN[ � UiJ ge bYXYN eN` XJ^ yK^ZYwoYZ^Y ] YW

θe = − arctan




cos φ

√

Γ2
b − 1



 + kπ, k ∈ Ç.
f� U�n

u WY \]XcN[W[rYW^ `WYbYb yK^ZYw JMo WNrYMb gsw \gWwe^ b^YMM^ \]]WM`eN[ � Ui] `JZ P os]YW
k = 0

eN`
Γb = 10

U u WY ] Y^ZJ[bw czW[ [Z¨z^YN aYZ^Y oYZ`YN ]YW
φ = lπ

f
l ∈ Ç n YZZYWOX^w W^ |θe(φ = lπ)| = arctan[(Γ2

b − 1)−1/2] ' Γ−1
b ¿ 1

q_Z
Γb À 1

U
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S 1
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\]]WM`eN[ � Ui� Jn |ZJvX `YZ a WNrYMqeNr^WsN
S1[θ, φ = π/2, Γb = 10]

f¥ Uh iJn U ] n 1 bgWMMJh^WsN `Yb w WNWwJMYN a WNrYMb
θe|k=0

f� U�n JMb �eNr^WsN gsN
φ
w W^

Γb = 10
UOn I WNWwew `YZ a WNrYMqeNr^WsN

S1
f� Uhn JMb �eNr^WsN gsN

φ
w W^

Γb = 10
U

ihS



IW^ `Yw a WNrYM f� U�n qsM[^ q_Z `WY yK^ZYw J `YZ �eNr^WsN
S1
fw W^

Γb À 1
Ww goYW^YN

îOXZW^^n
S1,e[θe, φ, Γb] = 1 ∓

√

1 − sin2 φ/Γ2
b ' 1 ∓ 1 ± (sin2 φ)/(2Γ2

b),
f� Uhn

os]YW `Jb s] YZY xsZgYWOXYN q_Z [YZJ`Y
k
[WM^ P bsw W^ I WNWw J gsZMWY[YN P eN` `Jb eN^YZYxsZgYWOXYN q_Z eN[YZJ`Y

k
[WM^ eN`

S1
`JXYZ `sZ^ IJKWw J XJ^ U u WY JMM[Yw YWNY �sZw`YZ w WNWw JMYN aYZ^Y `YZ a WNrYMqeNr^WsN Wb^ WN \]]WM`eN[ � UiO [YgYW[^ U uJb ï [Z¨z^YðI WNWwew fq_Z

k = 0
n MWY[^ ] YW

φ = π/2; 3π/2 P
S1[θe, φ, Γb]|k=0 ' 1/(2Γ2

b).
f� Ujn

\eb | MYWOXeN[ f� U�n qsM[^ fw W^
k = 0

n P `Jbb `Jb I WNWwew gsN
S1

ew �eMM sbgWMMWYZ^ Pos`eZOX `WY [JNgY {eZgY
S1 2πhvYZWs`WbOX w W^ φ `WY θh\OXbY YN^MJN[[MYW^Y^ U u WY \wvMWh^e`Y gJZWWYZ^ Y] YNqJMMb w W^
φ P JMMYZ`WN[b w W^ YWNYZ LYZWs`Y π go WbOXYN `YN �N^YZgJMMYN [0, 2]eN`

[1/(2Γ2
b), 2 − 1/(2Γ2

b)]
U I JN ]YJOX^Y P `Jbb NeZ q_Z φ = lπ, l ∈ Ç `WY a WNrYMqeNr^WsN�eMM Wb^ UVYZ_OrbWOX^W[^ w JN NeN P `Jbb θ YWN LsMJZo WNrYM Wb^ P bs qsM[^ P `Jbb `WY �eNr^WsN S1

fJezYZq_Z
φ = π/2; 3π/2

n NeZ YWN YWNgW[Yb yK^ZYwew f� U�n XJ^ P eN` goJZ q_Z π/2 ≤ φ ≤ 3π/2YWN I WNWwew f
k = 0

n eN` q_Z
0 ≤ φ < π/2

eN`
3π/2 < φ < 2π

YWN IJK Wwew f
k = 1

n U\eq[ZeN` `YbbYN [W]^ Yb NeZ YWNY YWNgW[Y �eMMb^YMMY `YZ a WNrYMqeNr^WsN P
S1[θe(φ = π), φ = π, Γb] = 0

f� Uln
w W^

θe(φ = π) = arctan[(Γ2
b − 1)−1/2]

U

³ �ñ � �� � ��^� ����^� �J �
S2[θ, φ, Γb]

uWY a WNrYMqeNr^WsN
S2[θ, φ, Γb] P [Y[Y] YN `eZOX | MYWOXeN[ f¥ Uh i]n P

S2[θ, φ, Γb] = sin θ| sin φ|/Γb,
f� U¥n

Wb^ YWNqJOXYZ ge ]YXJN`YMN U yb Wb^ s¡YNbWOX^MWOX P `Jbb `WY I WNWw J S2 = 0
[YNJe ]YW

φ = lπ P
l ∈ Ç Jeq^ZY^YN U aYW^YZXWN [W]^ Yb oY[YN θ ∈ [0, π]

goYW I WNWw J w W^
S2 = 0

q_Z
θ = 0; π

Uu WY IJKWw J XWN[Y[YN ]YbW^gYN `YN aYZ^
S2[θe = π/2, φe = π/2; 3π/2, Γb] = Γ−1

b P o WY YbWN `YN \]]WM`eN[YN � U�J P � U�J] ge YZrYNNYN Wb^ U

³ �� ��� �� ��� �� ���
Sr ≡ S1/S2

�Y] YN `YN ]YW`YN �eNr^WsNYN f¥ Uh iJn eN` f¥ Uh i]n Ww yWNgYMNYN Wb^ JeOX `Jb xYZXcM^NWb

Sr ≡
S1

S2

=
1 −

√

1 − Γ−2
b cos θ + sin θ cos φ/Γb

sin θ| sin φ|/Γb

f� USn
q_Z oYW^YZY VYZYOXNeN[YN o WOX^W[ eN` Wb^ WN \]]WM`eN[ � UhJ `JZ[Yb^YMM^ U uJXYZ oYZ`YNJeOX sXNY `Y^JWMMWYZ^Y ~YOXNeN[ reZg bYWNY yW[YNbOXJq^YN XYZ[YMYW^Y^ U yb YZ[W]^ bWOX P `Jbb
Sr
YWN I WNWwew ]YW `Yw a WNrYM

θm = arccos[
√

1 − Γ−2
b ] = arcsin[Γ−1

b ] ' Γ−1
b

f� U¦n

ih¦
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\]]WM`eN[ � U� � Jn |ZJvX `YZ a WNrYMqeNr^WsN
S2[θ, φ = π/2, Γb = 10]

f¥ Uh i]n JMb �eNrh^WsN gsN
θ
U ] n |ZJvX `YZ a WNrYMqeNr^WsN

S2

JMb �eNr^WsN gsN
φ
wW^

θ = π/2
eN`

Γb = 10
U

XJ^ P os] YW `YZ MY^g^Y îOXZW^^ q_Z Γb À 1
[_M^W[ Wb^ U u WYbYZ XcN[^ YZb^JeNMWOXYZoYWbY NWOX^w YXZ gsw \gWwe^o WNrYM

φ
J] P bsN`YZN NeZ NsOX gsN `YZ <%,;[YbOXo WN`W[rYW^ eN` `WYbY

\]XcN[W[rYW^ WN \]]WM`eN[ � Uh] ge bYXYN U uJb `Jge[YX¨ZW[Y I WNWwew gsN
Sr

Wb^ `eZOX
Sr[θm, φ, Γb] =

1 + cos φ

| sin φ|
f� Ukn

[Y[Y] YN P oJb Ww |Y[YNbJ^g gew a WNrYM θm

eNJ]XcN[W[ gsN
Γb P ` UX U `YZ <%,;[YbOXo WN`W[hrYW^ Wb^ U �_Z

φ = π
YZ[W]^ bWOX

Sr[θm, φ = π, Γb] = 0
U uYZ xYZMJeq Wb^ WN \]]WM`eN[ � UhO`JZ[Yb^YMM^ U
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\]]WM`eN[ � Uh � Jn |ZJvX `YZ a WNrYMqeNr^WsN
Sr[θ, φ = π/2, Γb = 10] = S1/S2

U ] n uYZw WNWwJMY a WNrYM
θm
f� U¦n JMb �eNr^WsN gsN

Γb
U O n I WNWwew `YZ a WNrYMhqeNr^WsN

Sr
f� Ukn JMb �eNr^WsN gsN

φ
U

y b Wb^ ÿ Y`sOX qYb^geXJM^YN P `Jbb `Jb xYZXcM^NWb Sr

NeZ YKJr^ q_Z
θ = θm

�eMM o WZ` UI JOX^ w JN `YN \NbJ^g
θ = θm + ε

w W^
ε ¿ 1 P bs qsM[^ JMb �cXYZeN[bM¨beN[

Sr[θm + ε, φ, Γb] '
1 + cos φ

| sin φ| +
Γ2

b

| sin φ|ε,
f� Uimn

ihk



oJb q_Z
φ → π

[Y[YN §NYN`MWOX [YX^ U îsw W^ o WZ`
Sr

NeZ q_Z `YN �JMM
θ = arcsin[Γ−1

b ] P
φ = π

YKJr^ �eMM P oJb bvc^YZ NsOX VY`Ye^eN[ YZMJN[^   U

ªÑ¯¼ <¯¼²
Sr = 0

Ï¬ µÅ¶¬¼ ÈÉÊ ¯²¸¬¶ ´¯µ <¯¶¯µ
θ = θm

¯¼¼¯·°±² È¯¼´¯ Â º»¼ ¬¸¸¯ ¬´¯¼¯ < ·Ï¯¸
θ
®¯µ·²¾² ´·¯ º½Ï²·Å Î»¼

φ = π
¯·¯ HÅ¸µ²¯¸¸¯ Â Ñ ·¯µ ±¬² ¾½¼ ºÅ¸¶¯ ³ ´¬µµ ´·¯µ¯¼ ÖÅ´¯¼Î¬¸¸

Sr

®¯· ´¯< ·Ï¯¸·²¯¶¼¬²·Å¯ Õ¯¼¬°±¸>µµ·¶² È¯¼´¯ Ï¬ Â

ijm
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ω → 0

´ �� Å��� ���� �� � ³��^� �J ���
M±

n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]
�WY`ZW[Y �ZYNeYNgYN

ω → 0
q_XZYN � o WY bOXsN Ww \]bOXNW^^ ¥ U� Uh ] YwYZr^ � ge rMYWNYNLJZJw Y^YZN

ψ1,j, |ψ3,j| → 0
U u JXYZ rJNN wJN `WY �cXYZeN[ fy Uin ] YNe^gYN P
Mn[Aj; ψ1,j, ψ3,j] = An+1

j /(n + 1),
f| Uin

ew `Jb �N^Y[ZJM f¥ U�Sn WN NWY`ZW[b^YZ 1 Z`NeN[ gsN
ω
ge ]YZYOXNYN P

jy ' ∆β0,y(ζend − ζmax)
3/3( exp[−iωlζend] + exp[iωlζend − i∆Φ(ζend)])

+
[ (

∆β1,y − ∆β2,yζ
2
max

)

2ζmax + 2∆β2,yζmax(2ζmax)
2/2 − ∆β2,y(2ζmax)

3/3
]

× exp[−iωlζmax − iωΛ(~n · ∆ ~β0)(ζend − ζmax)
3/3]

' 2∆β0,y(ζend − ζmax)
3/3 + 2∆β1,yζmax − 2∆β2,yζ

3
max/3 = const.,

f| U�n
os]YW `WY uY£NW^WsN `Yb LXJbYNqJr^sZb f¥ U�hn gYZoYN`Y^ oeZ`Y U \NJMs[ `Jge YZ[W]^ bWOXq_Z `WY

xh{swvsNYN^Y `Yb xYr^sZb ~j
jx ' 2∆β0,x(ζend − ζmax)

3/3 + 2∆β1,xζmax − 2∆β2,xζ
3
max/3 = const.,

f| Uhn
WN`Yw wJN `WY �N`WgYb Jeb^JebOX^ UaYWM

jx
eN`

jy
ZYYMM bWN` P YZXcM^ w JN q_Z | MYWOXeN[ fu Uijn WN YZb^YZ 1 Z`NeN[

~j⊥ · ~j⊥
∗ ' j2

x + j2
y −

1 − ~β0 · ~β0

(1 − (~n · ~β0))2
(nxjx + nyjy)

2

+2(β0,xjx + β0,yjy)(nxjx + nyjy)/(1 − (~n · ~β0)) + O(ω)

≡ ω−2
0 /Λ2 = const.

f| Ujn
\ Mbs MJe^Y^ `Jb îvYr^Zew q_Z YWN pYWMOXYN fw JN ]Y`YNrY P `Jbb ∆Φ(ζend)/ω

NWOX^ gsN
ωJ]XcN[^ P g[M U | MYWOXeN[ f¥ U�hnn

d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

(
ω

ω0

)2

, ω ¿ ωlow
f| Uln

os]YW

ω0 ' Γb

2ΛL(1 − R2)

[

(xend − xmax)
3

12R6
+

xmax

R2
− x3

max

12

]−1
zaAmax

$y

f| U¥n

ij i



�w yZ[Y]NWb ^JeOXYN `WY |Z¨zYN
xend

eN`
xmax

JMb �eNr^WsNYN `Yb LJZJw Y^YZb
R
Jeq Uu WYbY bWN` ÿ Y`sOX P o WY ] YZYW^b YZocXN^ P JNJM�^WbOX NWOX^ ge ]Yb^Www YN U ywvWZWbOX rsNN^YNJMMYZ`WN[b `WY �cXYZeN[bqsZw YMN fl US�n [YqeN`YN oYZ`YN P

xmax ' 2(1 − R) +
π

2
R8/7,

xend ' 2(1 − R) + πR8/7.
f| USn

}eZ oYW^YZYN VY^ZJOX^eN[ Wb^ Yb gsN xsZ^YWM P `Jb xYZXJM^YN `YZ {ssZ`WNJ^YN xend

eN`
xmax

q_Z [ZszY ]go U rMYWNY
R
ge ]Y^ZJOX^YN U yb Wb^ ÿ Y`sOX bWNNgsMMYZ P Jeq `WY WN `YN| MYWOXeN[YN f| U¥n Jeq^ZY^YN`YN �eNr^WsNYN geZ_Orge[ZYWqYN P eN` [Y[Y] YNYNqJMMb `WY �chXYZeN[bqsZw YMN fl US�n ge ]YNe^gYN U yb YZ[W]^ bWOX

f(R) = R2/(xend − xmax) ' (2/π)R6/7,

g(R) = 1/(2xmax) '
1

4(1 − R) + πR8/7
.

f| U¦n
uJb xYZXJM^YN `WYbYZ �eNr^WsNYN q_Z [ZszY ]go U rMYWNY

R
bsMM Ww NcOXb^YN \]bOXNW^^

`Wbre^WYZ^ oYZ`YN U
ÎÏ#��Ð!Ñ'�( ~$ � }'��! "� �$� ÒÓ ÔÕÖ ×Ø�

R ¿ 1
'�~

R → 1uWY �cMMY
f(R → 1)

eN`
g(R)

bWN` YWNqJOX J]geXJN`YMN U yb Wb^ Jeb \]]WM`eN[ l U¥ eN``YN �sZwYMN f| U¦n YZbWOX^MWOX P `Jbb
f(R → 1) = 2/π,

f| Ukn
g(R ¿ 1) = 1/4,

f| Uimn
g(R → 1) = 1/π

f| Uiin
WN NWY`ZW[b^YZ 1 Z`NeN[ U �_Z

f(R ¿ 1)
webb w JN � oYNN w JN `YN �cXYZeN[YN fl US�nNWOX^ gYZ^ZJe^ � `WY |ZJvXYN gsN

xend

eN`
xmax

[YNJeYZ ] Y^ZJOX^YN U asMM^Y w JN `WYbY�eNr^WsNYN YN^o WOrYMN P bs bsMM^YN bWY vZWNgWv WYMM WN `YZ �sZw
xend(R) ' |xend(0)| + |x′

end(0)|R + |x′′
end(0)|R2/2

f| Ui�n
xmax(R) ' |xmax(0)| − |x′

max(0)|R + |x′′
max(0)|R2/2

f| Uihn
gsZMWY[YN U �e^g^ w JN `WYbYN \NbJ^g P bs YZ[W]^ bWOX w W^ ∆x = |x′

end(0)| + |x′
max(0)|

f(R ¿ 1) ' 2R/∆x ∝ R ¿ 1.
f| Uijn

\ M^YZNJ^Wg YZ[W]^ bWOX w W^ `YN YwvWZWbOXYN �sZwYMN
f(R ¿ 1) = (2/π)R6/7 ¿ 1.

f| Uiln

´ �ñ ò� ��� ����� �� � ´ �� ��� ��Æ ����
ωlow

VWbXYZ oeZ`Y WN `WYbYw \NXJN[ `WY � WY`ZW[qZYNeYNgM¨beN[ XYZ[YMYW^Y^ U aJb NsOX qYXM^ PWb^ `YZ |_M^W[rYW^b] YZYWOX q_Z `WYbY �cXYZeN[ U u WYbYb bsMM NeN [YbOXYXYN U

ij�



\eb `YZ §N[MYWOXeN[ fy U�n webb w JN `WY [YYW[NY^Y VYbOXZcNreN[ £N`YN U \]YZ `JYb `WY ] YW`YN ~Y[Ww Yb fJn eN` f]n [W]^ P bWN` WNb[YbJw^ g WYZ pYZw Y ge ]YZ_OrbWOX^W[YN U
}eNcOXb^ rJNN wJN [Yo WbbY �Jr^sZYN Jeb `YZ I WNWwewbgsZbOXZWq^ XYZJebgWYXYN P

ω ¿ ωlow = min[(ζc,j/Aj)ωc,j, 3(ζc,j/Aj)
3ωc,j] = (ζc,j/Aj)ωc,j min[1, 3(ζc,j/Aj)

2].f| Ui¥n�eN rJNN wJN bWOX Jeq `Jb xYZXcM^NWb

Ξj = 3

(

ζc,j

Aj

)2

/1 = 3

(

ζc,j

Aj

)2 f| UiSn
rsNgYN^ZWYZYN P ew ge YN^bOXYW`YN P oYMOXYZ `YZ ] YW`YN pYZw Y `YZ rMYWNYZY Wb^ U �JMM Ξj > 1 Pbs Wb^ Yb

(ζc,j/Aj)ωc,j P JN`YZNqJMMb Wb^ 3(ζc,j/Aj)
3ωc,j

`Jb [Yo_NbOX^Y yZ[Y]NWb U I W^ `YZîe]b^W^e^WsN
ζ = xL

eN` `YN a WNrYMqeNr^WsNYN f¥ Uh in YZXcM^ w JN q_Z `Jb ~Y[Ww Y f]n

Ξb =
3Γb(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆ ~β1)|zaAmax|

(1 − R2)x2
max|ny$y|

' 3
1

(1 − R2)R2x2
max

︸ ︷︷ ︸

≥1.48

S1

S2

∣
∣
∣
∣
∣

zaR
2Amax

$y

∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

À1

.
f| Ui¦n

�w ~Y[Ww Y fJn XJ^ w JN JNJMs[

Ξa = 12
R4

(1 − R2)(xend − xmax)2

S1

S2

∣
∣
∣
∣
∣

zaR
2Amax

$y

∣
∣
∣
∣
∣
.

f| Uikn
�N ] YW`YN ~Y[Ww Yb webb geNcOXb^ ] YZ_OrbWOX^W[^ oYZ`YN P `Jbb `Jb xYZXcM^NWb Sr = S1/S2WN `YZ �cXY gsN

θ = arcsin[Γ−1
b ]
eN`

φ = π
rMYWN bYWN rJNN P J] YZ [Z¨zYZ JMb �eMM  fg[M U\NXJN[ � Uhn U ueZOX `WY VY`WN[eN[ |$y| ¿ |zaR

2Amax|
[WM^ `JXYZ qJb^ _] YZJMM

Ξb > 1
U�_Z

Ξa

webb w JN gsZbWOX^W[YZ bYWN P `J JeOX q_Z R ¿ 1
`Jb xYZXcM^NWb

Ξa < 1
oYZ`YNr¨NN^Y U íY`sOX [WM^ `JNN

Ξa ' 48

π2
R26/7Sr

∣
∣
∣
∣
∣

zaAmax

$y

∣
∣
∣
∣
∣

f| U�mn
eN` w W^ `Yw \NbJ^g

Ξa ' 1
YZ[W]^ bWOX

R > Rm ≡








π2

48Sr

∣
∣
∣
∣

$y

zaAmax

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

¿1








7/26

, damit Ξa > 1.
f| U�in

�b^
R
NeN [Z¨zYZ JMb `YZ WN |MYWOXeN[ f| U�in JN[Y[Y] YNY |ZYNgoYZ^ P [WM^ Ξa > 1eN` wJN rJNN JNJMs[ gew s]W[YN �JMM `Yb ~Y[Ww Yb f]n ZYOXNYN U I W^ `YN VYWbvWYMoYZ^YN

Γb = 10 P$y = 10−3 P zaAmax = 10
eN`

θ = φ = π/2
MWY[^ `WYbY |ZYNgY ] YW

R ' 2.94×10−2 ÷WN `Yw XWYZ [YocXM^YN VYWbvWYM [WM^ JMbs
R = 0.1 > Rm

eN` |MYWOXeN[ f| Uikn Wb^ [_M^W[ UuYZ �JMM
R → 1

rJNN XWN[Y[YN [YNJebs ]YXJN`YM^ oYZ`YN o WY `WY \]bOXc^geN[ q_Z `Jb~Y[Ww Y f]n U IJN rJNN JMbs q_Z qJb^ JMMY aYZ^Y gsN
R
`WY \NNJXwY

Ξa > 1
wJOXYN U

ª=½¼ ¯Ç¬Ï² ¬ ´¯Ë H½Ï²
θm ≡ arcsin[Γ−1

b ]
³
φ ≡ π

È·¼´
Sr ≡ 0

Â º»¼ ¬¸¸¯ ¬´¯¼¯ H½Ï²¯ ¶·¸²
Sr > 0

³µÅ¶¬¼ Ë ·²
Sr → ∞

· ´¯¼ «Ë¶¯®½¶ ÕÅ
θ = θm

³
φ = π

Â

ijh



\N `WYbYZ î^YMMY webb NsOX YZocXN^ oYZ`YN P `Jbb `YZ |ZYNgoYZ^ ωlow

NJ^_ZMWOX q_Z
] YW`Y ~Y[Ww Yb [YM^YN bsMM U îsw W^ [WM^ oY[YN

2xmax > xend − xmax

qJb^ WwwYZ ]Wb Jeq `WY
JN[Y[Y] YNYN \ebNJXwYN fbYXZ rMYWNY aYZ^Y gsN

R
bso WY

θ = θm

eN`
φ = π

n P
ω ¿ ωlow = (ζc,j/Aj)ωc,j

= min

[

1

Λ(1 − ~n · ~β0)(ζend − ζmax)
,

1

2Λ(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆ ~β1)ζmax

]

=
1

2xmaxS1

1

ΛL
.

f| U��n
�_Z

R ¿ 1
`Yb ~Y[Ww Yb fJn [WM^ YN^bvZYOXYN`

ω ¿ ωlow = 3(ζc,a/Aa)
3ωc,a

= min

[

3

(ζend − ζmax)3Λ|~n · ∆ ~β0|
,

3

8ζ3
maxΛ|~n · ∆ ~β2|

]

=
12

(1 − R2)S2

∣
∣
∣
∣
∣

zaAmax

$y

∣
∣
∣
∣
∣
min

[

R6

(xend − xmax)3
,

1

8x3
max

]

1

ΛL

f| U�hn

ijj
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ω → ∞
yb bsMM NeN `Jb `W¡YZYN^WYMMY �N^YNbW^c^bbv Yr^Zew q_Z XsXY �ZYNeYNgYN Jeb[YZYOXNY^ oYZh`YN U t WYZ] YW XJ^ w JN ÿ Y`sOX ge ]YZ_OrbWOX^W[YN P `Jbb Yb goYW gYZbOXWY`YNY �cXYZeN[YNq_Z `WY �eNr^WsNYN

M±
n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]

gsN | MYWOXeN[ f¥ U�Sn [W]^ P o WY Yb WN `YN \NXcN[YNy U� eN` y Uh `eZOX[YZYOXNY^ Wb^ U �_Z |~n · ∆~β0,2| ' 0
[WM^ | MYWOXeN[ fy Ui¥n P ocXZYN` w JNJNbsNb^YN `WY | MYWOXeN[YN fy Uim P y Uijn ] YNe^gYN webb U tJ^ w JN `JNN YKJr^Y \eb`Z_OrYq_Z `Jb îvYr^Zew [YqeN`YN P rJNN w JN YN^bOXYW`YN P ] YW oYMOXYw a WNrYM w JN go WbOXYN`WYbYN �cXYZeN[YN oYOXbYMN webb U

½ �� Å��� ���� �� � ³��^� �J ���
M±

n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]
���

|~n · ∆~β0,2| > 0
uYZ YZb^Y îOXZW^^ Wb^ Yb P ` WY �eNr^WsNYN M±

n [Aj; ψ1,j, ψ3,j]
gsN |MYWOXeN[ f¥ U�Sn Ww îWNNY`Yb \NXJN[b y U� ge NcXYZN U �w \MM[Yw YWNYN [W]^ Yb P o WY ] YZYW^b qZ_XYZ Ww \]bOXNW^^¥ U� Uh YZocXN^ P goYW ~Y[Ww Yb q_Z `WYbY �eNr^WsNYN Mn

�
• fJn `YZ cezYZY VYZYWOX `Yb îsMW^sNb fgsN ±ζmax

]Wb ±ζend
n w W^ Aa = ζend − ζmax P

ψ1,a = ωl
eN`

ψ3,a = −ωΛ(~n · ∆ ~β0)/3
÷

• f]n `WY WNNYZY ~Y[WsN fgsN −ζmax
]Wb

ζmax
n w W^ Ab = 2ζmax P ψ1,b = ω(l−Λ(~n ·∆ ~β1))eN`

ψ3,b = ωΛ(~n · ∆ ~β2)/3
U

I JN ]YJOX^Y P `Jbb WN ] YW`YN VYZYWOXYN ψ3

rMYWNYZ s`YZ [Z¨zYZ JMb �eMM bYWN rJNN P ÿ YNJOX`Yw s]
(~n · ∆~β0,2)

rMYWNYZ s`YZ [Z¨zYZ JMb �eMM Wb^ U uYNNsOX XJ^ w JN NeZ goYWeN` NWOX^ g WYZ �cMMY ge ]YZ_OrbWOX^W[YN P `J `WY ] YW`YN îrJMJZvZs`er^Y NWOX^ eNJ]XcN[W[gsNYWNJN`YZ WXZ xsZgYWOXYN oYOXbYMN U �XZ xYZXJM^YN Wb^ b^Y^b YN^[Y[YN[YbY^g^ P `YNN ∆ ~β0eN`
∆ ~β2
eN^YZbOXYW`YN bWOX MY`W[MWOX `eZOX `YN �Jr^sZ

R−2 P o WY Yb `WY | MYWOXeN[YN fu U�Sn] YbJ[YN Uu WY ] YW`YN [YNJNN^YN ~Y[Ww Yb ] YbW^gYN oY[YN `WYbYZ eN^YZbOXWY`MWOXYN LJZJw Y^YZ JeOXeN^YZbOXWY`MWOXY OXJZJr^YZWb^WbOXY dcN[YN eN` �ZYNeYNgYN P
ζc,a ≡ [(1 − ~n · ~β0)/|~n · ∆ ~β0|]1/2,

ζc,b ≡ [(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆ ~β1)/|~n · ∆ ~β2|]1/2,

1/ωc,a ≡ Λ[(1 − ~n · ~β0)
3/|~n · ∆ ~β0|]1/2,

1/ωc,b ≡ Λ[(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆ ~β1)
3/|~n · ∆ ~β2|]1/2.

ft Uin

ijl



IJN XJ^ JMbs b^Y^b `WY �cXYZeN[YN
M+

n [Aj; ψ1,j, ψ3,j] ' π1/2ψ
−1/4+n/2
1,j (3|ψ3,j|)−1/4−n/2 exp[−2(ψ3

1,j/ψ3,j)
1/2/33/2 + inπ/2]

M−
n [Aj; ψ1,j, ψ3,j] ' π1/2ψ

−1/4+n/2
1,j (3|ψ3,j|)−1/4−n/2 exp[2i(ψ3

1,j/ψ3,j)
1/2/33/2 − iπ/4].ft U�n

�JOX \]bOXNW^^ ¥ U� Uh w_bbYN q_Z `YN îWOX^o WNrYM goYW �cMMY ] YZ_OrbWOX^W[^ oYZ`YN �
iU �_Z

(~n · ∆~β0,2) > 0
YZXcM^ w JN q_Z `Jb ~Y[Ww Y fJn

M−
n [Aa; ψ1,a, ψ3,a] ' (ω/πωc,a)

−1/2ζn+1
c,a exp[(2iω/3ωc,a) − iπ/4]

ft Uhn
eN` q_Z ~Y[Ww Y f]n

M+
n [Ab; ψ1,b, ψ3,b] ' (ω/πωc,b)

−1/2ζn+1
c,b exp[−(2ω/3ωc,b) + inπ/2].

ft Ujn
� U �_Z

(~n · ∆~β0,2) < 0
XJ^ w JN Ww ~Y[Ww Y fJn

M+
n [Aa; ψ1,a, ψ3,a] ' (ω/πωc,a)

−1/2ζn+1
c,a exp[−(2ω/3ωc,a) + inπ/2],

ft Uln
eN` ~Y[Ww Y f]n gYZYWNqJOX^ bWOX ge

M−
n [Ab; ψ1,b, ψ3,b] ' (ω/πωc,b)

−1/2ζn+1
c,b exp[i(2ω/3ωc,b) + iπ/4].

ft U¥n
\N `WYbYZ î^YMMY rJNN wJN o WY`YZ Ww îWNNY `Yb \]bOXNW^^b ¥ U� Uh `WY �cXYZeN[YN fu U�knNe^gYN eN` YZXcM^ `WY g WYZ �sZw YMN

ζc,a ' 2L

(

R6

1 − R2
Sr

|zaAmax|
|$y|

)1/2

= R3ζc,b,

ζc,b ' 2L

(

1

1 − R2
Sr

|zaAmax|
|$y|

)1/2

,

ωc,a ' 1

2ΛL

(

1 − R2

R6

S2

S3
1

|$y|
|zaAmax|

)1/2

=
ωc,b

R3
,

ωc,b ' 1

2ΛL

(

(1 − R2)
S2

S3
1

|$y|
|zaAmax|

)1/2

=
1

ΛS1ζc,b

.
ft USn

IJN ]YJOX^Y P `Jbb JMMY uY£NW^WsNYN gsN `YZ 1 Z`NeN[ O(|zaAmax|/$y) À 1
÷ `Jw W^ bWN`bWY JMMY WN^ZWNbWbOX [Zsz Uyb Wb^ oYW^YZXWN bWOXYZgeb^YMMYN P `Jbb q_Z YWNYN NYNNYNboYZ^YN VYW^ZJ[ gsN
M−

n

ge `YN
yZ[Y]NWbbYN `WY §N[MYWOXeN[ fy Uiin YZq_ MM^ oYZ`YN webb U §w[YrYXZ^ ] Y`Ye^Y^ Yb P `Jbb
M−

n

gYZNJOXMcbbW[]JZ o WZ` P qJMMb
ζ2
c,j > A2

j ⇔ (ζc,j/Aj)
2 > 1.

ft U¦n
u WYbYb xYZXcM^NWb eN^YZbOXYW`Y^ bWOX gsN `Yw xYZXcM^NWb f| UiSn NeZ ew YWNYN �Jr^sZ uZYW U�w \NXJN[ | U� oeZ`Y [YgYW[^ P `Jbb Ξj

`eZOXJeb q_Z rMYWNY aYZ^Y
R
rMYWNYZ JMb y WNb bYWNrJNN ÷ w JN webb `JXYZ ] YW`Y �Jr^sZYN WN `YN oYW^YZYN ~YOXNeN[YN ]YZ_OrbWOX^W[YN U

ij¥



ÙÚ#'�( ×Ø� ���$ }�$Û'$�Ñ$�
IW^ `Yw LXJbYNqJr^sZ

1/Ω ≡ lζmax + Λ(~n · ∆ ~β0)(ζend − ζmax)
3/3,

ft Ukn
eN` w W^ `YZ uY£NW^WsN fos]YW

j ∈ {a, b}n
ζj,y ≡ (∆β1,y + ∆β2,yζ

2
max)ζc,j + 2i∆β2,yζmaxζ

2
c,j + ∆β2,yζ

3
c,j

ft Uimn
XJ^ w JN Ww �JMM fin q_Z

jy

jy = 2∆β0,y(ω/πωc,a)
−1/2ζ3

c,a exp[−i∆Φ(ζend)/2]

× cos[(2ω/3ωc,a) − ωlζend + ∆Φ(ζend)/2 − π/4]H[A2
a − ζ2

c,a]

+ζb,y(ω/πωc,b)
−1/2 exp[−(2ω/3ωc,b) − iω/Ω].

ft Uiin
uYZ �JMM f�n q_XZ^ XWN[Y[YN Jeq

jy = 2∆β0,y(ω/πωc,b)
−1/2ζ3

c,b exp[−i∆Φ(ζend)/2]

× cos[(2ω/3ωc,b) − ωlζend + ∆Φ(ζend)/2 − π/4]H[A2
b − ζc,b]

+ζa,y(ω/πωc,a)
−1/2 exp[−(2ω/3ωc,a) − iω/Ω].

ft Ui�n
yb Wb^ eNbOXoYZ ge YZrYNNYN P `Jbb `WYbYZ �JMM Jeb `Yw YZb^YN `eZOX xYZ^JebOXYN `YZ�N`WgYb

a
eN`

b
YZXJM^YN oYZ`YN rJNN U �w oYW^YZYN xYZMJeq `WYbYb \]bOXNW^^b o WZ` YK hYwvMJZWbOX `YZ YZb^Y �JMM ] YXJN`YM^ P ` WY yZ[Y]NWbbY q_Z `YN goYW^YN �JMM bWN` YWNqJOX_]YZ^ZJ[]JZ U�eN [WM^ Yb P Ww îWNNY `Yb \NXJN[b u Ui |MYWOXeN[ fu Uijn JebgeZYOXNYN U �N ÿ Y`Yw pYZw`WYbYZ | MYWOXeN[ ^ZY^YN LZs`er^Y gsN

jx,y

eN`
j∗x,y

Jeq P oYMOXY b^Y^b YWNY \]XcN[W[rYW^gsN `YZ �ZYNeYNg WN `YZ �sZw
jyj

∗
y ' 4∆β2

0,y(ω/πωc,a)
−1ζ6

c,a cos2[(2ω/3ωc,a) − ωlζend + ∆Φ(ζend)/2 − π/4]H[A2
a − ζ2

c,a]

+|ζb,y|2(ω/πωc,b)
−1 exp[−(4ω/3ωc,b)]

+2∆β0,y(ζb,y exp[i∆Φ(ζend)/2 − iω/Ω] + ζ∗
b,y exp[−i∆Φ(ζend)/2 + iω/Ω])

×ζ3
c,a(ω/πωc,a)

−1 exp[−(2ω/3ωc,b)]

× cos[(2ω/3ωc,a) − ωlζend + ∆Φ(ζend)/2 − π/4]H[A2
a − ζ2

c,a]
ft Uihn

] YbW^gYN U �_Z `YN XWYZ WN^YZYbbWYZYN`YN �ZYNeYNg]YZYWOX
ω → ∞ sbgWMMWYZYN `WY ^ZW[sNshwY^ZWbOXYN �eNr^WsNYN bs bOXNYMM P `Jbb w JN `WY I W^^YMoYZ^Y q_Z cos

f�eMMn eN`
cos2 f1/2nNcXYZeN[boYWbY gYZoYN`YN rJNN P bs `Jbb w JN

jyj
∗
y ' 2∆β2

0,yζ
6
c,a(ω/πωc,a)

−1H[A2
a − ζ2

c,a] + |ζb,y|2(ω/πωc,b)
−1 exp[−(4ω/3ωc,b)]

ft Uijn
YZXcM^ U
îs YZ[W]^ bWOX q_Z |MYWOXeN[ fu Uijn

~j⊥ · ~j⊥
∗

= 2(∆β2
0,x + ∆β2

0,y)ζ
6
c,a(ω/πωc,a)

−1H[A2
a − ζ2

c,a]

+(|ζb,x|2 + |ζb,y|2)(ω/πωc,b)
−1 exp[−(4ω/3ωc,b)]

ijS



− 1 − ~β0 · ~β0

(1 − (~n · ~β0))2

[

2(∆β2
0,xn

2
x + 2∆β0,x∆β0,ynxny + ∆β2

0,yn
2
y)

×ζ6
c,a(ω/πωc,a)

−1H[A2
a − ζ2

c,a]

+(n2
x|ζb,x|2 + nxny(ζb,xζ

∗
b,y + ζ∗

b,xζb,y) + n2
y|ζb,y|2)

×(ω/πωc,b)
−1 exp[−(4ω/3ωc,b)]

]

+
[

4(β0,x∆β0,x + β0,y∆β0,y)(nx∆β0,x + ny∆β0,y)ζ
6
c,a(ω/πωc,a)

−1H[A2
a − ζ2

c,a]

+[(β0,xζ
∗
b,x + β0,yζ

∗
b,y)(nxζb,x + nyζb,y) + (β0,xζb,x + β0,yζb,y)(nxζ

∗
b,x + nyζ

∗
b,y)]

×(ω/πωc,b)
−1 exp[−(4ω/3ωc,b)]

]

/(1 − (~n · ~β0)).
ft Uiln

îs XJ^ w JN JMbs Ww �JMM fin P (~n · ∆~β0,2) > 0 P q_Z A2
a ≥ ζ2

c,a

`WY d¨beN[

Λ2 ~j⊥ · ~j⊥
∗

= (ω/πωc,a)
−1ω−2

A,a,
ft Ui¥n

os]YW

ω−2
A,a ≡ Λ2



∆~β0 · ∆~β0 −
1 − ~β0 · ~β0

(1 − (~n · ~β0))2
(~n · ∆~β0)

2 +
2(~β0 · ∆~β0)(~n · ∆~β0)

1 − (~n · ~β0)



 2ζ6
c,a.
ft UiSn

�_Z A2
a < ζ2

c,a

XJ^ w JN w W^ `YZ uY£NW^WsN ~ζb = (ζb,x, ζb,y, 0)
`WY d¨beN[

Λ2 ~j⊥ · ~j⊥
∗

= (ω/πωc,b)
−1ω−2

B,b exp[−(4ω/3ωc,b)],
ft Ui¦n

os]YW

ω−2
B,b ≡ Λ2



|~ζb|2 −
1 − ~β0 · ~β0

(1 − (~n · ~β0))2
|~n · ~ζb|2 +

(~β0 · ~ζb

∗
)(~n · ~ζb) + (~β0 · ~ζb)(~n · ~ζb

∗
)

1 − (~n · ~β0)



 .
ft Uikn

VY^ZJOX^Y^ w JN `YN �JMM f�n P (~n ·∆~β0,2) < 0 P bs £N`YN bWOX JNJMs[Y ~YbeM^J^Y P WN `YNYN`WY �N`WgYb
a
eN`

b
� o WY s]YN YZocXN^ � gYZ^JebOX^ oYZ`YN UuYZ NcOXb^Y îOXZW^^ ] Yb^YX^ NeN `JZWN P ` WY WN `YN s]W[YN |Z¨zYN Jeq^ZY^YN`YN îrJhMJZvZs`er^Y q_Z `WY �cMMY fin eN` f�n Ww îWNNY gsN \NXJN[ u U� JebgeZYOXNYN U u WYbYJeqocN`W[Y \Z]YW^ YZ[W]^

ωA,a '
(

1 − R2

8L2Λ2ΓbR6

$y|ny|3
|zaAmax|

)1/2(

1 +
nx

Γb

− nz
Vb

c

)−3/2

=
ΓbS2√

2
ωc,a,

ωB,b '
(

1 − R2

4L2Λ2Γb

$y|ny|3
|zaAmax|

)1/2(

1 +
nx

Γb

− nz
Vb

c

)−3/2

= ΓbS2ωc,b =
Γb

ΛSrζc,b

,

ωA,b '
(

1 − R2

8L2Λ2Γb

$y|ny|3
|zaAmax|

)1/2(

1 +
nx

Γb

− nz
Vb

c

)−3/2

=
ΓbS2√

2
ωc,b,

ωB,a '
(

1 − R2

4L2Λ2ΓbR18

$y|ny|3
|zaAmax|

)1/2(

1 +
nx

Γb

− nz
Vb

c

)−3/2

=
ΓbS2

R6
ωc,a.

ft U�mn
IJN ] YJOX^Y P `Jbb `WY uY£NW^WsNYN ft U�mn eN^YZYWNJN`YZ eN` gsN `YN uY£NW^WsNYN ft USnNeZ ew rsNb^JN^Y �Jr^sZYN eN` Ls^YNgYN gsN

R
eN^YZbOXYW`YN U uJXYZ ZYWOX^ Yb ] YW `YZ

ij¦



oYW^YZYN VY^ZJOX^eN[ geNcOXb^ Jeb P bWOX Jeq YWNY `YZ uY£NW^WsNYN ft U�mn ge rsNgYN^ZWYhZYN P `J JMMY _]ZW[YN `Jb [MYWOXY xYZXJM^YN gYW[YN U�eN rJNN w JN `Jb îvYr^Zew YWNYb pYWMOXYN q_Z `WY ] YW`YN �cMMY fin eN` f�n JN[Y] YN U
I JN YZXcM^ `WY ] YW`YN d¨beN[YN fin P os]YW (~n · ∆~β0,2) > 0 P

d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

[

2π

Γ2
bS

2
2ωc,a

H[A2
a − ζ2

c,a] +
π

Γ2
bS

2
2

ω

ωc,b

exp[−(4ω/3ωc,b)]

]

,
ft U�in

eN` f�n P os]YW (~n · ∆~β0,2) < 0

d2I

dωdΩ
' e2

4π2c

[

2π

Γ2
bS

2
2ωc,b

H[A2
b − ζ2

c,b] +
πR12

Γ2
bS

2
2

ω

ωc,a

exp[−(4ω/3ωc,a)]

]

.
ft U��n

u WY yZ[Y]NWbbY `YZ gYZbOXWY`YNYN �cMMY eN^YZbOXYW`YN NWOX^ WN `YN Ls^YNgYN gsN
ω P bWYr¨NNYN JMbs vZWNgWv WYMM [MYWOX ] YXJN`YM^ oYZ`YN U

½ �ñ ò� ��� ����� �� � ´ �� ��� ��Æ ����
ωhighnXNMWOX o WY Ww �JMM N WY`ZW[YZ �ZYNeYNgYN webb w JN `WY VY`WN[eN[

ωhigh = max[(ζc,j/Aj)ωc,j, 3(ζc,j/Aj)
3ωc,j] = (ζc,j/Aj)ωc,j max[1, 3(ζc,j/Aj)

2]
ft U�hn

eN^YZbeOXYN P oYMOXY Jeq `Jb [MYWOXY xYZXcM^NWb Ξj = 3(ζc,j/Aj)
2 q_XZ^ U \] YZ NeN Wb^ w JNJw [Z¨zYZYN `YZ ] YW`YN pYZw Y WN^YZYbbWYZ^ P bs `Jbb w JN `WY yZ[Y]NWbbY Jeb `Yw \]bOXNW^^| U� WN [Yo WbbYw îWNNY _]YZ^ZJ[YN rJNN U yb YZ[W]^ bWOX `WY VY`WN[eN[ fJezYZ q_Z

R2 ¿ 1Ww ~Y[Ww Y fJnn

ω À ωhigh = max

[

3

ΛAa|~n · ∆ ~β0|
,

3

ΛAb|~n · ∆ ~β2|

]

=
12

(1 − R2)S2

∣
∣
∣
∣
∣

zaAmax

$y

∣
∣
∣
∣
∣
max

[

R6

(xend − xmax)3
,

1

8x3
max

]

1

ΛL

ft U�jn
IJN ]YJOX^Y P `Jbb ωhigh

NJOX §NYN`MWOX b^ZY] YN r¨NN^Y ÷ `Jb [WM^ JMMYZ`WN[b NeZ q_Z
S2 → 0 P ` UX U θ = 0, π

s`YZ
φ = 0, π, 2π

U u WYbYb ÿ Y`sOX rsZZYbvsN`WYZ^ w W^ |~n ·∆~β0,2| → 0 PeN` WN `WYbYw �JMM [WM^ ` WY eZbvZ_N[MWOXY �cXYZeN[ Jeb \]bOXNW^^ y U� NWOX^ w YXZ U IJNwebb b^J^^`YbbYN geZ �cXYZeN[ `Yb \]bOXNW^^b y Uh P §N[MYWOXeN[ fy UiSn _]YZ[YXYN U IJNXJ^ `JNN `WY VY`WN[eN[

ω À ω∗
high = max

[

1

(xend − xmax)(1 − ~n · ~β0)
,

1

2xmax(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆~β1)

]

1

ΛL

' 1

(xend − xmax)S1

1

ΛL
.

ft U�ln

½ �� Å��� ���� ��� |~n · ∆~β0,2| ' 0

tWYZ bsMMYN NeN q_Z `YN �JMM |~n · ∆~β0,2| ' 0
`WY [_M^W[YN �cXYZeN[YN q_Z `WY |Z¨zYN

jx,yXYZ[YMYW^Y^ oYZ`YN U I W^ `YN uY£NW^WsNYN Jeb \NXJN[ y Uh eN`
1−~n·~β0−~n·∆ ~β1 ' 1−~n·~β0

ijk



YZ[W]^ bWOX q_Z
jy

jy ' ∆β0,y

[

(ζend − ζmax)
2/(iωΛ(1 − ~n · ~β0)) exp[−iωΛ(1 − ~n · ~β0)ζmax]

−(ζend − ζmax)
2/(iωΛ(1 − ~n · ~β0)) exp[iωΛ(1 − ~n · ~β0)ζmax − i∆Φ(ζend)]

]

+
[

(∆β1,y − ∆β2,yζ
2
max)/(iωΛ(1 − ~n · ~β0))(exp[iωΛ(1 − ~n · ~β0)2ζmax] − 1)

+2∆β2,yζmax(2ζmax)/(iωΛ(1 − ~n · ~β0)) exp[iωΛ(1 − ~n · ~β0)2ζmax]

−ζmax(2ζmax)
2/(iωΛ(1 − ~n · ~β0)) exp[iωΛ(1 − ~n · ~β0)2ζmax]

]

× exp[−iωΛ(1 − ~n · ~β0)ζmax − iωΛ(~n · ∆ ~β0)(ζend − ζmax)
3/3]

' 2i∆β0,y(ζend − ζmax)
2/(ωΛ(1 − ~n · ~β0)) cos[ωΛζmax(1 − ~n · ~β0 − ~n · ∆ ~β1)]

× exp[iωΛζmax(~n · ∆ ~β1)]

+2(∆β1,y − ∆β2,yζ
2
max)/(ωΛ(1 − ~n · ~β0)) sin[ωΛζmax(1 − ~n · ~β0)]

ft U�¥n
u WYbYb yZ[Y]NWb q_XZ^ bs`JNN w W^

ω → ∞ P os]YW o WY`YZew `WY I W^^YMoYZ^Y 1/2
q_Z `WYNeJ`ZJ^WbOXYN ^ZW[sNswY^ZWbOXYN �eNr^WsNYN eN` �eMM q_Z `WY YWNqJOXYN ^ZW[sNswY^ZWhbOXYN �eNr^WsNYN ]YNe^g^ oeZ`YN P ge

jy · j∗y ' 2Z2
y

(ωΛ)2(1 − ~n · ~β0)2
,

ft U�Sn
w W^

Zy = ∆β0,y(ζend − ζmax)
2 + ∆β1,y − ∆β2,yζ

2
max

U \ Mbs YZXcM^ w JN oYW^YZ

Λ2 ~j⊥ · ~j⊥
∗ ' (ω/α)−2,

ft U�¦n
eN` w W^ ~Z = (Zx, Zy, 0)

α2 = 2(1 − ~n · ~β0)
−2



Z2
x + Z2

y − 1 − ~β0 · ~β0

(1 − (~n · ~β0))2
(~n · ~Z)2 +

2(~β0 · ~Z)(~n · ~Z)

1 − (~n · ~β0)




ft U�kn

yb YZ[W]^ bWOX foY[YN
Zx ¿ Zy

n bOXMWYzMWOX

α '
√

2(1 − R2)

ΓbS1

(

(xend − xmax)
2

4R6
+

1

R2
− x2

max

4

)

$y

|zaAmax|
.

ft Uhmn
IJN ]YJOX^Y P `Jbb α → 0

wW^
R → 0

J]YZ q_Z
R → 0

[WM^
α → ∞ U yb [WM^ bsw W^

d2I

dωdΩ
' e2ω2

4π2c

α2

ω2
=

e2α2

4π2c
= const.

ft Uhin
]g[M U

ω
]YW |~n · ∆~β0,2| ' 0

Uu WY |ZYNgqZYNeYNg WN `WYbYw �JMM oeZ`Y ] YZYW^b Ww MY^g^YN \]bOXNW^^ ] YZYOXNY^ eN`Wb^ `eZOX |MYWOXeN[ ft U�ln [Y[Y] YN U

ilm



Ä Ä���Ü

î�w]sM VY`Ye^eN[

Amax

wJKWw JM w¨[MWOXYb xYr^sZvs^YN^WJM

E =

√

1 +
p2
‖
+p2

⊥

m2
ac2

= γa
`Ww YNbWsNbMsbY yNYZ[WY WN rsgJZWJN^YZ
u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsN P dsZYNgqJr^sZ `YZ pYWMOXYN

erf[z]
�YXMYZqeNr^WsN

pFq[a1, ..., ap; b1, ..., bq; z]
X�vYZ[Ysw Y^ZWbOXY �eNr^WsN

fa0
xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN `YZ pYWMOXYN

Fa P Ha P Ga P Ka
yN^o WOrMeN[brsY� gWYN^YN `YZ xYZ^YWMeN[bqeNr^WsN

H[x]
î^eqYNh P � #+8"."7#qeNr^WsN

(d2I)/(dωdΩ)
`W¡YZYN^WYMMYb �N^YNbW^c^bbv Yr^ZewYWNYb pYWMOXYNb

Jν [z]
VYbbYMqeNr^WsN YZb^YZ \Z^

L
îrJMYNMcN[Y Ww îsMW^sN

M = −iZ = Γ
ck

Ww J[WNcZY LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^

N2 =
~k2c2

ω2

VZYOXeN[bWN`YK

qa
dJ`eN[ `YZ pYWMOXYN

a

R2 = G2/(2G0A
2
max)

îsMW^sNvJZJwY^YZ P J]XcN[W[ gsN
Amax

eN`
Fa

Vb = c/ξ
VeMr[YbOXo WN`W[rYW^ Ww íY^

xmax P xend
1 Z^ `Yb IJKWwewb P yN`veNr^ `Yb îsMW^sNb

y =
p‖

mac

`Ww YNbWsNbMsbYZ LJZJMMYMWwveMb WN rsgJZWJN^YZ
u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsN

Z = 1
N

= ω
ck

LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^
za = qa/(mac

2)
�sZw WYZeN[brsNb^JN^Y `Yb xYr^sZv s^YN^WJMb

A

ili



αa
`Ww YNbWsNbMsbYZ \NWbs^ZsvWYvJZJw Y^YZ `Yb LMJbw Jb

~β = ~v/c = ~β0 + ∆~β
NsZw WYZ^Y pYWMOXYN[YbOXo WN`W[rYW^ Ww VeMr

Γ
�w J[WNcZ^YWM `YZ �ZYNeYNg

ω
Γ[z]

|JwwJqeNr^WsN
Γb

dsZYN^gqJr^sZ `Yb VeMrb Ww íY^b
γ[a, z]

eNgsMMb^cN`W[Y |JwwJqeNr^WsN
γa =

√

1 +
p2

‖
+p2

⊥

m2
ac2

= E
dsZYNgqJr^sZ `YZ pYWMOXYN P `Ww YNbWsNbMsbYyNYZ[WY WN rsgJZWJN^YZ u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsN

ε̄
uWYMYr^ZWgW^c^b^YNbsZ

ζ = z − ξct
^ZJNbqsZw WYZ^Y

zh{ssZ`WNJ^Y
ηL/T,±

MsN[W^e`WNJMYh^ZJNbgYZbJMY Is`Y `YZ
u Wbv YZbWsNbZYMJ^WsN

Λ = 0

Λ = (VbΓ
2
b/c

2)
�sZw WYZeN[bqJr^sZ Ww îsMW^sN

Λ̄
IJKoYMMsv YZJ^sZ

ΛL,T
MsN[W^e`WNJMYh^ZJNbgYZbJMY Is`Y `YZ u Wbv YZbWsNb�ZYMJ^WsN

Λ = 0
Ww eNwJ[NY^WbWYZ^YN LMJbw J

µa
`Ww YNbWsNbMsbYZ LJZJw Y^YZ `YZ bYNrZYOX^YN LMJbw J^YwvYZJ^eZ

ξ = c/Vb

WNgYZbY VeMr[YbOXo WN`W[rYW^ Ww íY^
Πx P Πz

`Ww YNbWsNbMsbY �wveMbY Ww {ssZ`WNJ^YNb�b^Yw`YZ MXJZJr^YZWb^Wr
$x P $y P $z

`Ww YNbWsNbMsbY �wveMbrssZ`WNJ^YN

ψa = αa/µa
\NWbs^ZsvWYqJr^sZ `Yb LMJbw Jb

ΩB,a = qaB0

maγac

dJZwsZqZYNeYNg
ωR

~YJM^YWM `YZ �ZYNeYNg
ω

〈A〉 gYW^MWOXYb I W^^YM `YZ |Z¨zY
A

il�
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iUi }eZ aYW] YMWNb^J]WMW^c^ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U l
� Ui u WY dJN`JersN^eZ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U i�
h Ui {ZW^YZWew fh Ui�n q_Z �Nb^J]WMW^c^ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U �S
h U� ieJMW^J^WgYZ xYZMJeq gsN | MYWOXeN[ fh U¦n U U U U U U U U U U U U U U U U U U �kh Uh d¨beN[ `YZ ]WNeJ`ZJ^WbOXYN |MYWOXeN[ fh U��n U U U U U U U U U U U U U U U U hm
h Uj aJOXb^ew bZJ^Y q_Z

M → ∞ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U h i
j Ui u WY g WYZ xYZ^YWMeN[YN U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U jl
j U� �bsMWYZ^Y Is`YN � LXJbYN[YbOXo WN`W[rYW^

M
eN` aJOXb^ew bZJ^Y

Γ
U U U U lSj Uh �bsMWYZ^Y Is`YN � aYMMYNgJXM

κ
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U lSj Uj �bsMWYZ^Y Is`YN � îWweMJ^WsN U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U l¦

l Ui uJb ws`W£gWYZ^Y Ls^YN^WJM
u(x)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¥Sl U� uJb NsZw WYZ^Y IJ[NY^qYM`
b(ρ)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¥¦l Uh uJb NsZw WYZ^Y xYr^sZvs^YN^WJM
u(x)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U Sjl Uj u WY NsZw WYZ^Y IJ[NY^qYM``WOX^Y
b2(x)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U Sll Ul uJb NsZw WYZ^Y IJ[NY^qYM`
b(x)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U S¥l U¥ u WY \]XcN[W[rYW^ gsN
xmax(R)

eN`
xend(R)

gsw LJZJw Y^YZ
R
U U U U U U SSl US uJb xYZXcM^NWb

xmax/xend
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U S¦l U¦ uJb xYZXcM^NWb

(1 − R)2/IR
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¦Sl Uk xYZMJeq gsN

(1 + x)2x1/2(1 − x)1/2 U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¦¦
¥ Ui uJb `W¡YZYN^WYMMY îv Yr^Zew q_Z

(~n · ∆~β0,2) 6= 0
U U U U U U U U U U U U U U U imh

¥ U� uJb `W¡YZYN^WYMMY îv Yr^Zew q_Z
(~n · ∆~β0,2) ' 0

U U U U U U U U U U U U U U U imj¥ Uh uJb `W¡YZYN^WYMMY îv Yr^Zew `YZ gYZbOXWY`YNYN �cMMY U U U U U U U U U U U U iml¥ Uj u WY \]XcN[W[rYW^ `YZ `W¡YZYN^WYMMYN �N^YNbW^c^ gsw LsMJZo WNrYM
θ
U U U U im¥

¥ Ul u WY \]XcN[W[rYW^ `YZ `W¡YZYN^WYMMYN �N^YNbW^c^ gsw \gWwe^
φ
U U U U U U U imS¥ U¥ î^ZJXMeN[ YWNYb yNbYw]MYb gsN yMYr^ZsNYN U U U U U U U U U U U U U U U U U im¦

M Ui xYZMJeq `YZ �eNr^WsN
TE,M

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U i��
y Ui 1 bgWMMJ^WsN `YZ LXJbY

Φ(w)
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ihjy U� �N^Y[ZJ^WsNbvqJ` `Yb �N^Y[ZJMb fy Ujn U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ihl

� Ui yW[YNbOXJq^YN `YZ a WNrYMqeNr^WsN
S1
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ihS� U� yW[YNbOXJq^YN `YZ a WNrYMqeNr^WsN

S2
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ihk� Uh yW[YNbOXJq^YN `YZ a WNrYMqeNr^WsN

Sr
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ihk

ilh
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R�T | U VYrY£ P §+7"+*"9$ Þ &9)#.. #. "$ Þ ,+.- +.P ísXN a WMY� Ý îsNb P �Yo �sZr fik¥¥n
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RjT � UV U VYZNb^YWN P Þ3X. 1 § #81 àãä P im fikl¦n
RlT \ U VZY^ P I UhM U � WZvs Ý M U uYe^bOX P Þ3X. 1 § #81 A åã P mj¥¥m i f�mmjn
R¥T \ U VZY^ P I UhM U � WZvs Ý M U uYe^bOX P Þ3X. 1 § #81 Z#**1 äá P iilmm� f�mmln
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R¦T î U MXJN`ZJbYrXJZ P ª .*&9( 3X. 1 ß 1 åá P ¦ i fikh in
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RiST \ U |ZegWNsg P ª .*&9( 3X. 1 ß 1 éèê P d il f�mm in
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R�hT � U dYZOXY P ª .*&9( 3X. 1 ß 1 àáå P ¥¦k fik¥Sn
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R�ST I U LMJNOr P ª$$ 1 Þ3X. 1 á P llh fikm in
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RhhT ~ U îOXMWOrYWbYZ Ý t U dYbOX P ª .*&9( 3X. 1 ß 1 êçä P ijk fik¦¦n
RhjT ~ U îOXMWOrYWbYZ P ª .*&9$ 1 ª .*&9( 3X. 1 çäá P ¥ il fikkln
RhlT ~ U îOXMWOrYWbYZ P Þ3X. 1 Þ ,+.- +. àà P llh� f�mmjn
Rh¥T u U îewwYZb Ý ~ UI U pXsZNY P Þ3X. 1 F ,%"7. < ê P i¦hl fikk in
RhST u U| U îoJNbsN P Þ ,+.- + :+8#.P \OJ`Yw WO LZYbb P Vsb^sN fik¦kn
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RhkT ~ UM U pJe^g P � U dYZOXY P ~ U îOXMWOrYWbYZ Ý § U îOXJYqYZh~sM¡b P ß 1 Þ3X. 1 ª õ � +*3 1 @#$ 1êä P ih¦h i f�mm¥n
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RjkT LUt U �ssN Ý ~ UM U uJg W`bsN P Þ3X. 1 § #81 ª êé P �S i¦ fik¦Sn
RlmT LUt U �ssN P Þ3X. 1 F ,%"7. < à P ihh¥ fik¦kn
Rl iT � U }o WOr�P � #,8 1 Þ3X. 1 ª )*+ è P iim fikhhn
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