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1 Einfiihrung

We present full sky microwave maps in five bands (28 to 94 GHz) from the WMAP first
year sky survey. [...] The age of the best-fit universe is 13.7+0.2Gyr old. [...] This flat
universe model is composed of 4.4% baryons, 22% dark matter and 78% dark energy.

Aus dem Abstract des ersten Artikels iiber die WMAP-Daten [3].

Vor 50 Jahren schien das Weltall noch einfach zu sein. Die meisten Astrophysiker und
Kosmologen gingen davon aus, dass der grofte Teil unseres Universums aus Plasma, al-
so einer wie auch immer gearteten sichtbaren Materie besteht. Theorien einer ,Dunklen
Materie®, wie sie z.B. Fritz Zwicky 1933 [51] aufgrund der Geschwindigkeitsverteilung
im Coma-Haufen aufstellte, fanden keine Beachtung. Erst durch immer detailliertere
Untersuchungen von Galaxien und Galaxienhaufen setzte sich ab den 1960er Jahren die
Erkenntnis durch, dass die sichtbare Materie — d.h. Sterne, Gas und Staub — offensichtlich
nicht die erforderliche Masse besitzt, um die neueren Erkenntnisse erkldren zu konnen;
es musste eine zusatzliche gravitativ wirkende Materie postuliert werden, die aber nicht
auf anderem Wege wechselwirkt. Schlieflich schlossen 1998 eine Arbeitsgruppe des Law-
rence Berkeley National Laboratory |26] und eine internationale Arbeitsgruppe [28] aus
Messungen von Supernovaexplosionen, dass sich das Weltall in der jlingeren Vergangen-
heit beschleunigt ausdehnt, und man war gezwungen, eine Art ,negativer Gravitation in
Form einer ,Dunklen Energie* einzufiihren.

Der zu Beginn des Kapitels zitierte Artikel aus dem Jahre 2003 stellt daher wohl einen
Meilenstein in der Geschichte der Kosmologie, ja der ganzen Physik dar. Ausgehend
von der Messung der kosmischen Hintergrundstrahlung war es zum ersten Mal moglich,
Parameter des Universums mit einer Genauigkeit von wenigen Prozent anzugeben und
so einen Standard festzulegen, an dem sich zukiinftige Forschungsarbeiten messen lassen
miissen. Aber zugleich sollten uns diese Zahlen eines deutlich machen: Wir verstehen von
der Natur des Universums eigentlich nur einen Bruchteil; der Grofteil liegt jenseits der
Erkenntnisse heutiger Wissenschaftler. Woraus besteht die Dunkle Materie, die sich nur
durch ihre Gravitation bemerkbar macht? Sind es Neutrinos, WIMPs ( Weakly Interacting
Massive Particles) oder Axionen? Dazu muss auf Konzepte der Supersymmetrie oder
anderer Erweiterungen des Standardmodells zuriickgegriffen werden. Oder sind unsere
physikalischen Gesetze unzureichend und miissen sie modifiziert werden?

Noch viel riatselhafter ist die ,,Dunkle Energie“, welche zunichst von Albert Einstein in
Form seiner Kosmologischen Konstanten in die Feldgleichungen der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie eingefiihrt wurde, um ein statisches Universum zu erméglichen. Bekannter-
mafen formulierten Georges Lemaitre und Edwin Hubble das Modell eines sich ausdeh-



nenden Universums, woraufhin Einstein seine Konstante wieder verwarf. Jedoch, welch
feine Ironie der Natur, dass ausgerechnet die Messung einer beschleunigten Expansion
diese Groke wieder in die Uberlegungen der Wissenschaftler brachte — ja, mit 73% stellt
die Dunkle Energie sogar den grofsten Beitrag zur kritischen Dichte des Universums dar;
die Dunkle Materie tragt etwa 22% bei. Die restlichen 5% wirken daher nur wie ein
kleiner Zusatz, der (zumindest in der Kosmologie) vernachléssigbar scheint — auch wenn
wir alle daraus aufgebaut sind. Sicher gebe es noch einige Unklarheiten der ,sichtbaren
Materie“, doch sollten diese ja verglichen mit den Problemen der Dunklen Materie und
Energie unbedeutend sein.

Und doch beschiftigen sich die meisten Physiker (sowohl theoretisch als auch nume-
risch und experimentell) mit diesem kleinen Anteil — sei es in der Festkorperphysik,
um eine endgiiltige Theorie der Supraleitung zu erstellen; in der Teilchenphysik, um
die Elementarteilchen zu verstehen; in der Astrophysik, wo immer neue Teleskope und
Raumsonden konstruiert werden, um die Entstehung der Sonne und des Planetensystems
nachzuvollziehen; oder in der Plasmaphysik, um vielleicht in 40 Jahren doch mittels der
Fusion eine neue Form der Energie,gewinnung® zu erhalten.

Dieses mag mit dem einfacheren Zugang zu tun haben — aber genauso mit dem Wissen
(oder besser Nicht-Wissen), dass es noch viele ungeldste Rétsel auch in der sichtbaren
Natur gibt.

1.1 Plasmaphysik — gut bekannt und (un)verstanden?

Was ist eigentlich ein Plasma? In der Allgemeinheit ist die Bedeutung dieses Begriffs
{iberraschend unbekannt. Nach einiger Uberlegung erhilt man vielleicht eine Bezeich-
nung als vierten Aggregatzustand oder als ionisiertes Gas. Es ist haufig unbekannt, dass
im Universum der iiberwiegende Anteil, mehr als 99% der Materie, in Form von Plasma
existiert. Und auch wenn das Wort ,,Plasma® in seiner physikalischen Bedeutung erst im
Jahre 1928 von Irving Langmuir [22| eingefiihrt wurde, waren auch auf der Erde schon
immer Plasmen zu sehen, man denke nur an Blitze, Polarlichter oder Flammen. Auch
in der Technik sind Plasmen weit vertreten: Das Licht in Leuchtstoffrohren oder Entla-
dungslampen (darunter auch Strakenlaternen) wird durch Niederdruckplasmen erzeugt.
In neuerer Zeit findet der Begriff ,Plasma“ durch die Verwendung von Plasmabildschir-
men grofere Verbreitung.

Alle diese Beispiele haben als hervorstechendstes Merkmal die Abgabe von Licht. Be-
riicksichtigt man zudem den weiteren Anwendungsbereich von Plasmen in der Technik
als reaktives Medium (Schweiken, Atzen, Oberflichenmodifizierung oder zur Energieer-
zeugung durch Fusion), so wird deutlich, dass ein Plasma ein energiereiches Medium
ist, dessen Bestandteile — wie die Erfahrung zeigt — auf der Erde rasch durch vielfal-
tige Reaktionen ihren Aggregatzustand &ndern, so lange dieser nicht kiinstlich (durch
Energiezufuhr) aufrechterhalten wird'.

Verldsst man jedoch die Erde, so stellt man fest, dass fast alle sichtbare Materie
als Plasma vorliegt: Sterne, Gasnebel, Sonnen- bzw. Sternwinde, Interstellares Medi-
um (ISM) usw. Auf der Erde befinden wir uns also quasi in einem ,Plasma-Loch“, denn
hier miissen wir den haufigsten Aggregatzustand des Universums mit technisch miihsam

! Dies ist mit Sicherheit ein Grund, warum unter Nichtwissenschaftlern Plasmen relativ unbekannt sind.



erzeugen. Aus dieser Tatsache kann man schon ableiten, welche physikalischen Eigen-
schaften der Existenz eines Plasmas entgegenwirken: niedrige Temperaturen und hohe
Dichten. Wie eingangs erwéhnt, stellt ein Plasma ein System eines Gases aus geladenen
Teilchen, meist Elektronen und Ionen, dar?. Prinzipiell ist dieser Zustand jedoch nicht
der energetisch giinstigste, denn die entgegengesetzt geladenen Elektronen und Ionen
ziehen sich aufgrund der Coulombwechselwirkung an, und bei der Rekombination wird
Energie in Form elektromagnetischer Strahlung frei®. Daher ist fiir die Stabilitiit eines
Plasmas von entscheidender Bedeutung, wie haufig sich die Plasmabestandteile begegnen
und rekombinieren; es leuchtet ein, dass ein diinnes Plasma ldnger existieren kann.

Dieser Schwund an geladenen Teilchen ist jedoch nicht vollstindig vermeidbar, somit
ist es fiir das Plasma von genauso grofer Wichtigkeit, mit welcher Rate diese geladenen
Teilchen entstehen. Dieses kann nur durch Energiezufuhr geschehen, unabhéngig davon,
ob es eine dufere Energie,quelle“ gibt oder sie im Plasma selbst erzeugt wird. Haufig
genug bedeutet eine solche Energiezufuhr eine erhohte Temperatur des Plasmas im Ver-
gleich zu seiner Umgebung.

Die Auswirkungen der beiden Effekte lassen die Existenz von Plasmen auferhalb der
Erde natiirlich erscheinen: Sterne besitzen eine sehr hohe Temperatur, da sie im Inne-
ren durch Fusion Energie freisetzen, wihrend die Plasmen im interplanetaren /-stellaren
Raum von sehr geringer Dichte geprigt sind.

Man kann jetzt dazu iibergehen, die verschiedenen Plasma in bestimmte Kategorien
einzuteilen: Niedertemperatur- und Hochtemperaturplasmen, Niederdruck- und Hoch-
druckplasmen, astrophysikalische und technische Plasmen, Gleichgewichts- und Nicht-
gleichgewichtsplasmen usw. Je nach Herangehensweise fiihrt dieses auf verschiedene Ar-
ten der physikalischen Beschreibung:

e Ausgehend von den einzelnen geladenen Teilchen erhilt man ihre Eigenschaften
aufgrund der Gesetze der Elektrodynamik. Hierbei wird vor allem die Auswirkung
des Plasmas (gegeben durch die elektromagnetischen Felder) auf ein Teilchen un-
tersucht, man kann auf diese Weise z.B. Driften beschreiben.

e Man beschreibt das Plasma als ein elektrisch leitendes Fluid mit Hilfe der Ma-
gnetohydrodynamik (MHD) als Kombination aus der Navier-Stokes-Gleichung der
Hydrodynamik und den Maxwellgleichungen der Elektrodynamik.

e Eine Verallgemeinerung der MHD stellt die Zweikomponententheorie dar, in der
die verschiedenen Teilchensorten getrennt betrachtet werden kénnen. Aufgrund der
unterschiedlichen Massen von Elektronen und Ionen ist es vorstellbar, dass z.B. die
Geschwindigkeitsfelder beider Komponenten unterschiedlich sind.

e Eine weitere Moglichkeit ist die Beschreibung des Plasmas als Vielteilchensystem
mit Hilfe der statistischen Theorie. Dazu wird neben den Maxwellgleichungen die
Boltzmanngleichung als Grundgleichung zur Beschreibung verwendet. Die Plasma-
teilchen treten also nicht mehr als einzelne Partikel auf, stattdessen werden ihre

2Da, wir von geladenen Teilchen ausgehen, spielen prinzipiell elektromagnetische Felder ebenfalls eine
Rolle in der Beschreibung eines Plasmas. Hiufig wird eine hohe Leitfihigkeit des Plasmas ange-
nommen, dann verschwinden elektrische Felder praktisch sofort und es miissen im Wesentlichen nur
Magnetfelder in der weiteren Betrachtung beriicksichtigt werden. Dieses hiangt jedoch von der Art
des Plasmas ab.

3Dieser Prozess ist bei allen irdischen Plasmen gut zu beobachten.



Eigenschaften mit Hilfe von Wahrscheinlichkeiten fiir Eigenschaften, den Vertei-
lungsfunktionen, beschrieben.

Es gibt somit eine grofe Anzahl von Zugingen zur theoretischen Beschreibung von
Plasmen. Es ist jedoch allen gemein, dass die Grundgleichungen in ihrer allgemeinen
Form (z.B. Navier-Stokes- oder Boltzmanngleichung) nicht losbar sind. Man ist immer
auf gewisse Naherungen und Annahmen angewiesen, um fiir die auftretenden Gleichun-
gen wenigstens eine approximative Losung finden oder in annehmbarer Zeit Simulationen
durchfiihren zu kénnen. In diesem Sinne konnte man die Plasmaphysik als exakt unver-
standen bezeichnen — aber in den einzelnen Bereichen lassen sich geniigend Losungen
finden, die in ihrem jeweiligen Rahmen korrekt sind.

1.2 Aufbau der Arbeit

Diese Dissertation beschéftigt sich mit einem bestimmten Bereich der Plasmatheorie, der
Plasmainstabilitiat. Falls man nicht gerade Kurzzeitplasmen wie Blitze oder Entladungen
betrachtet, muss sich bei einem Plasma ein stationirer Zustand einstellen, der eine ge-
wisse Stabilitdt gegeniiber Stérungen besitzt. Prinzipiell lassen sich die Instabilitdten in
zwei Kategorien einteilen, abhéngig davon, ob die Instabilitit aus der hydrodynamischen
oder der kinetischen Betrachtungsweise herriihrt. In letzterer fithrt man die Instabilitaten
auf eine Anisotropie in der Verteilungsfunktion zuriick, welche z.B. durch das Ineinan-
derstromen zweier Gase oder durch Hintergrundmagnetfelder erzeugt werden konnen.
Es gibt jedoch eine Vielzahl an einzelnen Instabilitdtstypen; dieses ist eine Folge der
nur ndherungsweise moglichen Beschreibung des Plasmas. Denn schon eine geringfiigige
Modifikation der Annahmen und Randbedingungen kann u.U. eine vollig neue instabile
Mode erzeugen. Nichtsdestotrotz ist eine genaue Kenntnis jeder Instabilitdt von Bedeu-
tung, um die Plasmen in der Natur oder Technik beschreiben zu kénnen, denn die Natur
hélt sich nicht an einige bestimmte Ndherungen.

Diese Arbeit handelt nun von einer solchen Instabilitit, der sogenannten Weibelinsta-
bilitdt. Benannt wurde sie nach ihrem Entdecker, dem Physiker Erich S. Weibel, der sie
1959 [45] als Erster beschrieben hatte. Er betrachtete ein Stromsystem von Elektronen,
welche sich unter der Voraussetzung, dass die Ladung stets neutralisiert wird? ,geniigend
anisotrop” in einem Plasma bewegen, z.B. in einem Bereich in +z-Richtung und in ei-
nem gewissen Abstand davon in —z-Richtung. Aus diesen einfachen Annahmen lassen
sich transversale elektromagnetische Moden finden, wie es Burton D. Fried kurze Zeit
spéter [13] herausarbeitete. Das Prinzip der Weibelinstabilitét ldsst sich in diesem Mo-
dell erkldren, auch wenn im Laufe der Zeit die Szenarien immer detaillierter und immer
mehr der Wirklichkeit angepasster wurden. Verkiirzt handelt es sich dabei um folgenden
Effekt: Man betrachte Abbildung 1.1. Es gebe zwei Arten von Elektronen, die roten flie-
Ben in positive z-Richtung, die blauen in negative z-Richtung. Zusétzlich gebe es eine
infinitesimale Magnetfeldfluktuation entlang der y-Achse mit Amplitude in +2-Richtung,
so dass die Elektronen durch die Lorentzkraft leicht abgelenkt werden. In der dargestell-
ten Konfiguration streben die roten Elektronen im positiven y-Bereich in Richtung der
roten Stromroéhre, welche sich am Ort mit 6B = 0 und d(6B)/dz > 0 befindet. Hier

4E. Weibel nahm zwar in seinem Artikel ein konstantes Hintergrundmagnetfeld By an, bemerkte aber
gleichzeitig, dass dieses nicht notwendig sei. Aber weil es nicht storte, behielt er es bei.



Abbildung 1.1: Prinzip der Weibelinstabilidt: Gegenldufige Elektronenstréme sind in der
Lage, mikroskopische Magnetfeldfluktuationen auf mesoskopische Gro-
flenordnungen zu verstirken. Weitere Erlauterunen siehe Text.

konzentrieren sich also Elektronen mit positiver Geschwindigkeit in z-Richtung. Analog
sammeln sich die blauen Elektronen in einem davon getrennten Bereich, fiir den 6B = 0
und d(6B)/dz < 0 gilt. Dieser Strom hat eine Richtung in die negative z-Ebene. Diese
Abfolge von Stromrohren kann man sich jetzt fortgesetzt denken. Nun bedeutet ein flie-
flender Strom die Induzierung eines Magnetfeldes, und mit der ,,Rechte-Hand-Regel wird
klar, dass die infinitesimalen Magnetfeldschwankungen verstirkt werden. Eine einfache
mathematische Erlauterung wird in Anhang A gegeben.

Diesen Uberlegungen verdeutlichen, dass man mit Hilfe dieser Instabilitiit Magnetfel-
der erzeugen kann. Uberall dort, wo die Entstehung von Magnetfeldern bisher ungeklrt
ist (und Plasmen auftreten), muss folglich untersucht werden, ob die Weibelinstabilitét
einen moglichen Mechanismus darstellt. Dazu ist es erforderlich, die Dispersionsrelatio-
nen und Wachstumsraten der Weibelmoden zu kennen. Diese Grofen sind jedoch mit der
Verteilung der Plasmateilchen eng verkniipft, so dass man gewisse mikroskopische Plas-
maeigenschaften kennen sollte. Gerade bei astrophysikalischen Plasmen wie Sternwinden,
dem ISM, aktiven galaktischen Kernen (active galactic nuclei, AGN), Gammastrahlen-
ausbriichen, (y-ray bursts, GRBs) ist dieses jedoch etwas kompliziert — man kann nur
in den seltensten Fillen zu einem solchen Plasma hinfliegen und die Verteilungsfunktion
messen.

Daher wére es von grofem Vorteil — und hierin liegt die Motivation fiir diese Dis-
sertation —, konnte man einige Aussagen iiber die Instabilitdt ohne Kenntnis der Ver-
teilungsfunktion erstellen. Diese Arbeit besteht im Grunde aus zwei Teilen, die streng
genommen auch einzeln fiir sich stehen konnen. Nach einer Einfiihrung in die Grundlagen
der linearen statistischen Theorie (Kapitel 2) werden im ersten Teil allgemeine Darstel-



lungen und Aussagen der Weibelinstabilitdt hergeleitet, die — im Gegensatz zu friiher
erschienenen Verdffentlichungen — nicht mehr eine bestimmte Verteilungsfunktion vor-
aussetzen (siehe Kapitel 3). Im Gegenteil, mit den hier beschriebenen Gleichungen sind
generelle Aussagen iiber die Eigenschaften der Weibelinstabilitéit unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen moglich, z.B. ob starke oder schwache Anisotropie vorliegt. Dieses wird
anhand einiger beispielhafter Verteilungsfunktionen in Kapitel 4 vorgefiihrt.

Aus den Ergebnissen der allgemeinen Weibeltheorie in Kapitel 3 sticht besonders die
Existenz isolierter Moden heraus. Deren Verhalten erinnert stark an jenes nichtlinearer
solitirer Wellen, sogenannter Solitonen®. Aus der physikalischen Intuition heraus werden
dann im zweiten Teil der Arbeit mdogliche nichtlineare Losungen der Vlasovgleichung in
unmagnetischen Plasmen gesucht (Kapitel 5). In weiteren Verlauf des Kapitels werden
eine exakte -Losung und eine Niherungslosung hergeleitet. Letztere findet eine mégliche
Anwendung in den Jets von AGN; dazu wird im Kapitel 6 die Strahlung von Elektronen
betrachtet, die in Wechselwirkung mit solchen Solitonen treten.

Der Hauptteil dieser Arbeit wird durch eine Zusammenfassung in Kapitel 7 abge-
schlossen. Die Ergebnisse der vorherigen Kapitel werden hier ausfiihrlich diskutiert und
ein kurzer Ausblick in eine tiefergehende Betrachtung gegeben. Es folgt ein Anhang, in
dem wesentliche Rechnungen durchgefiihrt werden, welche entweder zum Verstehen der
Physik nicht unbedingt erforderlich sind oder eine solche Komplexitét erreichen, dass sie
sich liber mehrere Seiten erstrecken.

SHierbei handelt es sich um Wellen beschrieben durch bestimmte nichtlineare Gleichungen, z.B. der
Korteweg-de-Vries-Gleichung. Die herausragende Eigenschaft eines Solitons ist die Erhaltung seiner
Form {iber einen langeren (im theoretischen Idealfall unbegrenzten) Zeitraum hinweg.



2 Grundlagen der linearen
kinetischen Theorie

Ezcept near the electrodes, where there are sheaths containing very few electrons, the
tonized gas contains tons and electrons in about equal numbers so that the resultant space
charge is very small. We shall use the name plasma to describe this region containing
balanced charges of ions and electrons.

Irving Langmuir fiihrt den Begriff Plasma fiir ein ionisiertes Gas ein [22].

In diesem Kapitel werden zunéchst grundlegende Eigenschaften der linearen Weibel-
instabilitdt hergeleitet. Den geeigneten Ausgangspunkt hierbei stellen die Grundglei-
chungen der kinetischen Theorie des Plasmas, ndmlich die stoffreie Boltzmanngleichung,
auch Vlasovgleichung genannt, und die Maxwellgleichungen dar. Aus diesem Fundament
kann man die bedeutendste Gleichung zur Beschreibung von Plasmainstabilitéten, die
Dispersionsrelation, gewinnen. Sie gibt die Abhingigkeit der Wellenfrequenz w(/;) vom
Wellenvektor % an. Naturgeméf findet der interessierte Leser in der Literatur die ver-
schiedensten Zuginge zu den Dispersionsrelationen in Plasmen; hier soll im wesentlichen
einer Darstellung gefolgt werden, wie sie bei D.G. Swanson [37], A. Galeev & R.N. Sudan
[14] und R. Schlickeiser [34] zu finden ist.

2.1 Der allgemeine Weg zu den Dispersionsrelationen

Ein Plasma ist, wie bereits im vorherigen Kapitel erldutert, ein Vielteilchensystem ge-
ladener Teilchen, welche untereinander und mit den auftretenden elektromagnetischen
Feldern wechselwirken. Wollte man diese Wechselwirkungen exakt beschreiben, so fiihrt
dies im Allgemeinen auf etwa 10?3 gekoppelte Differentialgleichungen, entsprechend der
Summe der Freiheitsgrade aller Teilchen. Es ist einleuchtend, dass dieses kein gangba-
rer Weg zur Beschreibung eines Plasmas ist. Zur Vereinfachung kann man sich auf die
Frage beschrénken, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Teilchen einen bestimmten Ort &
und Impuls p’ — oder zusammenfassend: welchen Ort (7, p) im Phasenraum — zu einem
bestimmten Zeitpunkt ¢ einnimmt. Dann lassen sich die Freiheitsgrade aller Teilchen auf
sechs reduzieren, indem man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Phasenraumdichte
fa(Z,p,t) fiir jede Teilchensorte a einfiihrt. Durch geeignete Mittelungen (sprich: Inte-
grationen) kann man aus solchen Verteilungsfunktionen viele physikalische Messgrofen



berechnen; auf diese elegante Art lassen sich also die meisten Phinomene der Plasma-
physik beschreiben.

2.1.1 Maxwellgleichungen und Vlasovgleichung

Im Folgenden werden aufier bei der Definition grundsétzlich alle Gréfen ohne abhingige
Variablen dargestellt, d.h. f,(Z,p,t) = f., E(f, t) = E usw. Dies erfolgt hauptséchlich
zur besseren Lesbarkeit der hdufig langen Gleichungen. In Ausnahmeféllen werden die-
se Variablen dennoch angezeigt, um etwaige Unklarheiten zu verhindern. Des Weiteren
werden alle Rechnungen im cgs-Einheitensystem durchgefiihrt. Die Grundlage bilden aus
der Elektrodynamik die Maxwellgleichungen

V-E 4mp,
V-B = 0,
. 10B
VXE+-—" = 0
% +c@t ’
L 190F 47
VxB - -2~ = Z; 2.1
X =5 s (2.1)

und aus der statistischen Theorie die Ladungs- und Stromdichte

p<f>t> = pext+znaQa/]de3p faa

2 =z 3 ﬁ
](l’,t) = Jext + ;naqq /]R3 d p mfa’ (22)
die Teilchenzahl- und Phasenraumdichte
Na(t) E/ d3p/ dz f, (2.3)
1% R3

sowie die relativistische Boltzmanngleichung

dna 3 3 8fa ]7 8fa =
dt /vdp/]RSd . [ ot + MaVa oF + <E+
die die Kollision von Teilchen sowie deren Erzeugungs- und Vernichtungsprozesse be-
schreibt. Das konnen z.B. Ionisation der Atome oder Rekombination von Ionen und
Elektronen sein; im weiteren Verlauf in dieser Arbeit werden jedoch stoffreie Plasmen
betrachtet, d.h. (dn,/dt) = 0. Somit wird auch der Integrand in Gleichung (2.4) Null,
und man erhilt die stokfreie Boltzmanngleichung oder Viasovgleichung

8fa ﬁ afa 5] 8fa _
ot +ma% or mac%pXB> op =0 (2:5)

Kovariant ist der allgemeine Ansatz der Phasenraumdichte bzw. Verteilungsfunktion f,
durch die Annahme eines relativistischen Impulses, p’= muy der Teilchen mit der Masse
m, der Geschwindigkeit v sowie dem Lorentzfaktor

’yz(l—l— ﬁ; )1/2. (2.6)

m2c?

—

ﬁ><§> : %f“] . (2.4)

MaCYa

+qa<E+

Dieser zusétzliche Faktor wird in Hinblick auf mogliche Anwendungen in der Astrophysik
mit beriicksichtigt. Dort kénnen in vielen Bereichen die Teilchen relativistische Geschwin-
digkeiten haben, man denke nur an Jets von AGN oder Stofifronten bei Supernovae.



2.1.2 Linearisierung der gekoppelten Gleichungen

Obwohl man das Plasma schon von der ungeheuren Anzahl von 10?3 Gleichungen auf
ein System weniger Gleichungen vereinfacht hat, lisst sich dieses gekoppelte System aus
der Vlasovgleichung (2.5) und den Maxwellgleichungen (2.1) analytisch nicht 16sen. Die
nichtlinearen Zusammenhinge verhindern eine exakte mathematische Losung, so dass
man auf Nidherungen angewiesen ist. Eine der gebréuchlichsten Methoden ist die soge-
nannte Linearisierung, bei der davon ausgegangen wird, dass das Plasma einen Gleichge-
wichtszustand angenommen hat, welcher das Gleichungssystem automatisch erfiillt. Es
interessieren dann in erster Linie geringe Abweichungen von diesem Gleichgewicht, d.h.
kleine Storungen. Fiir diese Stérungen jedoch kann man die einzelnen Grofen um den
Gleichgewichtszustand in erster Ordnung entwickeln,

fﬁ = .}210+{a1a

E = Ey+ Eq,

B = B+ B,

p = po+pi,

i o= Jo+i (2.7)

wobei fiir alle Terme in den Entwicklungen f,o < fa1, |Ei| < |Eo| usw. gilt. Auferdem
hat man im zeitlichen Mittel

(fa) = (E1) = (B1) = (p1) = (1) = 0. (2-8)

Durch die hohe Leitfahigkeit wird die Entstehung signifikanter Ladungstrennungen ver-
hindert. Es treten also keine grofrdumigen elektrischen Felder auf, d.h. man kann fiir
den Gleichgewichtszustand des elektrischen Feldes Ej = 0 ansetzen. Man spricht im All-
gemeinen auch von der Quasineutralitit des Plasmas. Das grofrdumige Magnetfeld éo
(welches im Folgenden stets als Hintergrundmagnetfeld bezeichnet wird) kann zunéchst
als verschieden von Null angenommen werden; erst nach der Herleitung der Dispersions-
gleichungen wird der Ubergang |By| — 0 durchgefiihrt.

Mit dem Ansatz, dass die Gleichgewichtsverteilungsfunktion f,; und das Hintergrund-
magnetfeld By das System aus Vlasov- und Maxwellgleichungen erfiillen und dass es keine
dufleren Ladungs- und Stromdichten gibt, erhilt man die Maxwell-Vlasov-Gleichungen
in erster Ordnung unter Weglassung von Termen héherer Ordnung

a.fal ﬁ afal qa - 6.fa L > D afaO
. X By - =—q. | & XBy| - ——= 2.9
ot +ma% or +mac%p 0 op q 1—'—mac%]D ! op (2.9)
und
V-El = 47rza:naqa /]RS &p fu = 47p,
V-B, = 0
_ 105,
VxEBE, = ————
aat c Ot
. 10E, Ar 7 10E, Arn-
UxB, = -2 T “/d3 Pt SR AN OB T
et c@t+cza:nq R3 pma’yafl 08t+c‘71 (2.10)



2.1.3 Fourier-Laplace-Transformation

Im Bereich kleiner Storungen ist es moglich, diese in Form von Wellen zu beschreiben.
Man erwartet also eine Abhéngigkeit in Gestalt einer komplexen Exponentialfunktion;
daher ist es geschickt, auf das Differentialgleichungssystem (2.9), (2.10) in Form eines
Anfangswertproblems eine Fourier-Laplace-Transformation anzuwenden,

S e ) fai(fa _;t>

OBk, w) | _ / d*x / Far] B0 i, (2.11)
dB(k,w) R? 0 By (Z,t)
67 (k,w) J1(Z,t)

Diese Transformation hat die angenehme Eigenschaft, dass die Ableitungen nach der Zeit
und nach dem Ort in algebraische Produkte iibergehen. Die Maxwellgleichungen (2.10)
sind im Fourier-Laplace-Raum also vollstéindig algebraische Gleichungen, und die Vla-
sovgleichung (2.9) enthélt nur noch Ableitungen bzgl. des Impulses. Zur Durchfiihrung
der Laplacetransformation benétigt man allerdings die Annahme, dass der Imaginérteil
I' der Frequenz w = wg +¢I" positiv und hinreichend grof ist, damit die Laplaceintegrale

6 fulk, ) Jar (i 1)
0E(k,w) Y Eq(k, 1) iwt
) | /0 a5 iy [° (2.12)
6j<k w) jl(k:?t)

konvergieren. (Auch hier gilt die Vereinbarung, dass die transformierten Gréfen ohne
abhéngige Variablen geschrieben werden, also d f,(k,p,w) = df,, dE(k,w) = 0E usw.)
Mit den transformierten Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0, ndmlich 5;(t = 0) = By

und E}(t =0) = qu; gelangt man zu der Transformation der Maxwellgleichungen (vgl.
Anhang B.1)

ickx0E = iwdB + By

ickx6B = 478] — iwdE — E. (2.13)
Unter der Annahme, dass nur Terme erster Ordnung in den Gleichungen auftreten (was
durch die Kleinheit der Stérung begriindet ist), ldsst sich der Zusammenhang zwischen
der Stromdichte ;7 und der elektrischen Feldstirke als ein Ohmsches Gesetz mit einem
Leitfidhigkeitstensor o beschreiben. Dann lautet das Ohmsche Gesetz mit Einsteinscher

Summenkonvention formal

Driickt man zudem die magnetischen Fluktuationen mit Hilfe der Maxwellgleichung
(2.13a) durch die elektrischen Fluktuationen aus,

B = Skx0E + LBy, (2.15)
w w

erhilt man eine Gleichung, in der nur noch die elektrischen Fluktuationen und die An-
fangsbedingungen enthalten sind,

(—w2 + *k? — 47m'w6) SE — (k- 6E)k = ickx EE - inE. (2.16)
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Die Einfiihrung des normierten Wellenzahlvektors , des Dielektrizitdtstensors €, des
Maxwelloperators A und der Anfangsbedingungen A,

R o= k/|k
47
Eij = (5@‘ -+ jO’ij
- k>
Aij(kw) = 5 (Kikj — 0ij) + €3
S i - ick, =
fiihrt sodann zur Gleichung
AOE = A, (2.18)

aus der man die elektrischen Fluktuationen berechnen kann, falls der Maxwelloperator
(gegeben durch den Dielektrizitdtstensor € bzw. Leitfdhigkeitstensor 6) bekannt ist:

6E = A'A (2.19)

Die dazu benétigte Inverse des Maxwelloperators ist bestimmt durch die Adjunkte und
die Determinante A = det A des Operators

_ AA 1 A22A33 - A32A23 A23A31 - A33A21 A21A32 - A31A22
A A32A13 - A12A33 A33A11 - A13A31 A31A12 - A11A32 . (220)
A12A23 - A22A13 A13A21 - A23A11 A11A22 - A21/\12

2.1.4 Riicktransformation und analytische Fortsetzung

Um aus der formalen Losung (2.19) auf das Verhalten der fluktuierenden Gréfen schliefen
zu konnen, so muss zundchst eine Riicktransformation erfolgen,

fai(f7 _:t) 5fa(k:L_:w)
Ey(Zt) 1 / 3 / SE(k,w) [
= = ek [ d Y ik-Z-wt) 2.21
Bu(Z,1) et VL) BEwW) (€ (2.21)
J1(Z,t) 5j(k,w)

Die Riicktransformationen der Fouriertransformation lassen sich ohne Probleme durch-
fiihren; jedoch muss man bei der Umkehrung der Laplacetransformation sorgfiltiger zu
Werke gehen. Denn es ist zu beachten, dass diese Riicktransformation entlang eines Weges
L in der komplexen w-Ebene verlaufen muss, der parallel zur Abzisse liegt und um I ver-
schoben ist. Wire 0E analytisch in der ganzen w-Ebene, so folgte aus der Funktionen-
theorie, dass der Integrationsweg jedes Integrals dieser Funktion beliebig verformt werden
konnte, und man wire in der Lage, sich den geeignetsten Pfad herauszusuchen. Jedoch
folgt aus -

A S

A A, (2.22)

dass es Pole in der komplexen w-Ebene gibt, wenn A = 0. (Es zeigt sich, dass alle diese
Pole einfache Polstellen sind.) Diese Polstellen diirfen nun nicht bei der Verformung des

§F =

11



Integrationsweges iiberschritten werden, man muss den Weg also um die Pole herum
legen.

Zudem ergibt sich ein zweites Problem: Fiir die weitere Betrachtung ist es erforder-
lich, dass 6E bzw. A auch in der negativen Halbebene (I' < 0) definiert sind, obwohl
urspriinglich ja I' > 0 fiir die Laplacetransformation gefordert wurde. Denn wegen
expliwt] o exp[l't] konvergieren die Integrale (2.21) besser in der negativen Halbebe-
ne I' < 0. Gliicklicherweise sind die hier betrachteten Funktionen fiir I' < 0 analytisch
fortsetzbar, siehe auch die Uberlegungen in Abschnitt 2.3.3. Diese analytische Fortset-
zung erreicht man durch die Forderung

lim AT = lim A, (2.23)
r—ot I'—0—
wobei ,,+“ die positive und ,,—* die negative Halbebene bezeichnen.
I
®
®
OR
()

Abbildung 2.1: Der Integrationsweg einer auf fast der ganzen komplexen Ebene analyti-
schen Funktion kann beliebig verformt werden, solange er oberhalb aller
Pole e verlauft.

Da die Funktion nun in der ganzen komplexen w-Ebene bis auf endlich viele Pole
analytisch ist, verformt man den Integrationspfad wie in Bild 2.1 dargestellt dergestalt,
dass ein Grofiteil des Weges bei sehr grofien negativen I' verlduft, aber immer noch ober-
halb aller Pole liegt. (In der Plasmaphysik wird der Weg in dieser speziellen Form auch
Landaukontur genannt.) Die Wegstiicke mit I' < 0 verschwinden unter bestimmten ein-
fachen Integrabilitdtsbedingungen fiir ¢ — oo, die Wege zu und von den Polen heben
sich gegenseitig auf und die Wege mit |wg| > 0 kann man wegen der hohen Oszillatio-
nen vernachlédssigen. Zum Betrag des Integrals tragen daher allein die Residuen R,, der
Funktion 1/A bei,

0F ~ Y Fiwil R, (2.24)
j=1
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Die Residuen der Laplaceriicktransformation beschreiben also das Verhalten der ge-
suchten Losung in Form von Dispersionsrelationen w(/;) fiir die Fluktuationen. Im Fol-
genden miissen folglich der Maxwelloperator und dessen Determinante bestimmt werden.
Aus der Gleichung

det A =A=0 (2.25)

lassen sich dann die Dispersionsrelationen gewinnen. Dazu ist es zundchst notig, den
Leitfahigkeitstensor in Gleichung (2.14) zu beschreiben. Dieses geschieht durch eine for-
male Losung der Verteilungsfunktion § f, aus der Vlasovgleichung (2.5) bzw. (2.9). Diese
Losung soll im folgenden Abschnitt hergeleitet werden.

2.2 Bestimmung des Leitfahigkeitstensors

In diesem Kapitel soll der Maxwelloperator A hergeleitet werden. In der Literatur kann
man verschiedene Losungswege finden, hier soll nach dem sogenannten Standardansatz
verfahren werden (vgl. auch [2, 33]). Als Zwischenschritt wird dabei der Leitfihigkeits-
tensor ¢ bestimmt.

2.2.1 Formale Losung der fluktuierenden Verteilungsfunktion

Zur Bestimmung der fluktuierenden Stromdichte 0 und weitergehend des Ohmschen Ge-
setzes (2.14) ist es erforderlich, auch die linearisierte Vlasovgleichung (2.9) einer Fourier-
und Laplacetransformation zu unterziehen. Aus dieser transformierten Gleichung kann
man dann mit einiger langwieriger mathematischer Arbeit eine Losung fiir die Vertei-
lungsfunktion herleiten.

Mit den transformierten Anfangsbedingungen fiir t = 0, f,;,a(t =0) = [t (siehe
Anhang B.1) und Gleichung (2.15) erhélt man

(-mwk'p)wﬁqw-a&f‘l

MaYa “ MaYaC 8]7

+ f];’a. (2.26)

R 5E+ﬁx(kX6E) _8in i px By .(9f(io
Mg Yol op MyYawC  Op

Auf dem Weg zu einer Losung gelangt man durch eine geschickte Transformation in
ein geeignetes Koordinatensystem. Da die Ausrichtung des Systems frei wihlbar ist, legt
man das Hintergrundmagnetfeld zweckméfigerweise in 2-Richtung, d.h. By || €,. Zudem
vereinfacht sich Gleichung (2.26) durch die Einfiihrung von Zylinderkoordinaten,

Pe = DP1LCOSO
py = pLsing
p. = p| (2.27)

Durch diese Transformationen und mit der Larmorfrequenz Qp, = (¢,Bo/maYaC) ver-
einfacht sich folgender Term in der Vlasovgleichung (vgl. Anhang B.2),

90 fa

0 (2.28)

PxBy 00fa _ _ aBo 90fa _
qama’yac oF  MgYec 0 B.a
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So erhilt man die Vlasovgleichung in den neuen Koordinaten,

fa  ik-T—iw_,  D(¢)

96  Qpa 0o = Qp, (2:29)
mit den Abkiirzungen
o . ﬁXéo afa(]
Q)(¢) - an(¢) + anma’}/awc aﬁ fk;7a’
o (xol

Q(p) = (5E+ DX (k0 )) a0 (2.30)

My YW op

Q(¢) lisst sich nun mit 6F = (E,, E,, E,) und der Transformation der Ableitungen
(vlg. Anhang B.2) berechnen,

p_x% _ py 8gao
uﬁwwwwm> pLb ML

2
MW

pL Opy p 09
faO

ap)|

_ E. + k. (pr +pyE +szz) - Ex(p:ckfx +pyky +pzkz)
’ MaYaW

Qo) = <6E+

(pL 32% pi 09
N ( ky(p:Ey + pyEy + 0. E.) — Ey(poks + pyk, + pzkz)>

Dz afaO py afaO)

maf)/aw

Dy afao Yz afaO)

p1L OpyL pi ¢
( Lk y(Do B + DyEy + p.E.) — E.(pks + pyk, +pzkz)> dfao
- Mg Ya Iy

1 afa() kz <8fa0 . pzafa0>>

(Ezp Ps) (m OpL mavyaw \ Op;  pL Opy

afaO +E. (pa:km +pyky> (&afao afaO)

MaYaW pLOp.  Op

kypi + kzpzpy 1 afaO

x| ~Pyt <
Mg YW pi 0¢
k[l‘ 2 + kZ ZIXT 1 a a
+Ey<px— p + k.p.p )2 fao
mMeYaW pJ_ a¢

D= (p:vky - pykx> 1 8fa(]
E — . 2.31
- Z( Mg Yalw pi 09 (2:31)

Zusammen mit den Zylinderkoordinaten fiir den Impuls (2.27) ergibt sich dann

afa() + kz (pJ_afaO —p 8fa0)>
OpL  MgYaw dp| ap,

Q(p) = (Eycos¢+ E,sing) (
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B 9 fao o (szOS¢+kySin¢> (p 0 fa0 afao>

z - D
op| Mg Ya Fop, op
+E, (— sin + P2 ¥ KD Sln¢> 1 9
meYaW pL 6¢
kxpj_ + ksz COos ¢> 1 afaO
+FE,|coso— —
Y ( ¢ Mo YaW pL 99
B <P (ky cos ¢ — kg sin ¢)> 1 9w (2.32)
Mg Yo p1 09

Im Folgenden wird Gyrotropie angenommen, d.h. die Verteilungsfunktion hingt nicht
vom Azimut ¢ ab, (0f,0/0¢) = 0. Dies hat zur Folge, dass die letzten drei Summanden
in Gleichung (2.32) wegfallen. Auferdem lassen sich z- und y-Achse so ausrichten, dass
der Wellenvektor nur Komponenten in z- und z-Richtung besitzt, d.h. k= (ky,ky, k) =
(k1,0, k). Mit Hilfe der Variation der Konstanten (siehe Anhang B.3) kann man nun eine
formale Losung der Verteilungsfunktion 6 f, aus der Vlasovgleichung (2.29) bestimmen

i(kjvy —w)(¢ — @) + ik vy (sing —sing’)

2.
Ons (2.33)

@
=g [doe@)ew [

" sign(ga M) oo

Man beachte, dass in dieser Losung die Ableitung (0f,0/0p) enthalten ist, welche nach
Annahme bereits bekannt ist.

2.2.2 Berechnung des Leitfdhigkeitstensors

Im weiteren Verlauf wird nun der konstante Term, welcher die Anfangsbedingungen ent-
halt, weggelassen. Er trégt nur zu einer Integrationskonstante bei, die fiir die Berechnung
des Maxwelloperators und dessen Determinante keine Bedeutung hat. Aus den Gleichun-
gen (2.28), (2.32) und der Annahme der Gyrotropie folgt

— _ LT Ofao | kicoso -
D(¢) = ¢uQ(9) = qu |(Eucos¢ + Eysinp)U + E., ( oo v)] (2.34)

mit den Abkiirzungen

U _ afaO + k|| (pLafaO —p afa())
OpL  MgYew Ip) ap,
¥ 8fa afa
= p| 3pf —PL apo (2.35)

So lautet jetzt die formale allgemeine Losung (2.33)

da : / / : INT T afaO kJ_ COS ¢/ ¥
Ofs = d¢’ |(Eycos ¢’ + E,sing)U + E, + %
B,a p Mg YaW
Qp, Op)
sign(gqI")oo
i(kyvy —w)(¢ — @) + ik vy (sinp —sin ¢’
B,a
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Mit dieser Losung der fluktuierenden Verteilungsfunktion bestimmt man nun die Fourier-
Laplace-transformierte Stromdichte ¢

0j = ol / e 5t
J za:nq s P f
naq? 2 pLcosd
= Z / dpy / dp. / dé | pisine
’YaQBa
Py
/ of k) cos ¢’
X /d(b’ [(Excos¢’+Eysin¢’)U+Ez< w , ki v)]
p|  MaYaw

sign(goI")oo

2'(/{”1)‘\ - W)(¢ — Qy) + iklvl(Sinqs —sin ¢,)] (2.37)

QB,a

Man beachte, dass in dieser Gleichung fiir die Stromdichte die Komponenten des elek-
trischen Feldes nur in linearer Form enthalten sind. Mit Gleichung (2.37) verifiziert man
also den Ansatz, den Zusammenhang zwischen Stromdichte und elektrischem Feld formal
in Form eines Ohmschen Gesetzes zu formulieren, d.h. 5;’ = & - E. Daher ist mit dem
Ansatz (2.14) der Maxwelloperator (2.17) prinzipiell berechenbar, indem sukzessive die
vier Integrationen gelost werden.

In dieser Arbeit sollen diese in der Reihenfolge des Standardansatzes erfolgen, bei dem
zunéchst die Winkelintegrationen (iiber ¢ und ¢') durchgefiihrt werden. Eine alternative
Losungsmoglichkeit stellt der Ansatz nach Trubnikov dar (vgl. [44]), der in dieser Arbeit
aber nicht weiter verfolgt wird.

Mit den Abkiirzungen o = (kv —w)/Qpq, 8 = k1v1 /Qp, und der Erzeugenden der
Besselfunktion,

xexpl

zzsmqﬁ Z J 7,1/(;3’ (238)

vV=—0ox

erhdlt man aus Gleichung (2.37) fiir die Stromdichte

(Sj _ ZnaQa/ dp”/ dpL QB ZJ

v

o D1 COS @ ‘
X / do | pLsing |eilero / d¢’ —ilat)e
0
pj sign(gal’

% [<E$COS¢/+EySin¢/)U+EZ (afao + k:J_ COS¢ ‘A/>‘|
Op|  MaYaw

L o o DR AT T / a5

v

sign(ga T’
D1 COS @ COS ¢’U P COS @ sin ¢,U p1 oS @ (%J;“IO + krtszf v B
x | pLsingcosd’U p singsing'U pLSiH¢<%{§Z|O + knﬁ(f;zf 1% L,
P cos (blU pj sin ¢,U D (%f—;() + kﬂi;";’:f V)
(2.39)
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Gleichung (2.39) hat nun die gewiinschte Form eines Ohmschen Gesetzes im Fourier-
Laplace-Raum,

§j =0 0E. (2.40)

Zur Berechnung des Leitfahigkeitstensors miissen die Winkelintegrale und Summatio-

nen gelost werden. Die genaue Rechnung ist, da rein mathematisch, in Anhang B.4 darge-

legt. Mit den Ergebnissen (B.18) und (B.22) aus Anhang B.4 und mit der Plasmafrequenz

w;a = 47n,q>/m, kann man nun den iiber die Phase gemittelten Leitfihigkeitstensor an-
geben,
1 9 o] o0] pL
= — dpy [ dpr 5y, 2.41

7 47 za: “pa /—oo Pl 0 pL ’YQQB,CL ’ ( )
wobei

p UV p UV py %ﬁ‘l‘o\pw + mfiaw VW

g = pLU\Pgl pLU\IIQQ yun %fignoqlgg + mf’;w ‘A/\Ilgl . (242)
p\\U‘I’?A P\\ﬁW32 D) (%nglo Wss + o ‘7‘1’31)

Gleichung (2.41) lasst sich noch etwas umformen zu dem Resultat

7 o) o) Pl 1
oij = 52”2@/%@”/0 dp. >

YaSlBa G+ p

g =

_ 1 2
= 5w/

o0

d / d a 2.43
00 p” 0 PLPL ; W — k”UH — HQB,a ( )

mit den Abkiirzungen
p U2 ip U, W
T = —ip U J,J), pUT?  —ip WJ.J, |,
pUsT;  ipUJ g
~ 0 fao N k| (pLafao _pafa()) 7
OpL  MgYuWw dp| opL

W afa0+ kip ( afao afao>
apH mafyawﬂ

2.44
PIgy, P ap, (2.44)
Dieses entspricht exakt der Darstellung, wie sie bei Schlickeiser und Lesch [33]| oder Bekefi
[2] zu finden ist.

2.2.3 Parallele Wellen

An dieser Stelle soll eine weitere Vereinfachung eingefiihrt werden. Es wird angenommen,
dass nur Wellen mit Ausbreitungsrichtung parallel zum Magnetfeld auftreten; m.a.W.,
der senkrechte Anteil des Wellenvektors, &, ist Null. Diese Annahme scheint zunéchst
eine starke Einschrinkung zu sein, erhilt im néchsten Abschnitt aber ihre Berechtigung.
Wegen k, = 0 folgt § =k, v, /Qp . = 0, und auf diese Weise vereinfachen sich nochmals
die Summen {iiber die Besselfunktionen. Infolgedessen erhilt der Leitfdhigkeitstensor eine

17



einfachere Gestalt. Aus der Reihendarstellung der Besselfunktionen und der Symmetrie-
relation,

fiir 6 — 0,

| \K (_i62)k N (%)#
JulBl = (§6> k;) KIT[u+k+1] " Tlu+1]

JoulBl = (=D ul0], (2.45)

lassen sich die auftretenden Limites leicht berechnen. Man erhilt

. B % fiir p==+1
%li% ﬁ(]“ N { 0 sonst
o, [ kg fir op= ]
11311% I&; udu = { 0 sonst
Moo
%1{)% BJH = 0 V/L,
N :i:% fir p==+1
%IE% Tu = { 0 sonst
limJ,J, = 0 V.
. _ 1 fir pu=20
;13{% T = { 0 sonst (2.46)
Damit erhélt man aus Gleichung (2.43) den Leitfahigkeitstensor in kompakter Form,

pLU(w—kjvy) i pLUQB.q 0
2(w=kyv)? =% ,)  "2(w—kyv))?-Q5 )

- — 1 2 o o pL - pLU'QBYa pLU(w_kHvH)
772 Za:wp’“ /—oo P /o dpL% TRk P9 ) 2=k P05, ) Sf
P) 5,2
0 0 w=kyvy
(2.47)
In dieser Darstellung lasst sich o fiir die weitere Berechnung des Maxwelloperators A

nutzen.

2.3 Bestimmung des Maxwelloperators und der
Dispersionsrelationen

2.3.1 Der Maxwelloperator

Aus dem Leitféhigkeitstensor (2.47) resultieren nun nach den Gleichungen (2.17) der
Dielektrizitdtstensor € und der Maxwelloperator A. Diese besitzen fiir parallele Wellen,
wie eben hergeleitet, eine vereinfachte Blockdiagonalgestalt (mit dem Brechungsindex

N2 — EQCQ/WQ)’
1+A B 0

- _ A
é(k,w) = 5+ Ys=| =B 1+4 0 ,
w 0 0 1+C
Ay = N2<53z‘53j —0i5) + €, (2.48)
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wobei die folgenden Definitionen eingefiihrt wurden,

-
T oo oo pLU(w — k?”’U”)
A= Iy [ap [
RN AN L e prmyseen
-
™ o o pJ_UQBa
B o= Syl [ dpy [ d ’
o2 a | 01 Jy s Yal(w = kyoy)? = Q)
_pbip afao
c = = / d / d 2.49
pra Py e B (2.49)

Daraus berechnet man die Determinante A, welche sich als Produkt darstellen lisst,
A= [0-N+A?-B|(1+0C) =
= 1-N*+A+B(1-N*+A-B)(1+0)
= Nr4N7,-"L- (2.50)

Die Determinante ldsst sich also in zwei transversale Anteile aufspalten, die sich nur im
Vorzeichen der Larmorfrequenz €1z , unterscheiden,

2
Fw = 1-N° / d / d -
nr+(k,w) + - Z“’pa all PLL o+ Qo — kyvy)

afaO kH < afaO afaO))
X + — , 2.51
<0m R Ip| Piop. (2:51)

und einen longitudinalen Anteil,

0fa
mkw) =1+ 2k, [ oy [ ﬂiwmﬁ (2.52)

Die Dispersionsrelation des Plasmas ergibt sich nun aus der Forderung, dass die De-
terminante des Maxwelloperators, die als Produkt eines transversalen und eines longitu-
dinalen Anteils darstellbar ist, verschwinden muss,

A =AL(Ar)2 =0. (2.53)

So folgen die Losungen der longitudinalen Mode bzw. der transversalen Moden direkt
aus den Bedingungen

AL =1L = 0 V (AT)2 = 77T,+77T,7 =0. (254)

2.3.2 Herleitung der Dispersionsrelationen

Der Schwerpunkt der ersten Hélfte dieser Arbeit besteht darin, allgemeine Aussagen
fiir die Weibelinstabilitdt (d.h. in einem unmagnetisierten Plasma) herzuleiten, ohne ei-
ne spezielle Verteilungsfunktion vorauszusetzen. Der Begriff ,unmagnetisch” bezieht sich
hierbei auf den Gleichgewichtszustand des Plasmas, d.h. man l&sst das Hintergrundma-
gnetfeld verschwinden!, By — 0.

LE. Weibel machte diesen Schritt zwar nicht, aber er betonte, dass das Magnetfeld By nicht essentiell fiir
das Verhalten der Instabilitdt wire. Er belieft das Feld in seinen Gleichungen, weil es die Rechnungen
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Jetzt zeigt es sich, dass die Beschrinkung auf parallele Wellen, die im vorigen Abschnitt
eingefiihrt wurde, gar keine Einschrédnkung ist. Denn der Wellenvektor k ist nun neben der
Richtung der Anisotropie die einzig zur Verfiigung stehende Orientierungsmoglichkeit?
fiir das Koordinatensystem! Man kann also die Ausbreitungsrichtung der Wellen mit der
2-Achse des Koordinatensystems identifizieren, was genau Wellen entspricht, die parallel
zu einem Hintergrundmagnetfeld in z-Richtung laufen.

Dabher gilt nun & = kj und wegen By = 0 ist auch die Larmorfrequenz (g , gleich Null.
So fallen die transversalen Moden 7y + = 7y - = 9 = Ap = 0 zusammen und man erhélt
die longitudinalen (bzw. elektrostatischen) und transversalen (bzw. elektromagnetischen)
Dispersionsbedingungen

2w 0 © ppL 0 fao
0 = AL=1+2%"42 / d / d ,
L * w gwp’a —00 p” 0 PL va(w — k‘UH) apH

00 00 2 (Of kv, Of,
0 = An=1-N24+ " 2/d/d& a0 L a0 |
T +w2za:wp’a oo P 0 pL% op. +w—kv|| dp|
(2.55)

Dabei beziehen sich die Begriffe  longitudinal“ und ,transversal“ auf die Richtung der
elektrischen Fluktuation §E, d.h. bei einer longitudinalen Mode gilt 6E||k und bei einer
transversalen Mode §F Lk. Wegen V - 6B = 0 stehen die magnetischen Fluktuationen
stets senkrecht auf k.

Aus Symmetriegriinden folgt

Ap(—k,w) = AL(k,w), Ar(—k,w) = Ar(k,w), (2.56)

daher sind die Eigenschaften der Moden identisch, ungeachtet der Ausbreitungsrichtung.
Es gilt also 0.B.d.A. k£ > 0.

Im allgemeinen kovarianten Fall ist es nun geschickt, neue Variablen einzufiihren (vgl.
Lerche [23]): den dimensionslosen Parallelimpuls der Teilchen y und die relativistische
dimensionslose Energie E, welche dem Lorentzfaktor v entspricht,

Il

MeC

E = |1+ = Ya (2.57)

nicht sonderlich verkomplizierte [45]. Bei den hier folgenden Rechnungen stellt es jedoch eine grofse
Erleichterung dar, wenn man das Feld By = 0 setzt.

Strenggenommen widerspricht dieses zwei Schritten in der Herleitug der Dispersionsrelationen:
Einerseits wurde in Gleichung (2.29) durch die Larmorfrequenz Qg ,(x By) geteilt, was fiir ein
verschwindendes Feld einer Division durch Null entspriche. Zum Anderen enfillt die Begriindung
der Gyrotropie in Gleichung (2.34), welche fiir magnetische Plasmen eine geeignete Annahme ist.
(Der magnetfeldfreie Fall kann jedoch als stetiger Ubergang eines verschwindenden Magnetfeldes
angesehen werden, in dem die Gyrotropie gilt.) Gerechtfertigt wird die Herleitung durch die Tatsache,
dass man die Dispersionsrelationen fiir unmagnetische Plasmen alternativ auch direkt hatte herleiten
konnen, indem man in Gleichung (2.26) |By| = 0 setzt (vgl. z.B. R.C. Tautz [38]). Allerdings wiire
dann die grofe Ahnlichkeit zwischen Plasmen mit und ohne Magnetfeld untergegangen.

2Jedoch kann die Anisotropie erst mit der Spezifikation der Verteilungsfunktion genauer beschrieben
werden. Es ist daher sinnvoller, den Wellenvektor k als Orientierung zu nutzen.
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Mit der Einfiihrung der Phasengeschwindigkeit bzw. des inversen Brechungsindex’ Z =
1/N = (w/kec) fiihrt diese Lerchetransformation (2.57), wobei sich die Verteilungsfunkti-
on gemdR (mqc)? foo(k, pyj, p1,w) < fao(k,w, E,y) transformiert (vgl. auch Kapitel 4.1.1),
zu den Dispersionsrelationen

_ Y 0 fao gafao
=M= kQCQZZ%“/ dEE/ VBT y—Ez<ay +E8E> (2.58)

und

1 T 9 [
0 = AT:l_ﬁ_W;wp’“/l dE E

52— Ez_l_ 8fa0 afaO
x/_ E2_1dy Tz (63/ +250). (2.59)

2.3.3 Analytische Fortsetzung fiir gedampfte Wellen (I" < 0)

Strenggenommen gelten die Gleichungen (2.58) und (2.59) nur fiir T' > 0, d.h. fiir an-
wachsende Wellen; man sollte daher die einzelnen Moden mit ,,+* indizieren,

AL,T = AZ—,T' (260)

Nun stellt sich die (akademische) Frage, inwieweit man diese Ergebnisse im Bereich der
Démpfung, I' < 0, benutzen kann. Dazu ist eine analytische Fortsetzung von Integralen

folgender Form
E,y]
= 2.61
/ 1 y EZ (2.61)

mit beliebiger Funktion g[F,y| in die negative komplexe Z-Halbebene nétig. Dabei ist
das Verhalten der Integrale abhingig vom Ort des Pols FZ beziiglich des Integrations-
intervalls [—v/E% — 1, v/ E? — 1]. Fiir superluminale Wellen (|R[Z]| > 1) liegt der Pol
aufkerhalb des Integrationsintervalls, d.h. man kann einfach ansetzen

Js;perluminal = J$perluminal (262)
und die Relationen (2.58), (2.59) gelten in der ganzen Ebene
Asuperluminal,L = AJLr
Asuperluminal,T = A; (263)

Bei subluminalen Wellen (|R[Z]| < 1) befindet sich der Pol innerhalb des Intervalls
fiir Werte £ > E. = (1 — Z?)7'/2. Die geeignete Fortsetzung wird durch die Differenz
der Integrale J~ und J* bei der Annédherung an die reelle Achse von beiden Seiten
beschrieben

lim J = lim J'+42rmig[E,y=EZ| H[E - E,], (2.64)

S[Z]—0~ S[Z]—0t
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wobei H|[z] die Heaviside- oder Stufenfunktion bezeichnet. Daraus ergeben sich die Dis-
persionsrelationen fiir die negative komplexe Frequenzhalbebene?

0 = A;lbluminalL
_ Y afaO ) afaO
- k2c2Zpr“/ dEE/w;T y—Ez<ay T EOE
8faO y 8faO
oC dEE? 2.
k202 pra m / < ay E 8E —Ee ( 65)

sowie

_ 1 0 5 [
0 = Asubluminal,T =1- 5 - W ;w 7a/l dE E

VvVE?-1 2 _ 1 _,2
X/ dyE 1 Yy afaO +Zafa0
—VET1 y—EZ dy OFE

. 2772 2 3 e 2 2 8faO afaO
it g1 2 “halmac) /E dE ((1 - Z%)E* - 1) o o8 )| .
(2.66)

Jedoch beschéftigt sich diese Arbeit, wie bereits erwahnt, im Weiteren mit anwachsenden
Moden der Weibelinstabilitdt. Es sollte in diesem Abschnitt nur die prinzipielle Erwei-
terung der Relationen (2.58), (2.59) auf die ganze komplexe Ebene vorgestellt werden.
Dass dieses von Bedeutung ist, wurde bereits in Abschnitt 2.1.4 dargelegt.

3Der Vollstiindigkeit halber sei gesagt, dass die subluminalen Dispersionsrelationen fiir die positive
komplexe Frequenzebene natiirlich durch die Relationen (2.58), (2.59) gegeben sind,

+ +
Aaublummal L AL

+ _ +
Asubluminal,T - AT .
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3 Allgemeine Eigenschaften der
relativistischen \Weibelinstabiltat

Upon examining the theories of these phenomena it was found that there exist also self-
excited transverse electromagnetic waves, which involve only the electrons of a plasma,
provided that their velocity distribution is sufficiently anisotropic.

Erich S. Weibel [45] beschreibt seine Entdeckung einer neuen Klasse von Plasmainsta-
bilitdten.

Wie bereits in der Einfiihrung erwihnt, soll in diesem Teil der Arbeit untersucht wer-
den, unter welchen allgemeinen Voraussetzungen die relativistische Weibelinstabilitét
existieren kann. Die bisherigen Untersuchungen in der Literatur (siehe z.B. [20], [31],
[49], [50]) setzten verschiedene Verteilungsfunktionen an, sei es eine Bi-Maxwell- oder
eine sogenannte Waterbag-Verteilung. Es ist jedoch zu erwarten, dass einige dieser Er-
kenntnisse allgemeingiiltig fiir die relativistische Weibelinstabilitédt sind, d.h. unabhéngig
von der Wahl der Verteilungsfunktion. Geeignete Fragestellungen sind beispielsweise:

e Lassen sich Einschriankungen fiir den erlaubten Wellenzahlbereich und die Wachs-
tumsrate finden?

e Wie wirkt sich z.B. die Annahme einer extrem relativistischen Verteilungsfunktion
auf die Naherungslosung aus?

e Macht es einen Unterschied, ob die anisotrope Verteilungsfunktion ,symmetrisch®
oder ,asymmetrisch® ist, d.h. ob nur gerade, oder auch ungerade Potenzen des
Impulses in der Verteilungsfunktion auftauchen?

Konnte man solche und dhnliche Fragen allgemein fiir die Weibelinstabilitdt beantwor-
ten, so hétte man die Moglichkeit, auch die Weibelinstabilitidt mit komplizierteren (und
damit realistischeren) Verteilungsfunktionen beschreiben zu kénnen. Um diese Ziele zu
erreichen, werden im weiteren Verlauf die transversalen Moden unter der Annahme wach-
sender Moden, d.h. I' > 0, betrachtet.
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3.1 Umformung der relativistischen
elektromagnetischen Dispersionsrelation

Die Grundgleichung dieses Kapitels ist daher die Dispersionsrelation (2.59) fiir anwach-
sende lineare transversale Wellen in einem unmagnetisierten Vielteilchenplasmal,

1 VE? - E2_1_ 2 afa(] afaO
V=l 02k2z2zwpa/ dEE/ ey Bz <8y TEoE ) Y

Die Moden sollen hierbei dem Wellenansatz exp[ik(z — Zt)] geniigen und die Verteilungs-
funktion gemaf

0o VvVE2-1
1=2 / dEE/ dyf, 3.2
7T1 o yfo ( )

normiert sein. Fiir die weitere Rechnung ist es giinstig, Gleichung (3.1) in folgende Form
zu bringen,

T B L=y (0 | 40t
2 _ a a
o ZQ}jwpa/ dEE/ e g (ay +250). (33)

Hier gilt der Ansatz, dass k reell ist, wohingegen die Phasengeschwindigkeit Z = w/(ck)
u.A. von der Frequenz w abhéngt und somit im Allgemeinen komplexwertig ist.

Diese Phasengeschwindigkeit Z nun kann als Parameter zur Beschreibung der Wei-
belinstabilitdt dienen. Um sich auf die wesentlichen Aussagen zu konzentrieren und die
Rechnungen zu vereinfachen, setzt man Z zweckméfigerweise in der Form iM an. Dieses
entspricht einer rein imagindren Frequenz w = i’ (wobei ' nur reelle Werte annimmt),
und so hat die Welle eine exponentielle Zeitabhangigkeit exp[kMt], mit M = I'/(ck). Fiir
das Wachstumsverhalten ist es zunéchst uninteressant, ob die Welle propagiert, R[w] # 0,
oder stationdr bleibt, R[w] = 0. Unabhéngig davon entscheidet das Vorzeichen von M
bzw. I' iiber Wachstum oder Dampfung.

Es ist allerdings zu beachten, dass die Annahme Z = iM nicht sicherstellt, dass —
falls eine Weibelinstabilitat auftritt — auf diese Weise die schnellstwachsende Instabilitét
beschrieben wird. Es ist durchaus moglich, dass eine komplexe Phasengeschwindigkeit
(Z = Zg +iM) schneller wachsende Instabilitdten liefert, man vergleiche mit den Arbei-
ten von Bret et al. [5, 6].

Trotz dieses Einwandes ist das angegebene Vorgehen in der Stabilitdtsanalyse weit
verbreitet und wurde bereits von E. Weibel [45] benutzt (siehe auch Schaefer-Rolffs und
Schlickeiser [31]). Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass die Dispersionsrelation (3.3) sepa-
rierbar ist in ihren Realteil,

L (O O
1+M2Z“’pa/ dEE/ v Y BP <y oy Mo )
(3.4)

Ak? =

und Imaginérteil,

B2 1_ afaO afaO
o_zwpa/ dEE/ v, +E2M2 (E o —|—yaE>. (3.5)

1

!Die Relation (2.59) findet sich auch bei Schlickeiser [35]; die entsprechende Relation bei Yoon [50]
kann ebenfalls in diese Form gebracht werden
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Nun kénnte man diese Gleichungen so verstehen, dass M nur eine Hilfsgrofe ist und
lediglich als Abkiirzung von I'/(ck) gebraucht wird. Jedoch bietet es sich an, in dieser
Phase zunéchst M als unabhéngige Variable zu betrachten, mit deren Hilfe man Wellen-
zahlen fiir die Weibelinstabilitidt bestimmen kann. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil,
dass die abhiingige Gréfe — in diesem Fall die Wellenzahl £ — nicht im Integral auftaucht
und somit die urspriinglich implizite Dispersionsrelation in einen expliziten Ausdruck fiir
k iibergegangen ist.

Die Betrachtung der Gleichungen (3.4) und (3.5) macht deutlich, dass sie Funktionen
von gerader Ordnung in M, d.h. Funktionen von M? sind. So hat man automatisch paar-
weise Losungen: Zu jeder Mode mit einem positiven Wert von M gibt es ebenso eine mit
negativem M. Allerdings darf man fiir negative M (dies entspricht I" < 0) die Disper-
sionsrelation nicht in der Form (2.59) anzusetzen. Man miisste auf die Relation (2.66)
ausweichen, wie aus Kapitel 2.3.3 folgt. Da in dieser Arbeit aber nur die anwachsenden
Moden (I' > 0) betrachtet werden, wird die Fragestellung nach den Moden mit M < 0
nicht weiter verfolgt.

Nun lohnt es sich, den ,imaginiren* Teil der Dispersionsrelation (3.5) zu betrachten.
Falls namlich f,y eine symmetrische Funktion in y ist (d.h. nur gerade Potenzen in y tre-
ten auf), so ist Gleichung (3.5) automatisch erfiillt. Wie spater in Abschnitt 3.6 gezeigt
wird, erhélt man andernfalls (fiir im Folgenden ,asymmetrische“ genannte Verteilungs-
funktionen) aus dieser Gleichung diskrete Werte? fiir M2.

Fiir die weiteren Abschnitte dieses Kapitels werden daher zunichst in y symmetrische
Verteilungsfunktionen angenommen, bei denen Gleichung (3.5) automatisch erfiillt ist;
erst am Ende werden die Auswirkungen asymmetrischer Verteilungsfunktionen disku-
tiert. Gleichung (3.4) kann daher fiir symmetrische Verteilungen in die folgende Form
gebracht werden,

2 o0 VE?—1 E?—1-— y2 6f 0 0]‘ 0
22 = — 2/ dEE/ d 0 _pprpdlo) 34
T e, 0 Yo \Yoy or ) 30

Im Folgenden wird also untersucht, welche allgemeine Struktur f,o(E, y?) besitzen muss,
damit Gleichung (3.6) fiir reelle und positive k? erfiillt ist, m.a.W., die rechte Seite der
Gleichung (3.6) muss positiv sein.

@

3.2 Bedingungen fiir eine Weibelinstabilitat bei
symmetrischen Verteilungen

Das Ziel dieses Abschnittes ist, aus der Gleichung (3.6) eine Beziehung zwischen k* und
M? herzuleiten und somit Aussagen iiber die Existenz einer Instabilitit zu gewinnen.
Storend hierbei sind vor allem die partiellen Ableitungen der Verteilungsfunktion f,.
Man ist daher bestrebt, nach Md&glichkeit diese partiellen Ableitungen mittels partieller
Integration in solche Terme umzuwandeln, in denen die Verteilungsfunktion selbst auf-
taucht. Diese haben den Vorteil, dass sie stets grofer als Null sind, was bei ihrer Ableitung

2Diese Werte, in die ,reelle* Gleichung (3.4) eingesetzt, liefern dann ebenfalls diskrete Werte fiir k2. Es
gibt also fiir asymmetrische Verteilungen die Moglichkeit isolierter Weibelmoden, welche im symme-
trischen Fall nicht auftreten kénnen.
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nicht der Fall sein muss. Da in diesem Abschnitt keine bestimmte Verteilungsfunktion
eingesetzt wird, werden die Resultate in Form von Integralgleichungen angegeben.

Zunichst konnte man versucht sein, den Wellenzahlbereich, fiir den M? = 0 gilt, direkt
aus Gleichung (3.6) zu gewinnen. Denn wegen M? = T'?/(ck)? gehen aus den Nullstellen
von M? genau die Wellenzahlen k hervor, bei denen die Mode instabil wird (aufer im
Falle k£ = 0, dieses wird im Abschnitt 3.2.2 besonders betrachtet).

Jedoch ergibt sich mit diesem Ansatz das Problem, dass bei der Integration iiber
y an der Stelle y = 0 eine Singularitit von Ordnung y 2 aufgrund des Terms (y* +
E2M?)~! auftritt. Diese Singularitit kann vermieden werden, wenn zunichst M > 0
fest gehalten und erst nach der Integration der Grenziibergang M — 0 durchgefiihrt
wird. Man ist allerdings schon vorher in der Lage, einige allgemeine Aussagen iiber die
Stabilitatsbedingungen treffen zu konnen. Dieses soll nun geschehen.

Fiihrt man nun, wie bereits angedeutet, die partiellen Integrationen durch, erhilt man
aus Gleichung (3.6) unter der Annahme, dass die Verteilungsfunktion im Unendlichen
Null ist,

E2 1
Ak = pra / dE / dy f.o0

1+ M M2
( E2—1—y)_M20E2(E2—1—y2)>

Oy y*+ E2M? OE 42+ E2M?

(3.7)

Die Ableitungen in Gleichung (3.7) lassen sich schnell durchfiihren und ergeben

21T (%) VE2-1 f
22 _ 2 / dEE/ dy——10
¢ 1+M22a:wp’“ 1 0 y(y2+E2M2)2
x ( (5 + E2MP)(E” — 1 3y) — 2°(E* — 1 — )]

“M2[(y + BXMP)(E® — 2 — 24) — 2B°M(E* — 1 — )] ) (3.8)

3.2.1 Integralungleichungen

Die Terme im Integral (3.8) konnen ausmultipliziert und nach dem Vorzeichen geordnet
werden. Man erhilt auf der rechten Seite der Gleichung die Differenz zweier Integrale,

2T 9
S IS

C2l€2 —

(L[M?,a] = L[M?,d)) (3.9)

mit den Definitionen

S VET ER(E? 1) 4 2
2 — 2
hMa =M [TaEE [T dy eIl (3.10)

und

%) E2_1 4 4 2 2_1 2 2 4
E/ dEE/v dyQEM +y*[(E )+ M2*(TE* —2)] +y

EENIYRE fao (3.11)
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Daher ist es fiir die Existenz der Weibelinstabilitat notwendig und hinreichend, dass

> wl. (L[M?,a] = B[M?,a]) > 0. (3.12)

Somit stellt Gleichung (3.12) eine Bedingung an M? fiir beliebige symmetrische Vertei-
lungsfunktionen f,, dar, damit die Weibelinstabilitdt auftreten kann. Man muss ,,nur® die
gewiinschte Verteilung einsetzen und die Integralgleichung l6sen. Fiir eine gewihlte Ver-
teilungsfunktion kann man die Integrale auch numerisch 16sen und anschliefend graphisch
darstellen. Dieses wird exemplarisch in Abbildung 3.1 fiir eine Bi-Maxwell-Verteilung der
Form f, = exp[—FE — y?] dargestellt. Im Falle einer J-Verteilung lassen sich die Integrale
auch analytisch recht einfach angeben; dieses wird in Kapitel 4.3.1 durchgefiihrt.

l1- 12
10,

8
6

‘ ‘ ‘ ‘ M
2 4 6 8 10

-2t

Abbildung 3.1: Numerische Darstellung des Instabilitétskriteriums (3.12) fiir die Weibel-
instabilitét fiir eine Bi-Maxwell-Verteilung der Form f,o = exp[—E — y?].
Nur fiir M < 0.437 konnen Weibelmoden auftreten.

Eine alternative Version dieser Bedingung hat einen praktischen Nutzen fiir den Fall,
dass (0f.0/0F) < 0. Falls dann f,o unabhéingig von y, d.h. nur eine Funktion der Energie
E ist und somit isotrop, kann man sofort die Nichtexistenz der Weibelinstabilitéit zeigen.
Somit wird das wichtige Resultat bestétigt, dass in isotropen Verteilungen keine Weibel-
instabilitdt auftritt, fiir beliebige Verteilungsfunktionen. Diese Aussage entspricht dem
Newcomb-Gardner-Theorem (vgl. [4, 15, 21|), dass in isotropen Plasmen ohne Hinter-
grundmagnetfeld By stets I' < 0 gilt. Es gibt also grundsétzlich keine instabilen Moden
in diesem Fall.

Dazu bezeichne man die Region im y-Raum mit (0f,,/0y) > 0 als R, und entsprechend
die komplementére Region (mit 0f,0/0y < 0) als R_. Es gelte auch stets (0f,0/0F) < 0.
Dann folgt fiir die Existenz der Weibelinstabilitit aus Gleichung (3.6) die Bedingung

J_[M?] > J [M?] + K[M?], (3.13)
Dabei werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt,

21

21 _ 2 [ y(E2 =1 —y*) |0/
J_[M]:l—FMngp’a/l dEE/R_dy y?2 + E2M? y

> 0, (3.14)
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T [M?] = S w? / dEE/ gy =1 =) 0o (3.15)
" 1+M2 Pa v+ E2M? 9y T ‘
und
27 M2 VT Ry fo
2) = ro Y (g9 NCHI
KM 1+M2Z”Pa/ dEE/ yy +E2M2< op ) =0 (316)

Bedeutender ist aber diese Bedingung fiir isotrope Verteilungsfunktionen fuo(FE), d.h.
(0 fa0/0y) = 0. Es gilt dann J_[M?] = J,[M?] = 0, und wegen —K[M?] < 0 ist die rechte
Seite von Gleichung (3.6) negativ. Jedoch sind ¢ und & reelle GroRen, somit c?k? > 0. Es
ergibt sich also ein Widerspruch, und es existieren keine anwachsenden Moden. Dieses
Resultat lasst sich sogar weiter verallgemeinern und gilt dann auch fiir Verteilungsfunk-
tionen mit (0 f,0/0F) > 0 in bestimmten Bereichen. Man kann némlich fiir (9 f,0/0y) = 0
Gleichung (3.6) mit partieller Integration umformen,

21 M*> VE?-1 _
R = T ap S [ Bl [Tyl + B
x (2B(1+y*)(y* + E°M?) + 2E%(E® — 1)M? — 4AE*(y? + E*M?) — 2E°M??).
(3.17)
Das Integral iiber y kann analytisch gelost werden,
21 M*> 00
212 _ 2
M= TR ), 4B
X | 3EV E? SR+ M%)~ 1 arctan vE -1 (3.18)
M EM ' )

In Anhang C.1 wird gezeigt, dass der Faktor in Klammern in Gleichung (3.18) intrinsisch
negativ fiir alle Werte £ in 1 < E < oo ist, fiir beliebige M?. Auch hier ist die rechte
Seite von Gleichung (3.18) stets negativ, so dass keine Weibelinstabilitdt fiir isotrope
Verteilungen f,o = fao(E) existiert. Der Umkehrschluss lautet, dass eine Anisotropie,
d.h. fio = fao(E,y), zwingend erforderlich fiir instabile Moden ist.

Des Weiteren ist aus den Ungleichungen (3.12, 3.13) ersichtlich, dass fiir die Existenz
einer Instabilitéit eine anisotrope Verteilungsfunktion zwar notwendig ist (also f,o auch
von y abhéngen muss), dieses ist jedoch nicht hinreichend. Die Anisotropie von f,, muss
sowohl grofs genug sein und sich iiber einen ausreichenden Bereich in y erstrecken, damit
die Ungleichungen (3.12, 3.13) erfiillt werden kénnen: Es miissen zunichst die negativen
Terme ,ausgeglichen“ werden?®.

3.2.2 Der Fall M —

Abschlieflend kann man nun den Fall M — oo betrachten. Unter dieser Bedingung fiihrt
Gleichung (3.6) auf

27 o0 VE—1 Ofa0
212 2 2 1_.29%
ck* o~ e ga wp’a/l dE/O dy(E* —1—y) P

3Eine #hnliche Aussage von E. Weibel findet sich im Zitat am Anfang dieses Kapitels.
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2 9 o0 VE?—1 E?—1-— y2 8f 0 af 0
- dE'/ dy———— 2 | (E? A E =.
M4§a:”p’“/1 0 TR (E+v)5E +Ev,

(3.19)

Vertauscht man zunéchst die Integrationsreihenfolge im Term erster Ordnung und inte-
griert anschliefend partiell, so erhélt man

27 o0 o0 Ofao _
2K~ 2 d E(E?* —1— 4?22 M~
Ck Mggwp,a/o i V) S+ Ol

47T 9 o) [e'e) 4
= —— EE M
M2 za: wp,a [) dy /—1+y2 d faO _|' O[ ]

YaWha _
= —T;’ +O[M™1, (3.20)

wobei im letzten Schritt die Reihenfolge der Integration wiederum getauscht und die
Normierung (3.2) benutzt wurde. Somit wird die rechte Seite von Gleichung (3.20) im
Grenzfall M — oo stets negativ. Es muss also einen Maximalwert fiir M geben, fiir den
noch die Weibelinstabilitat existieren kann.

Allerdings erlauben (3.12, 3.13) unter bestimmten Voraussetzungen positive Wachs-
tumsraten, d.h. Weibelmoden. Die Integrale in den Gleichungen (3.6) bzw. (3.8) — und
damit auch c?k? — besitzen jedoch wegen der Normierbarkeit der Verteilungsfunktion
eine obere Schranke, solange nicht M = 0 gilt. So kann man als Folgerung aus diesen
Untersuchungen sagen, dass es fiir eine instabile Mode eine obere Schranke ky in der
Wellenzahl gibt, fiir die die Weibelinstabilitdt iiberhaupt auftritt. Dieses Verhalten ist
in Abbildung 3.2 dargestellt. Fiir kleinere Wellenzahlen 0 < k < ky werden die Moden
dementsprechend stets instabil; diese allgemeine Erkenntnis wird im néchsten Abschnitt
verwendet.
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Abbildung 3.2: Verlauf der Gleichung (3.8) in Einheiten von M? und ¢?k? fiir eine Ver-
teilung der Form f,0 = exp[—E — y*] mit Y, wzva = 1. Fir M — o0
streben die Integrale den Wert Null an, wie es auch aus der Naherung
(3.20) folgt. Man beachte, dass der Wellenzahlbereich, der Weibelmoden
gestattet, auf der Ordinate im Intervall [0, c?k = 53.8] liegt.
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Zudem ldsst sich ganz allgemein aus Gleichung (3.19) und M = I'/(ck) die Form
der Dispersionsrelation fiir sehr kleine Werte von k ableiten. Nun gilt es zunéchst zu
beriicksichtigen, dass der Fall M — oo durch I' — oo (bei beliebigen k) erreicht werden
konnte. Dieser Fall ist jedoch physikalisch unsinnig, da bei anwachsenden Systemen stets
eine Séttigungsphase erreicht werden muss. Ansonsten wiirde unendlich Energie in das
System iibertragen werden. Also wird durch diese Ndherung das Verhalten der Wellenzahl
k — 0 beschrieben, welches auch zur Bedingung M — oo fiihrt. In diesem Fall findet
man aus Gleichung (3.19) mit der Definition

o VBT 9t 4 (B2 2?)(E® — 1 — 1
2 =27 w2, /1 dE /0 ay 2Bt %3)< ry (3.21)

die biquadratische Gleichung

I+ Zuﬂ ?—03,c°k* =0 (3.22)
mit den Losungen
YW 402 c2k?
r?=== Yo —1+, |1+ M : (3.23)
2 ( $ SRR )
Diese beiden Losungen sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Man erkennt sofort, dass fiir
2
21
11
: : : : — ck
0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1
2!
-3

Abbildung 3.3: Losung der biquadratischen Gleichung (3.22) fiir die Verteilung f,0 =
exp[—E — y*] mit 3, w?, = 1. Die obere Kurve beschreibt die Wachs-
tumsrate der stationdren Weibelinstabilitdt, wihrend man fiir die untere
Kurve propagierende Wellen ohne Dampfung oder Verstarkung hat.

das untere Vorzeichen rein propagierende Wellen vorliegen, die sich mit der Frequenz

1/2
an?)a 4Q 62k2
= 2 1 1 3.24
‘ { 2 (J<z>)] .

ausbreiten.
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Fiir das obere Vorzeichen hingegen gibt es Moden mit I'* > 0, d.h. instabile Wellen.
Ihre Wachstumsraten sind gegeben durch

1/2
S, w2 403 c2k2
r = |Z%27pa|_1 14 M-
[ 2 ( *J MRTRE

0

2
Za wp,a

ck, (3.25)

wobei der zweite Schritt fiir sehr kleine Wellenzahlen k gilt?. Diese Wachstumsrate ist in
Abbildung 3.4 zu sehen.

I

1.5}

0.5}

ck

05 1 15 2
Abbildung 3.4: Verlauf der Wachstumsrate (3.25) fiir die Verteilung f,o = exp|—F — 3
mit ), wia =1.

3.3 Schwach anisotrope Verteilungen

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass es bestimmte Kriterien fiir das Einsetzen
einer Instabilitdt gibt. Nun wire es wiinschenswert, konnte man solche Bedingungen und
dariiber hinaus vielleicht sogar explizite Dispersionsrelationen allgemeiner Natur (und
in geschlossener Form) fiir beliebige Verteilungsfunktionen angeben, wie es E. Weibel
in seinem klassischen Artikel fiir nichtrelativistische anisotrope Plasmen getan [45] hat.
Jedoch verhindert die Komplexitdt des Doppelintegrals in Gleichung (3.8) eine Verwirk-
lichung. Der groRte Anteil daran ist dem Nenner (y* + E*M?)~2 geschuldet, welcher bei
y = 0 singuldr wird, wenn man vorher M — 0 laufen lésst; und ebenso gestattet er keine
einfache Entwicklung nahe y = 0 fiir M — 0.

“Dieses Verhalten ist auch zwingend erforderlich, denn fiir M — oo sollte ja keine Mode mdglich sein.
In der hier gegebenen Situation folgt jedoch

M? =T2/(ck)? ~ Q?W/Zuz;a = const. < 00

Es liegt also ein endlicher Wert fiir M vor.
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Es scheint daher, dass eine allgemeine Auswertung des Doppelintegrals® fiir beliebige
fao (zu) kompliziert sei. Eine zusitzliche Erschwernis stellt die Groke M? dar, welche auf
nichttriviale Weise mit dem Doppelintegral verflochten ist; sie kann daher nicht leicht
extrahiert werden. Nichtsdestotrotz kann man eine Reihe von zufriedenstellenden Ergeb-
nissen erzielen, wenn man sich auf bestimmte Grundschemata von Verteilungsfunktionen
konzentriert (z.B. solche mit starker oder schwacher Anisotropie). Selbstverstandlich kann
eine gegebene Verteilungsfunktion je nach Wahl ihres Ansatzes und bestimmter Parame-
ter einmal zu der einen Klasse gehoren, ein anderes Mal zu einer zweiten. Dies ist dann
der Preis, den man fiir allgemeinere Aussagen zu zahlen hat.

Wie bereits in der Uberschrift angegeben, werden in diesem Abschnitt als erste weitge-
fasste Klasse von Verteilungsfunktionen, die einen betrichtlichen Einblick in die Weibel-
instabilitidt erlauben, diejenigen mit verhéltnisméfkig schwacher Anisotropie untersucht.
In allgemeiner Form lassen sie sich folgendermafen entwickeln,

faO(EJ y2) = Fa<E) - yQGa(E) (326)

mit |y*G,| < |F,|. Man beachte, dass die Verteilungen symmetrisch in y sind. Diese Dar-
stellung hat den Vorteil, dass die Abhéngigkeit von y nicht mehr in den Entwicklungsko-
effizienten der Verteilungsfunktionen auftauchen. Man kann daher die Integration iiber
y in geschlossener Form fiir beliebige Werte von M? ausfiihren. Aus dem Integrationsin-
tervall [0, (E? — 1)'/?] der Integration folgt, dass die Bedingung fiir schwache Anisotropie
durch

(E* —1)|G,| < |Fy| (3.27)

nach oben beschrankt ist.

Mit dem Ansatz (3.26) in Gleichung (3.8) ist die Integration zwar langwierig, aber
nicht besonders kompliziert. Sie fithrt zu der exakten Form der Dispersionsrelation (mit
M positiv, vgl. Abschnitt 3.2)

21 o
212 2 2
ks = Ve Ea wp’“/1 dE({ZSM vE?2 - 1F

™ EM
M | = — arctan ———— | (1 — 3E*(1 + M? }Fa
+ <2 arctan ——— 1) ( (14 ))

_ E\/EQ “1E (4(1+ M?) — B2 + 30M?)(2 + 501°))

+ME? (g—arctan —2—3M2+E2(1+M2)(2+5M2)”Ga>'

EM
)
(3.28)

Hier fillt auf, dass alle Terme des Faktors vor F, proportional zu Potenzen von M sind,
wahrend derjenige vor GG, auch von M unabhéngige Komponenten enthilt. Fiir kleine
Werte von M gewinnt der anisotrope Anteil G, an Bedeutung. Dieses legt zusammen
mit dem Wissen, dass nach Abschnitt 3.2 fiir M — oo keine Weibelinstabilitit existiert,

SMan kénnte auf die Idee kommen, an dieser Stelle eine bestimmte Verteilungsfunktion einzusetzen
und somit die Integrale explizit zu l6sen. Allerdings widerspricht dies gerade dem Ansinnen, allge-
meingiiltige Erkenntnisse fiir beliebige Verteilungsfunktionen zu gewinnen.
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nahe, dass man in der Nachbarschaft von M = 0 nach Weibelmoden suchen sollte. Eine
Taylorentwicklung von Gleichung (3.28) in niedrigster Ordnung von M fiihrt zu

K = ZWprag/ dE(E? —1)*?EG,

a

—27rMwam§/l dE (BE* — 1)F, - 2E*(E* —1)G,).  (3.29)

Die Bedingung (3.27) fiir schwache Anisotropie bedeutet nun, dass der Term 2E?*(E? —
1)G, im Vergleich mit (3£%—1)F, im zweiten Integral von Gleichung (3.29) vernachlissigt
werden kann. So ergibt sich

- 27Tpra3/ dE(E* — 1)*2EG, — 27TMZWM2 / dE(3E® —1)F,. (3.30)
Man definiert nun

k2, = QWpra?)/ dE(E? —1)*2EG,,

02, QWpr,ag/l dEB3E? —1)F, > 0, (3.31)

Dann fiihrt Gleichung (3.30) auf
M = (k% — k%) /Q%,. (3.32)

Sollte Gleichung (3.31a) einen negativen Wert fiir ¢?k?, ergeben, so existiert keine an-
wachsende Weibelmode.
Aus Gleichung (3.32) folgt sofort

[ =ck (k2 — k)02, (3.33)

diese Gleichung beschreibt fiir £ < k4 instabile Moden mit der gegebenen Wachstums-
rate. Exakt diese Form ist bereits frither in der Literatur (z.B. Yoon [50]) zu finden,
allerdings stets fiir eine bestimmte Verteilungsfunktion. Hier wurde gezeigt, dass alle
Verteilungsfunktionen mit einer verhiltnisméfig schwachen Anisotropie dieses Verhalten
zeigen. Das Maximum der Wachstumsrate I' liegt bei kpee = ksa/3"/? und nimmt den
Wert

203K3 ,

T = —oms (3.34)
33202,

an.

Einige Anmerkungen zur Giiltigkeit seien noch angefiigt. Die Bedingung |[M| < 1
erfordert c?(k2, — k%) < Q%,, d.h. k? > —(Q32,/c*) + k2,. Dieses gilt automatisch, falls
02, > *k%,; wegen |F,| > (E? — 1)|G,| ist letzteres jedoch stets erfiillt. Man beachte
weiterhin, dass (G, in bestimmten Regionen im FE-Raum durchaus negativ sein kann,
solange das Integral in Gleichung (3.31a) positiv bleibt. Diese Feststellung erweitert die
erlaubten Gattungen von Verteilungsfunktionen fiir eine Weibelinstabilitit betrichtlich.
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3.4 Verteilungen mit hoher Anisotropie

Eine zweite Klasse von ,interessanten” Verteilungsfunktionen sind solche mit hoher Aniso-
tropie. Die Verteilungen dndern sich nur wenig mit £, d.h. die Ableitung (0 f,0/0F) ~ 0.
Daher ist man in der Lage, die Integration iiber die Variable E durchzufiihren, ohne eine
Verteilungsfunktion anzugeben. Dennoch, wie eine ndhere Betrachtung zeigt, ist die Ab-
leitung nach F nicht ganz zu vernachldssigen. Um jedoch den Ansatz f = f,o(y) machen
und somit die Integration iiber F ausfiihren zu konnen, muss zunéchst partiell integriert
werden, und man erhélt die Integralgleichung (3.9).

Da nun die Variable F nicht mehr in der Verteilungsfunktion auftaucht, ist es giinstig,
die Integrationsreihenfolge zu dndern. Es wird also zunéchst in den Gleichungen (3.10)
und (3.11) iiber F und anschliefend iiber y integriert. Es ergeben sich die Integrale

oo oo E2(E? — 1) + 2y*

I = M? / dy f, / dE E ,
1 0 yf 0 \/@ <y2 +E2M2)2

00 o0 2EAM* + y?[(E?* — 1) + M?(TE? — 2 4
b= [t [ g £ M 1) MOE ) 4y

o W0 Sy (7 + B2
Nun ist es so, dass eine Integration iiber £ von (1 + 32)/? bis oo den Wert Unendlich
ergibe. Hierbei wird allerdings nicht beachtet, dass fiir die Verteilung trotz der nur
sehr geringen Abhéngigkeit von E dennoch (wegen der Normierbarkeit) f,0 — 0 fiir

E — oo gelten muss. Es ist daher erforderlich, einen Cut-off bei einem bestimmten E,,,,
einzufiihren®. So erhilt man

27T Ymazx Emax E’Q(‘EW2 _ 1) _'_ 2,y4
21.2 2 2
= ——% . dE E{ M
S T VR Shafy Ofmz ( (42 + E2MP)?
2EAM* + y*[(E? — 1) + M*(TE? — 2)] + y*
(y2 + E2M?)? ‘

(3.35)

(3.36)

Ausfiihren der E-Integration im Intervall [\/1 + y?, Fp0e = /1 + y2,,..] fiihrt auf
g max

27T Ymax
21,2 __ 2
K= TopL Shaf, ol

2 o (1 y* (14 M?) (14 y*)M? + 4
X (ymam_y) 2_]‘ a4 1 - 2 2 2
2M M (I+y2.. ) M2 +y
+3y2+ (1 + 3y?)M? I (14 y?)M? + 42
2MH (1 + y20e) M? + y?

(3.37)

Zur weiteren Untersuchung ist es hilfreich, Annahmen iiber die imaginire Phasenge-
schwindigkeit M zu machen. Dieses liefert verschiedene Losungsansétze fiir die Integra-
tion in Gleichung (3.37). Im Falle M >> 1 erhélt man exakt die gleichen Ergebnisse wie
in Abschnitt 3.2.2; dieses soll hier kurz bewiesen werden. In niedrigster Ordnung wird
Gleichung (3.37) zu’

27T Ymazx
Ak~ Y ZWIQLG/O dyfaﬂ(yfnax - y2) <0

6Diese obere Grenze kann natiirlich erst mit der Angabe einer Verteilungsfunktion f,o spezifiziert
werden.
"Man vergleiche mit Gleichung (3.20).
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w2

T (3.38)
Hierbei wurde ausgenutzt, dass man fiir die Normierung (3.2) bei Anwendung der gleichen
Schritte (des gleichen ,Formalismus“) wie in diesem Abschnitt

1 = 47rpra/ dE E/ dyfao Y)
V 1+ Vaa

yma:c
~ Ar Z w fa0 dE B
p,a \/@
y'"Lll‘L
= 2r Z wp,a A dyfa()(yfmzm - y2) (339)

erhalt, d.h. fiir M — oo treten keine Moden auf. Beriicksichtigt man den Term néchst-
héherer Ordnung®,
2

. Ymazx 3 y 1 + 3y2 ]_ + y'rQnCLZ'
Q%LA = Qﬂzwi,a/o dyfa(] ((5 + 72> (y72na36 - y2) - 92 In [ 2 )

L+ Yinaa I+y

(3.40)

so lassen sich dieselbe Gleichung (3.22),
M+ w2 I = Qp K =0, (3.41)

und die Wachstumsraten (3.25),
02
I ~ —"4ck, (3.42)
Z(I p a

fiir kleine Wellenzahlen k herleiten. Man bemerke, dass man Gleichung (3.40) genauso
auch durch die Anwendung des Formalismus’ dieses Abschnitts auf Gleichung (3.19)
erhalten kann.

Wollte man den Fall M < 1 betrachten, so fiihrt dies, wie schon am Anfang dieses Ka-
pitels erwihnt, zu dem Problem, dass in den einzelnen Termen der Entwicklung Potenzen
y~* mit & > 1 auftauchen, die Funktion fiir y — 0 also eine Polstelle aufweist.

3.5 Ultrarelativistische Verteilungen

Eine weitere Gruppe von Verteilungsfunktionen, die nun untersucht werden sollen, sind
die sogenannten ultrarelativistischen Verteilungen. In diesem Fall ist es zweckméfig, £ >
1 in den Verteilungsfunktionen f,, anzunehmen, somit vereinfacht sich der Term E? —
1 ~ E?. Davon unberiicksichtigt bleibt der Faktor M; er wird als beliebiger Parameter
angesehen.

Somit erhélt man aus den Definitionen (3.9)-(3.11) die Gleichung

21,2 __ faO
Ak = 1+M2Z“’pa/ dEE/ Wi
x (MY(E* + 2y*) — 2E*M* + ?[E* + TM?E?] + ) (3.43)

8Hierbei ist auch die Entwicklung des Terms vor der Summation, (1 + M?)~! ~ 1 — M2, zu beriick-
sichtigen.
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Nun setzt man y = EM x und sortiert nach Potenzen von z,

27 o0 M fo(E, EM x)
W= TSR, [aE B [ et
¢ M(1+ M2) %:“’p»a , R P

x (1= 2M%) = 2*(1+ TM?) — & M?(1 - 2M?))

27 > UM dg
= m;wi’a/l dE E? [(1 _2M2)/0 mfao(E,EM x)
1M 2
_(]_ + 7M2)/0 de(l‘Qﬁ_l)zfaO(Ev EM ZL‘)
) o UM 7
—M*(1 —2M )/0 dxmfaO(E, EM x)] (3.44)

Schaut man sich die Integranden in Gleichung (3.44) an, so haben sie eine bestimmte
Form, %" f,o(E, EM z)/(z*+1)?. Es lassen sich Funktionen ©,,[M]| mit n € {0, 1,2} de-
finieren, die nur von der imaginéren Phasengeschwindigkeit M abhingen und im Prinzip
eine Mittelung des rationalen Ausdrucks bzgl. der Verteilungsfunktion darstellen. Diese
Funktionen sind fiir n = 0, 1,2 gegeben durch

I dE B2 [ da s fao (B, EM 1)

0,[M =
M 2 dE B2 [y d fao(E, EM x)
et a2 [ gp E.EM 4
~ [ /1 /0 xmfa0< y x) (3 5)

Dabei gilt wegen der Normierung (3.2)

00 1/M 00 E 1
M/ dE E2/ di foo(E, EM ) :/ dE E/ dy oy ~ — .
1 0 1 0 Am
Wegen 2" /(1 + 2?)* < 1 fiir n = 0,2 und 2?/(1 + 2?)* < 1/4 (fiir n = 1) hat man die
Abschétzung ©,[M] < 1 fiir n =0, 1, 2.
Die Definitionen (3.45) zusammen mit der Riicktransformation y = EM z erlauben
es, die Integrale zusammenzufassen,

(3.46)

= 2 / dE E/ dyf.
¢ M?2(1+ M?) gwp,a ) 0 Y fao

x (©0[M] — ©1[M] — M? (20[M] + 76, [M] + ©[M]) + 2M*©,[M]) .
(3.47)

Wiederum gilt, dass mit Gleichung (3.47) der Bereich erlaubter Wellenzahlen fiir die
Weibelinstabilitdt beschrieben wird.

An dieser Stelle soll erneut die Unterscheidung zwischen sehr grofen (M > 1) und
sehr kleinen (M < 1) Phasengeschwindigkeiten gemacht werden. Zu den Verteilungs-
funktionen ist zunéchst zu bemerken, dass ihre relative Form sich entlang des Integrati-
onsintervalls [0, 1/M] wegen der Transformation y = EM z nicht indert®.

9Zur Verdeutlichung: Die Verteilungsfunktion besitzt bei x = 0 stets den Wert f,o(E,0), bei z =
1/(2M) immer f,o(E,E/2) und bei © = 1/M stets fuo(E, E).
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Im Falle M > 1 wird die obere Integrationsgrenze 1/M < 1. Somit kann man wegen
r < 1/M < 1 in den z-Integrationen den Faktor (1 + 2%)~2 durch 1 néhern, und man
hat nur noch die Integration

1M
/ d 22" [0 (E, EM ) (3.48)
0

durchzufiihren; im Falle n = 0 entspricht dies exakt der Normierung (3.46), d.h. ©g[M >
1] ~ 1. Eine grobe Abschétzung des Verhaltens der Funktionen ©,, fiir die beiden anderen
Fille erhdlt man unter der Annahme, dass die Verteilungsfunktion nur wenig von x
abhéngt. Dann ergibt sich

Op[M > 1] o M2, (3.49)

Hieraus folgt fiir Gleichung (3.47) in erster Ndherung

2 00 E
K = e | B E [ dyfu(-2212600 > 1)

Za w;%,a
M2
und wiederum zeigt sich, dass fiir M > 1 keine instabilen Moden existieren — wie bereits
allgemein durch Gleichung (3.20) und im Falle hoher Anisotropie durch Gleichung (3.38)
beschrieben.
Der Fall M < 1 lasst sich ebenso einfach untersuchen. Zunéchst impliziert M < 1 die
Verschiebung der duferen Integrationsgrenze 1/M — oo. Weiterhin gilt fiir n = 0, 1 und

~

(3.50)

grofe z die Niherung 2" /(2% + 1)? ~ 2?"~* — 0, daher lisst sich die Annahme
1/M p 2 1/M p rn
Y ¢ o(E.EM z) ~ f, E,o/ T a=0:1 (351
J gFEEmECl 7= Lol B0) J e e (3.51)

ansetzen. Fiir n = 2 gilt annéhernd z*/(2? 4+ 1)? ~ 1. Hieraus und mit der Normierung
(3.46) ergeben sich dann die Losungen fiir die Funktionen ©,[M < 1],

QM <1 ~ Z9,M,

4
1M < 1] ~ %%M,
O,M < 1] ~ 1, (3.52)
wobei -
9, = 4 / dE E2f.0(E,0) (3.53)
1

Man bemerke, dass auch die Differenz ©4[M]—©O[M] in Gleichung (3.47) von Bedeutung
ist; dazu muss die nichste Ordnung der Entwicklung beriicksichtigt werden, und man hat

O[M <« 1] — 1M < 1] ~ 9, M? (3.54)

Mit diesen Naherungen erhdlt man somit fiir Gleichung (3.47)
9 2
Ak~ 2my Wl (0, —1) — %M Y Wl e +4ATM?Y W,

9 2
~ 2w S W (P, — 1) — %Mz%iaﬁa (3.55)
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wegen M < 1. Die Bedingung ¢, > 1 ist also ausreichend, um instabile Weibelmoden
zuzulassen. Mit den Definitionen

Akl = 2ry wl (U, —1)
Q0 = 2%2w§7a¥ﬁa (3.56)
findet sich schnell die Bedingung — man beachte die Analogie zu Gleichung (3.32) —
M = c*(ky, — k%) /0, (3.57)
und weiter die Wachstumsrate (vgl. mit der Rate (3.33))
[ =ck (k2 —k*)/Q2,. (3.58)

Alle weiteren Aussagen, die im Abschnitt 3.3 gemacht wurden, lassen sich daher iiber-
tragen.

3.6 Asymmetrische Verteilungen und isolierte
Weibelmoden

In diesem Kapitel hatten bisher alle durchgefiihrten Rechnungen und die sich ergebenden
Dispersionsrelationen eines gemein: die Annahme einer in der Variablen y symmetrischen
Verteilungsfunktion. Dieses ermoglichte die allgemeine Beschreibung einer grofen Klasse
von Moden der Weibelinstabilitit. Jedoch kann diese Beschreibung eine ginzlich andere
Form annehmen, falls man nur eine kleine Modifizierung an der urspriinglich Ausgangs-
gleichung zulédsst. Die Rede ist von der urspriinglichen Annahme, dass die Verteilung
,Symmetrisch“ in der Parallelkomponente y des Impulses ist. Ist dieses nicht der Fall,
d.h. setzt man also eine schwach anisotrope Verteilung statt nach Gleichung (3.26) in der
Form

fao = Fu(E) + yHo(E) — y*Ga(E) — y*Ko(E) (3.59)

an'®, werden die Moden eine andere Gestalt annehmen. Dies ist darin begriindet, dass sie
nun einem Paar von Gleichungen (3.4, 3.5) geniigen miissen; bisher war Gleichung (3.5)
automatisch erfiillt. Diese Asymmetrie der Verteilung f,o fiilhrt, wie im weiteren Verlauf
dieses Abschnitts gezeigt werden soll, zu isolierten Weibelmoden mit festen M und k.
Es sei angemerkt, dass aus f,0 > 0 die Bedingung |yH, — > K,| < F, resultiert, dieses
ist aber eine schwache Einschrankung, die im Giiltigkeitsbereich der Reihenentwicklung
(3.59) stets erfiillt ist.

Zunichst muss sichergestellt werden, dass es keinen elektrischen Strom nullter Ordnung
gibt, d.h.

—"
ma

jO = ZQa/dgpfaO/y

Fiir asymmetrische Verteilungsfunktionen von der Gestalt (3.59) bedeutet diese Voraus-
setzung die (ebenfalls schwache) Bedingung

_ 3\ _PI _
za:qa/dpn (Hapu Kap”) pogy 0.

10Es zeigt sich spiter, dass die getroffene Wahl der Vorzeichen giinstig ist.
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Auf diese Weise gibt es Beziehungen unter den asymmetrischen Termen H, und K,
zwischen den verschiedenen Teilchen, z.B. den Elektronen und Ionen. Aufgrund dessen
kann keiner der ,ungeraden” Terme beliebig gewéhlt werden. Die Integrationen iiber pj
bzw. y der ,geraden” Terme F, und GG, der Verteilungsfunktion sind automatisch Null,
weil bei diesen der Integrand eine ungerade Funktion in p; bzw. y ist.

Wertet man den Ansatz (3.59) aus, so ergeben im Imaginérteil der Dispersionsrela-
tion (3.5) die Integrationen der Terme mit F, und G, sofort Null. So miissen nur die
asymmetrischen Terme mit H, und K, betrachtet werden,

VE2— —1 =12
pra/ dEE/ y

0H, ,0K,
1 y —i—EQJM2

or Y oor )Y

(3.60)
Die Berechnung des Integrals iiber y wird in Anhang C.2 durchgefiihrt und fiihrt zur
Gleichung

(EHa —3Ey*K, +y*

oo 0H, 0K,
2 272 4947498
dE F|\EH, — E°M~* | — o E*M
za:”pvafl ( ( O ) OF )
E?(1+ M?) -1 VvVE?2 -1
X (1+ ) arctan —— — vV E?2 — 1
EM EM

Sl [ dEVE -1
2 2
x (5(4E2 ) H, + BAMPQE? — 1)K, + — (B — 1)(9F* + 1)Ka> . (3.61)

Nun wurde bereits in Abschnitt 3.2 gezeigt, dass fiir M — oo keine Weibelmoden
auftreten. Ahnlich wie in Abschnitt 3.3 kann man sich daher auf die Annahme M < 1
konzentrieren; in diesem Fall ldsst sich folgende Entwicklung durchfiihren,

E?(1+M?) -1 VE? -1 1
(1+ M%) arctan ~———— ~ (E% — 1) - . (3.62)
EM EM 2EM  E?-1

Diese Niherung kann in Gleichung (3.61) benutzt werden, um einen Ausdruck in nied-
rigster Ordnung von M zu erhalten,

52 paf1 dE E(E* —1)H,
Yawia alE\/E2 1[b(4E? — 1)H, + (E? — 1)(9E? + 1) K,]

Man beachte, dass im Zahler nur der Ausdruck H, auftaucht. Nun muss wegen M < 1
die Abschitzung

T AEVEE —1(4E - 1)H
1

<1 (3.63)

E(E? —1)*?9E*+ 1)K,  (3.64)

gelten (ansonsten wére die Annahme M < 1 nicht haltbar); und daher kann man M
vereinfachen,

157 Sowr, [iTdE E(E? —1)H,

4 Y,w2, [FdE(E? — 1P2(9E? + K,
51 Y w S dE E°H,
12%,02, [FdE F°K,

= const. < 1. (3.65)
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Es ist also M fixiert, und nach Gleichung (3.32) gilt dieses dann auch fiir & bei k* =
k2 + QM /2. Es liegen also isolierte Weibelmoden vor.

Es ist zu beachten, dass H, und K, negativ sowohl in Teilen des oder auch im ganzen
E-Raum(s) sein kann. Die Bedingung M > 0 bedeutet nur, dass das Verhiltnis der
Integrale in Gleichung (3.65) positiv sein muss. Somit ist nicht nur die Existenz der
isolierten Weibelmoden gezeigt, sondern sie erstrecken sich zudem iiber eine grofe Klasse
von Verteilungsfunktionen, die mit H, und K, beschrieben werden kénnen. Dieser Ansatz
ist sehr vielversprechend, und das ist mit ein Grund fiir eine vorzeitige Veroffentlichung
[32]. Im néchsten Kapitel werden darauf aufbauende Resultate mit diesen Ergebnissen
verglichen.

An diesem Punkt sollte man kurz innehalten und die hier gewonnenen Erkenntnisse
iiberdenken. Sobald in der Verteilungsfunktion f, ungerade Potenzen von y auftreten,
fallt die aperiodische Instabilitdt auf diskrete Wellenzahlen zusammen. Es gibt also fiir
eine beliebige Phasengeschwindigkeit M nur bestimmte erlaubte Wellen, die stationér an-
wachsen konnen! Diese isolierten Moden erinnern daher stark an eine andere Klasse von
Wellen im nichtlinearen Bereich, die Solitonen. Es stellt sich somit die Frage, ob sich aus
einer nichtlinearen Beschreibung der Weibelinstabilitit eine Losung fiir Solitonen finden
lasst. Dieser Frage wird im zweiten Teil der Arbeit nachgegangen (ab Kapitel 5), vorher
jedoch soll in einigen Anwendungen die Giiltigkeit der hier entwickelten GesetzmaRigkei-
ten mit Ergebnissen aus der Literatur fiir bestimmte Verteilungsfunktionen untersucht
werden. In Ansétzen wurde dies bereit in den Abschnitten 3.3, 3.5 getan.

Eine Erweiterung dieser Theorie isolierter Moden besteht zudem darin, sich von der
Annahme einer rein imaginiren Frequenz w = ¢I" zu 16sen und komplexe Werte zuzulas-
sen. Im Gegensatz zur gebriauchlichen Vorgehensweise — welche auf die Resonanzinstabi-
litdt [10] fiihrt — setzt man an, dass der Realteil wg < I' ist. Dieses entspricht langsam
propagierenden Wellen, welche jedoch aus Griinden der Stetigkeit ein dhnliches Wachs-
tumsverhalten zeigen miissen wie die stationéren isolierten Moden. Letztere sollten sich
dann in der Grenzwertbildung wr — 0 ergeben. Fiir eine warme Gegenstrom-x-Verteilung
und eine kalte Zweistromverteilung ist dieses in jlingster Vergangenheit von Tautz und
Lerche [42]| untersucht worden.
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4 \Vergleich einiger
Verteilungsfunktionen im
Formalismus von Kapitel 3

Die neueren Spectralmessungen [...] haben gezeigt, dass das zuerst von W. Wien aus
molecularkinetischen Betrachtungen und spdter von mir aus der Theorie der elektroma-
gnetischen Strahlung abgeleitete Gesetz der Energieverteilung im Normalspectrum keine
allgemeine Giiltigkeit besitzt.

Die Theorie bedarf also in jedem Falle einer Verbesserung, und ich will im Folgenden
den Versuch machen, eine solche auf der Grundlage der von mir entwickelten Theorie
der elektromagnetischen Strahlung durchzufiihren.

Max Planck, Ueber das Gesetz der Energieverteilung im Normalspectrum [27].

Bisherige Arbeiten iiber die Weibelinstabilitit in der Literatur (siehe z.B. [31], [49],
[50]) nutzten zur Auswertung stets diverse gegebene Teilchenverteilungsfunktionen. Hier-
aus wurden dann Dispersionsrelationen, Wachstumsraten o.4. gewonnen, die allerdings
nur fiir diese gegebene Verteilung gelten. Es ist daher von groffem Vorteil, mit den Ergeb-
nissen aus dem vorherigen Kapitel gezeigt zu haben, dass bestimmte Gleichungen einen
allgemeineren Hintergrund besitzen. Zur Verdeutlichung dieser Ergebnisse werden eine
Reihe von Verteilungsfunktionen exemplarisch in den verschiedenen Szenarien durchge-
rechnet und verglichen, um die Niitzlichkeit der Resultate aus Kapitel 3 zu belegen.
Im Falle der isolierten Moden wird auferdem ein Vergleich mit kiirzlich durchgefiihrten
Simulationen durchgefiihrt.

4.1 Vergleich verschiedener Verteilungen fiir die
Szenarien aus Kapitel 3

In diesem Abschnitt werden verschiedene Verteilungsfunktionen vorgestellt. Im Einzel-
nen handelt es sich dabei um folgende Ansétze, wobei stets isotrope Zylindersymmetrie
angenommen wird:

1. Monochromatische Teilchen (vgl. Fried [13])

fuo = s l-dlps — PLIOlHE — ) (@)
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2. Waterbag-Verteilung (vgl. Yoon und Davidson [49])*

1

faOZWLE)H

dlpr — PLH[P — pj] (4.2)

3. Relativistische Bi-Maxwell-Verteilung (Schaefer-Rolffs und Schlickeiser [31])

fao ) exp|—pta E — agy’] (4.3)

B Al (g, g

mit dem dimensionslosen Parameter p, = (mac2 /kpT)) der senkrechten Plasma-
temperatur, dem Anisotropieparameter? o, = 1,1, und

1 & T[n+3
[u,a = I(H’m aa) = 7T1/2,Ua ;) F?:L + ﬁ Kn+2[ua}(_2wa)nv (44)

wobei I'[n] die Gammafunktion und K, [u] die modifizierte Besselfunktion zweiter
Art bezeichnet.

4. Verallgemeinerte relativistische Lorentz- oder x-Verteilung nach Summers, Thorne
und Xiao [36, 48]

9 —(k+1)
fuo = 1 1 Ik + 1] 1 Dj n Pl (4.5)
T w20,02 | k32T [k —1/2] fim(ﬁg’u kMol | '
mit der thermischen Geschwindigkeit der Teilchen
kT, 2k — 3
02,72 = fﬂ : KJ/{ ) (46)

wobei k > 3/2.

Um die Verteilungsfunktionen im Formalismus der Resultate aus Kapitel 3 nutzen zu
konnen, muss man diese zuniichst in die geeigneten Koordinaten (2.57) transformieren®.
Dieses soll im folgenden Abschnitt geschehen. Eine graphische Darstellung der vier Ver-

teilungsfunktionen ist dann in Abbildung 4.1 zu sehen.

!Man beachte, dass gilt

/ dp) HPf = pf] = 2P

2Fiir o, = 0 reduziert sich Gleichung (4.3) zur isotropen Maxwell-Boltzmann-Jiittner-Verteilungs-
funktion.

3Dieses gilt natiirlich nicht fiir die Bi-Maxwell-Verteilung (4.3), da diese bereits in der Literatur in
den transformierten Koordinaten Verwendung findet. Jedoch kann man verschiedene Formen dieser
Verteilungen auf eine gemeinsame Struktur zuriickfithren; dieses wird in Abschnitt 4.2 getan.
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4.1.1 Transformation der Verteilungsfunktionen

In diesem Abschnitt soll die Lerchetransformation der Verteilungsfunktionen f,, betrach-
tet werden. Da die Normierung iiber Integrale definiert ist, wird die Jacobideterminante
eine Rolle spielen. Sie ist wegen der Umkehrtransformationen

pL = maee\JE?—1—y°

P = MaCY (4.7)
gegeben durch
(pL,p)) T B 2 L
— | = = (Mye)* ——. 4.8
‘ (E,y) W ey =T = (43)

Somit folgt aus der Normierbarkeit der Verteilungsfunktionen in beliebigen Koordina-
ten

1 = 277/0 dprL/_ defaO(pJ_apH)

o VBT |9
= 271'/1 dE/_mdy‘% pJ_(Eay)faO[pJ_(E7y)7p||<Evy)]

o VETT ,
= 27r/1 dE/mdy (mac)’E faolpr(E,y), p (£, y)]

ood E2—1d
— 9 / EE/ - (E. ). 1.
[Tap s [T ayge (49

Es gelten also die Ersetzungen

(0.) (o] (o] \/m
/o dprL[wdp|| & /1 dEE/mdy
(mac)gfaﬂ(pJ_(E7y)7p||(E7y)) g faO(Evy)7 (410)

wobei die zweite Vorschrift besagt, dass man einfach in der Verteilungsfunktion die alten
Koordinaten durch die neuen ausdriickt und gegebenenfalls umformt.
Zusammen mit der Regel

X0 —

o[h(z)] = T (4.11)
dx
wobei z,, die Nullstellen von h(z) sind, sowie
2 2
By = 142000
0 i mgCQ Y
P
Yo = rT”c (4.12)

kann man die Verteilungen (4.1), (4.2) nun in die gewiinschte Form bringen. Fiir mono-
chromatische Teilchen ergibt sich dann

fio = (mac)® p 9 {E - \/1 + 2+ (PL/mac)2J [y — Py/mac] + 8y + Pj/mac]
a0 — a 2P, macE/\/m 2maCP\|

- vEolov 01 =BG — (&~ )] Gl —wl +dly +we) (413)

Ay B3 — 1 — 43
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Im Falle der Waterbag-Verteilung findet man

b — e 0B = /14y + (PL/mac)?]
= ¢ 4T P\ P macE/vE? — 1 —y?

B — O~ VE — (3 — ) H[gE — v (4.14)

47T3/0\/ ES -1- 3/(%

Die k-Verteilung nimmt mit den Definitionen der Teilchentemperatur j, und der An-
isotropie «,

H[(P)/mqc)* — 3]

2

. C
/,La 562,L7
e ( 11 )
K ea,” ea,J_

die Form
3/2

_ HMa F["i + 1] 2 9\ —(k+1)
fao = 37V Qo a7y (1 ba+ 1eB? + ) (4.16)

an. Diese vier Verteilungsfunktionen sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Man beachte,
dass die Bi-Maxwell-Verteilung (4.3) nicht die Grenzfunktion der k-Verteilung (4.16)
fiir kK — oo darstellt. Dazu miisste sie die Abhéingigkeit exp[—u,FE?] anstatt exp|[—u, F]
besitzen. Nur im Falle nichtrelativistischer Teilchen erh&lt man eine &hnliche Struktur
beider Verteilungen in den Impulsen p| und p,, wenn E in der Bi-Maxwell-Verteilung
entwickelt werden kann. Dieser Unterschied zwischen Bi-Maxwell- und x-Verteilung ist
deutlich in Abbildung 4.1 zu erkennen und sollte sich auch besonders bei der Herleitung
allgemeiner Aussagen fiir den ultrarelativistischen Fall bemerkbar machen.

Diese Verteilungen sowie der Ansatz (4.3) werden in den néchsten Abschnitten verwen-
det, um die Wachstumsraten in den einzelnen Naherungen nach Kapitel 3 zu bestimmen.
Es werden allerdings nur solche Gréfen angegeben, die direkt in Dispersionsrelationen
auftauchen, d.h. also nicht die Phasengeschwindigkeit M enthalten. Im Allgemeinen wur-
den diese Grofen mit ,,cky* oder ,,Q“ bezeichnet, vgl. Definitionen (3.21), (3.31), (3.40),
(3.56). Jedoch sollen zunichst noch verschiedene Formen von Bi-Maxwell-Verteilungen
aus der Literatur verglichen werden.

4.2 Vergleich relativistischer Bi-Maxwell-Verteilungen

In diesem Abschnitt wird dargelegt, dass sich verschiedene (in der Literatur gegebene)
Verteilungsfunktionen f,o in der Ndherung der schwachen Anisotropie auf die gleiche
Form bringen lassen. In diesem Fall der schwachen Anisotropie sollten sich die Vertei-
lungen folgendermafen schreiben lassen (man beachte, dass die Verteilung symmetrisch
in y ist),

Fi(E) = y*Ga(E) = fuo(E,0) + y*[(0fao(E, y) /0y*) | y=o]. (4.17)
Befindet man sich mit der betrachteten Verteilungsfunktion nicht im Bereich schwacher
Anisotropie, muss die vollstindige Dispersionsrelation (3.8) (oder eine andere geeignete
Néherung) gewéhlt werden, was eine recht mithsame Auswertung zur Folge hétte.
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Abbildung 4.1: Dreidimensionale Darstellung der verwendeten Verteilungsfunktionen: a)
die transformierte monochromatische Verteilung (4.13); b) die transfor-
mierte Waterbag-Verteilung (4.14); die Bi-Maxwell-Verteilung (4.3); d)
die transformierte x-Verteilung (4.16). Fiir alle Verteilungen gilt p, =
107" und ¢, = 0.3, vgl. auch die Definitionen (4.30) und (4.31). Man
beachte, dass der erlaubte Bereich durch die Bedingung 3?> < E? — 1
gegeben ist. Die d-Distributionen sind zur besseren Sichtbarkeit durch
Gaufkurven nach der Darstellung d[z — o] = 11_1)% exp|—(z —xo)?/€|//Te

genihert worden, wobei hier ¢ = 1073 gesetzt wurde.

4.2.1 Zwei Beispiele gegebener Verteilungsfunktionen f,,

Nun setzte Yoon 1989 [50| beispielsweise eine Verteilungsfunktion der Form
fao = Yaexp[—aFE — 2b(1 4 y*)/?] (4.18)
an, wihrend Schaefer-Rolffs und Schlickeiser (SRS) 2005 [31] den Ansatz
fao = Saexp|~AE — By’] (4.19)

wihlten. Dabei sind Y;, S,, a, A, b und B von E und y unabhiingige Konstanten?, die
sich jedoch aufgrund der Normierung von f,o (vgl. Gleichung (3.2)) unterscheiden. Geht
man nun davon aus, dass man sich im Bereich schwacher Anisotropie befindet, so erhalt

4Die genaue Definition ist nicht von Bedeutung, da hier nur eine qualitative Betrachtung erfolgt.
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man durch Reihenentwicklung

F, = Y,exp|—akF], (Yoon)
Fo — S,exp|—AE), (SRS) (4.20)
sowie
G, = —Y,exp[—aE|(—b) =bF,, (Yoon) (4.21)
G, = —S,exp|-AFE|(—B) = BF,. (SRS). ’

Es zeigt sich also, abgesehen von verschiedenen Konstanten, dass die grundsétzliche
Form beider Verteilungsfunktionen im Falle schwacher Anisotropie identisch ist,

faO
faO

Somit verwundert es nicht, dass man in beiden Féllen die gleichen Instabilitdtseigenschaf-
ten, z.B. die Wachstumsrate (3.33), I' = ck ¢?(k2 — k?)/Q?, erhiilt, wie sie in Abschnitt
3.3 ebenfalls hergeleitet sind.

F,(1 — by?), (Yoon)

F(1—By?).  (SRS) (4.22)

12 1R

4.2.2 Verallgemeinerung fiir schwache Anisotropie

Die Ubereinstimmung in den geniherten Verteilungsfunktionen (4.22) iiberrascht aller-
dings kaum. Betrachtet man némlich den Ansatz (4.17), so kann man leicht zeigen, dass
beliebige Verteilungsfunktionen der Form?®

fao = Coexp[=g(E) = h(y?)] (4.23)
nach diesem Ansatz die Naherungsform (mit F, = C, exp[—g(F)])
fao = Fo[1 =y (0)] (4.24)

besitzen. Die Funktion A(y?) muss also nur die Bedingung //(0) # 0 erfiillen, damit die
Verteilungsfunktionen (4.23) dhnliche Gestalt wie die Ndherungen (4.22) besitzen und
man somit Wachstumsraten der Form (3.33) erhélt.

4.3 Allgemeine Losungen fiir die Weibelinstabilitat

Nun werden in diesem Abschnitt die Wachstumsraten fiir verschiedene Verteilungsfunk-
tionen durchgerechnet. Da die Gleichungen bereits alle in Kapitel 3 hergeleitet wurden,
konnen die Ergebnisse hier in Kurzform dargestellt werden.

4.3.1 Losung des Instabilitdtskriteriums (3.12)

Fiir monochromatische Teilchen beschrieben durch die Verteilung (4.13) kann man die
Integralungleichung (3.12) recht einfach losen. Als Ergebnis erhélt man die Differenz

Ls e EG(EG — )M? +2yy  2EGM* + yg[(EG — 1) + M(TEG — 2)] + 4o
— > w — .
dm TP\ (g6 + EGMP)? (5 + EGM?)?

(4.25)

SHier sind g(E) und h(y?) beliebige Funktionen von E bzw. y? und C, ist eine beliebige Konstante.
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1 —-1/2

Setzt man fiir die Konstanten £y = p, und y, = a, /*, wobei p, und 7, im Sinne
von Definition (4.3) zu verstehen sind, kann man den nichtrelativistischen (1, > 1) und
hochrelativistischen (1, < 1) Grenzfall betrachten. Es ergibt sich im ersten Fall

14 2M2 1 — 3M2y2 — AM*)?

2 ([, — 1T ~ Y,
za:wpﬁa(l 2) = Hata + i

i (4.26)

Diese Differenz wird erst fiir Werte von M? ~ pu, negativ, d.h. Weibelmoden sind in
einem weiten Bereich moglich. Der hochrelativistische Fall ergibt

1—2M?
2 ~Y
2@1)@([1 — _[2) =~ W (427)

mit einer Nullstelle bei M = 1/v/2 ~ 0.707. Nur Moden mit M < 0.707 sind also
instabil — ein Wert, der mit dem numerischen Ergebnis fiir eine Bi-Maxwell-Verteilung
aus Abbildung 3.1, M < 0.437, recht gut iibereinstimmt.

4.3.2 Allgemeine Losung fiir M — oo

Im Falle M — oo ldsst sich prinzipiell eine allgemeine Losung fiir kleine Wellenzahlen
nach Gleichungen (3.21) und (3.25) bestimmen. In diesem Abschnitt soll dieses fiir die
einfacheren Verteilungen, der monochromatischen und der Waterbag-Verteilung gesche-
hen.

Monochromatische Verteilung

Hier erhédlt man mit Gleichung (3.21) als Losung fiir die monochromatische Verteilung
(4.13)

(B8 — 2y5) (E5 — 1 —y3)
0 = S, (14 2B =120l (4.25)
a 0

Waterbag-Verteilung

Fiir die Waterbag-Verteilung (4.14) ergibt sich analog

3 1 + yQ 1 E() -+ Yo
0% = 22— 0 1 4.29
M za:wpﬂ (2 Eg * dyo Ly " [Eo — Y% ( )

Zur iibersichtlichen Darstellung sind nachfolgend die Ergebnisse fiir geeignete Werte
von Ej und y, im Bereich hoher (y, < 1) und niedriger (p, > 1) Plasmatemperaturen
in Form einer Tabelle dargestellt. Als Ansatz wird

P 1
m2cz  2u,
PH 14+
= 4.30
m2c? 2/iq (4.30)
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gewahlt, in Analogie zu den Definitionen (4.15). Hieraus folgt sofort

1 1+, 1+ 0, /2
241 2ftq Ha

1+,
g

Yo (4.31)

In der Tabelle wird die Summation ), w-  der besseren Lesbarkeit halber weggelassen.

apa

03 (e < 1) | (o > 1)

Monochromatisch | 1 — S(Hﬁw 1+ 4}1%
Va 1-2¢
Waterbag 1-— VIGERTE) 1+ i

Es zeigt sich, dass

1. die Verteilungen einen sehr dhnlichen Verlauf zeigen, in niedrigster Ordnung sind
die Ergebnisse sogar gleich;

2. sowohl fiir (p, < 1) als auch (p, > 1) der Parameter ), als Grenzwert stets
ungefihr Eins hat. Man kann also in erster Ndherung €23, ~ 1 fiir das Integral
(3.21) wéhlen.

4.3.3 Schwach anisotrope Verteilungen

Zunichst ist klar, dass der Ansatz (4.13) fiir monochromatische Teilchen iiberhaupt nicht
mit der Annahme schwacher Anisotropie in Einklang zu bringen ist, selbst wenn man
die ¢-Distributionen formal entwickeln wollte. Es sollten sich vielmehr die Ergebnisse fiir
hohe Anisotropie reproduzieren lassen. Daher wird auf die monochromatische Verteilung
in diesem Abschnitt nicht weiter eingegangen.

Waterbag-Verteilung

Fiir den Fall der Waterbag-Verteilung kann man hingegen eine Entwicklung nach An-
schnitt 3.3 und Gleichung (4.17) angeben. Man konnte argumentieren, dass eine stu-
fenformige Funktion nicht besonders gut entwickelbar ist, aber hier soll vor allem die
prinzipielle Durchfiihrbarkeit des Verfahrens getestet werden.

Greift man Gleichung (3.26) auf, so findet man fiir die Verteilung (4.14) die Entwick-
lungen®

fa = 4ﬂy0¢ff2_% B~ e ],

1
- 5{E—\/E§—y§},
8myor/E§ — 1 — y3vVE? — 1E ( VS — yoE)

(4.32)

Ga

6Man beachte, dass hier nach 32 abgeleitet wird.
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wobei folgende Regeln fiir die Ableitung der /-Distribution und Stufenfunktion benutzt
wurden (¢ > 1),

H'[f(z)] = o[f(x)]f (x)
/1 de f(z)d'[z —c = —f'(c). (4.33)

Auf diese Weise lassen sich Q% und ¢?k2 leicht berechnen’,

, T3(E2—1—42)+2

QiA — ZW a > O,
R vo\/ E§ — ¥
1(E2 —1—92)3?
22, = 2 0 0 >0 4.34
¢t Za,:wp’“i% yo(E3 — u3) ’ (4.34)

und die Wachstumsrate (3.33) kann sofort gezeichnet werden, wenn man sich geeignete
Werte wy, 4, Ey und yy vorgibt.

Bi-Maxwell-Verteilung

Fiir die Bi-Maxwell-Verteilung wurde bereits in Abschnitt 4.2 die Reihenentwicklung
angesprochen. Es ergeben sich

1
Fa = - aE7
(6%
G, = a,F, = —u. . 4.35
CuFy = o expl B (439

Lost man mit diesen Ndherungen die Integrale (3.31), so erhélt man

7 (3 + 3pa + p12) expl—pia

- P7a2 [u,aﬂg )
200, K31,
kI, = wa,,aia] Z;[f ], (4.36)
a K, a

wobei K, [z] die modifizierte Besselfunktion zweiter Art bezeichnet.

k-Verteilung

Im Falle der x-Verteilung (4.16) erhélt man die Entwicklung

3/2 F[
F, = A e 1/2(

3/2
G, = M et (1 +E?) (4.37)
a - aa a - Ma a . .
w32 1 /2 fla T 1

"Zumindest das Ergebnis fiir die Wellenzahl ckq diirfte nur eine grobe Niherung sein, da hierfiir die
Entwicklung der Stufenfunktion bené6tigt wird.

—(k+1)
~ Ha + HaE?) 7
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Hieraus ergeben sich fiir die Integrale (3.31)

279
ckiy

Ik + 1]
R ATt

1 K—1/2 3
< (32 [+ 1 n4 =1 — | = 22 R (e Lk + 251 — ]
(“['H”'HT “} PR YR “D

= o0/ na)y1+ au/ e, (4.38)

wobei oF)|a,b,;c; z| die hypergeometrische Funktion ist.

Zum besseren Vergleich der Resultate aus diesem Abschnitt kann man die Losungen

fir hoch- (p, < 1) und nichtrelativistische (u, > 1) Plasmatemperaturen betrachten.
Die Anisotropie geht in diesem Abschnitt in der Form o, = p,1, ein. Um auch die
Waterbag-Verteilung vergleichen zu konnen, wird wiederum der Ansatz (4.31) gewihlt.
Entwickelt man nun nach sehr hohen bzw. niedrigen Temperaturen, so ergibt sich (der

Ubersicht halber unter Weglassen der Summe Y, w

a pa)

Q<) AR, (p <) Q2 (> 1) k2, (> 1)

a0

VHa 1

1
14+q 6 vV 1+vatia

Waterbag sm__L1__

N
ﬁ
+
<
Q
W=
ﬁ
<
)
Sk

Bi - Maxwell | 3ya/E 32 (2)* | ETTOR L 2./,

K EVTH0e YaVTH 0 | i VIVI+ Yav/la oI+ U0

Es ist festzustellen, dass

. die Waterbag-Verteilung nur bedingt eine geeignete Naherung darstellt. Im Beson-

deren gilt dies fiir die Wellenzahl ck,4, welche fiir ¢/, — 0 verschwinden sollte;

. gerade im hochrelativistischen Fall deutliche Unterschiede zwischen der Bi-Max-

well- und k-Verteilung vorliegen, vor allem in der Abhingigkeit von der Plasma-
temperatur. Dies war bereits in der Diskussion iiber die Verteilungsfunktionen im
Abschnitt 4.1.1 erwartet worden;

. im Falle von verschwindender Anisotropie ¢, — 0 auch die maximale Wellenzahl

ksa (auker bei der Waterbag-Verteilung) stets auf Null zuriickgeht, c¢?k?,(¢, —
0) — 0;

. die Starke der Instabilitét (gegeben durch 1/Q4) mit geringer werdenden Tempe-

raturen p, > 1 stets abnimmt; bei hohen Temperaturen hingt sie von der Ver-
teilungsfunktion ab. Dies konnte eine Methode sein, um zwischen verschiedenen
Verteilungen zu unterscheiden.



4.3.4 Verteilungen mit hoher Anisotropie

In diesem Abschnitt wird zur Bestimmung der Wachstumsrate (3.42) im Bereich kleiner
Wellenzahlen der Parameter 2,4 nach Gleichung (3.40) fiir die verschiedenen Vertei-
lungen bestimmt. Die Forderung f(y) = fu ist jedoch nicht ganz einfach umzusetzen,
insbesondere bei der monochromatischen und bei der Waterbag-Verteilung. Denn eine
0-Distribution ist nur in Verbindung mit einer Integration definiert, und somit ldsst sich
nicht einfach £/ = 1 in den Verteilungsfunktionen ansetzen. Stattdessen integriert man
die Verteilungsfunktion iiber E im Intervall [1, co[ und passt die Normierung geméf der
Formulierung (3.39) an.

Monochromatische Verteilung

Mit der Verteilung
1

A -

erhilt man mit y,,., > yo das Ergebnis

1 3 2 1432 1492
S — ((2 - y0> (Vraw — Y3) — +2 %1 l +y"””D -

oy — yol (4.39)

y?na:r - y(2) 1+ y?naz 1+ y(%
(4.40)
Waterbag-Verteilung
Die Waterbag-Verteilung ist fast ebenso einfach zu behandeln. Mit
fly) = 1 Hly; — ] (4.41)
21 (Y2000 — Y3/3) 0
ergibt sich
02, = 3. 1 mar Yo 390 +5Y5 1Y |1t Ynae
AT 2 a0 a3\ T o T 2 15(1 4 2 2> g2 | )
a YmazY0 yO/ ( + ymaa:) + Yo
(4.42)
wobel wiederum y,,.. > yo gilt.
Bi-Maxwell-Verteilung
Fiir eine Bi-Maxwell-Verteilung kann man den Ansatz
f(y) = CBM eXp[_'@Z}aﬂa?/2] (443)
mit
90312 3/2
Corar vp (4.44)

T 0 U2y XD R n] + T (2010 — D)er{ [0V 2y 0,])

wihlen, wobei erf[z] die Fehlerfunktion ist. Bei der Integration iiber y im Intervall
[0, Ymaz] erfordert der Term 3™ In[1 + y?] exp[—tq/tay?] €in wenig mehr Aufmerksamkeit;
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fiir Yoptay?,,, < 1 kann man die Exponentialfunktion entwickeln und fiir ¥q 1092, > 1
ldsst sich die Integration bis Unendlich fortsetzen. Als allgemeine Losung resultiert

Wmaz _ 1 1/2, Yaftay®
Oy = Zwi,aCBM[ (y_ — —In[l + ygwx]> 11/2, Yabtay’]

2 2 2w1/2M1/2
2 2
Yrmaw 3 ) Y(3/2, Yaptay?]
+ (1 + ygﬂm - 5(]‘ + 11’1[1 + ymaz])) ng/zﬂi/Q
1 y[5/2,%apay’]
T 7 2¢2/2Mg/2 + Ry|. (4.45)

Hierbei ist [a, z] die unvollstindige Gammafunktion. Der Rest R; kann nur n&herungs-
weise berechnet werden und nimmt fiir 1, p,y2,,, < 1 den Wert

Ymaz 1 3 2 1 2 2
Ry ~ / dy +2 L[l + ¢ = % In[l+42,,] — y”;)“ (4.46)
0

an und fiir Y.,y > 1

Ry = / dy In[1 4 ] exp[—tafiay’]
SWETENE TP {6 (3 + 200 pta) (In[4¥0apta] + v — 7 exfifip2pl/?))] — 37 exp[tafta]
8¢3/2 A e A4 apta
RG220 — R 13/2, 2. (447)
4¢1/2 1/2 2424, 1, )y <y a/J’a 2¢;/2Mi/2 24214, 4y g &y aILLa . .

v =~ 0.577 stellt darin die Eulersche Konstante und erfi[z] die Fehlerfunktion dar, wihrend
o, die entsprechende hypergeometrische Funktion bezeichnet.

r-Verteilung
Im Falle der x-Verteilung hat man

1

(1 + Yapay?)” (4.48)

fly) =Cx

mit
o _ 3
" 27Ty21ax(3 2F1[1/27 K3 3/27 _¢a/'tay12nax] - 2F1 [3/27 K; 5/2) _¢aﬂay72nar]>

sowie £ > 3/2. Analog zur Bi-Maxwell-Verteilung lassen sich die Integrale berechnen mit
dem Ergebnis

(4.49)

3y? 1
Zw2 C [ (% - 5 ln[l + y?naz]) Ymax 2F1[1/27 K; 3/2; _waﬂay?nax]

ymax 3 2 y?naa: 2
+ T .2 _(1 + ln[]' + ymax]) T 2F1[3/27 K3 5/2) _¢aﬂaymax]

1 + Ymazx 2 3
—71 y5 ax F [5/2 /2 —’Qb 2 ] R (4 50)
K ; alla + . .
1 yrznaa: 5 2 Y ’ Ymaz ?
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Fiir den Rest R, ergibt sich bei ¢, /14y2,,, < 1 nach Entwicklung des x-Terms wiederum

2

Ymazx 1 3 2 1 2
Ry ~ /0 dy +2 Yl + ¢ = % Il +y2,.] — y"é (4.51)

withrend man bei ¥, f1,y2,,, > 1

[e'e] 1+3y2 ) 1
2 /0 ¥ n| +y](]—+¢a,uay2>n
9721 [k — 5/2]
= et P LSBT il ()
V2 (k(k — 2)T[k — 3/2] + 3T[k + 1/2
T2 (k(k — 2)['[k — 3/2] 3/2[/<;3/2 /2]) L L3/2:2,5/2 — ki 1/ (bags)]
2(4r% = 8k + )[RV " pra

T sec[Tk] e
T U (ar? — 8k 1 3) (65— 3) 2Falrs — 3/2, 5 = 1/2:1/ (Vi)

—(26 = 3) 2Py [k — 1/2, 85+ 1/2; 1/ (Yapta)]) (4.52)

erhalt.

Auch hier sollen im Folgenden in tabellarischer Form die Naherungen fiir hohe (u, < 1)
und niedrige (1, > 1) Plasmatemperaturen dargestellt werden. Im Falle der monochro-
matischen und der Waterbag-Verteilung wird als Ansatz

1+,
Y = 2,ua )

Ymaz = MYo (453)

gewiahlt, mit m > 1. Fiir die beiden anderen Verteilungen wird ebenfalls die Form (4.53b)
benutzt®. Des Weiteren kann man bei den Ergebnissen 1 + 1),/2 ~ 1,/2 niihern, da man
den Bereich hoher Anisotropie 1), > 1 betrachtet. Auch wird hier ebenfalls der Ubersicht
halber die Summe ", w?  fortgelassen.

a p,a
Q4 (e < 1) Qpa(pa > 1)
Monochromatisch 3m4_72n;(21(;321f%712])_2 1+ —m28_1 %
45m* —15m? (1+In[m?])—6 15m*—10m>43 va
Waterbag 10m2(3m2_17;Z L+ TA0(B3m2-1)  pa

: 3 1 2 pa | pa 1 1 m? a
Bi — Maxwell 5+_ln[_u_}ﬁ)_a 1_W_g+?¢_

m2 m2 1), La
34 1y (2 pal pa m? Ya
K 2eran[m2 } : 1 4 22t

8Dies hat zur Folge, dass bei der Bi-Maxwell- und bei der x-Verteilung wegen 14 /10y2,0. = M*Va(l +
¥q)/2 und v, > 1 stets der Rest Rs beriicksichtigt werden muss.
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Es ist deutlich, dass

1. alle Verteilungen in niedrigster Ordnung dasselbe Verhalten zeigen, und zwar 3 , ~
3/2 fiir gy < 1, m > 1 und Q3 , ~ 1 fiir g, > 1. Uber den ganzen Temperaturbe-
reich sollte der Parameter €2;,4 daher O[2,4] ~ 1 besitzen;

2. besonders im Falle niedriger Temperaturen das Verhalten aller Verteilungsfunktio-
nen sich nur um Faktoren in erster Ordnung unterscheiden;

3. die Ergebnisse der beiden ersten Verteilungen mit denen aus der Tabelle in Ab-
schnitt 4.3.2 vergleichbar sind. Dies alles legt fiir den Fall M > 1 den Schluss
nahe, dass fiir beliebige Verteilungsfunktionen der Parameter €2, 4 ~ 1.

4.3.5 Ultrarelativistische Verteilungen

Fiir ultrarelativistische Verteilungen hat man die Integrale (3.45) bzw. (3.52) zu losen.
Man bemerkt jedoch sofort, dass man auch in diesem Fall mit dem monochromatischen
Ansatz (4.13) keine sinnvollen Ergebnisse erhélt, denn zur Losung des Integrals (3.53)
benétigt man f,0(E,y = 0), was fiir yo # 0 eine verschwindende Verteilungsfunktion zur
Folge hitte®.

Waterbag-Verteilung

Hier folgt mit der Waterbag-Verteilung (4.14)

9= B/ 1 (450
und somit lassen sich Q% und ¢?k3 leicht berechnen,
972
2 _ 2 /
Qur - ;wp,a7 Eg/yg - 17
ki, = Y wi,2m (w/Eg Jyg —1— 1) : (4.55)

Bi-Maxwell-Verteilung

Fiir die Bi-Maxwell-Verteilung lisst sich das Integral (3.53) ebenso einfach l6sen; man

erhalt )
(2 + 240 + p1z) exp[—p]

Uy = 4.56
Lot (459
Analog zur Waterbag-Verteilung ergibt sich
02 = Zw2a9_7r2 (2 + 2410 + p13) exp[—p] ’
- P2 Loty
24+ 2u, 2 —

A2, = wa)’a%r(( o ;r“g Pl —1). (4.57)

a patly

9Der mogliche Ansatz yo = 0 hitte ein isotropes Plasma zur Folge und widerspricht somit der ur-
spriinglichen Voraussetzung.
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r-Verteilung

Fiir die x-Verteilung (4.16) hat man als Losung

U= (1— :ua)_m_l/Q V14 o/ Ha, (4.58)

was dann in den Gleichungen (3.56) auf

Orr?
2 _ 2 —k+1/2
Gur = za:wﬁ‘l?(l — fta) 1/ V 1+ aq/pa,
T ((1 1) Y2 T T g e — 1) (4.59)

fiihrt.

Auch hier ist ein tabellarischer Vergleich der Resultate zum besseren Vergleich inter-
essant. Im Gegensatz zur schwachen Anisotropie kann man hier natiirlich nur ultrarelati-
vistische (u, < 1) Plasmatemperaturen betrachten. Jedoch kann man die hochrelativis-
tischen Ergebnisse des Ansatzes schwacher Anisotropie den hier gewonnenen Ergebnissen
gegeniiberstellen. Die Anisotropie geht in diesem Abschnitt in der Form o, = 1, ein.
Um auch hier die Waterbag-Verteilung verwenden zu konnen, wird wieder der Ansatz
(4.31) gewiihlt. Zudem wird der Ubersicht halber die Summe Y-, w? , fortgelassen.

Qir Czkir QgA c2k§A
92 _ 1 V1tda—l 3r_ 1 11
Waterbag |\ 5 7m 7/ Ty el By cwery

Bi — Maxwell | 187%/2, /= 8/ [Le 3y 22 ()"
g TG 2m (VIFTa— 1) | ST T e aV/TF Pa

Hier ist klar zu erkennen, dass

1. bei ultrarelativistischen Plasmatemperaturen die Waterbag-Verteilung besser geeig-
net ist als im Falle schwacher Anisotropie. Deutlich wird diese besonders bei der
Betrachtung der maximalen Wellenzahl ck,, ;4 im Grenzwert v, — 0;

2. weiterhin die allgemeinen Aussagen 2 bis 4 zur Tabelle aus Abschnitt 4.3.3 auf
die ultrarelativistische Losung iibertragbar sind. Besonders auffillig ist hier der
Unterschied zwischen Bi-Maxwell- und x-Verteilung.

4.4 lIsolierte Moden in der Literatur und in
Simulationen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Frage nach der realen Existenz isolierter Wei-
belmoden. In Kapitel 3.6 wurde gezeigt, dass fiir schwache Anisotropien die Wellenmoden
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auf eine diskrete Wellenzahl zusammenfallen konnen, wenn man fiir die Verteilungsfunk-
tion ungerade Potenzen der Impulskomponente y zulasst.

Dieses interessante Resultat stief durch seine friihzeitige Verdffentlichung weitere Ar-
beiten auf diesem Gebiet an. Die Frage nach der Kopplung von transversalen (elektro-
magnetischen) mit longitudinalen (elektrostatischen) Moden und der Entartung elektro-
magnetischer Moden wird durch die Erkenntnisse von Tautz et al. |39, 40] beantwortet.
Analog zum Kapitel 3.6 werden dort aus den Dispersionsrelationen in tensorieller Form
Gleichungen der Wellenzahl k& und der Phasengeschwindigkeit M hergeleitet,

0 = a(M)E® 4+ b(M)E* + d(M)k?* + f(M)
0 = b(M)k'+d(M)k*+ f(M) (4.60)

wobei die Funktionen z(M) in [39] definiert werden. Hieraus ldsst sich die Wellenzahl
eliminieren, und man erhélt die Gleichung

b(M)n(M)? + d(M)n(M)C(M) + f¢(M)* = 0. (4.61)

Diese Gleichung fiihrt auf diskrete Losungen fiir M, und mit k2 = n(M) /(M) liegen iso-
lierte Moden vor. Dieses Ergebnis ist fiir beliebige asymmetrische Verteilungsfunktionen
bei Abwesenheit eines Hintergrundmagnetfeldes giiltig. Es werden nicht explizit longi-
tudinale oder transversale Wellen angenommen, so dass die hier beschriebenen Wellen
durchaus miteinander gekoppelt sein konnen.

Zur Bestétigung dieser allgemeinen Aussage werden in [40] &hnlich wie in dieser Arbeit
einfache Verteilungen, und zwar monochromatische Teilchenstrome!? aus Elektronen und
Positronen verwendet, um die Existenz sowie einschrinkende Bedingungen und Wachs-
tumsraten dieser isolierten Moden zu bestimmen. Im Falle der symmetrischen elektro-
statischen Moden ergibt sich M? < 1 und

2 2ﬁ (1 —w?)w?

‘3 (1+w?)?
mit den Definitionen aus |40]. Fiir elektromagnetische Moden findet man'! eine maxi-
male Phasengeschwindigkeit M, fiir die instabile Moden erlaubt sind. Mit einer nicht-
zylindersymmetrischen monochromatischen Verteilungsfunktion'? (II, # II,) erhilt man
Losungen fiir die Moden, deren Entartung aufgehoben ist, d.h. man findet verschiedene
Typen. Als Wachstumsrate ergibt sich (wiederum mit den Definitionen aus [40])

, M2 202¢2
C L M2 (p2 o+ M22)?

[? = (4.62)

1

<M2 _M2)<M2_M2

mazx mzn) .

(4.63)

Will man nun fiir isolierte Moden eine asymmetrische Verteilung (gegeben durch zwei
gegenldufige Elektronen- und Positronenstréome) untersuchen,

F. = 0[p. — ww]é[py - wy]é[pz — ]

F, = {lp, +w.]é[py + w,]é[p, + @], (4.64)
10Mathematisch gesehen handelt es sich dabei um §-Funktionen, z.B. im elektromagnetischen Fall
_ L, IT, _ 2 21502 T2
Fa - 9 (6[p$ ’lU] + 6[pif + w])é[py Hy]d[pz Hz]

1ygl. Kapitel 3.2.2.
12Dennoch ist dies eine symmetrische Verteilungsfunktion im Sinne von Kapitel 3.

o6



so zeigt sich schon bei dieser einfachen Struktur, dass eine analytische Losung der Po-
lynomgleichungen wie Gleichung (4.61) sehr schwierig ist. Mit dem Ansatz w, = w, =
w, = w = [(v* — 1)/3]"/? hiingen die interessierenden Gleichungen nur noch vom Lo-
rentzfaktor v ab, die Losungen sind in den Graphen 4.2, 4.3 dargestellt. Es zeigt sich, dass

0.3

0.251

0.2

0.15r

0.1r

0.051

Abbildung 4.2: Phasengeschwindigkeit M und Wachstumsrate I" fiir die isolierten Wei-
belmoden nach [40] in Abhéngigkeit vom Lorentzfaktor . Mit freundli-
cher Genehmigung von R.C. Tautz.

K2(M(y))

0.5

0 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Y

Abbildung 4.3: Wellenzahl « fiir die isolierten Weibelmoden nach [40] in Abh#ngigkeit
vom Lorentzfaktor v. Mit freundlicher Genehmigung von R.C. Tautz.

diese instabilen Moden erst fiir v > 3.43 auftreten. Daher sollten diese Untersuchungen
besonders fiir relativistische Plasmen, wie sie auch in der astrophysikalischen Jets, z.B.
in GRBs oder AGN auftreten, von Bedeutung sein. Ungeklirt ist jedoch die Frage, wie
der Ubergang zwischen den isolierten Moden der asymmetrischen Verteilungen und dem
Wellenzahlbereich ausgedehnter Moden symmetrischer Verteilungen vonstatten geht.
Neben diesen theoretischen Uberlegungen finden sich in der Literatur Simulationen
solcher isolierter Moden [43]. In selbstkonsistenten Particle-in-Cell-Simulationen (PIC)
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Abbildung 4.4: Simulation: Vergleich von asymmetrischer (links) und symmetrischer
(rechts) Verteilungsfunktion im nichtrelativistischen Gegenstromplas-
ma. Gezeigt ist die rauschgefilterte Dispersionsrelation fiir die B,-
Komponente vor dem Ubergang in die Sittigungsphase. Aufgetragen ist
der Realteil der Frequenz w, /w, . iiber der normierten Wellenzahl kc/w,, .
Die Stirke des Magnetfeldes reicht in relativen logarithmischen Einheiten
von 6 (schwarz) bis 6.5 (weif). Mit freundlicher Genehmigung von R.C.
Tautz.

zeigten sich deutliche Hinweise auf isolierte Moden. Betrachtet wurde ein Gegenstrom-
plasma aus Elektronen und Positronen mit asymmetrischen Maxwellverteilungen'® mit
verschiedenen relativen Intensitdten. Um eine groftmogliche Aussagekraft zu herhalten,
wurde der Gegenstrom schief im Raum angenommen, wihrend sich die Wellen parallel
zur x-Achse ausbreiten. Filtert man ein gewisses Rauschen heraus, so zeigen sich z.B. in
der B,-Komponente einzelne isolierte Spitzen, siehe Abbildung 4.4.

13Diese wurde gewiihlt, weil sie realistischer als die monochromatische Verteilung (4.64) der theoretischen
Betrachtung sind.

28



5 Die nichtlineare Theorie von
Plasmawellen mit solitarer Losung

[T|he mass of water [...[] rolled forward with great velocity, assuming the form of a large
solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its
course along the channel apparently without change of form or diminution of speed.

John Scott Russel beschreibt seine Beobachtung eines Solitons [29].

Bis hierhin wurden in dieser Arbeit die allgemeine Eigenschaften der linearen Wei-
belinstabilitdt hergeleitet — ausgehend von der Vlasovgleichung (2.5) und den Maxwell-
gleichungen (2.1). Im zugrundeliegenden Prinzip zur Losung dieses Gleichungssystems
bestand der erste Schritt in der Linearisierung (2.7) der interessanten Grofen, um die
Gleichungen der Fluktuationen eines Gleichgewichtszustandes berechnen zu koénnen.

Es liegt nun in der Natur der Linearisierung, dass auf diese Weise der erlaubte Be-
reich fiir die Fluktuationen erheblich eingeschréinkt ist. Falls jedoch die Instabilitét iiber
eine bestimmte Grofe hinaus anwichst, gilt die Linearisierung naturgemé&f nicht mehr.
Spatestens sobald die Instabilitdt in einen saturierten Bereich iibergeht, kann die lineare
Néherung nicht mehr korrekt sein. Zudem ist eine Reaktion der angeregten Mode auf die
Verteilungsfunktion ebenfalls zu erwarten, somit kann der gewéhlte Ansatz moglicher-
weise nicht mehr giiltig sein.

Des Weiteren wurde in Kapitel 3.6 gezeigt, dass sich beim Verhalten der Verteilungs-
funktion ein markanter Wechsel der Weibelmoden zeigt, wenn man zuséitzlich zu der An-
nahme der Anisotropie auch eine asymmetrische Funktion in der Variablen y annimmt.
Es stellte sich heraus, dass die Erfiillung des Imaginérteils der Dispersionsrelation (3.5)
zu festen Werten der imaginiaren Phasengeschwindigkeit M fiihrt, welche im Realteil (3.4)
eingesetzt ebenfalls feste, eindeutige Werte der Wellenzahl £ in der Form k? = k3 — AM
(wobei A eine Konstante ist) ergibt!

Somit gibt es kein breites Wellenzahlintervall mehr, in dem anwachsende Moden im
,sSymmetrischen” anisotropen Plasma existieren konnen. Stattdessen kollabiert dieser Be-
reich in ,asymmetrischen“ anisotropen Plasmen auf eine einzelne feste Wellenzahl & mit
einer definierten Wachstumsrate I' = ckM = Mc(k2 — AM)'/2. Es wird folglich nur noch
eine einzelne Welle beschrieben.

Dieses etwas iiberraschende Ergebnis erinnert jedoch sehr an die bei der Behandlung
nichtlinearer Wellen auftretenden Solitonen, deren allgemeines Verhalten z.B. bei Whi-
tham [46] diskutiert ist: einzelne Wellen, die mit konstanter Wellenzahl und Phasen-
geschwindigkeit propagieren. Diese Erkenntnis legt nahe, die nichtlinearen Effekte der
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Storungen in einem selbstkonsistenten Bild zu untersuchen. Schon die leichteste Asym-
metrie in der Impulskomponente y o< p; zwingt den Bereich der erlaubten Wellenzahlen,
auf eine einzige Mode zu ,kondensieren“ — dieses ist hdufig ein deutlicher Hinweis auf von
nichtlinearem Verhalten dominierte Wechselwirkungen.

Gelenkt durch diese semi-intuitiven Hinweise wird in diesem zweiten Teil dieser Ar-
beit das nichtlineare Verhalten solcher Wellen eines relativistischen Plasmas in einem
selbstkonsistenten Bild entwickelt.

5.1 Entwicklung der selbstkonsistenten
Wellengleichung

5.1.1 Die Verteilungsfunktionen

Im ,klassischen“ linearen Fall der Weibelinstabilitdt manifestierten sich die Moden als
elektromagnetische Transversalwellen. Als z-Achse des Koordinatensystems wird die Aus-
breitungsrichtung der Welle angenommen, da keine andere Vorzugsrichtung im System
vorliegt. Analog dazu wird postuliert, dass dieses Verhalten auch im nichtlinearen Fall
auftritt, daher werden das elektrische und das magnetische Feld (E, E) folgendermafen
angesetzt,

EF=——  B=VxA 5.1
c Ot (5:1)
Das Vektorpotential A besitze eine Komponente in z-Richtung, die nur von der Zeit ¢
und z abhénge,

—

A=(1,0,0)A(z — &ct), (5.2)

mit (1,0,0) in kartesischen Koordinaten (z,y, z), so dass V - E = 0 automatisch erfiillt
ist. € ist eine zunichst willkiirlich gewihlte Konstante, welche im weiteren Verlauf mit
der inversen Geschwindigkeit des Teilchenensembles identifiziert wird.

Nun sollen die Wellengleichungen hergeleitet werden. Dies soll in aller Ausfiihrlichkeit
geschehen, da hier ein neuer Zugang zur Theorie nichtlinearer Wellen aufgezeigt wird.
Mit der Abkiirzung ¢ = z — &ct erhélt man nun fiir die Felder

= 0A = 0A
E:—'x_ ’B:"_7 9.3
€ aC€ ey aC ( )
wobei €, und €, die Einheitsvektoren in Richtung der jeweiligen Achse kennzeichnen.
Fiir Teilchen mit der Ladung ¢, und Ruhemasse m,, geniigt die Verteilungsfunktion f,
der Gleichung

0f, O0fa <8Aafa v, 0AJf, vxaAafa>
+ qq =0,

or TV $ac

9 Ops ¢ O ap. e o ap. (5.4)

in der als weitere Grofsen der Teilchenimpuls p und die Teilchengeschwindigkeit v =
7/ [ma(1+ p%/(mqec)?)/?] auftauchen. Um die Rechnung im weiteren Verlauf zu vereinfa-
chen, normiert man den Impuls geméf p = m,c@. Zudem kann man wegen (9f,/0t) =
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—&c(0f,/0C) die Verteilung f, als nur von ¢ abhingig betrachten anstatt einzeln von z
und ¢. Dieses fiihrt dann mit z, = ¢,/(m.c?) und der Gleichung (5.4) auf

s 01, aﬁ)__o

¢ 0. .

A
(wz - 67) + Zaaa—c <(£7 - wz)

(5.5)
mit v = (1 + @w? + @’ 4 @2)"/2. Anschliefend wird die Methode der Charakteristiken
auf diese Differentialgleichung angewendet!. Sie hat den Vorteil, dass diese nichtlinearen
Gleichungen auf lineare zuriickgefiihrt werden; zudem stellt man fest, dass w, = const.
sich nicht entlang der Charakteristik dndert. Dieses ldsst sich ausnutzen, um die Ver-
teilungsfunktion f, zu vereinfachen [30]. Man fiihrt neue Variablen fiir w, und w, ein
und fasst @, als Konstante auf, so dass die partielle Differentialgleichung fiir f, in eine
gewoOhnliche Differentialgleichung iibergeht.
Zunéchst lésst sich Gleichung (5.5) umformen,

Ofs 040w 0ADf

¢ 0w  m— gy 0C O (5.6)

Die Charakteristiken von Gleichung (5.6) folgen aus den Gleichungen

dwo,
aa -
CZZZ - (5.7)
Gleichung (5.7a) hat die Losung
T + 204 =11, (5.8)

wobei II, eine Konstante bzgl. w, ist. Gleichung (5.7b) kann recht einfach gelost werden,
wenn man sie mit Hilfe von Gleichung (5.7a) folgendermafen schreibt,

dwo, Wy
dw, @, — &y’ (59)
so dass
w,dw, + wydw, = ydw,. (5.10)
Nun gilt aber
W, dw, + wydw, = d(1+ @) + @, +w.)/2 = ydy (5.11)
und es folgt
v —&w, =11, (5.12)

wobei II, eine Konstante bzgl. w, und w, ist. Jedoch ist eine Abhéngigkeit von w, nicht
ausgeschlossen.

In den neuen Variablen entlang der Charakteristiken lautet die allgemeine Lésung von
Gleichung (5.6)

fo = fa(Ily, @y, 112) (5.13)

1Siehe z.B. Whitham [46], Seite 19ff.
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Etwas Vorsicht ist geboten, wenn man die Charakteristik betrachtet, welche durch Glei-
chung (5.12) gegeben ist. v enthilt wegen v* = 1+ @? + wg + w? auch w?. Daher erhilt
man

1+ @), +w, +w: =7 =&w! + 2w.Il, + 11 (5.14)

mit einer Struktur, die vom Wert des Parameters £ abhingt. Dieses soll im Folgenden
genauer untersucht werden.
Fiir £€2 = 1 ergibt sich aus Gleichung (5.14) die eindeutige Darstellung

Lt w4 (T — 2,A4)* =112 7i1+w5+(ﬂx—zaA)2—Hz
N 2611, N 211,

fiir die beiden Moglichkeiten ¢ = 1, —1. Fiir £2 > 1 besitzt Gleichung (5.14) die beiden
Wurzeln

(5.15)

Wy

L 24 (@ 1) (1 w2 4 (I - 24)2)]

w, = o : (5.16)
wihrend sich fiir den Fall £? < 1 die Losung
1/2
EI, £ (T2 — (1 — &%) (1 + @2 + ([1, — 2, A)?
mema (e

1—¢2
ergibt. Zu erwithnen ist, dass in den Fillen £2 = 1 und &2 > 1 keinerlei Einschrinkungen
an die Konstanten II, und II, der Charakteristik auftreten. Im letzten Fall jedoch, £2 < 1,
ist w, genau dann eine reelle Zahl, falls

@2y = (1-&) (1+ @2 + (I, — 2,4)?) < I12 (5.18)

crit —

gilt. Somit sind fiir diesen Fall die Konstanten beschrinkt. Im Falle II, = 0 folgt hieraus
sofort, dass nur die Moglichkeit £2 > 1 reelle Werte fiir die Impulse ergibt, denn Gleichung
(5.18) liefert einen Widerspruch.

Eine weitere Einschrinkung hilft bei der Bestimmung des ,richtigen” Vorzeichens in
den Gleichungen (5.16) und (5.17). Denn aus Gleichung (5.12) folgt

v =11, + £, (5.19)

und es gilt zudem vy > 1. Also hat man die Bedingung II, > 1 — {w,, und in den
Gleichungen (5.16) und (5.17) ist die Entscheidung festgelegt: In beiden Gleichungen hat
man das obere Vorzeichen zu wihlen.

Da nun f, (gegeben durch Gleichung (5.13)) als Funktion der Konstanten der Cha-
rakteristiken geschrieben werden kann, liegt es nahe, auch die Maxwellgleichungen mit
Hilfe dieser Konstanten als grundlegende Variablen zu nutzen. Dieses soll im néchsten
Abschnitt geschehen.

5.1.2 Die Maxwellgleichungen in neuen Variablen

Es werden im Folgenden vier Beziehungen aus den Maxwellgleichungen hergeleitet, die fiir
die weitere Untersuchung von Belang sind. Zunéchst folgt aus den Maxwellgleichungen

o 3
VoE = dna [ d fo
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. 108

VxE = -
% c Ot’
_ 10E .
VxB = +EE +47r§a:qana/ﬁgdpvfa. (5.20)

Mit E = &,£(0A/0¢) und B = &,(0A/d¢) ist Gleichung (5.20b) automatisch erfiillt.
Gleichung (5.20c) lautet mit Hilfe des Vektorpotentials in Komponenten wie folgt,

0%A
_1_2 = —4 alla d3 zJa
16 = S [y

0¢?
— 3
0 = 47;Qana/]1{3dpvyfau
_ 3
0 - 47;%”(1 /]R3 d b sza; (521)
wiihrend Gleichung (5.20a) (zusammen mit V - £ = 0)
— 3 —
_47T§(l:qana/ﬂgdpfa _4W%:Qanaa (522)

erfordert. Hierbei ist n, die Anzahldichte jeder Teilchensorte a, und die Verteilungsfunk-
tion f, ist auf

/]R (p fa=1 (5.23)

normiert.
Will man das Differential der Dreifachintegrationen in den Gleichungen (5.21) mit Hilfe
der charakteristischen Variablen (II,, w, und II,) ausdriicken, so erhilt man

(Op./011,) (Ops/0wy) (Op./Oll.)
&p = dll,dw,dIL, | (9p,/01L,) (9p,/0w,) (9p,/OIL.) |. (5.24)

(Op-/0llz)  (9p-/dwy,) (Ip-/OlL.)
Die Auswertung dieser Jacobideterminante (siehe Anhang C.3) ergibt
dp.dp,dp, = (mac)*dll,dw,d,.C (11, w,, IL,), (5.25)

wobei C' = |€|v/](1 — £2)y —1I1,|. Dabei ist v eine implizite Funktion von II,, @,, II, und
A. Die erlaubten Wellenzahlbereiche sind gegeben durch

—o0 <1II, < o0
(5.26)
—00 S Hz S _‘wcrit‘ } 52 < 1

‘wcritl S Hz S &)

Die Einschriinkung fiir II, riihrt von der Gleichung (5.18) her und fiihrt bei II?> = @2,
zu einer Liicke zwischen den beiden Zweigen.
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Die allgemeine Struktur der Maxwellgleichungen kann nun in der Form

A an €|
1-¢) = —dg " ol 3/dH$d I, (I1, — 2, A 3
oy @y ¢
0 — 4r / dI1, de,dIL, y o,
Z = &) — T
dala @, [¢]
0 — 4r / dIL, dzo, dI1. £,
2 A [ gy
€1y
0 = 475 gung(mac)® / dT1, de, dI1. o, 5.27
? (mac) Il ), =) (>21)
geschrieben werden, wobei f, = f,(Il,, w,, IL,).
5.1.3 Eine selbstkonsistente L6sung
Bis jetzt konnte fiir das Gleichungssystem (5.27) als einzige Losung
F,(T1,, )8 (11,
fo(lly, 1) = Lallle)o(L) (5.28)

(mac)®

gefunden werden. Diese Losung hat die Eigenschaft, die Gleichungen (5.27b)—(5.27d) au-
tomatisch zu erfiillen. Durch diese Verteilungsfunktion werden Teilchen beschrieben, die
sich mit einem festen konstanten Impuls, gegeben durch II, = 0, entlang der Ausbrei-
tungsrichtung der Wellen (parallel zur z-Achse) bewegen. Man spricht auch von einem
Bulk von Teilchen. Zudem darf der Impuls in Richtung der magnetischen Fluktuationen
(y-Achse) nur eine ,symmetrische Funktion sein. Wegen IT, = 0 folgt sofort die Bedin-
gung &2 > 1. Aufgrund der speziellen Form (5.28) sind die entsprechenden w, und ~
wegen der Gleichungen (5.12) und (5.16) bestimmt durch

w, =FE (€ —1)71? (5.29)

und
v=¢|EL(E - 1), (5.30)

mit der Definition der ,zur z-Achse senkrechten Energie | = [1+ w2+ (I, — z,4)*]"/2.
Wegen &2 > 1 gilt @, /vy = |£|7! < 1, und der Parameter ¢ erhilt eine physikalische
Bedeutung. Der Kehrwert £~ stellt die relative Bulkgeschwindigkeit v, = Vj = ¢/[£| < ¢
der Teilchen entlang der Wellenausbreitung dar.

Mit der Normierung

/ dI,dw, (11, @2) = 1 (5.31)
besitzt Gleichung (5.27a) die Form
D?A I, — z,A
2 3/2 _ T a

(€2 —1)¥ e = —|—47T§a:qana/dﬂ$dwy g E (5.32)

Die rechte Seite von Gleichung (5.32) kann dann folgendermafen geschrieben werden,

0?A 0

(€2 - 1>3/28_C2 =1 (47TZnama /dH dw, ELF> (5.33)
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was einfach integriert werden kann, wenn man beide Seiten mit (0A/0¢) multipliziert,

PAOA DA O
— -1 3/2Y 4% 4
0 = (E-D"55 aC—FacaA(WZnama /dH dwaLF>

212 9 (9A\? 0
_ %8_( <a_g> 5 (zmznama [ ditdz, Eﬁ) (5.34)

Dieses kann sofort integriert werden zu

2
(€2 — 1)3/2 (%) + 87TZnamac2/dedwy E, F, = const. (5.35)

Weil 0A/0( nicht nach Unendlich streben kann (da die rechte Seite der Gleichung (5.35)
konstant ist), muss es ein Maximum A,,,, des Vektorpotentials? geben, fiir welches
0A/0¢ = 0 gilt. Man kann also schreiben

2
(%) - (52?% Znamacz/dﬂxdwy (EJ_(AmaJmW) - EJ_(A, w))Fa. (536)

5.2 Exakte Losung

Die allgemeine Struktur der rechten Seite von Gleichung (5.36) als Funktion von A(()
erfordert die Kenntnis einer bestimmten Form der Verteilungsfunktion F,(Il,, w,), um
das Integral iiber dII,dw, berechnen zu kénnen. Fiir asymptotische Darstellungen (wenn
wegen der Grok- und/oder Kleinheit von A,,,, und A die Moglichkeiten der Reihenent-
wicklung gegeben sind) lassen sich Ndherungslosungen fiir Gleichung (5.36) finden, ohne
fiir die Verteilung F,(I1,, w,) bestimmte Annahmen zu machen. Dieser Ansatz wird spé-
ter in der Arbeit verfolgt. Allerdings wire es nicht ganz zufriedenstellend, wenn man nur
asymptotische Naherungen beséifie, ohne sie mit bestimmten exakten Losungen verglei-
chen zu konnen.

Daher werden im folgenden Abschnitt drei solcher exakten Losungen betrachtet, die
das Verhalten des Vektorpotentials A(() auf einfache Quadraturen zuriickfithren. Fiir
jede Teilchensorte a setze man die Verteilung F,(Il,, w,) wie folgt an

Fi = S0(I1, — T0)[6(, — o) + 6(, + T1)]. (5.37)

Dieser Ansatz erhélt die Symmetrie von Fj, unter der Transformation w, < —w,. II;
und II, sind Konstanten fiir jede Teilchensorte.
So hat Gleichung (5.36) die Form

2
(€ - 1) (% = 81 S namae?([L+ (T — zanes)® +1,]

141, + (M, — 24 7). (5.38)

2Im Allgemeinen ist das Vektorpotential stets nur bis auf eine additive Konstante festgelegt. Im weiteren
Verlauf dieser Arbeit wird A,,,, mit Hilfe des maximalen Magnetfeldes definiert. Da es sich bei
Apnaz (und daher auch B,,,,) um eine Integrationskonstante handelt, muss sie entweder durch eine
unabhéngige Beschreibung auf analytische Weise oder als Parameter durch Messungen /Simulationen
gewonnen werden.
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Die Vereinfachung von Gleichung (5.38) in eine Form mit einfachen Quadraturen wird
in den nichsten Abschnitten nacheinander fiir drei Falle behandelt:

1. bewegliche Elektronen und unbewegliche Ionen,
2. bewegliche Elektronen und Positronen,

3. bewegliche Elektronen und Ionen.

5.2.1 Bewegliche Elektronen und unbewegliche lonen

In diesem Fall reduziert sich Gleichung (5.38) auf die Elektronenkomponente. Die un-
beweglichen Ionen dienen nur als positiv geladenes Hintergrundmedium, um auf grofier
Skala die Quasineutralitdt des Plasma zu gewéhrleisten. Es gilt also

2
(€2 —1)%/2 (%) = 87mem602( [1 + (e — ZeAmaz)® + Hg,e] 2

14 (- A 413, ). (5.39)

Weitere Transparenz dieser Gleichung kann mithilfe der Transformation 2. A = y + 11 .
erreicht werden,

Jy 2 _ 8mn.e?
oc)

wobel Ymazr = ZeAmaz — 111 . Nun fiihrt

(€ — 1) ( (1412, + 2, 12— 14T, +22),  (5.40)

MeC?

LG, 4y = w’(1+ 105, + yp,) = 007 (5.41)

mit u = 1 bei y = Y,nq auf eine Differentialgleichung der Variablen u > 0,

Y u? du 2 _ 8mn.e?
(52 1)3 2 (u2 — pz)(l — u) <d<> = meCQCI) . (542)

Hierbei wurde die Abkiirzung p* = (1 4+ II3,)/®* < 1 eingefiihrt. Das Intervall der
Integration iiber v ist 0 < p < wu < 1.
Fiihrt man nun die Skalenlénge L. mittels

mec?®(£2 — 1)3/2

L2 = 5.43
€ 8N e? ( )
ein, so erhélt man mit Einfiihrung der dimensionslosen Lénge © = (/L.
d
“ Yo (5.44)

(w2 — p2)(1 — )]/ dz

So kann das Vektorpotential aus einer einfachen Quadratur bestimmt werden, welche nur
von einem einzigen Parameter p abhingt. Der Koordinatenursprung ist so gewihlt, dass
x = 0 bei (du/dx) = 0. Man beachte zudem, dass Gleichung (5.44) neben p < u <1
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Abbildung 5.1: Verlauf des modifizierten Potentials u(x) in Abhéngigkeit vom Parameter
p- Mit wachsendem p wird u flacher. Die Situation p — 0 korrespondiert
mit grofer werdendem A, und zeigt die Kompression des Potentials zu
kleinen Bereichen des Ortes x. Die Punkte geben jeweils die Position an,
wo u = p gilt.

einen zweiten Losungszweig u > p > 1 besitzen konnte. Wegen der Definition von p gilt
jedoch die Einschrankung p < 1.

Sogar einfache Tabellenkalkulationsprogramme erlauben es, die Abhéngigkeit der Va-
riablen u von z fiir verschiedene Parameter p < 1 darzustellen, wie in Abbildung 5.1
gezeigt.

Analog zu der gerade benutzen Vorgehensweise kann auch das Magnetfeld (0A/0¢) =
B normiert werden;

2
(z.B)* = () = (1 —u)®*/L2, (5.45)
so dass das maximale Magnetfeld B,,,, bei u = p auftaucht und gegeben ist durch

8mnemec*(1 — p)®
@ 1"

Dann erhélt man mit b = B/ B,,,, den einfachen Ausdruck fiir die magnetische Feldener-
giedichte

B2, = (me® e (1 = )27/ 12 =

max

(5.46)

B = (1—u)/(1-p) (5.47)
in 1 > u > p. Diese normierte Energiedichte ist in Abbildung 5.2 zu sehen. Wegen der
(Punkt-)Symmetrie der Kurve ist nur der Bereich = > 0 dargestellt, man beachte aber,
dass B ungerade in ¢ (oder z) ist.

Diese Ergebnisse sind wegen £ = {(0A/0() = ¢B einfach auf das elektrische Feld
iibertragbar. Man erhélt daher
E2 . = 8mn.m.c?(1 — p)®%e2 /(€2 — 1)3/? = ¢2B? (5.48)

max max
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Abbildung 5.2: Die normierte magnetische Feldenergiedichte b?(x) in Abhéngigkeit von p.
Je hoher p, desto breiter ist b in 2. Die Situation p — 0 korrespondiert
mit grofer werdendem A,,,, und somit ist das Magnetfeld dann in x
komprimiert.

und fiir das normierte Feld gilt € = E/E,ue = (€B)/(€Bimaz) = b. Also ist der relative
Verlauf des elektrischen und magnetischen Feldes gleich, jedoch kann man einen Unter-
schied bei der Betrachtung der Maximalwerte sehen: Wahrend B,,,, bei steigenden &
proportional zu £3/2 kleiner wird, nimmt E,,., dagegen nur mit £~'/2 ab. Die weite-
re Diskussion der rdumlichen und zeitlichen Skalierung wird spiter im Abschnitt 5.3.5
dieser Arbeit betrachtet.

Es sei erwihnt, dass Gleichung (5.44) analytisch als Summe elliptischer Integrale gelost
werden kann, siche Anhang C.4. Die Losung lautet

2p
vVi+p

mit k% = (1 — p)/(1+ p) und

F(arcsin X, k) + 24/1 + pE(arcsin X, k) = Fz, (5.49)

K :\/1—u
Vi—p V1-p

X = [b] = |el. (5.50)

5.2.2 Elektronen und Positronen

Betrachtet man den Fall eines Elektron-Positron-Plasmas, so nimmt Gleichung (5.38) die
Form

0A\’
(€% — 1)3/2 (8_C> = 8mnmc? ( {1 + H;p + (I, + ZAmam)Q]

1/2

+ 110, + (T, — ,ZAW)Q]U2

1/2
— [1 10, + (T, + zA)ﬂ
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an, wobei angenommen wurde, dass die Teilchenzahldichten gleich sind, wie es in Glei-
chung (5.27d) gefordert wird. II; ,(II; o) und Iy, (II5 .) beziehen sich jeweils auf Positro-
nen und Elektronen, und es gilt z = ¢/(mc?).

Wihlt man nun die Konstanten so, dass II;, = —II; . und II5 , = IT5 _ gilt*, so besitzt
Gleichung (5.51) exakt die gleiche Struktur wie Gleichung (5.39), wenn man 87 durch
167 ersetzt. Die Ergebnisse des vorherigen Kapitels sind also iibertragbar, wenn man
die Skalenlinge L. um den Faktor 2'/2 auf L./2'/? verkleinert. Alle anderen Grofen
bleiben im Vergleich zu dem Fall, dass nur bewegliche Elektronen betrachtet wurden,
unverindert. Die normierten Losungen fiir €, b und v dndern sich im xz-Raum nicht. Die
Grofe des maximalen elektrischen und magnetischen Feldes erhoht sich um den Faktor
21/2 wihrend die physikalische Linge ¢ dementsprechend um den Faktor 2!/2 verringert
wird.

5.2.3 Elektronen und lonen

Neben einem Elektron-Positron-Plasma wird nun auch der Fall eines Elektron-Ion-Plas-
mas betrachtet. In dieser Situation wird Gleichung (5.38) zu

A 2
(62 — 1)3/2 <Z—C> = 87(7162 (m, [1 + Hgﬂ + (Hl,i + ,U|Ze|Amax)2]

1/2

+me [1 + 103, + (I — ZeAmax)z] 2
g (118, + (T + pal=e| 4)°]
—me [+ 10, + (I — 2.A)?] 1/2). (5.52)

Wiederum sind die Dichten fiir die Elektronen und Ionen gleich, wie es fiir Gleichung
(5.27d) benétigt wird. Zudem fithrt man p = m./m; ein, und II; ;(II; .) und Iy (115 )
beziehen sich jeweils auf die Ionen oder Elektronen.

Ahnlich wie im Falle des Elektron-Positron-Plasmas kann man die Konstanten ge-
schickt wihlen®, II;; = —pully . und 1+ 113, = p?*(1 4 113 ,). Dann entspricht Gleichung
(5.52) wiederum Gleichung (5.39), wenn man 87 durch 167 ersetzt. Die normierten Lo-
sungen bleiben erhalten, L, wird zu L./2'/? und die Maxima des elektrischen und ma-
gnetischen Feldes erhéhen sich um 2'/2.

5.2.4 Schlussfolgerung

Diese drei sehr einfachen Beispiele zeigen den exakten Verlauf des Potentials sowie der
elektrischen und magnetischen Felder abhéingig nur von einem ,freien“ Parameter, p.
Jedoch wohnt diesen exakten Losungen ein fundamentales Problem inne, welches von
dem spezifischen Ansatz fiir die Verteilungsfunktion Fj, stammt. Am deutlichsten ist
dieses Problem anhand des Magnetfeldes (5.47) zu sehen. Die Schwierigkeit ist, dass das

3Dieses bedeutet, dass die Impulse entgegengesetzt gleich sind. Es ist intuitiv versténdlich, dass dieses
eine verniinftige Annahme ist.
4 Auch hier kann man das als ungefihr entgegengesetzt gleiche Impulse pro Masse verstehen.
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Feld von v = 1 nach u = p ansteigt und dann bei u = p sprunghaft auf Null zuriickgeht.
Dieses Verhalten ist unphysikalisch: Man sollte vermuten, dass das Feld am ,,Ende* der
nichtlinearen Wellenstruktur (v = p) stetig gegen Null strebt, dieses ist jedoch nicht
der Fall. Die Ursache dieser Eigenheit der exakten Losung liegt in der Annahme einer
0-formigen Verteilung der Teilchen.

Das Fallenlassen dieses Ansatzes sollte ein physikalisch sinnvolleres Verhalten des Ma-
gnetfeldes gestatten; jedoch lassen sich in diesem Fall die Impulsintegrale im Allgemeinen
nicht mehr so einfach 16sen. Einen analytisch behandelbaren Zugang gestatten jedoch
asymptotische Ndherungen; dieses Losungsschema soll im folgenden Abschnitt verfolgt
werden.

5.3 Asymptotische Losungen

Obwohl die exakten Losungen, welche im vorherigen Abschnitt hergeleitet wurden, einige
Informationen iiber die Struktur der selbstkonsistenten Wellen liefern, haben sie Nach-
teile. So ist ihre grofite Beschrinkung, dass die Losungen an wenige spezifische und sehr
einfache Verteilungsfunktionen gebunden sind. Um das Verhalten einer ganzen Klasse
von Verteilungsfunktionen zu beschreiben, konnte man diese Verteilungen auf eine allge-
meinere Form bringen und dann die Integrale iiber II, und @, in Gleichung (5.36) losen.
Jedoch storen hierbei die Wurzelterme F | (A4, @) und F,| (A, @) in Verbindung mit
der Verteilungsfunktion F,, denn diese Integrale sind analytisch nicht mehr l6sbar.

Alternativ soll im Folgenden eine andere Technik verwendet werden. Sie beruht auf
einer Reihenentwicklung dieser Wurzelausdriicke, so dass die einzelnen Ordnungen dieser
Entwicklung weitaus einfacher berechenbar sind. Die entstehenden Integrale beinhalten
nicht mehr die Wurzelausdriicke, sondern nur noch Impulsmomente der Verteilungsfunk-
tion. Den Preis, den man fiir diese Niherung zahlt, ist freilich, dass man nur noch fiir
bestimmte Bereiche des Vektorpotentials A Losungen hat5.

Dieses Kapitel behandelt im Weiteren die drei méglichen asymptotischen Fille:

1. Aue und A jeweils grof;
2. Ajae grok, aber A klein;
3. A, und A beide klein,

wobei stets 0 < A < A,,,, angenommen wird. Die genaue Bedeutung von ,grof“ und
yklein“ wird ebenfalls mit Hilfe von Integralen iiber die Teilcheneigenschaften in den
einzelnen Abschnitten erlautert.

Formal jedoch bedeutet , A,,q, ist grof®, dass |z,A,4z| > |p;| in der ,senkrechten®

Energie £, = \/ 1+ @2 + (Il — 24Amaz)?, wobei p; € [Il,,@,]; und entsprechend gilt

5An dieser Stelle sollte der Leser innehalten und sich noch einmal die Kernaussage dieses Absatzes
klarmachen: Die einzige mathematische Naherung, die durchgefiihrt wird, ist die Reihenentwick-
lung der Wurzeln E| (A4, ™) und E| (A, w). An die Verteilungsfunktion der Teilchen F,, welche
sich aus der Definition (5.28) ergibt, werden keinerlei Anforderungen gestellt! Es wird sich zeigen,
dass die Eigenschaften der Solitonen dann aus den Momenten dieser Verteilungsfunktion allgemein
angegeben werden kénnen. Daher deckt die folgende Betrachtung eine sehr groffe Bandbreite an mdog-
lichen Wellen ab; wihlt man sich eine Verteilungsfunktion, so sind die Eigenschaften des Solitons im
Prinzip festgelegt und man kann diese einfach angeben. Beispielsweise hingt der in Abschnitt 5.3.1
eingefiihrte Parameter R (abgesehen von messbaren Grofien) nur von der Verteilungsfunktion F, ab.
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|20 Amaz| < |pj| fir ,, A, ist klein“. Der Einwand, dass die Impulse p; iiber den gesam-
ten Impulsraum integriert werden und dass daher diese Annahmen nicht {iberall giiltig
sein konnen, mag zunéchst berechtigt erscheinen. Im Falle ,,A,,,. klein“ konnen zwar die
Impulse p; betragsméfig kleiner als ein beliebig kleines Potential z,A,,,, werden, jedoch
gilt trotzdem |z, A4 < 1 und man darf E, weiterhin fiir kleine z,A4,,,, entwickeln.
Im Falle ,,A,,,, grok“ sorgt die Verteilungsfunktion dafiir, dass fiir gréfere p; die Rei-
henentwicklung von £, kaum noch zum Integral beitrégt, und somit die Abweichung bei
1pj| > |24 Amaz| vernachlissigt werden kann.

5.3.1 A, und A beide grol}
Man betrachte zunéchst auf der rechten Seite von Gleichung (5.36) den Faktor

1/2

H(Apaz) =87 namGCQ/dQLU F.(I1,, w,) [1 + wz + (I1, — zaAmw)Q} (5.53)

Dieser ldsst sich mit y, = (2,Am42) " und |2,|m.c* = |q,| umschreiben,

H Amam 1/2
G(Amaz) = ﬁ =81 > 1N4lqal /d% F, [y§(1 +w)+(1- yaﬂx)Q] . (5.54)
Eine Reihenentwicklung von G(A,,..), sortiert nach Potenzen von y,, liefert dann
G1 GQ Gg G4
A = e .
G( mam) GO + Amazp + 2A$nax _'_ 6A§nam + 24A;1nax + (5 55)
mit
Go = 8T Nl /d2w F, =81> n4lg.| >0
G, = —SWZnalqa|z;1/d2w F,11,
G, = SWZna|qa|z;2/d2w F(1+w@.) >0
Gy — 247ana\qa]z;3/d2w F,(1+ @)L,
Gy = —urY na|qa\z;4/d2w F,(1+@2)(1 4+ = — 4I1%) (5.56)

Man beachte, dass G; = G5 = 0, falls F,(Il,, w,) gerade in II,. Fiir H(A) fiihrt ei-
ne dhnliche Argumentation mutatis mutandis zu einem zu Gleichung (5.57) identischen
Ausdruck, in dem lediglich A,,,, durch A ersetzt wird.

Man hat zunachst

- G, Gy Gy
H(A)_AGO+G1+ﬂ+@+24A3+'” (557)

und bringt Gleichung (5.36) anschliefend in die Form

(€2 —1)%2 (8A>2 ~ Go(Amee — A) — lG [1 : }

aic 5 2 Z_/4771a;13
&

— Go(Ap — A) <A TN Amax) JA.

(5.58)
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An dieser Stelle stellt sich die Frage nach der Giiltigkeit dieser Reihenentwicklung(en).
Offenbar stellt Gleichung (5.55) nur dann eine gute Naherung von G dar, falls

1 G2 Gg G4
Apaz 242 7T 6A3 7 24 A%

max max max

Go > max{ (5.59)

Hétte man nur diese Entwicklung, so legte diese Ungleichung den Ausdruck ,grok* fiir
Apnaz fest. Zum Beispiel bendtigte man fiir eine symmetrische Teilchenverteilung mit
Gl = Gg = O

Al < min{(2Go/G2)"Y?, (24Go/|G4) 4} = M, (5.60)

max

wohingegen fiir eine asymmetrische Verteilungsfunktion (G # 0 # G3)

A_l <<m1n{M,G0/|G1|,(6G0/|G3|)1/3} EN (561)

max

erforderlich wiirde. Man beachte jedoch, dass bei der Reihenentwicklung (5.58) die Un-
gleichung (5.59) nicht zwingend erfiillt sein muss, da es sich hierbei um eine Differenz
zweier entwickelter Funktionen handelt. Es muss nur Go(Ae0 — A) > G2 (A7 = A1)
gelten, was wiederum die Bedingung

G
A2 > Adpes > 2—(;0 (5.62)

zur Folge hat.
Mit der Skalierung des Potentials, A = wA, 4., erhilt man aus Gleichung (5.58) die
dimensionslose quadratische Differentialgleichung®

(du>2 _ (1—u)(u— PR (5.63)

dz u

mit

. Go Nal|qal

und ¢ = xL, wobei
L? = (€2 = 1)%?Apnae/ Go. (5.65)

Gleichung (5.63) besitzt nun eine geeignete Form, um die gewiinschten physikalischen
Eigenschaften der nichtlinearen Wellenstrukturen beschreiben zu kénnen.

Zunichst sei bemerkt, dass dhnlich zur Argumentation in Abschnitt 5.2.1 die rechte
Seite von Gleichung (5.63) zwei Losungszweige besitzt, da die linke Seite dieser Gleichung
stets positiv ist. Deshalb gibt es nur Losungen mit u, R < 1 oder u, R > 1. Wegen der
Definition u = A/A.: < 1 gilt jedoch die Einschrinkung R < 1, was ebenfalls durch
die Reihenentwicklung (5.55) und der Definition (5.64) motiviert wurde.

Des Weiteren ist leicht zu sehen, dass die rechte Seite von Gleichung (5.63) ein Maxi-
mum bei u = R hat. Wegen

(du/dz)?,.. = (1 — R)? (5.66)

max

6Man vergleiche die auffallende Ahnlichkeit dieser Gleichung fiir die Niherungen mit der exakten
Losung 5.44.
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erhilt man sofort das Maximum des Magnetfeldes geméfs

B2 = (dAJd¢)?,, = (1 — R)?A2 /L*. (5.67)

maxr maxr max

Mit b = B/ Bna. gilt also fiir das Feld

o (I—u)(u—R?
= u(l — R)?

(5.68)

Der hochste Wert des Magnetfeldes tritt bei v = R auf, was einem physikalischen Ort
Tnaz < Tend entspricht. z.,q sei als derjenige Ort festgelegt, bei dem u = R? < R. Dieser
ist dadurch ausgezeichnet, dass hier das Magnetfeld exakt den Wert Null erreicht. Man
kann also vom Endpunkt der nichtlinearen Welle oder des Solitons reden, an dem das
Magnetfeld physikalisch korrekt verschwindet, im Gegensatz zu der exakten Losung in
Kapitel 5.2

Es sei noch erwidhnt, dass R durch die Verteilungsfunktion und die Dichte n, der
Teilchen im Plasma bereits eindeutig bestimmt ist. Wahlt man sich eine bestimmte Ver-
teilung, so legt man auf diese Weise den Solitonparameter R fest. R ist also keineswegs
frei wihlbar.

Es fillt auferdem auf, dass fiir R — 0 die hier beschriebene Struktur fiir b sich
derjenigen fiir die exakte nichtlineare Welle, gegeben durch (5.47), annéhert. Jedoch ist
das Maximum des Magnetfeldes bei x,,,, stets kleiner als das Ende des Solitons bei
Zend, auch wenn ersteres sich letzterem ebenfalls ndhert: Wegen R > 0 bleibt der Punkt
mit u = R immer bei einem kleineren z als dem Endpunkt der nichtlinearen Welle mit
u= R2

5.3.2 Numerische Darstellung des nichtlinearen Verhaltens

Nun soll in diesem Abschnitt die nichtlineare Losung der Gleichung (5.63) grafisch dar-
gestellt werden. Gleichung (5.63) kann in eine Quadratur iiberfithrt werden und hat dann

die Form "
u du’ o'
+xr+C = e (L= w12 — )12 = I(u, R). (5.69)

Wegen u = 1 bei x = 0 ist die Integrationskonstante C' festgelegt durch

1 du’ ul1/2
C =I(1,R) :/RQ T a e TR (5.70)
und so ergibt sich fiir x > 0 die Losung
r=1(1,R) — I(u, R). (5.71)

Es ist zu beachten, dass in dieser Form die Rollen der abhéngigen und der unabhingigen
Variablen vertauscht sind. Zu der Formulierung z(u) aus Gleichung (5.71) muss die Um-
kehrfunktion u(x) gebildet werden. Der Versuch, die Integrale analytisch zu 16sen, fiihrt
auf duflerst lange und komplizierte Ausdriicke. An eine analytische Form der Umkehr-
funktion ist somit gar nicht zu denken. Fasst man aber z(u) als Parametrisierung auf, so
kénnen fiir die grafische Darstellung geeignete Wertepaare (x(u),u) numerisch bestimmt

73



0.9

0.8

041

0.3

01

0 | ! ! . ! !
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Abbildung 5.3: Verlauf des normierten Vektorpotentials u(x) fiir verschiedene Werte des
Parameters R. v nimmt bei z.,4 — angezeigt durch die Kreuze — einen
konstanten Wert an. Des Weiteren steigt u mit wachsendem R. Die Si-
tuation R — 0 entspricht mit grofsen Amplituden A,,,, und zeigt die
Stauchung des Potentials zu kleinen Werten .

und aufgetragen werden. Auf diese Weise erhélt man Abbildung 5.3. Man beachte, dass
u symmetrisch beziiglich des Austauschs z < —u ist.

Aus Gleichung (5.71) erhélt man in Verbindung mit (5.68) den Verlauf der normierten
Magnetfeldenergiedichte b*, siehe Abbildung 5.4. Das normierte Feld b ldsst sich sehr
leicht daraus ableiten und ist in Abbildung 5.5 zu sehen.

Es lohnt sich ebenfalls, das Verhalten der dimensionslosen Léingen x,,,, und z.,4 zu
betrachten. Es fallt auf, dass fiir R — 0 diese beiden Groéfsen von unterschiedlichen
Seiten gegen = = 2 streben. Dieser Wert wiirde exakt fiir R = 0 erreicht, doch ist
dies unphysikalisch, da es erinerseits einer unendlich hohen Amplitude A,,,, entspriche.
Andererseits wiirde dann der Ort der maximalen Feldstirke paradoxerweise mit dem der
verschwindenden Feldstirke zusammenfallen.

Fiir numerische Berechnungen sind folgende Niherungen niitzlich, welche rein empi-
risch gewonnen wurden,

Tomaz = 2(1—R)+g38/7,
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Abbildung 5.4: Die normierte Magnetfeldenergiedichte b?(x) fiir verschiedene Werte des
Parameters R. Es ist deutlich zu sehen, dass das Maximum von b* um-
so niedriger ausfillt, je grofer R ist und desto grofer ist der Endpunkt
Teng des Solitons, wo das Feld verschwindet. Mit R — 0 (entsprechend
einem ansteigenden Maximalwert der Amplitude A,,,,) wird die Kurve
immer steiler, und das Maximum der nichtlinearen Welle x,,,, (darge-
stellt durch Kreuze) néhert sich dem Ende z.,4, welches durch kleine
senkrechte Striche bei x = 2.00, 2.20, 2.55 und 2.99 markiert ist, an. Weil
b? achsensymmetrisch verlduft, ist der Graph nur fiir > 0 dargestellt.

Tena =~ 2(1—R)+7RY7 (5.72)

Die Abhéngigkeit dieser speziellen Werte von z, x,,,, und z.,q, ist in Abbildung 5.6
zu sehen.

Das Verhéltnis 4. /%cna (abgebildet in Abbildung 5.7) ist ebenfalls eine Betrachtung
wert. Es fillt von 1 (fiir R — 0) auf 1/2 (fiir R = 1) und kennzeichnet die Form des
Solitons. Fiir Parameter R ~ 1 hat die Welle einen ndherungsweise gaufsférmigen Verlauf
und nimmt fiir R < 1 immer mehr eine Art doppelter ,,Sigezahn“-Form an, mit je einem
,Zahn“ in den Bereichen x > 0 und x < 0 und mit einem dramatischen Gradienten des
magnetischen Feldes am Ende der Welle, d.h. zwischen =z = x,,,, und = = z.,4. Gerade
dieser starke Gradient kann bei bestimmten Anwendungen von Interesse sein, z.B. wenn
Teilchen diesen Gradienten passieren. Dieser Ansatz wird in Kapitel 6 am Beispiel des
Jets in einem aktiven galaktischen Kern untersucht.

Nach dieser grafischen Darstellung der gefundenen Solitonen fiir grofe Werte fiir A,
und A werden die noch ausstehenden Naherungen fiir das Vektorpotential durchgefiihrt.
Zunichst wird in Gleichung (5.58) noch die Annahme eines grofen Wertes fiir A,
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Abbildung 5.5: Das normierte Magnetfeld b(x) fiir verschiedene Werte des Parameters
R. Auch hier gilt wie in Abbildung 5.4, dass das Maximum von |b| umso
niedriger ausfillt, je grofer R ist und desto grofer ist der Endpunkt
ZTeng- Mit R — 0 wird die Kurve immer steiler, und das Maximum der
nichtlinearen Welle z,,,, ndhert sich dem Ende z.,;. Man beachte, dass
fiir sehr kleine Werte von R das Feld fast linear verlauft.

beibehalten, aber das Potential A selbst soll bereits als klein angesehen werden.

5.3.3 A,... groR, aber A klein

In dieser Situation kann die Entwicklung fiir H(A,,..) aus dem vorherigen Abschnitt
iibernommen werden. Den Faktor

1/2

H(A) = 87?2 NgMaC? / d*w F,(I1,, wy) [1 + w; + (11, — zaA)Q} (5.73)

muss man jedoch neu entwickeln. Die Reihenentwicklung von H(A) um A = 0 fiihrt mit
der Energie 7* = 1 +IIZ + @, (man bedenke, dass IT, = 0) auf

H(A) = Hy+ H\ A+ HyA?/2 + H3 A% /6 + H A /24 + . .. (5.74)
mit
Hy, = 87TZnama02/d2w F.y >0
H, = —SWZnamGCQZ’a/ch Fy~ ',

H, = 87TZnama0222/d2w Fa'y_3(1+w§) >0
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R

Abbildung 5.6: Die Abhéngigkeit von ., (R) und x.,4(R) vom Parameter R. Fiir kleine
Werte von R sind 4, und z.,4 anndhernd gleich (auch wenn z,,,, stets
kleiner als x.,q sein muss, siche Text); x.,q wichst mit R — 1 auf 7 ,
wahrend x,,,, auf 7/2 abfillt. Empirisch kénnen diese Kurven annéhernd
durch die Formeln (5.72) beschrieben werden.

Hy; = 24r ZnamQCQ,zg’/dzw Foy (1 + wi)l’[x
Hy = —24n Y ngmgc?s? / P By "1+ @2)(1+ @2 —4I2)  (5.75)

Man beachte, dass die Gleichungen (5.75a)—(5.75¢), mit Ausnahme der Potenzen von
v und z,, die gleiche Struktur besitzen wie die Gleichungen (5.56a)—(5.56e). Daher gilt
analog fiir eine in I, gerade Verteilungsfunktion F,, dass H; = 0 = Hj. Und dhnlich ist
die Reihenentwicklung dann eine geeignete Beschreibung, wenn gilt

Hy > max{H A, HyA?/2, H3A® /6, HyA* )24}, (5.76)

Diese Ungleichung legt den Sinn des Ausdrucks ,klein“ fiir A fest.
Fiir eine symmetrische Teilchenverteilung mit H; = H3 = 0 benotigt man

A < min{(2Hy/H>)'?, (24H, /|H,|)V*} = P, (5.77)
wahrend fiir eine asymmetrische Verteilungsfunktion (H; # 0 # Hj)
A < min{P, Hy/|H,|, (6Hy/|Hs|)"*} = Q (5.78)

gelten muss. Wenn nun diese Kleinheit gegeben ist, ldsst sich Gleichung (5.58) (mit A4,
grofs und A klein) wie folgt schreiben,

9A\°
(€2 —1)32 (8_C> = GoAnae + G1 — Hy — HIA+ Hy A% /2 + H3A® /6 + H A* /24 (5.79)
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Abbildung 5.7: Das Verhéltnis x4,/ Zenq als Funktion von R. Die Abnahme mit wach-
sendem R zeigt den Wechsel in der Wellengestalt von ,,Sigezahn“-Form zu
anndhernd Gaufverteilung, wie in den Abbildungen 5.4 und 5.5 gezeigt.

Zwei Falle kann man nun unterscheiden:
e [, ist symmetrisch in II, mit G; = H, = H3 = 0;

e [, ist asymmetrisch in II, mit G; # 0, Hy # 0 # Hj.

F, symmetrisch

In diesem Fall gilt

2
(€2 —1)%2 <%> = GoApae — Hy — A*(Hy + A?H,/12)/2
~ GoAmar — Hy — HyA?/2, (5.80)

falls A2 < 12H,/H,, und man benétigt A,... > Hy/Gy fiir eine Losung. Diese lautet
dann

A= A, cos(¢/l) (5.81)
mit

A? = 2(GoApmaz — Ho)/Hy (5.82)
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und 12 = 2(¢%2 — 1)*2H, ", Die Bedingung A% < 12H,/H, erfordert also A2 < 12H,/H,.
Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist, muss der Term mit H;A* in der Gleichung (5.80)
beriicksichtigt werden und formale Integration ergibt eine implizite Losung mit einem
elliptischen Integral,

dA

= (&2 —1)%*
SGE oA — Ho— 1 A%2 — 1,47 21)

+ const. (5.83)

F, asymmetrisch

Fiir eine Verteilung F, mit ungeraden Potenzen von II, hat man

2
(€2 —1)%2 (%) = Go|Apmaz| + G1 — Hy — HiA — Hy A% /2 (5.84)

in quadratischer Ordnung von A. Die Losung lautet

A= Ag+ A;cos(C/1) (5.85)
mit
AO = _Hl/H27
A% = 2(G0Amax + Gl — Ho)/H2 + H%/HQQ > Ag,
2 = 2(62—1)*2H;". (5.86)

Die Bedingung, dass A der Kleinheitsbedingung A < Q aus Gleichung (5.78) geniigt,
bedeutet |Ay| + |A4;| < Q.

Sowohl die symmetrische als auch die asymmetrische Situation liefern sinusoidale Mo-
den ohne einen Abbruch und zeigen somit kein nichtlineares Verhalten. Sie sind daher
fiir den weiteren Verlauf der Arbeit nicht von Belang.

5.3.4 A,,,. und A klein

Als letzte Moglichkeit wird in diesem Abschnitt der Fall kleiner A,,,, und A betrachtet.
Wegen A, > A kann man Gleichung (5.58) auf folgende Weise schreiben,

2
(€2 —1)%/2 (%) = Hy(Apmae — A) + Hy(A2, — A2+ ..., (5.87)

worin die Bedingungen fiir die Kleinheit, welche im vorherigen Kapitel fiir A entwickelt
wurden, direkt auf A,,,, angewendet werden kénnen. Die Losung ist

A= Ay + Az cos(¢/), (5.88)
mit Ag = —Hl/HQ, Ag = Amax -+ Hl/HQ und l2 = 2(52 — 1)3/2H51. Ein kleines Ama:p

erfordert dann |Ay| 4+ |As] < Q. Gleichung (5.88) beschreibt wiederum eine sinusoidale
Storung ohne Begrenzung in der (-Koordinate.
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Betrachtet man zusitzlich in Gleichung (5.87) den néchsten Term der Reihenentwick-
lung, so erhélt man eine kubische Differentialgleichung

(€ -1 (

Formale Integration fiihrt auf

%) = Hy(Apar = A) + Hy( Ay, = A2)[2+ Hy(4],,, — A) /6. (5.89)

max maxr

dA
/ VH (Aas — A) + Hy(A2,,, — A2) /2 + H3(A3,,, — A3)/6

max max

+ const.,

(= (& -1

(5.90)
was wie im vorherigen Abschnitt ein elliptisches Integral definiert. Man beachte, dass jede
héhere Ordnung von A den Grad des Polynoms unter der Wurzel erhoht. Falls F,, nur
gerade Potenzen von II, besitzt und man die vierte Ordnung betrachtet, so erhilt man
im Integral die Wurzel [Hy(A2,,, — A?)/2+ Hy(AL, — A*)/24]7'/% und daher wiederum
ein elliptisches Integral.

Das bedeutet also: nichtlineares Verhalten kann durch diese Ndherungen am einfachs-
ten erreicht werden, wenn A,,,, und A beide als grof angesehen werden konnen. Ist
im Gegensatz dazu die Amplitude A nicht grof genug, so ergeben sich auch in dieser
nichtlinearen Beschreibung ebene Wellen mit einer festen Wellenzahl £ = 1/I. Somit
liegen wiederum isolierte Moden vor, wie in Abschnitt 3.6. Auf diese Weise wird im
Nachhinein der zunichst intuitive Ansatz fiir die Solitonen bestéitigt. Offen bleibt noch
der Ubergangsbereich zwischen isolierten Moden und Solitonen und die Frage, ob die-
se anwachsenden isolierten Moden selbst die Solitonen hervorbringen kénnen, wenn die
stationdre Welle den linearen Bereich verlassen hat.

5.3.5 Abschatzung physikalischer Skalen der Solitonen

Die theoretische Entwicklung der Solitonen hat sich bisher auf die mathematische Struk-
tur der selbstkonsistenten nichtlinearen transversalen Wellen konzentriert, ohne in beson-
derer Weise eine physikalische Grofenordnung zu diskutieren. In diesem Abschnitt sollen
nun diese fiir eventuelle Anwendungen wichtigen Eigenschaften abgeschétzt werden, in
einem fiir die Astrophysik interessanten Blickwinkel. Dieser zieht sich von relativistischen
Jets in AGN bis zu dem Nachleuchten von GRBs und umfasst eine relativistische Bulk-
plasmabewegung in Verbindung mit intensiven Magnetfeldern. Man vergleiche dazu z.B.
die Annahmen in [17, 18, 24, 25, 41, 47].

Man betrachte dazu ein Plasma mit der Bulkgeschwindigkeit V, = ¢/¢ in z-Richtung,
mit einem Bulk-Lorentzfaktor I', = £/(¢2 — 1)'/2. Im Plasma befinden sich Ionen der
Masse M und Ladung +e und Elektronen der Masse m = puM und Ladung —e mit der
gleichen Dichte, n. = n; = n. Die maximale Vektorpotentialamplitude A,,,. sei grof
genug fiir eine selbstkonsistente Welle mit finiter Ausdehnung’.

Festlegung des Vektorpotentials A,

Zunichst soll an dieser Stelle auch die Frage nach der eindeutigen Festlegung des Vek-
torpotentials A beantwortet werden. Eine erste Abschidtzung fiir den minimalen Wert

7 Andernfalls erhielte man lediglich sinusoidale Wellen, welche einzelne isolierte Moden ohne Begrenzung
reprisentieren.
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des Potentials findet sich durch Betrachtung des Parameters R. Mit den oben genannten
Grofen besitzt der Faktor Go/(2Gy) aus Gleichung (5.64) die Form

G2 M204 2 2 2
2G, = g LT (@it ()], (5.91)
wobei

(w2)a = /d2w Fyw. (5.92)
Der Faktor R kann dann mit z; = e/(Mc?) durch
L (@) + (1 (w)e)
B 4<ZiAmax)2

R? (5.93)

ausgedriickt werden. Wegen der Einschrankung R < 1 kann man als Bedingung an die
Amplitude fiir ein selbstkonsistentes Soliton auch schreiben als

(2iAmaz)® > [L+ (@) + p* (1 + (w@))e)] /4. (5.94)

Y

Fiir ein nichtrelativistisches Plasma (fiir das <w§>a < 1 gilt) hat man
(2iAmaz)? > (2iAra)? = (1 + p?) /4 ~ 1/4, (5.95)
oder®
Mc?
2e
Fiir relativistische Plasmen (fiir welche (@), > 1) bendtigt man hingegen eine grokere
Amplitude fiir eine selbstkonsistente Welle,

Ama:(: 2 Akm’t =~ (596)

_|_

et Ty (5.97)

w2, 2(w2),
(ZiAmam,Tel)2 > (ZiAkm't)Q (1 + < y> a < y> > .
Dieses Ergebnis steht auch im Einklang mit der Herleitung der solitaren Welle (5.63), bei
der die Wurzelterme in Gleichung (5.36) fiir grofe Werte von z,A,,., entwickelt wurde.

Ist man in der Lage, einen Wert fiir das maximale Magnetfeld B,,,, aus Simulatio-

nen oder Beobachtungen zu gewinnen, so erhélt man aus der Gleichung (5.67) und den
Definitionen (5.64) und (5.65)

(& -10°72 ( Ga )1/2 (€2 —1)%" (62 —1)32 (202)1/2
Amax - 7B Ay :l: 7Bmam —B2 ~ )
2G, e T \ag, (2Go)12 2G, e T\ G,

(5.98)
wobei fiir den Soliton-Fall (d.h. A,,.. grok) das obere Vorzeichen Bedeutung erhilt.
Auf diese Weise hingt A,,,, von der Verteilungsfunktion der Teilchen sowie den Grofen
Binaz, € und n, (wegen Gleichung (5.56a,c)) ab, welche aus Modellen oder Beobachtungen
entnommen werden miissen.

Ist jedoch anstatt der aufgelosten Messung der Eigenschaften der Solitonen im Jet nur
eine integrierte Messung entlang des ganzen Jets moglich, so vermag man dennoch das

8 Aufgrund dieses Zusammenhangs wird im Folgenden bei der Betrachtung des Solitons meist der Faktor
z; verwendet, auch wenn dann Elektronen im Soliton betrachtet werden.
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Vektorpotential abzuschitzen. Ausgangspunkt hierfiir ist die Annahme, dass bei einer
solchen Messung k Solitonen mit einer Léinge von A( = 2Lx.,; und einem maxima-
len Feld B, ungefihr das gesamte gemittelte Feld B iiber der ganzen Jetlinge Lj.
ausmachen, also

_ k
BLJet = §Bmaa¢ACa (599)

wobei der Faktor 1/2 in etwa die Mittelung des Magnetfeldes iiber die Solitonlinge
darstellt. Dann folgt aus der Gleichungen (5.67)

BiaaAC ~ 2(1 = R)ZenaAmas- (5.100)

Zwar héngt x.,4 tiber R und Definition (5.64) von A, ab, jedoch beschrinkt sich diese
Abhéngigkeit auf das Intervall [2, 7]. Somit kann man in erster Naherung x.,q ~ (7+2)/2
setzen, und es ergibt sich mit der Abschitzung (5.99)

2

Amax =
(m+2)k

1/2
Gy ) , (5.101)

BLjet + (2—G0
wobei der Parameter £ angibt, wie viele Solitonen im Jet vorhanden sind. Diese Zahl
kann, wie auch n,, aus Simulationen entnommen werden. Bei dieser Abschitzung geniigt
es also, Annahmen iiber die Teilchendichte n, und -verteilung f, sowie der Anzahl £ der
Solitonen zu machen.

Somit liegen nun zwei Moglichkeiten zur Bestimmung des maximalen Vektorpotentials
mit Hilfe des maximalen Magnetfeldes vor; im Folgenden kann also A,,,, als festgelegte
Grofe angesehen werden.

Physikalische Skalen der Solitonen

Dieser Abschnitt legt den Schwerpunkt auf die Abschiatzung physikalischer Skalen der
Solitonen. Zunéchst gilt, dass die Ausdehnung der Welle per definitionem auf (?/L? <
22 . begrenzt ist. Fiir die Gesamtlinge des Solitons A( gilt

end
IAC] = 2LZ ena = Tenalc/wyi) (2iAmaz) 2Ty (c/ V)2 (5.102)

mit w2, = 4mne/M. Die relative Anderung der Linge betriigt maximal einen Faktor
0.57, somit ist die Solitonléinge als verhidltnisméfig stabiler Parameter anzusehen. Das
Aussehen der Welle in dem begrenzten Gebiet zeigt jedoch eine viel grofere Verdnde-
rung, denn fiir R nahe bei Eins erhilt man eine anndhernd gaufférmige Kurve, wihrend
das Feld im anderen Extremfall (R — 0) einen sédgezahnartigen Verlauf besitzt (wie in
Abbildung 5.5 gezeigt).

Das maximale Magnetfeld, B,,,., ist dann durch

B2 /81 =2(1 — R)*nMc*(2Amaz) (Vs /)’T} (5.103)
gegeben und analog das maximale elektrische Feld, F,,,,, durch
B /87 = (B /87)(c/V3)? = 2(1 — R)*nMc? (2 Amas ) (Vi /)Ty (5.104)

Hier wird die starke Abhéngigkeit von A,,,, und Vj, sichtbar. Man beachte, dass wegen
B = 0A/9¢ das Magnetfeld negativ (positiv) in Richtung positiver (negativer) Werte
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von ( ist und fiir ( = 0, ( = Lxeng und ( = —Lx.ng auf Null zuriickgeht. So kon-
nen die Bereiche positiver und negativer Magnetfelder als charakteristischer Indikator
der Wellenrichtung dienen, indem man diese Bereiche zu identifizieren versucht. Die
Ausbreitungsrichtung der Welle in ( ist festgelegt durch ein voranschreitendes negati-
ves Feld, gefolgt von einem nachlaufenden positiven Feld. Diese Eigenschaft kdnnte zur
Richtungsmessung durch Messung der Faradayrotation niitzlich sein.
Zum Vergleich betrachte man das Magnetfeld im interstellaren Medium, wo man mit
Binterstetiar == 340G und Nypgersteniar = 0.1cm™ findet, dass
B?

interstellar

/(8T NinterstetiarM?) ~ 2x1077. (5.105)
In relativistischen Jets hingegen, mit I';, ~ 10 und daraus folgend Vj, ~ ¢, hat man
B2 /(8mnMc?) ~ 2x10°(1 — R)*(z;Amaz) (T's/100)3, (5.106)
was in etwa Feldstiarken der Grofenordnung
B~ 90(1 — R)(2Amaz)*(I'/100)3*(n/0.1cm=3)1/2 G (5.107)

entspricht, wobei n die Teilchendichte im Jet ist (von demjenigen Bezugssystem aus
betrachtet, in dem der Jet die Bulkgeschwindigkeit V}, besitzt).

Aber auch im Ruhesystem des Bulks kénnen wichtige Erkenntnisse gewonnen werden.
Die Transformation zwischen den Koordinaten des Systems K (in welchem das Plasma
sich mit der Bulkgeschwindigkeit V}, bewegt) und dem Koordinatensystem K (in welchem
es keine Bulkgeschwindigkeit gibt) lautet

2 = [y(z — Vipt); to = Ty(t — 2V /c?) = (T /c) (Vi /c)C. (5.108)

In diesem System K sind die Plasmateilchen lediglich einem elektrischen Feld ausge-
setzt?, welches ausschliefilich eine Funktion der Zeit t, ist und zudem nur von zeitlich
begrenzter Dauer,

—(Tp/c)(Vy/c) Lxeng < to < (I'y/c)(Vi/¢) Lxeng- (5.109)

Also kann man im Koordinatensystem K, als Zeitskala fiir die nichtlineare Welle eine
Zeit Aty auffassen, welche durch

Aty = 2Ty /)(Ve/) Ltena = (Do) (Ve /)AL 2 unato (24 Aman) V205 2 (e Vi) 2
(5.110)
gegeben ist.

Diese Eigenschaft wird im néchsten Abschnitt wichtig, wenn es darum geht, fiir die
maximale Amplitude des Solitons theoretische obere Grenzen aufgrund von Strahlung
und anderen physikalischen Prozesse zu formulieren. Bisher wurde die maximale Am-
plitude A,,., pragmatisch aus dem groften beobachteten oder berechneten Magnetfeld
hergeleitet.

9Hier sind die geladenen Teilchen in Ruhe und kdnnen demzufolge kein Magnetfeld induzieren.
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5.4 Beschrankung der Wellenamplitude

Bis zu diesem Punkt widmete sich dieses Kapitel den Eigenschaften der selbstkonsis-
tenten Welle, ohne physikalische Beschrinkungen in der Groke der Amplitude o.A. zu
beriicksichtigen. Es ist jedoch klar, dass es Wechselwirkungen zwischen Welle und Plasma
geben muss, da ein Soliton naturgeméf nicht ins Unendliche wachsen kann.

Zunichst ist aus der klassischen Elektrodynamik (siehe z.B. in [19]) bekannt, dass be-
schleunigte geladene Teilchen strahlen, und dieser Strahlungsprozess wandelt die Ener-
giedichte der Welle in Strahlungsenergie um. Das gilt im Besonderen fiir Elektronen, da
diese am einfachsten beschleunigt und abgebremst werden konnen'®. Daher muss es eine
obere Grenze der Wellenamplitude geben: wenn néimlich Elektronen wiahrend der Zeitska-
la Aty beschleunigt werden, somit Energie vom Soliton aufnehmen und als beschleunigte
geladene Teilchen in Form von Strahlung wieder abgeben. Auf diese Weise erhélt man
aufgrund der einfachen Annahme, dass das Elektron nicht mehr Energie abstrahlen kann,
als es durch die Welle erhélt, eine theoretische obere Schranke fiir die Amplitude A, ..
bzw. fiir das Magnetfeld B,,,.. Zur Vereinfachung werden im Folgenden nur die Strah-
lungsfelder von Elektronen mit der Ruhemasse m und der Teilchengeschwindigkeit v = cg
in der nichtlinearen Welle betrachtet.

Auferdem wurde bisher immer von einem stoffreien Plasma ausgegangen, d.h. Stoke
waren vernachlissigt. Da eine Erh6hung der Teilchendichte eine erhéhte Stofswahrschein-
lichkeit hervorruft, kann man also fiir die Giiltigkeit aller Aussagen in dieser Arbeit eine
Beschrankung beziiglich der Teilchenzahldichte geben. Sie muss kleiner als eine bestimm-
te Dichte ngouision S€in, bei der Kollisionen allméhlich eine Rolle spielen.

Drittens wurden Quanteneffekte nicht beriicksichtigt, obwohl in gewissen Bereichen
der Astrophysik diese durchaus eine Rollte spielen. Man denke nur an Weife Zwerge und
Neutronensterne, bei denen diese Effekte sich erheblich auswirken. Fiir die hier gezeigten
Rechnungen ist es daher wichtig, dass die Teilchenzahldichte unter der Dichte n,, liegt,
welche aus dem Elektronenentartungsdruck folgt.

Diese Effekte sollen in den folgenden Abschnitten behandelt werden. Zunéchst jedoch
muss bestimmt werden, welche Energie dem Soliton zur Verfiigung steht!.

5.4.1 Verfiigbare Energiedichte

Diese Energiedichte setzt sich nun aus zwei Bestandteilen zusammen, der Energiefelddich-
te der elektromagnetischen Felder sowie der kinetischen Energie der Teilchen innerhalb
der nichtlinearen Welle.

Die maximale Energiedichte der Welle wird eingegrenzt durch

ESoliton = (E2 + B2

max max

)/87 + n(m + M)c? /(rbEl ) Fd. (5.111)
Mit Gleichung (5.103) und F = ¢B erhilt man fiir die Energiedichten der Felder
(E2 ..+ B2

max max

)/87 = 2(1 — R)>’nMc* (2 Apmaz) (1 + Vi2/*) (Vi /)T (5.112)

Djeser Sachverhalt ist auch bei der Synchrotronstrahlung bekannt; Protonen spielen hierbei keine
Rolle.
17 weckmiRigerweise wird hierbei anstatt der Energie die Energiedichte der Welle betrachtet.
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Nun betrachtet man den Term fiir die kinetische Energie. Bei dem Wert x,,,, gilt
A < Apaz, so dass man mit Gleichung (5.53) als obere Grenze fiir den Integralterm aus
Gleichung (5.111) schreiben kann

Egin = n(m + M)c? / (Do) — 1) Fd?w < TyH(Apas) — n(m + M) (5.113)
So folgt in Analogie zu dem Vorgehen in Abschnitt 5.3.1
Erin < —(1+ p)nMc* + TyApaeGo + TvG1 + TyGa/ (2Amaz) + - - (5.114)
mit
[y ApmazGo = 167 M Ty (2 Ama ) - (5.115)

Vernachléssigt man Terme hoherer Ordnung (weil A, als grok angesehen werden kann),
so fiihrt dieses zu

Erin < 16mnMc*Ty(2iAmaz) — nM (1 + p) ~ 167 M c*Ty (2 Amaz) (5.116)
Man findet also als obere Grenze fiir die Gesamtenergiedichte der nichtlinearen Welle

Esotiton < 2nMc*(2iAmaz) (1 + V2/) (Vi /o)T3(1 — R*) + 167nM Ty (2i Amaz)
= 20Mc* (2 Amaa ) TR[(1 + V2 /) (Vy/c)(1 — R)* 4 87T, 2. (5.117)

Man sollte beachten, dass der letzte Term in Gleichung (5.117) im hochrelativistischen
Bereich I'y, > 1 nur eine kleine Korrektur zu der totalen Energiedichte darstellt und
folglich vernachlassigt werden kann. Weil gerade dieses Szenario in der Astrophysik von
Bedeutung ist, kann Gleichung (5.112) zumeist als Gesamtenergiedichte des Solitons
angesehen werden. Diese Energiedichte — ob man nun Gleichung (5.112) oder doch Glei-
chung (5.117) mit der kinetischen Energie wihlt — reprisentiert die Gesamtenergie der
Welle. Wenn es keine weiteren Wechselwirkungen zwischen dem Soliton und den Plas-
mateilchen gidbe, konnte die Welle eine beliebige Amplitude A,,,, besitzen. Die Natur
ist jedoch anders aufgebaut, so dass Strahlung von den durch die Welle beschleunigten
Teilchen, im Besonderen von Elektronen, die Solitonamplitude begrenzen. Andererseits,
aus dem Wissen, dass die in der Welle gespeicherte Energiedichte die Strahlungsleistung
beschrinkt, lassen sich Bedingungen fiir Wellen- und Plasmaparameter finden. Dieser
Prozess wird im folgenden Abschnitt behandelt.

5.4.2 Intensitdt und Strahlung von Elektronen
Die Strahlungsleistung eines einzelnen geladenen Teilchens (betrachtet wird hier ein Elek-
tron mit ¢ = e) ist durch
2 6 7 3. A2
P = (2e"/3c)y° (8 — (Bx0)°) (5.118)
gegeben (siehe z.B. [19]), mit § = @/c. Weil die elektromagnetischen Felder senkrecht
zur Wellenausbreitung stehen, kann man die Beschleunigung schreiben als 5 = (ﬁx, By, 0)

und man erhilt

p=2y ((1 B+ ) - B (%(ﬁx/@) ) (5.119)
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Mit v = T,E aus Gleichung (5.30), 3, = (Il, — z;A)/TvE ., 8, = @, /TyFL und 1 — (2 =
I, ? vereinfacht sich Gleichung (5.119) zu

P = (2¢*/3c)T3(1 + @) (2 A)” (5.120)

als die ausgesandte Strahlungsleistung eines Elektrons.

Daraus erhilt man die gesamte abgegebene Strahlungsenergie eines mit dem Soliton
wechselwirkenden Elektrons durch Integration iiber die Wechselwirkungszeit mit dem
Soliton, gegeben durch Gleichung (5.110). Mit &cdt = d{ = Ldx, A = Apazu, p = m/M
und V, = ¢/¢ ergibt sich die Strahlungsenergie durch

£ = /dtP:£/zmd dz P

fC —Tend
4¢? c Tend ou\’
= 5 o7 iAmaa: 27F2 1 2 / a.
3u2L(Z )Vb p(1+ @) 5 dx o
4¢? c 1 ou
= 2 AL 2T 4 / v 121
3/,62[1(2 ) ‘/b b( +wy) R2du or (5 )
Gleichung (5.63) fiihrt auf
1 ou U (1 —u)?(u— R?)V?
In= [ du|5t)= [ d 7 , (5.122)
so dass ein einzelnes Teilchen die Energie
£ = (4¢*/3p° L) (2i Amaa ) (¢/ Vi) T (1 + @) I (5.123)

abstrahlt.
Ubertrdgt man dieses auf n mit der nichtlinearen Welle wechselwirkende Elektronen
pro cm?®, kann die gesamte Energiedichte geschrieben werden als

4 2
Estrantung = J—SL(ziAmax)Q%F,f In / dM,dw, (1+ =2)F,. (5.124)

Die Einfithrung der Elektronenplasmafrequenz w? , = 4wne*/m und der Lénge L, welche
gegeben ist durch

L* = (& — 1)*2 Ayan/Go = (/402 1) (21 Armas) (¢/ Vo) 'T (5.125)

erlaubt es, Gleichung Eq. (5.124) umzuformen,

ZMCUSE V 1/2
EStrahlung - %C—l;h(ZiAmaz>3/2 <?b> FZ/2IR/dHrdwy (1 + ’W;)Fe. (5126)

5.4.3 Begrenzung der Wellenamplitude durch Strahlung

Nun ist man in der Lage, das Verhiltnis zwischen der abgestrahlten Energiedichte und
der Solitonenergiedichte zu bestimmen. Mit der Hilfsgrofe

m?cd

no =2.434x10* cm ™3 (5.127)

eb
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ergibt sich

ESt'rahlung _ 87T1/2 n1/2 (ZA )1/2 Fi/Q ‘[R
ESoliton 3 n(l)/2 v (1 + %2/02)(%/0)1/2 (1 - R)2

(1+w)e. <1 (5.128)

bzw. mit Einbeziehung der Teilchenenergiedichte (5.117)

(Vi/o)V°1, I
(1+V2/eA)(Vu/co)(1 — R)? + 87TFb_2

EStr‘ahlung o 87T1/2 77,1/2

- Zi Amaa: 1/2
ESoliton 3 néﬂ ( )

(1+w))e <1

(5.129)
Im Folgenden wird wegen der Annahme relativistischer Geschwindigkeiten Gleichung
(5.128) benutzt. Es wiren geringe Modifizierungen fiir den Bereich der Plasmaparame-
ter erforderlich, um ein Soliton zuzulassen, falls die Teilchenenergie (wie am Beispiel
erlautert) mit beriicksichtigt wiirde; die allgemeine Struktur bliebe jedoch erhalten.
Als obere Schranke fiir die Teilchendichte fithrt Gleichung (5.128) somit auf

9 1 u+wwwwmwu—m32 1
(1+@2)?

(5.130)

Ir

‘ ‘ ‘ ‘ _ R
02 04 06 08 1

Abbildung 5.8: Numerische Darstellung des Verhéltnisses (1 — R)?/Ir in Abhéngigkeit
von R.

Fiir eine grobe Abschitzung lassen sich folgende Bedingungen nutzen:

1. Das Verhiltnis (1 — R)?/I ist von der GroRenordnung Eins, wie in Abbildung 5.8
zu erkennen;

2. es gilt nach der Einschriankung (5.95) fiir beliebige Wellen 1/(z;An4z) < 2;

3. mit [, = (1-V;2/c®)'/?) kann man den Faktor (1+V;2/c?)?(Vi2 /)2 (1-V;2/c)/?
abschitzen; dieses ist in Abbildung 5.9 dargestellt. Diese Funktion der Bulkge-
schwindigkeit besitzt ein Maximum bei V;2/c? = (3 + 33%/2)/12 = 0.729 mit dem
Wert 1.33.
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Abbildung 5.9: Verlauf von (1 +)%z'/2(1 — x)/? fiir 2 = V;?/c®. Das Maximum liegt bei
x = 0.729 und nimmt den Wert 1.33 an.

Hieraus folgt, dass unter beliebigen Bedingungen die Teilchenzahldichte kleiner sein muss
als

Nimae < [2.90x10% /(1 4+ @?)?] em ™. (5.131)

Andererseits folgt mit Gleichung (5.130) fiir das maximale Magnetfeld (5.107) mit der
Abschitzung (1 — R)?/Iz ~ 1 und fiir relativistische Geschwindigkeiten V;/c ~ 1

Braz =~ 90(1 = R)(2iAmaz)"*(T/100)**(n/0.1em™*)/* G
< 1.33x10%(1 — R)(I,/100)/(1 + ). G. (5.132)

Diese Werte mogen dem Betrachter zunéchst als viel zu grof erscheinen. Es sei jedoch
darauf hingewiesen, dass in diesem Abschnitt versucht wurde, die physikalisch mdgliche
Obergrenze fiir die entstehenden Magnetfelder abzuschétzen. Diese Ergebnisse sagen aus,
dass die hier vorgestellten Prozesse denkbar sind; héitte sich z.B. fiir die Dichte (5.131)
ein Zahlenwert der Grofenordung 1072 ergeben, so wire die Erzeugung von Solitonen
undenkbar. Es wird auch deutlich, dass bei diesem Prozess nicht das maximale Vektor-
potential A,,.., sondern nur das maximale magnetische Feld B,,,, theoretisch begrenzt
ist'2; diese obere Grenze hingt zudem nicht vom Vektorpotential A,,,, ab.

5.4.4 Begrenzung der Wellenamplitude durch Kollisionen

Eine zweite Beschrinkung fiir die maximale Amplitude A,,,, kann aus dem Ansatz herge-
leitet werden, dass das Plasma als stoffrei angenommen wurde. Alle Ergebnisse dieser Ar-
beit sind daher strenggenommen nur dann giiltig, solange Kollisionen zwischen Elektro-
nen unerheblich fiir das Plasma sind. Als Abschéitzung kann man annehmen, dass Stoke
keine Rolle spielen, solange die Frequenz des Solitons, gegeben durch vs,ion =~ ¢/ A(, gro-
Rer als die Kollisionsfrequenz der Elektronen vg gision = Lynoy,c ist, wobei oy, = (87/3)r?

12 Allerdings sind die hier gefundenen Obergrenzen fiir die Dichte und demzufolge auch fiir das Ma-
gnetfeld duRerst hoch. Verwendet man in Gleichung (5.107) realistischere Werte, z.B. T, ~ 102, n ~
10°cm ™3 und ein Vektorpotential z; A,nqz = 10, so erhilt man als Spitzenwert By, = 2.8x10° G.
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den Thomsonwirkungsquerschnitt und r, = €?/(mc?) den klassischen Elektronenradius
darstellt.
Mit Gleichung (5.102) erhélt man fiir diese Betrachtung die Bedingung

¢ 2\ PTR(W/e¥ e | 8r . ¢t
VSoliton = AC Tord (ZiAmax)l/Q M1/2n Z VKollision = 3 Fb m203n’ (5133)

und daraus folgend

o9 miTy(Vi/e)’
nmam =
1672 g Meb (ZiAmax)

< 4.36x10%T(V,/c)® ecm ™2, (5.134)

Man beachte, dass genau wie schon beim Strahlungsprozess in dieser oberen Grenze fiir n
der Faktor ng = (m*c®)/(Me®) erscheint, obwohl die physikalischen Prozesse verschieden
sind. Fir (V,/c) ~ 1 liefert Ungleichung (5.134) als oberes Limit fiir das maximale
Magnetfeld

Binae < 1.33x10%°(1 — R)(T,/100)* G. (5.135)

Beide Ergebnisse sind von vergleichbarer Gréfenordnung wie diejenigen des vorherigen
Abschnitts.

5.4.5 Begrenzung der Wellenamplitude durch den
Elektronenentartungsdruck

Eine dritte Beschriankung der Elektronendichte ergibt sich aus der Tatsache, dass in einer
klassischen Beschreibung Einfliisse aus dem Elektronenentartungsdruck nicht gestattet
sind. Daher benotigt man eine obere Grenze fiir den Elektronendruck von

Nimaz < (mc/h)? = 1.74x10* cm ™. (5.136)

Andernfalls miisste man das selbstkonsistente Wellenproblem von einer quantentheoreti-
schen Betrachtungsweise aus untersuchen — was ein noch miihseligeres Unterfangen wére
als die klassische Untersuchung, welche in dieser Arbeit gegeben wird!®. Dann folgt als
Grenze fiir das maximale Magnetfeld

Bz < 1.19%10"%(1 — R)(2;Amae)/*(1',/100)*2 G (5.137)

Zusammenfassend: So lange sich die Elektronendichte unterhalb der niedrigsten der drei
hier hergeleiteten beschrinkenden Werte fiir Strahlung, Kollisionen und Entartung be-
findet, konnen in den hier angenommenen relativistischen Solitonen durchaus sehr grofe
magnetische und elektrische Felder vorkommen. Man ist daher weiterhin auf die Abschét-
zung durch die maximalen Magnetfelder angewiesen — sei es durch Beobachtungen, sei
es durch Simulationen.

13Diese Betrachtung des Limits fiir den Elektronenentartungsdruck fiihrt direkt zu der Massenobergren-
ze Weifler Zwerge, wie sie von Chandrasekhar [7, 8, 9] gefunden wurde.

89



6 Anwendung: Strahlung von
Elektronen im Soliton

High energy electrons which are subjected to large accelerations normal to their veloci-
ty should radiate electromagnetic energy. The radiation from electrons in a betatron or
synchrotron should be emitted in a narrow cone tangent to the electron orbit, and its spec-
trum should extend into the visible region. This radiation has now been observed visually
in the General Electric 70-Mev synchrotron.

Die Synchrotronstrahlung wird 1947 bei einem Beschleuniger von General Electric zu
ersten Mal beobachtet. [12].

6.1 Die Solitonstruktur

Im vorhergehenden Kapitel wurde die theoretische Grundlage fiir die Betrachtung soli-
tarer Wellen in einem unmagnetischen Plasma (d.h. Hintergrundfeld By = 0) mit Wel-
lenpropagation in z-Richtung hergeleitet. Nach Definition (5.28) wird an die Teilchen im
Plasma nur die Forderung gestellt, dass sie sich mit konstanter Geschwindigkeit in Pro-
pagationsrichtung der Welle bewegen miissen, senkrecht dazu ist die Bewegung beliebig.

Diese Voraussetzung mag zunéchst recht willkiirlich aussehen, jedoch ist dieses der ein-
zige Ansatz, fiir den bisher Losungen gefunden werden konnten. Es stellt sich natiirlich
die Frage, ob eine solche Konfiguration in der Natur vorkommt, denn die Annahme, dass
die Plasmateilchen sich in eine Richtung quasi als ,Block” bewegen, mutet auf den ersten
Blick seltsam an. Jedoch gibt es in der Astrophysik (zumindest niherungsweise) tatsich-
lich bestimmte Objekte, die Plasmen in dieser Gestalt erzeugen konnen. Die Rede ist von
relativistischen Jets, wie man sie in GRBs oder in AGNs finden kann: Die Vorstellung,
dass sogenannte Blobs entlang der Jetachsen ausgesandt werden, impliziert genau eine
solche konstante Bewegung in Jetrichtung.

Nimmt man an, dass das Magnetfeld in einem gewissen Abstand zur Quelle vernachlas-
sigbar ist, so konnte die Theorie der Plasmainstabilitdten die Entstehung von Solitonen
erklaren. Zunichst erzeugt die Bewegungsanisotropie anwachsende transversale Weibelm-
oden, wie in den Kapiteln 2 und 3 hergeleitet wurde. Diese Beschreibung ist jedoch nur in
der linearen Nédherung giiltig. Wachsen diese Moden weiter an, so ist es vorstellbar, dass
sie die Solitonbedingung aus Kapitel 5 erfiillen und daher in nichtlineare propagierende
Wellen iibergehen.
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Somit besteht also die Moglichkeit, dass in astrophysikalischen Systemen Solitonen in
Form von elektromagnetischen Wellen auftreten konnen. Sind diese nichtlinearen Wel-
len einmal entstanden, konnen sie mit weiteren Teilchen, z.B. Elektronen, im Plasma
wechselwirken. Als Folge dieser Beschleunigung der geladenen Teilchen durch die Felder
des Solitons entsteht elektromagnetische Strahlung; diese Strahlung soll nun betrachtet
werden, insbesondere die Intensitét.

6.2 Entwicklung des Strahlungsfeldes

Dazu muss natiirlich zundchst das Strahlungsfeld betrachtet werden, m.a.W. wie sieht
die Intensititsverteilung der elektromagnetischen Strahlung der Elektronen aus, wenn sie
durch ein Soliton beschleunigt werden? Es bietet sich an, dass man diese Fragestellung
zundchst fiir ein einzelnes Elektron untersucht und dann iiber eine geeignete Verteilungs-
funktion integriert, um die Strahlung des Elektronenensembles zu bestimmen.

6.2.1 Die gesamte abgestrahlte Leistung

Die Strahlungsleistung eines einzelnen geladenen Teilchens ist allgemein gegeben durch

P = (26/3c)°(5% — (6x0)) (6.1)

(siehe in Jackson [19]), mit der Geschwindigkeit 5 = #@/c normiert auf die Lichtgeschwin-
digkeit. Wie im Abschnitt 5.4.2 gezeigt, erhilt man fiir ein Elektron, welches beschleunigt
wird durch die bisher betrachtete Solitonwelle, als Strahlungsleistung

P = (2¢*/3c)T3(1 + @) (W /c)?, (6.2)

wobei wiederum W = eA/mc. Hieraus erhilt man dann die totale abgestrahlte Energie
eines Elektrons durch Integration iiber die Wechselwirkungszeit mit der nichtlinearen
Welle oder — mit Hilfe der Substitution {cdt = d( = Ldx — durch Integration iiber die
Lénge des Solitons und es ergibt sich (man erinnere sich, dass z; = e¢/(Mc) gilt)

1

ou

4e? c
= Pdt = — iAmax27F21 2/ a0 :
£ / t= 5 apGine) T+ ) [ dul5 (6.3)
Mit der Definition aus Gleichung (5.63),
1 oul v (1—uw)/?(u— R?)?

In= [ du|5t)= [ d 7 , (6.4)

ist die abgestrahlte Energie beschrieben durch
E = (4e* /31 L) (2 Apaz ) * (c/ Vo) T2(1 + w;)IR. (6.5)
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6.2.2 Strahlung eines Elektrons

Die differentielle Intensitit im Frequenzintervall von w bis w + dw und im Raumwinkel-
bereich (2 bis €2 4 df2 ist durch

d?1 e2w?

dwd)  4rn2c

/ it (Ax (@x ) expliw(t — 7 - 78 /)| (6.6)

—0o0

gegeben [19] mit der normierten Geschwindigkeit B = U/c und dem Einheitsvektor 77 =
(ng,ny,n) (wobei |77| = 1) in Richtung der Sichtlinie. Die Teilchengeschwindigkeit kann
formal aufgeteilt werden in einen konstanten Term (unabhéngig vom Potential A) und
in einen Differenzterm, in welchem das variierende Vektorpotential A vorkommt,

ﬁx = ﬁo,x + Aﬁxa
ﬁy = ﬁO,y + Aﬁgﬁ
B. = Vife=¢7, (6.7)

wobei

Ha: - zaR2Amaz
FbEJ_[RQAmam] ’

ﬁO,z
Wy

ﬁo,y - FbEL [RzAmax] (68)

die konstanten Geschwindigkeiten auferhalb des Solitons (wo A = R?A,,,,) und

X . | A R*Apag
A = & lH”” (EL[A] B EL[RQAmaxO o (EL[A] B EL[RQAmax]ﬂ’
w, (1 !
B = ﬁ(mm ‘EL[RQAMA) "

die Differenzen der Teilchengeschwindigkeit innerhalb des Solitons sind. Man beachte,
dass sich AS, und AS, nur fiir [¢| = |29 — (¢*t/V3I'2)| < (ena von Null unterscheiden. So
erhilt man fiir die Teilchenbahn

o(t) = o+ fonct +c /t ABL(F)dt (6.10)
y(t) = wyo+ Poyct + c/_; A, (thdt', (6.11)
At = 2+ Vit. (6.12)

Dann kann die Phase ®(¢) = w(t — 7 - 7(t)/c) in Gleichung (6.6) mit Hilfe der Teil-
chentrajektorien ausgedriickt werden,

d(t) = &y — AD, (6.13)
mit
Dy = wlt(l—7-F3) —ii-7o/d,
t

AD = w / dt' [naABy () + 1y AB, ()], (6.14)

—00
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wobei 75 = (g, Yo, 20) und Bo = (Bows Boys Vb/c). Man beachte, dass zwar AP(( <
—Cend) = 0, aber AP(C > (eng) = AP(Cena) # 0! Daher erhilt man mit der Einfithrung
der Definition

/ T atB(t) explid(t)] = J, (6.15)
eine alternative Version von Gleichung (6.6),

d’I e2w? e2w?

_ S V2 S AP
dwdQ 47T2C|n><(n><J)] 47r2c‘n(n )=l
€2u)2 R R - €2w2 R -
— ST = - = . 1
47T2C(J Jr =i J7) 47T2(3JJ_ J >0 (6.16)
mit dem senkrechten Anteil des Integrals
Jy=J—d(i-J). (6.17)

Die ausfiihrlichere Berechnung der Integrale (6.15) ist in Anhang D.1 durchgefiihrt,
indem sie auf zwei grundlegende Integrale zuriickgefiihrt werden,

80(Q) = wh [0 dCnAG(C) + B (6.19)
Gy o= [ dexpliwlc — iA(O1AB,(Q) (6.19)

end

mit A = (V;I'2/¢2) und [ = (1 — i - By)A. Man erhilt als Ergebnis

(o~ 73)(7 - 3o) + (Bo- )7 -J5) 11— @ Bo) e (6.20)
1— (7 Go) (1= (7 fo))?

wobei fg = (Jz, Jy,0). Es gilt weiter, dass die Komponente j, aus j, durch Vertauschung
des Index’ y mit 2 hervorgeht. Mit dem Zusammenhang J = A¢, 7 ist somit ein Ausdruck
fiir die differentielle Intensitit (d?I/dwdS)) gegeben, wobei ¢y = exp[—iw(7 - 7o/c)] eine
konstante Phase darstellt, welche bei der Bildung des Betragsquadrats in Gleichung (6.20)
Eins ergibt und demzufolge weggelassen werden kann.

]1 ']1 = 15)2‘2 +

6.2.3 Wechselwirkung mit dem Soliton

Nun muss man die Teilchenbewegung eines einzelnen Elektrons unter dem Einfluss der
solitiren Welle betrachten. Innerhalb des Intervalls —(.,q < ¢ < (ong ist die Bewe-
gung durch die Differenzgeschwindigkeiten A3, und Ag, als eine Funktion des Ortes
¢ bestimmt. Zudem tritt eine Phasenverschiebung A®(() ein. Die Berechnung der Ge-
schwindigkeiten bis zur zweiten Ordnung in ( wird in Anhang D.2 durchgefiihrt und
fiihrt zu

Ag Aﬁ_())(gend : |C|)2 n Cmax < |C| < Cendy Regime (a)7
ABy — ABaC2 in0<|¢| <Cnaw,  Regime (b);

(6.21)

im Anhang finden sich auch die Definition der Gréfen Aﬁ?), Aﬁ: und Aﬁ_;. Wie im
Anhang nahegelegt wird, ist es erforderlich, die Wechselwirkung in mehrere rdumlich
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getrennte Gebiete oder Regimes aufzuteilen. Dabei entspricht Regime (a) den beiden
duferen Gebieten des Solitons, wo die Feldstirke vom Maximalwert bei (., auf Null
bei (..q abfillt. Dieses ist der kleinere Bereich, in dem die stirkeren Gradienten des
Feldes auftreten, besonders fiir sehr kleine Parameter R. Das Regime (b) kennzeichnet
den inneren Bereich der Welle von —( 42 bis Gnaz, Wo die Welle vom maximalen Wert
bmaz des Feldes iiber den Wert Null bei ( = 0 auf den negativsten Wert fiir —b,,,,, fallt,
wie es auch Abbildung 5.5 zeigt.

Es folgt aus Kapitel 5.3, dass nur Teilchen mit |p;| < |2 R*Ajnaz| < |24 Amae| zur Strah-
lung beitragen, da fiir solche mit hoherem Impuls die Verteilungsfunktion rasch gegen
Null strebt. Die obige Ndherung beschreibt daher Teilchen, welche einen vergleichsweise
geringen Impuls besitzen und somit lange mit dem Soliton wechselwirken (im Folgenden
auch als ,Jangsame“ Teilchen bezeichnet). Es ist diesen Teilchen also méglich, die Welle
ihrerseits zu beeinflussen.

Hat man nun die Ausdriicke (6.21) fiir die Geschwindigkeiten, konnen die Integrale
(6.18), A®((), (6.19), j,, und j, (aus j, durch Tausch der Indizes y und =) mit den
Definitionen (6.21a, 6.21b) ausgefiihrt werden. Fiir A® muss man die Welle wieder in
drei Bereiche einteilen und erhilt abschnittweise giiltige Losungen,

ABLC) = AD(~Cona < € < ~Gnar)
= WA AB)(Gena + €)*/3,
A®y(¢) = AP(—(maz < ¢ < Gmaz)
= AP = ~Gar) + WAL A G + €)= (7 AG) (G +¢*)/3],
AD3(C) = AP(Cnas < ¢ < Cena)
= A®2(C = Gnar) — WA AR (Gt = € = (Gond = Gma)*] /3. (6:22)
Nun muss man noch den Aufienbereich betrachten. Fiir ( < —(,,,q — also vor der Wechsel-
wirkung — gilt trivialerweise A® = 0, da die Groke AP ja gerade den Phasenunterschied
beschreiben soll, welcher durch die Wechselwirkung des Teilchens mit dem Soliton ent-

steht. Allerdings ist i.A. A®(( > (eng) # 0; jedoch kann dieses mit Hilfe der obigen
Losungen (6.22a—c) fiir A® geschrieben werden als

AP(C > Cena) = AP3(Cena)
= 2wA(7 - ABo) (Cend — Gmaz)®/3
+20A e [(7F - ABY) = (7 - AB) G /3],
(6.23)

Nach den Transformationen ¢ + (.,q = z in der Losung (6.22a), ¢ + Gnae = 2 in der
Losung (6.22b) und —( 4 (epg = 2 in der Losung (6.22c) erhélt man abschliefend

N _Cma-x 2 . .
o= [ Ay (= = OF expliel — A Q)G
[ (B = 6% explisiC — A ())dC
Cend

Aﬁo,y(Cend - C)Q eXp[iWZg - ZA(I)?)(C)}dg

Cend_Cmaz
= Appy, {/0 dz 2* expliwl(z — Cena) — 1ADP1 (2 — (ena)]
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— /CO dz 2% exp[—iwl(z — Ceng) — iAP3(—2 + (ona)]

endfcmaz

2Cmazx
+/0 dZ[Aﬁl,y - Aﬁly((ﬁnaz - 2Cmaxz + ZQ)]
X expliwl(z = Gnaz) — 1APy (2 — Cnax)]) (6.24)

Ersetzt man alle in Gleichung (6.24) explizit auftauchenden y-Indizes durch z-Indizes,
so ergibt sich der entsprechende Ausdruck fiir j,.

Man beachte, dass in jedem Integrand von j, und j, ein exponentieller Ausdruck der
allgemeinen Form o + 11 2 + 1323 vorliegt. Man kann also ein grundlegendes Integral in
der Gestalt

A;j
/0 dzz" expliy jz + Ws,jz?’] = M,[A;; ¢, V3] (6.25)

definieren. Einige allgemeine Aussagen und Bemerkungen zu diesem Integral sollen zu-
néchst erwihnt werden. So gilt erstens fiir die obere Integrationsgrenze A; € {(eng —
Gmazs 2Gmaz} > 0. Zweitens ist auch der erste Parameter stets grofer als Null, ¢4 ; €
{wA(1 — 7 - ﬁo),wA(l it By — - Aﬁ:)} > 0, weil 77 - 3 < 1. Daher kann also nur
Y3 € {—wA(7- ABo)/3,wA(7 - AB,)/3} u.U. auch negativ sein, und man ist interessiert
an den beiden Integralen

Aj
M [Ajiabrj, ¥s5] = /0 dz2" expli(iy ;2 & |13 5]2%)]. (6.26)

Als Nebenbemerkung sei erwdhnt, dass 1y ;, |15 ;| o< w. Spéter in diesem Abschnitt und
im Anhang G wird dieses noch von Bedeutung sein.
Fiir j; muss man also betrachten

dy = ABoy(MalCond = Gasi wl, —wA(7 - Afo) /3] exp|—iwlCond]
+M;[Cend — Cmaz; wl, —wA(7 - Aﬁ?})/3]* exp[iwlCena — iA(D(Cend)])
[ (ABry = Aoy Crae) Mo[2man w(l = A7 - ABY)), wA (7 - AB) /3]
+20Ba y Cmar My [2maz; w(l = A(7F - ABL)), wA (i - Af) /3]
— By Mo |2z (I = A(7 - ABY)), wA (7 - A) /3]
X exp[—iwlCmaz — 1WA - ABo) (Cond — Cmaz)” /3] (6.27)

Analog dazu ergibt sich j,, indem man die Indizes y und x vertauscht. Ist dieses ge-
tan, lisst sich hieraus folgend j, - j. (aus Gleichung (D.6)) mit Hilfe der Integrale
MZE[A;j; 1 ;,13,;] formulieren. Man muss abschlieRend ,nur noch den kompletten Aus-
druck fiir das differentielle Intensititsspektrum formulieren, sobald die M,,-Integrale aus-
gerechnet sind.

Man beachte, dass man zur Berechnung der Integrale (6.26) auf Ndherungen angewie-
sen ist; diese Naherungen werden in Anhang E hergeleitet. Daher hat man zwei Regi-
mes mit den Definitionen (6.21a, 6.21b) und demnach je drei Variablen fiir die beiden
verschiedenen Versionen M, , und M, ;, ndmlich A,, V14, V34, Ap, 1 und ¢5,. Zur
vollstdndigen Berechnung der solitdiren Welle muss man also die beiden Losungen einzeln
bestimmen und anschliefsend zusammenfiigen.
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Leider wird die weitere Berechnung durch eine weitere Eigenschaft der Funktionen M,
erschwert. Die in dem Integral auftretenden Skalarprodukte ﬁ-AﬁB und 7- Aﬁ; (im Nach-
folgenden durch 7i - ABM zusammengefasst) haben zur Folge, dass |13 ;| sein Vorzeichen
wechseln kann, abhingig vom Winkel zwischen der Sichtlinie des Beobachters und den
Geschwindigkeiten. Diese Vorzeichenwechsel erfordern eine unterschiedliche Behandlung
der Funktionen M,, welche nachfolgend als Fall (1) fiir 7 - Afys > 0 und Fall (2) fiir
- Aﬁ?m < 0 bezeichnet werden. Dieses gilt es dann zu beriicksichtigen, falls spéter das
Spektrum iiber einen Raumwinkel integriert werden sollte; daher muss man beide Félle
betrachten und mitnehmen.

So kann man die Integrale M, [A;; 1 j, s ;] fiir niedrige und hohe Frequenzen entwi-
ckeln, wie es in Anhang E durchgefiihrt ist. Es ist weiterhin von Nutzen, charakteristische
(konstante) Langen

Cog = (r/31s 1) (6.28)

und charakteristische Frequenzverhéltnisse

wlweg = (U1 ;/3Ws])"? (6.29)

einzufiihren, mit j € {a,b}. Fiir letzteres gilt wegen der Tatsache, dass alle 1 ; und s ;
proportional zu w sind, w.; = const. Man beachte, dass beide charakteristischen Grofen
Funktionen des Teilchenimpuls @ und des Winkels zur Beobachtungsrichtung 7 sind,
und daher ist eine gewisse Sorgfalt bei den weiteren Berechnungen erforderlich, um das
Frequenzspektrum ausrechnen zu kénnen.

An dieser Stelle sollen noch einmal die letzten Schritte rekapituliert werde: es miissen
vier verschiedene Annahmen fiir die Herleitung des differentiellen Frequenzspektrums
betrachtet werden:

e die verschiedenen Regimes (a) und (b);
e der Einfluss des Beobachtungswinkels, was auf die Fille (1) und (2) fiihrt;
e die Unterscheidung in einen Niedrig- und Hochfrequenzbereich;

e und die ,Stirke” des Solitons, abhingig davon, ob R — 0 oder R — 1. Da R von
der Verteilungsfunktion und A,,,, abhingt, muss man sich vor dem Ermitteln des
Spektrums auf eine bestimmte Verteilung festlegen.

Es sind also insgesamt 2 = 16 verschiedene Berechnungen nétig, um das Problem der
Strahlung eines Ensembles von Elektronen aufgrund eines Solitons in seiner Gesamtheit
erschopfend zu behandeln. Man kann sich die Arbeit jedoch erleichtern, indem man die-
se vier Bedingungen in eine sinnvolle Reihenfolge bringt. Denn man kann zunéchst die
yaukere Rahmenbedingung” festlegen — ob man nun eine starke oder schwache solitire
Welle betrachtet. Dies hingt in grofem Make von der Wahl der Verteilungsfunktion ab.
Hat man sich in dieser Frage entschieden, so wird dieses fiir den Rest der Rechnungen
beibehalten. Dann kann man zur Berechnung des Spektrums eines einzelnen Elektrons
beide Regimes des Solitons betrachten und anschliefsend die Frequenznaherungen bestim-
men. Ist man dann an der Winkelabhéngigkeit oder am Spektrum einer Verteilung von
Teilchen interessiert, muss man den Winkeleffekt beriicksichtigen.
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6.2.4 Das differentielle Intensitatsspektrum fiir niedrige und
hohe Frequenzen

Die Ndherungen, welche im letzten Abschnitt und in Anhang E hergeleitet wurden, kon-
nen nun zur Berechnung des differentiellen Intensitdtsspektrums benutzt werden. Diese
stellen die ausfiihrlichsten Berechnungen dieser Arbeit dar und werden aufgrund ihrer
Lange in den Anhingen G und H durchgefiihrt. In diesem Abschnitt werden daher die
Ergebnisse fiir die einzelnen Fille dargestellt. Es sei angemerkt, dass alle Skalengrofien
der Frequenz und Lénge wie wy, o, w.j, (.; usw. in den Anhéngen definiert sind.
Es ist von Nutzen, wenn an dieser Stelle die notigen Parameter noch einmal zusam-

mengefasst werden:

Grofe Bedeutung

IL,, @, Teilchenimpuls in z-,y-Richtung

Ey=/1+12 + @ senkrechter Anteil der Teilchenenergie

senkrecht zum Bulk
0, ¢ sphérische Winkel zwischen
Bulkbewegung und Sichtlinie

I Lorentzfaktor des Bulks
Ert=V,/Je=+1-T-2 | Geschwindigkeit des Bulks,
gegeben durch Lorentzfaktor

A =VT3/c?
Aaa maximal moégliches Vektorpotential
Zaq = Qa/(maCQ)
Go = 8T Y, Nalqal Koeffizient aus der Reihenentwicklung

der Verteilungsfunktion
Parameter fiir das Soliton, hangt von der
Verteilungsfunktion ab, vgl. Gleichung (5.64)
L= (& —1)3%A,,../Go | charakteristische Linge im Soliton
Cmaz = Tmaz Ly Cend = Tena | Koordinate des Maximums/Endpunkts des Solitons,
Tmaz, Teng hidngen von R ab, vgl. Formeln (5.72)

R = Go/(2G, A

maac)

Hierbei sei noch anzumerken, dass iiber Impuls und Winkel gegebenenfalls integriert
werden kann, will man ein Ensemble von Teilchen oder das Spektrum im ganzen Raum
betrachten. Als duflere Parameter werden I'y und A,,.. behandelt; diese Gréfken muss
man aus Beobachtungen und/oder Simulationen gewinnen, da sie den Bulk als ganzes
beschreiben.

Im weiteren Verlauf, jeweils am Ende eines Abschnitts, werden auch numerische L&-
sungen fiir das Spektrum berechnet. Es wird ein reines Elektronenplasma mit einer Po-

tenzverteilung?
-2 oIT,
Fo=1 ug (6.30)
21 (1 + 112 + w2 + 112)7/2
angenommen. Zur einfacheren Berechnung werden sowohl die Frequenz als auch die dif-
ferentielle Intensitdt in dimensionslosen Einheiten angegeben; man hat also als Varia-

L Alternativ kénnte man in Analogie zu einer x-Verteilung als Exponent x4 1 verwenden. Die Beziehung
zwischen beiden Werten ist durch k = v/2 — 1 gegeben.

97



blen (AL)w bzw. (4n%c/e?)(d*I/dwdS?). Die verwendeten Parameter besitzen die Werte
[y = 10, 2,44z = 10 und (mit v = 5 bzw. k = 3/2) R = 10~'; und fiir einzelne Teilchen
gelten I, = @, = 107 sowie ein Winkel gegeben durch § = ¢ = /2, soweit nicht anders
angegeben.

Untersucht man nun diesen Fall, so erhélt man im Laufe der Rechnungen zwei Funktio-
nen (in sphérischen Koordinaten), welche nur von den Winkeln 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27]
und der Bulkgeschwindigkeit (hier in Form des Lorentzfaktors I';) abhingt. Sie sind
definiert durch

Si[0,6,Ty] = 1— Fon, +n,/Ty=1—1/1—T;%cost +sinfcos /T
S0, ¢,y = |ny|/Ty = siné|sing|/T} (6.31)

Die Eigenschaften dieser Funktionen und ihres Verhéltnisses S, = S;/S, werden detail-
liert in Anhang F diskutiert.

Im Falle niedriger Frequenzen sind die Rechnungen noch verhéltnisméfkig einfach, da
die Nédherung fiir die Integrale (6.26) auf ein simples Ergebnis gebracht werden kann. Im
Anhang G wird gezeigt, dass das Spektrum die Form

d’I ez /w2
~ . 32
dwdQ)  4r2c (w()) (6.32)
besitzt und durch die Bedingung
W K Wigw = min[(Cej/Aj)wer 3(Ce/Aj) we ] (6.33)

bis auf die Ausnahme R < 1 im Falle (a) eingegrenzt ist. Dieses quadratische Verhalten
des Spektrums ist wohlbekannt, es liegt Dipolstrahlung vor.

Im Bereich hoher Frequenzen (siehe Anhang H) muss man etwas vorsichtiger vorgehen.
Wie in Anhang E gezeigt, sind zwei verschiedene Niaherungen moglich, abhéngig davon,
ob die Skalarprodukte 77 - A3072 nahe Null sind oder nicht. Es gilt auch zu beachten, dass
man fiir |77-Afy2| > 0 zwei verschiedene Losungen (dennoch mit gleicher Struktur) erhilt.
Diese unterschiedlichen Resultate hingen mit dem Winkel zwischen dem Soliton und der
Sichtlinie zum Beobachter zusammen, je nachdem, ob die Skalarprodukte (77 - A 2)
positiv oder negativ sind. Die Losung (1) fiir beide Faille ist mit Hilfe der Stufen- oder
Heavisidefunktion H[A? — (2,] gegeben durch

d?1 e

2w w 4w
~ HIA% — 2 - : 6.34
dwdQ ~ 4n2c ng% (Wc,a [AS c,a] + woh exp [ 3wc,b]> ( )

Die Losung (2) lésst sich dhnlich finden und wird beschrieben durch

d?I e 2w w 4w
~ “—H[A} - &)+ R?— — : 6.35
dwdQ) ~ 4m2c 1353 (wqb Ay = Ceal + We.a P 3We.a (6.35)
Es gilt die Einschrankung
W > Whigh = max[(Cej/ Aj)we s 3(Cei/ Aj) we,s), (6.36)

welche in Anhang H spezifiziert ist.
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Ist jedoch 7 - Ago,z ~ 0, d.h. § = 0,7 oder ¢ = 0, 7,27, so konnen wegen des Faktors
S5 2 Polstellen auftreten. Nach Anhang E muss jedoch in der Nihe dieser Winkel ein
anderer Ansatz gewihlt werden,

d?1 e’
~ 6.37
dwd) — Arn2c ( )
mit einer unteren Beschrankung der Frequenz durch
W > Whien = max((Cej/Aj)we ] (6.38)

Gleichung (6.37) héngt nicht von den Winkeln 6 und ¢ ab, sondern nimmt immer einen
konstanten Wert (< oo) an. Als einfache Ndherung wird im Folgenden die Vorschrift
benutzt, dass stets die kleinere der Gleichungen (6.34/6.35) und (6.37) verwendet wird.

Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt wird eine mogliche Kombination fiir die Wechselwirkung des Soli-
tons mit den Elektronen durchgerechnet. Soweit nicht anders angegeben, gelten immer
folgende Werte?:

r, = 10,
ZaAmaz = 10

R = 107!, mity =5,
I, =w, = 1073,

h=¢ = /2. (6.39)
Im Niederfrequenzbereich ergeben sich aus Gleichung (6.32)
d*I e
~ 3.79x107°(AL)*w’— 4
g = BTOXI0 (AL (6.40)
mit dem allgemeinen Grenzwert (6.33)
2.61x107!
ow =X T - 6.41
w <K W AL (6.41)

Fiir hohe Frequenzen und |77 - Afys| > 0, so ergibt sich fiir die Differenz A3 — (2, <0
und somit tragen in den Gleichungen (6.34, 6.35) nur die Exponentialfunktionen zum
Ergebnis bei. Es folgt fiir den Fall (1), (77 - Afy2) > 0, die Lésungen

d*I 5 ) e?
Todq 2.00x10°(AL)w exp[—8.43x10*(AL)w] R (6.42)
wahrend sich analog fiir den Fall (2), (7 - Agog) <0,
d*1 e?

~ 2.00x107"?(AL)wexp[—8.43x10* (AL)w] (6.43)

dwd$2 472c

2Hierbei muss zwischen #ufieren Parametern I'y, 2o Amae und (und daraus folgend R) sowie den
Teilchenparametern 11, w,, § und ¢ unterschieden werden. Erstere gelten fiir den ganzen Jet und
sind prinzipiell entweder aus Messungen/Simulationen oder aus plausiblen Annahmen zugénglich.
Die Teilchenparameter sind hingegen so gewahlt, dass sie die verwendeten Naherungen erfiillen und
auch die Winkelfunktionen keine Nullstellen annehmen.
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ergibt. Als Abschitzung fiir die Giiltigkeit folgt

1.91x10°

o7 (6.44)

W > Whigh =
Hieraus folgt wegen der Exponentialfunktion in den Gleichungen (6.42) und (6.43), dass
die Intensitit in diesem Hochfrequenzbereichen sehr rasch gegen Null strebt. Die Strah-
lung wird daher hauptséchlich in der niederfrequenten Dipolform (6.40) abgegeben.
Ist jedoch der Winkel 77 - Aﬁog ~ (0 muss man zu den Winkeln 6 ~ 0, 7 oder ¢ ~ 0, 7, 27
iibergehen. Setzt man 6 = 7, so erhilt man

d?1 e?
~ 5.34x107* 6.45
dwd) x 4dm2c ( )
mit 443
w > Whigh,x ~ — (646)

AL’

Eine graphische Darstellung dieser Ergebnisse folgt nach der Bestimmung des Uber-
gangsbereich mit der Ubergangsfrequenz w, zwischen den einzelnen Niherungen. Ist der
Ubergangswert gegeben, konnte man zudem als Niherung fiir den gesamten Frequenz-
raum wegen der rasch abfallenden Exponentialfunktion die Form

d?1 e? ( w

2
dwd ~ dne ) Hlw. =l (6.47)

wo
annehmen. Man beachte, dass hierbei das Hochfrequenzregime nicht bedeutungslos ist.
Schlie®lich wird erst durch dieses die Ubergangsfrequenz festgelegt. Niherung (6.47) wird
im weiteren Verlauf dann anstatt der Naherungen (6.32), (6.34) und (6.35) verwendet,
wenn letztere sich als nicht handhabbar erweisen.

6.2.5 Zwischenwerte

Bis hierher wurde der Verlauf des Spektrums fiir niedrige und hohe Frequenzen darge-
stellt. Es ist klar, dass in dem Bereich zwischen diesen Extremen das Spektrum einen
kontinuierlichen, glatten Verlauf annehmen sollte. Dieser ist jedoch analytisch nicht be-
rechenbar, so dass im weiteren Verlauf die simple Annidherung durch Bestimmung der
Schnittpunkte w, der hoch- und niederfrequenten Lésungen gewahlt wird, um das Spek-
trum zu ,yvervollstdndigen®. Dieses héngt natiirlich wiederum von den im vorigen Ab-
schnitt bestimmten Ndherungen ab.
Man erhélt als Losung von w, die Gleichung

2T Wi
= — 6.48
T T2 SBw, (649
fiir .A]? > Qij, und fiir .Af- < CCQJ-
3 A1 R%w?
Wy = qujW [31—%5—22(,02] ) (6'49)
c.j

wobei W|z] die Lambertsche WW-Funktion bezeichnet, die Losung x der transzendenten
Gleichung z = wexp[z]. Es gilt s = 0 fiir Regime (b) sowie in Regime (a) s = 12.
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Typische Verldufe dieser Losungen fiir das differentielle Frequenzspektrum sind am Ende
dieses Abschnitts gegeben in den Abbildungen 6.1 und 6.2.
Fiir den Sonderfall, dass 77 - A2 =~ 0, ergibt sich als Zwischenwert

Wi.a = QWo, (6.50)

und das differentielle Spektrum fiir diesen Fall ist abgebildet in Abbildung 6.3. Jedoch ist
diese Losung nur in einem kleinen Raumbereich giiltig, vgl. Diskussion in Anhang H.3.
Man beachte weiterhin, dass die Losungen (6.34), (6.35) und (6.37) ein Problem im
Bereich hoher Frequenzen haben, die letzteren fiir den Fall, dass .AJQ- < (cj- Um auf die
Gesamtleistung des Elektrons zu kommen, miissten diese Losungen iiber wp;g, < w < 00
integriert werden, und man erhielte eine unendlich hohe Leistung®. Es ist jedoch aus
Kapitel 5.4.2 bekannt, dass die abgestrahlte Energie eines Elektrons genau durch

4e? reA 2
3L ( mc? ) Vv, ° (14 )

e? 1 1672
= e AL 3 IR @) (Eidna)” (6.51)

beschrinkt ist, wobei p1 = m./m; und Iy in (5.122) definiert wurde. Es existiert also eine
,Kante“ im differentiellen Frequenzspektrum bei hohen Frequenzen, an dem das Elek-
tron seine gesamte Energie verloren hat. Diese Einschrinkung erlaubt es, die maximale
Frequenz w,,,; zu berechnen, indem man iiber alle Frequenzen und den Raumwinkel in-
tegriert. Da man jedoch fiir die Intensitit zwei verschiedene Gleichungen hat (je nach
Raumwinkel), wird zweckméRigerweise die diese Integration in die Bereiche A und B
aufgeteilt. A bezeichnet den Raumwinkel, in denen Gleichung (6.34) oder (6.35) gelten;
in B wird entsprechend iiber die Intensitit (6.37) integriert. Hier kann wieder in dem
Sinne verfahren werden, dass jeweils die kleinere der Intensitdten mafkgebend ist. Es gilt
dann fiir die Spektren

wmar 2]
& / d dwdwdQ
Wi w Wmax w
40 / dw
7r2c: [/ / /A ws S2w. J
+/ dQ/ww W’ [ a0 e 042]

e [2m w4
A i o /dQ m/dQ /dQ
4w2c[3rg /A SSwl, Wt “ +“W2P2

Hieraus kann man fiir die maximale Frequenz die quadratische Gleichung

— L2 0 mw[/dQ 2}
0 = hue |t [ 00|+t [ a0

Am2cE 273 Wi 2
_ B L Wi I / d0a® 6.53
l &~ arp g +g )00 “JO] (6.53)

3 Ansonsten sorgt der exponentielle Anteil des Spektrums fiir einen endlichen Wert der Integration.
YHierbei ist auRerdem zu beachten, dass fiir Fall (a), 7 - Afy2 > 0, We,j = We,q ilt und entsprechend

fiir Fall (b), 7 - A,g()’g <0, we,j = Wep- Strenggenommen miisste man daher den Raumbereich A noch
einmal in die Bereiche A, und A, unterteilen; zur besseren Lesbarkeit wird dieses unterlassen.

g:

12

ol
(6.52)
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ableiten, wobei £, wy, w.; und a Funktionen der Sichtlinie 77 und des Impulses @ sind.

Falls Gleichung (6.37) im Zusammenhang mit den Exponentialfunktionen aus den L6-
sungen (6.34), (6.35) auftaucht, so bewirkt der exponentielle Abfall letzterer Gleichungen,
dass fiir hohere Frequenzen der Winkelbereich um die eventuellen Polstellen rasch gegen
Null strebt.

Numerisches Beispiel

Mit den bereits friither gewihlten Zahlenwerten ergeben sich® fiir (77 - AB’Q’Q) >0

2.53x1072
W 7;2 . (6.54)
Bei (71 - Afy2) < 0 ergibt sich
5.26x1078
W, % (6.55)

dieses ist als Ubergangsfrequenz nicht geeignet, da dieser Wert deutlich unterhalb der
Grenzfrequenz wy,,, liegt. Der Grund hierfiir liegt in der Kleinheit des Faktors in Glei-
chung (6.43), welche offenbar eine sehr schlechte Néherung darstellt. Eine ganz simple
Abschétzung fiir die Frequenz w, ergibt sich durch w, >~ wjy,.

Ist - ABp2 ~ 0, so hat man

3.75

o —_— 6.56
o T (6.56)
Eine maximale Frequenz der Strahlung w,,,, muss man in dem gewihlten Beispiel

nicht berechnen, da die Energie eines Teilchens nach Gleichung (6.51)

e? 1

E~1.13%x10" —
% Am2¢ AL

(6.57)
betragt und — wie in Abbildung 6.1 zu sehen — die Exponentialfunktion fiir einen geniigend
raschen Abfall der Leistung sorgt.

6.3 Sichtwinkeleffekt

Im vorigen Abschnitt wurde das differentielle Spektrum pro Teilchen, Frequenzintervall
und Raumwinkelelement hergeleitet. Man kann sich nun fragen, welchen Einfluss der
Raumwinkel auf dieses Spektrum hat, z.B. unter welchem Raumwinkel das Spektrum ein
Maximum annimmt. Hier muss man fiir eine genaue Betrachtung zu den einzelnen Fille
aus Abschnitt 6.2.3 und den Winkelfunktionen (6.31) zuriickkehren. Man beachte, dass in
den Funktionen neben dem Polarwinkel § auch der Azimut ¢ auftaucht; im Gegensatz zur
Synchrotronstrahlung ist also eine Zylindersymmetrie der Strahlung nicht zu erwarten.
Stattdessen ist ebenfalls die Ebene der Solitonen von Bedeutung, d.h. in welcher Ebene
dessen elektromagnetische Felder schwingen.

5Man beachte, dass anderen Fillen als den hier angegebenen auch ./4? > Cij auftreten kann. In diesen
Fall muss man statt Gleichung (6.49) Gleichung (6.48) benutzen.
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Abbildung 6.1: Charakteristischer Verlauf des Spektrums in dimensionslosen Einhei-
ten der Frequenz w(AL) und der Intensitit (4m2c/e?)(d*I/dwdSY). Be-
trachtet werden Elektronen mit den Konstanten (6.39); in dieser Ab-
bildung sind die Situationen (1) gewéahlt. Die gestrichelte Linie stellt
die Fortsetzung der Graphen in die Bereiche dar, in denen die N#he-
rung nicht mehr die Kleinheits- oder Grofsheitsbedingungen erfiillen. Der
Wechsel zwischen den Gebieten hoher und niedriger Frequenz liegt bei
w, = 2.53x1072/(AL). Man beachte, dass der Verlauf der Funktion fiir
hohe Frequenzen sehr schnell gegen Null strebt.

Um die Frage zu beantworten, unter welchem Winkel die meiste Energie abgestrahlt
wird, muss man zunéchst das differentielle Spektrum iiber alle Frequenzen integrieren,

z.B. im Fall (1) gemé&f

dl ez [ws w\2 €* [wma T 2w w 4w

o d (_) / dw—5=5 HA, - - :

dQ)  4rn?c /0 “ wo + 4r2c Jo, wF%S% Wea Aa = el + We b P 3we.p
(6:58)

Hierfiir kann man nun auf die Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt zuriickgreifen. Man
beachte, dass die obere Grenze w,,,, nicht vom Raumwinkel abhingt. Es ist jedoch zu
iiberpriifen, ob die Ungleichung A3 > (Z; erfiillt ist oder nicht, da hiervon die Lage der
Ubergangsfrequenzen w, abhéingen. Im Fall .,4]2 > Cc% ; erhélt man

ar e [} Tw? TWhae \ € (T Whe AT W (6.59)
A 4m?c \3w  203S3we; T3S3w.;)  4m2c \T} Sjwe; 30§SSwi; )

Falls A? < (Z;, so kann man wegen des exponentiellen Abfalls zunéchst die obere In-
tegrationsgrenze durch oo néhern; so ergibt sich (mit s = 0 im Regime (b), s = 12 im
Regime (a))

dl e? [ Wl N 97 Réw,. 4 4w, 4w,
R exp |—
dQ ~ dn?c \3w@ T 161252 3we, ) V| By
_ e? 27wy, (W [47rRS w3 ] - [47TRS w2 1 1. . [4’/TRS w? ])

Am2¢ 64 W2 37 Siw? 303 S3w?;
(6.60)

37 S3u?,

3

C?j
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Abbildung 6.2: Charakteristischer Verlauf des Spektrums in dimensionslosen Einheiten
der Frequenz w(AL) und der Intensitét (4m2c/e?)(d?I/dwdS)). Betrachtet
werden Elektronen mit den Konstanten (6.39), aber § = 7. Die gestri-
chelte Linie stellt die Fortsetzung der Graphen in die Bereiche dar, in
denen die Ndherung nicht mehr die Kleinheits- oder Groftheitsbedingun-
gen erfiillen. Der Wechsel zwischen den Gebieten hoher und niedriger
Frequenz liegt bei w,, = 3.75/(AL). Man beachte, dass das Spektrum
bei wyaz.qa,1 = abbricht.

Die Winkelabhangigkeit steckt nur in den Termen S; und w, ; in der Form

1 S g
Sweg ST S
S G
Ced QT gagi
3
52%}2] o g—:g:sf; (6.61)

somit kann man aus den Ergebnissen aus Anhang F das Verhalten der Intensitit im
Prinzip bestimmt werden. Dies soll fiir das numerische Beispiel im Folgenden geschehen.

Numerisches Beispiel

Mit den Werten (6.39) findet man fiir die zwei Félle aus der Gleichung (6.60) jeweils
dhnliche Verldufe® in der Abhingigkeit vom Polarwinkel . Sichtbar ist dies sind in Ab-
bildung 6.4; in beiden Féllen liegt das Maximum bei sehr kleinen Winkeln, d.h. nahe
der Ausbreitungsrichtung des Solitons. Man beachte, dass auch der Fall (2) fir § = 0,7
gegen Null geht. Im Falle des Azimuts ¢, zu sehen in Abbildung 6.5 findet sich ein Verhal-
ten symmetrisch zu derjenigen Ebene, welche durch die Normalenbedingung cos ¢ = 0,
d.h. ¢ € {0, 7, 27}. Daher wird die meiste Energie in einem kleinen Kreis um § = 0
mit sinusoidaler Amplitude abgestrahlt. Die Bereiche ohne Emission liegen somit in der
x-z-Ebene.

8Gleichung (6.59) wird wegen A3 < (2 fiir alle Fille nicht bendtigt.
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Abbildung 6.3: Charakteristischer Verlauf des Spektrums in dimensionslosen Einheiten
der Frequenz w(AL) und der Intensitét (4m%c/e?)(d*I/dwdS?). Betrach-
tet werden Elektronen mit den Konstanten (6.39). Die gestrichelte Linien
stellt die Fortsetzung der Graphen in die Bereiche dar, in denen die Néhe-
rung nicht mehr die Kleinheits- oder Grofsheitsbedingungen erfiillen. Die
Punkte markieren die Ubergangsfrequenz w,. Im Fall (2) wird der Uber-

gang abweichend durch wy,, definiert, da der Schnittpunkt der beiden
Graphen bei 5.26x 1078 lige.

6.4 Integration iiber ein Ensemble von Teilchen

Hier soll nun das differentielle Frequenzspektrum einer ganze Verteilung von Teilchen be-
trachtet werden. Um dieses zu erhalten, muss man dieses Spektrum mit einer Verteilungs-
funktion falten und iiber den Teilchenimpuls integrieren. Im Folgenden wird wiederum
die Potenzverteilung (6.30)

v =2 o[IL]

F, =
2 (14112 + w2 + 112)7/2

(6.62)

gewahlt, mit beliebigen Exponent v > 4. Da man die differentielle Intensitdt in zwei
Bereiche aufteilt, sind also die beiden Integrale

/ I F, _© / dIl, / dw ! W
dwdQ - Ar2c 27r Y1+ 112 + w2)7/2
e? 1 Rw Aw
I, - / d1l, / d _
/ “ d dQ Amic 27 wy(l + 112 + @2)/? W o [ 3wc7]—]

(6.63)

zu 16sen, je nachdem, ob man hohe oder niedrige Frequenzen betrachtet. Jedoch verkom-
pliziert sich der Sachverhalt, da auch die Abschiatzungen fiir die Giiltigkeit der Nahe-
rungen, Wiy, Und wpign, von den Impulsen p; € {II,, @,, II,} abhidngen. Untersucht man
diese genauer, so findet man das Verhalten”

Wiow(|pj| = 0) — const.,

wWhign(|pj| — 0) — oc. (6.64)

"Der Fall |p;| > 1 wird vernachlissigt, weil die Verteilungsfunktion fiir |p;| — oo verschwindet.
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Abbildung 6.4: Die Abhéngigkeit der differentiellen Intensitdt vom Polarwinkel 6. Das
Maximum liegt bei kleinen Winkeln, geht aber fiir § = 0 auf Null zuriick.
Dies gilt auch fiir den Graphen b) des Falls (2), wie das Inset zeigt. Die
Abstrahlung findet also vorzugsweise nahe der Solitonrichtung statt.

Dies bedeutet, dass die Hochfrequenzlosung so gut wie keinen Beitrag liefert. Man kann
sich also auf den niederfrequenten Anteil konzentrieren und daher die Niherung (6.47)
als Ansatz fiir die gesamte differentielle Intensitdat wahlen.

Nun gilt es weiterhin zu beriicksichtigen, dass die Uberlegungen in den letzten Ab-
schnitten stets fiir den Fall |p;| < |2, R?Anq.| durchgefiihrt wurde. Es ist daher sinnvoll,
die Integration iiber die Impulse p; auf den Bereich [—2, A4z, 2aAmaz] zu beschranken.
Zudem greift auch hier wieder das Argument, dass fiir hohere Impulse die Verteilungs-
funktion gegen Null geht. Somit ergibt sich wegen der Symmetrie in den Impulsen p; das
Integral

62 2(7 _ 2)(.()2 ZaAmaz ZaAmaz 1 1
7 = [, [ —Hw. — ]
4m2¢ T 0 0 v (14112 + @)/ wj o =

(6.65)

Zu beachten ist, dass die Ubergangsfrequenz w, eine Funktion der Impulse pj ist. Es ist
daher erforderlich, dass zunéchst die Bedingung w,(p;) — w in eine Bedingung fiir die
Impulse p; .(w) — p; ungeformt wird.
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Abbildung 6.5: Die Abhéngigkeit der differentiellen Intensitdt vom Azimut ¢. Sie ist
symmetrisch beziiglich einer Ebene, welche durch die Normalenbedingung
cos ¢ = 0 definiert ist. Fiir diese Winkel wird die Intensitdt Null, selbst
im Graph b) des Fall (2). Eine genaue Betrachtung der Umgebung der
Winkel ¢ = 0, 7, 27 zeigt einen vergleichbaren Abfall wie im Graphen a)

Numerisches Beispiel

In dem hier gewéhlten Beispiel hingt w, nur von w, ab. Somit benétigt man auch nur
einen Grenzimpuls w, , und man hat, je nach Sichtwinkel (Fall (1) oder (2))

28.7(AL)*w?
W2[—4.84(AL)8/546/5)’
2.87x 107" (AL)2W?

U TE Y YTy VA R (6.66)

Wy < Wyl

Hieraus ergibt sich dann die N&herung fiir ein Ensemble von Teilchen,

10zo,, 24270, +
T ~ <24.2 arctanl Dy, ] — ( Dy,

AL)%w? 6.67
(101 + =212 ] ~ (14 =2,)(101 + w;*)m) (ALjw  (6.67)
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Die Lambertsche W-Funktion ist im Intervall [—1/e, oo definiert. Da die Frequenz positiv
ist, ergibt sich sofort die Einschrankung

- 1 _ 117x107! (6.68)
Y= ([484eP/5(AL) ~ (AL) ‘

und der Frequenzbereich, in dem Abstrahlung moglich ist, reduziert sich auf das Intervall
[0,0.117]. Fiir beide Félle sind die Frequenzabhingigkeiten in Abbildung 6.6 dargestellt.
Betrachtet man die Grofenordnungen, so findet man, dass der Hauptbeitrag der Strah-

a) 71

0.06
0.05 ¢
0.04
0.03 ¢
0.02 ¢
0.01 ¢

o o(AL)
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

6x10" 17}
4x10° P}

2x10° Y1

o(AL)

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Abbildung 6.6: Strahlung eines Ensembles von Elektronen. Die Teilchen strahlen fast
ausschlieklich ihre Energie im Bereich (ﬁ-Aﬁo,g) > (0 ab, Abbildung a), die
andere Halbsphire ist zu vernachlissigen, wie man an der Gréfsenordnung
der Abbildung b) erkennen kann.

lung von den Elektronen des Falls (1) stammt. Alle weiteren Anteile sind vernachlissig-
bar. Hier zeigt sich wieder das Verhalten relativistischer Teilchen, dass die Strahlung fast
ausschlieflich in Bewegungsrichtung abgestrahlt wird.
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7 Zusammenfassung und Bedeutung
der Arbeit

Die im nachfolgenden dargelegte Theorie bildet die denkbar weitgehendste Verallgemeine-
rung der heute allgemein als ,,Relativitdtstheorie” bezeichneten Theorie; die letztere nenne
ich im folgenden zur Unterscheidung von der ersteren ,spezielle Relativitdtstheorie“ und
setze sie als bekannt voraus.

Albert Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativitdtstheorie [11].

Jeder wissenschaftlichen Arbeit liegt die Motivation zugrunde, ein verbessertes Ver-
stdndnis fiir die Natur und ihre Gesetze zu erhalten. Es gehort dabei zu den Aufgaben
der theoretischen Wissenschaften, also auch der theoretischen Physik, verschiedene ein-
zelne Sachverhalte in ein gemeinsames Geriist zu kleiden und mit einem Formalismus
beschreiben zu kénnen.

Hierin lag nun das erste Ziel der vorliegenden Arbeit. Im Universum besteht der iiber-
waltigende Anteil an sichtbarer Materie aus Plasma. Es ist jedoch offensichtlich, dass man
einige Eigenschaften von Plasmen, z.B. die Energie- oder Impulsverteilung der Plasma-
teilchen, wegen der grofen Entfernungen nicht ohne Weiteres messen kann. Dennoch
werden diese Eigenschaften gerade in der kinetischen Theorie beno6tigt, um beobachte-
te Phénomene beschreiben zu konnen. Es stellt daher immer einen grofen Fortschritt
dar, wenn man Aussagen iiber Plasmen ohne Kenntnis der in der Praxis nicht messbaren
Grofen formulieren kann. In dieser Arbeit ist es nun gelungen, Dispersionsrelationen und
Wachstumsraten fiir eine bestimmte Plasmainstabilitit, die Weibelinstabilitit, herzulei-
ten, ohne eine Verteilungsfunktion vorzugeben.

Neben der Aufgabe, bereits bekannte Sachverhalte — wobei es unerheblich ist, ob diese
experimentell, numerisch oder theoretisch gewonnen wurden — analytisch zu untersuchen
und in einen groferen Zusammenhang zu bringen, ist sicherlich das Auffinden einer neuen
Erkenntnis, die Entwicklung einer neuen Idee, ein spannender Teil der Wissenschaft.
Hiufig ist es bloker Zufall, der eine neue Entdeckung hervorruft; haufig genug aber auch
gezieltes Suchen oder ein Geistesblitz. Auch die Dokumentation des Entdeckens von
etwas Neuem, vorher nicht Dagewesenem ist ein Bestandteil dieser Dissertation, denn
aus der Arbeit iiber eine allgemeine Form der Weibelinstabilitit konnte eine neuartige
nichtlineare Wellengleichung fiir ein unmagnetisches Plasma hergeleitet werden, welche
als Losung nichtlineare solitdre Wellen besitzt.
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Nach einer allgemein gehaltenen Einfiihrung iiber die kinetische Theorie in Kapitel 1
wurden in Kapitel 2 die notigen Grundlagen fiir die Weibelinstabilitit vorgestellt. Da zur
Beschreibung die angesprochene statistische kinetische Theorie verwendet werden sollte,
bildeten die Maxwellgleichungen und die relativistische Vlasovgleichung den Ausgangs-
punkt. Aus diesen Gleichungen wurde im Folgenden ganz allgemein die Dispersionsrela-
tion fiir transversale Wellen in einem Plasma hergeleitet — die grundlegende Beziehung
fiir jegliche Stérungen des Gleichgewichtszustandes.

Dazu wurden die Ausgangsgleichungen zunichst linearisiert (weil man von kleinen
Storungen ausgeht und die Gleichungen dann einigermafen 16sbar werden) und in den
Fourierraum transformiert. Da ein Plasma ein leitendes Medium darstellt, lisst es sich
mit Hilfe eines Ohmschen Gesetzes j = & - E beschreiben, wobei die Plasmaeigenschaften
samtlich in dem Leitfahigkeitstensor & zum Ausdruck kommen. Es ist leicht einsichtig,
dass ein so komplexes System wie das Plasma eine komplizierte Geometrie besitzen kann,
daher liegt die Leitfahigkeit in Form eines Tensors vor. Allerdings konnte dieser Tensor
fiir gyrotrope Verteilungen und der Annahme von Wellen, welche nur parallel zum Hin-
tergrundmagnetfeld Bye, orientiert sind, vereinfacht werden.

Gerade letzteres schien eine starke Einschrinkung darzustellen. Jedoch wurde in die-
ser Arbeit der Fall eines (anfénglich) unmagnetischen Plasmas betrachtet; dies hatte zur
Folge, dass der Wellenvektor k der transversalen Wellen die einzige Ausrichtungsmog-
lichkeit fiir das Koordinatensystem ist. Man konnte auch sagen, das Koordinatensystem
wurde so gewahlt, dass k= ké.. Aufgrund dieser Annahmen lag der Leitfahigkeitstensor
in einer deutlich vereinfachten Form vor und konnte mit dem Dielektrizitatstensor € und
dem Maxwelloperator A in Verbindung gebracht werden.

Aus letzterem erhielt man die Dispersionsrelation eines unmagnetischen Plasmas aus
der Forderung, dass die Determinante des Maxwelloperators verschwindet — eine Folge-
rung aus der Fouriertransformation und dem Residuensatz. Es zeigte sich, dass es drei
entkoppelte Moden gibt, eine longitudinale und zwei transversale. Die beiden letzteren
sind allerdings bei verschwindendem Magnetfeld entartet, d.h. sie fallen zusammen und
es gibt nur eine transversale Mode, welche die Weibelinstabilitdt beschreibt.

In Kapitel 3 sollten nun aus dieser transversalen Mode einige allgemeine Aussagen iiber
die Weibelinstabilitit herausgearbeitet werden. Es zeigte sich, dass es moglich ist, die Dis-
persionsrelation in eine Form ¢?k? = f(M?) zu bringen, wobei M = i(w/ck) = (T'/ck)
die imaginire Phasengeschwindigkeit der Welle darstellt. Hierbei wurde eine rein imagi-
nire Frequenz angenommen, um die Rechnungen zu erleichtern. Die gewahlte Form der
Dispersionsrelation besitzt den auRerordentlichen Vorteil, dass in den Integralen f(M?)
als einziger Parameter die Variable M auftaucht anstatt der beiden Grofen I' und k.
Daher konnte man M als unabhéingige Variable und k als abhéngige Variable wéhlen. So
fiel es im weiteren Verlauf viel leichter, grundlegende Aussagen iiber die Instabilitit zu
treffen.

Damit lief sich der erlaubte Wellenzahlbereich fiir eine Instabilitit einfach als Differenz
zweier Integrale darstellen, welche ,nur noch gelost werden miissen. Des Weiteren zeigte
sich sowohl fiir M — oo als auch fiir den Ubergang in eine isotrope Verteilung der
Teilchen, dass keine instabilen Moden auftreten kénnen. Fiir M — 0 konnten jedoch keine
Néherungslosung angegeben werden, da die entstehenden Integrale nicht konvergieren.

Diese ersten Ergebnisse konnten dann fiir bestimmte Klassen von Verteilungsfunktio-
nen ausgeweitet werden. So wurden im weiteren Verlauf die Félle
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1. schwacher Anisotropie,
2. hoher Anisotropie,
3. ultrarelativistischer Teilchen und

4. einer asymmetrischen Verteilung der Teilchen

untersucht. Es soll an dieser Stelle noch einmal erwéhnt werden, dass man hier keine be-
stimmte Verteilungsfunktion fiir die Teilchen im Plasma voraussetzte, sondern nur eine
gewisse Klassifikation der Verteilungen vornahm. In allen Féllen fiihrte dieses zu in der
Literatur (fiir eine festgelegte Verteilungsfunktion) bekannten Dispersionsrelationen und
Wachstumsraten. Somit wurde also gezeigt, dass die friiheren Ergebnisse in der Literatur
eine allgemeine Eigenschaft der verschiedenen Klassen von Verteilungsfunktionen dar-
stellen. In den ersten drei Fillen fiihrte die Annahme M — oo zu dem bereits bekannten
Ergebnis, dass dann keine Moden existieren.

Als weiteres Ergebnis muss man die Existenz von isolierten Moden werten, welche
sich aus einer asymmetrischen Verteilung ergaben. Asymmetrisch bedeutet hier, dass die
Funktion nicht nur von geraden, sondern auch von ungeraden Potenzen der Impulse ab-
hangt. Ist dieses der Fall, so schienen die Weibelmoden sofort auf isolierte Wellenzahlen
zu kollabieren. Diese isolierten Moden waren anschliefsend der Anlass, nach einer Soliton-
16sung einer noch zu bestimmenden geeigneten nichtlinearen Gleichung zu suchen, was
im zweiten Teil dieser Arbeit durchgefiihrt wurde.

Doch zuvor wurde in Kapitel 4 die gewonnenen Naherungen verwendet, um beispielhaft
fiir einige geldufige Verteilungsfunktionen konkret die Dispersionsrelationen zu bestim-
men. Im einzelnen handelte es sich dabei um

e eine monochromatische J-Verteilung,
e cine sogenannte Waterbag-Verteilung,
e cine anisotrope Bi-Maxwell-Verteilung und

e cine x-Verteilung.

Dazu mussten jeweils nur ein oder zwei Integrale iiber die Verteilungsfunktion geldst
werden — hierin zeigte sich nun der grofe Vorteil des Kapitels 3 dieser Arbeit, dass
der qualitative Verlauf bereits vorher hergeleitet wurde: Wo vorher ein ganzer Artikel
verfasst werden musste, um eine weitere Losung fiir eine neue Verteilungsfunktion anzu-
geben, geniigt nun (nach geeigneter Transformation) die Bestimmung von maximal zwei
Integralen.

Zwei Punkte seien zu diesem Kapitel noch erwéhnt: 1) Die einfachste Verteilungsfunk-
tion versagte bei einigen Ndherungen, so dass in diesem Fall keine Dispersionsrelation
oder Wachstumsraten angegeben werden konnte. Dieses diirfte jedoch in der Natur der
d-Distribution begriindet sein. 2) Es lief sich bei einigen Losungen eine gewisse struktu-
relle Ahnlichkeit feststellen. Hier scheint sich anzudeuten, dass diese Ergebnisse vielleicht
auch quantitativ unabhéngig von der Wahl der Verteilungsfunktion sind und somit dem
Wesen der Weibelinstabilitédt innewohnen.

Kapitel 5 beschiftigte sich nun mit der vorher bereits angedeuteten Beschreibung von
Solitonen in unmagnetischen Plasma. Dazu war es zunichst erforderlich, eine geeignete

111



Wellengleichung zu finden. Diese musste insbesondere eine nichtlineare Form besitzen, da
erst die Nichtlinearitdt den Erhalt der Wellenstruktur im dispersiven Medium gewahr-
leistet. Auferdem, um als Analogie zu den isolierten Weibelmoden zu gelten, wurden
an das Plasma und die Welle die gleichen Voraussetzungen wie in den Kapiteln 2 und
3 gestellt, d.h. das Plasma ist unmagnetisch und die Wellen pflanzen sich entlang der
2-Achse fort.

Mittels der Methode der Charakteristiken konnten nun die Maxwellgleichungen und
die Vlasovgleichung in ein fiir die weiteren Umformungen geeignetes Koordinatensystem
transformiert werden. Hieraus ergab sich ein gekoppeltes System von vier Integrodifferen-
tialgleichungen. Dieses Sytem liefl sich auf eine selbstkonsistente Gleichung reduzieren,
indem man an die Verteilungsfunktion f, zwei Forderungen stellte:

1. Die Teilchen bewegen sich alle mit einem konstanten Impuls in 2-Richtung, gegeben
durch die Gleichung II, = 0.

2. Die Verteilungsfunktion ist achsensymmetrisch in y-Richtung, d.h. es tritt nur eine
Abhéngigkeit von geraden Potenzen in w, auf.

Die sich ergebende Gleichung beinhaltete sowohl das Vektorpotential sowie analytisch
schwierig zu 16sende Integrale iiber die Verteilungsfunktion.

Diese nichtlineare Gleichung war dann der Ausgangspunkt zweier Losungsstrategien.
Als erstes wurde eine exakte Losung durch die Wahl einer d-Verteilung der Teilchen er-
reicht; und zwar fiir die Félle eines Elektronenplasmas mit positivem Hintergrund, eines
Elektron-Positron-Plasmas sowie eines Elektron-lon-Plasmas. Es ergab sich jeweils ein
einzelner sigezahnartiger, propagierender Wellenzug fiir das elektrische und magnetische
Feld. Allerdings bewirkte die Unphysikalitdt der o-Distribution hier ein nichtphysikali-
sches Verhalten: Die elektromagnetischen Felder des Solitons besafsen eine Unstetigkeits-
stelle.

Aufgrund dieser Unzuldnglichkeiten der exakten Losung wurde nach einer asymptoti-
schen Losung gesucht. Als entscheidender Parameter zur Entwicklung der Wurzelfunk-
tionen im Integral der Wellengleichung erwies sich das Vektorpotential A im Verhéltnis
zum Impuls der Teilchen. Da als Integrationskonstante jedoch auch ein maximales Vek-
torpotential A,,,, eingefiihrt werden musste — welches durch Messungen /Beobachtungen
zu bestimmen ist —, ergaben sich drei mogliche Fille: 1) A, und A grof, 2) A,,.. grok
und A klein, 3) A,,.. und A klein. Hierbei zeigte sich, dass in den Féllen 2) und 3) sich
nur sinusoidale Losungen mit festen Wellenzahlen £ finden liefen, welche man aber als
Ubergang zu den isolierten Moden aus Kapitel 3 interpretieren konnte. Nur fiir ein ge-
niigend grofses Vektorpotential gibt es eine solitdre Losung, deren genaue Form nur von
einer Grofe R < 1 abhéingt. Diese wiederum ist gegeben durch die Plasmaparameter, d.h.
die Dichte des Plasmas, die Verteilungsfunktion sowie das maximale Vektorpotential.

Es zeigte sich, dass der Parameter R die rdumliche Ausdehnung des Solitons nur wenig,
d.h. etwa mit einem Faktor 2 beeinflusst, dagegen aber eine groke Bedeutung fiir die Form
des Solitons hat. Fiir einen Wert R ~ 1 ergab sich ein nahezu sinusférmiger Verlauf der
elektromagnetischen Felder mit einer kleinen Amplitude. Fiir Werte R < 1 hingegen
ndherten sich die Felder immer mehr der sigezahnartigen Form an, welche bereits von
der exakten Losung mit einer -formigen Verteilung bekannt war, jedoch stets mit einem
Abfall der Felder am Rand auf Null. Somit ergab sich hier trotz &hnlicher Form kein
unphysikalisches Verhalten.
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Hiermit war also die relative Gestalt des Solitons festgelegt. Es stellte sich jedoch an
dieser Stelle die Frage nach den physikalischen Skalengrofien. Daher wurde im letzten
Teil dieses Kapitels abgeschétzt, welche Grofenordnung die entstehenden Magnetfelder
und die rdumlichen und zeitlichen Skalen des Solitons besitzen. Diese Grofen konnten als
Funktionen der Plasmaparameter und der Teilcheneigenschaften bestimmt werden und
erlauben auf diese Weise prinzipiell die Beschreibung des Solitons. Erforderlich hierzu
ist allerdings die Kenntnis dieser Parameter, welche aus Annahmen oder Simulationen
entnommen werden miissen.

Fiir die Plasmaparameter stellt dieses insofern kein besonders groftes Problem dar, da
man aus vielfiltigen Beobachtungen und Simulationen geeignete Werte aus der Literatur
entnehmen kann. Etwas anders stellt sich die Situation fiir das maximale Vektorpoten-
tial dar. Man konnte — und das wurde abschlieffend im Kapitel 5 getan — aus allgemein
giiltigen physikalischen Prozessen wie der maximal verfiigbaren Energiedichte, den Ein-
fluss von Kollisionen oder Quanteneffekten Grenzbedingungen fiir A,,,, herleiten, jedoch
ergaben sich dabei recht hohe obere Schranken. Alternativ konnte man eine Beziehung
zwischen dem maximalen Magnetfeld und A,,,, aus Kapitel 5 nutzen, um aus Beobach-
tungen einen der Wirklichkeit ndherkommenden Wert abzuleiten.

Zum Ende dieser Dissertation folgte eine Anwendung der im Kapitel 5 hergeleiteten
Solitonstruktur. Die Voraussetzungen an die Verteilungsfunktion erinnern frappierend
an die Verhéltnisse in relativistischen Jets, z.B. in AGN. Es ist vorstellbar, dass die aus-
stromenden relativistischen Teilchen im Jet durch den hier vorgestellten Mechanismus
Solitonen anregen. Diese kdnnten im weiteren Verlauf wieder mit den Teilchen wechsel-
wirken und auf diese Weise Strahlung erzeugen. Daher wurde im Kapitel 6 die Frage
erortert, welche Eigenschaften diese Strahlung hétte.

Dazu wurde zunichst einzelne Elektron betrachtet und fiir dieses Elektron bestimmt,
wie grofs die abgestrahlte Leistung maximal sein kann; denn das Elektron strahlt ja durch
die Beschleunigung im Solitonmagnetfeld Energie ab. So wurde in Analogie zur Synchro-
tronstrahlung eine allgemeine Gleichung des differentiellen Intensititsspektrums aufge-
stellt, in welcher der Zusammenhang zwischen der abgestrahlten Energie pro Frequenz-
und Raumwinkeleinheit mit der Beschleunigung durch die elektromagnetischen Felder
des Solitons hergestellt wurde.

Leider ist diese Gleichung zu komplex, um sie analytisch 16sen zu kénnen. Daher wur-
den fiir bestimmte Bereiche Ndherungslosungen entwickelt, welche durch geeignete Wahl
einer Ubergangsfrequenz aneinandergesetzt werden konnten. Zudem galt es, weitere Ef-
fekte zu beriicksichtigen: den Ubergang zu einem Ensemble von Elektronen, den Einfluss
des Sichtwinkels auf die Verteilung und die Frage, ob die Elektronen im Verhiltnis zur
Magnetfelddichte eine sehr grofe oder sehr kleine Energie besitzen. Aus all diesem konn-
ten dann fiir verschiedene Situationen die entsprechenden Verldufe des Intensititsspek-
trums dargestellt werden.

Natiirlich ist an dieser Stelle das Gebiet der linearen und nichtlinearen Wellen in un-
magnetischen Plasmen nicht erschopfend untersucht worden. So gelten alle Ergebnisse
aus den Kapiteln 3 und 4 fiir riumlich stationire Weibelmoden, da zur Vereinfachung der
Rechnung eine rein imaginire Frequenz angesetzt wurde. Dieses Prinzip konnte bereits
erweitert werden (vgl. [41]), indem man zusétzlich eine kleine reelle Stérung anbringt,
d.h. man wihlt als Frequenz

w = ewp + I, (7.1)
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mit ¢ < 1. Allein schon aus dem Prinzip der Stetigkeit der (makroskopischen) Natur
sollten sich Losungen ergeben, die eine gewisse Ahnlichkeit mit denen aus Kapitel 3
besitzen. Besonders interessant wiirde diese Frage bei der Betrachtung einer asymmetri-
schen Verteilung sein, in welcher Form sich die isolierten Moden &ndern. Offene Fragen
gibt es auferdem immer noch in Bezug auf das Verhiltnis zwischen der Weibelinstabilitit
und anderen Plasmainstabilititen!. Welche setzt zuerst ein? Bei welcher ergibt sich das
grofste Wachstum?

Die zukiinftige Aufgabe bei der Untersuchung der solitiren Wellen liegt auf der Hand:
Neben der Frage nach der Polarisation der Strahlung und welche Grofe des Faradayef-
fekts hieraus abzuleiten wére, sollte man weitere geeignete Szenarien finden, fiir die der
hier vorgestellte Prozess eine Erklarungsmoglichkeit bietet. Dieses wird aufgrund der re-
lativistischen Teilchengeschwindigkeiten zwar nicht in allen astrophysikalischen Plasmen
der Fall sein, jedoch gibt es extreme Systeme, die man untersuchen kann: Quasare, Jets
von Neutronensternen oder Schwarze Lochern.

! Auch wenn bereits erste Untersuchungen existieren, siehe Bret et al. [5, 6].
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A Kurze mathematische
Erlauterung der Weibelinstabilitat

Man geht von einer einfachen Verteilungsfunktion gegenldufiger Strome aus, d.h. die
Elektronenbewegung findet nur in z-Richtung mit der Geschwindigkeit +a statt

1

fo(¥) = 3 (0(vy — a) + (v, +a)) d(vy)o(vs). (A1)

Auch in einem unmagnetisierten Plasma existieren infinitesimale Magnetfeldfluktuatio-

nen 0B, = B (t) expliky], weil geladene Teilchen im Plasma vorhanden sind. O.B.d.A.

kann man die Ausrichtung so wéhlen, dass die Ausbreitung der Fluktuation in y-Rich-
tung, die Amplitude dagegen nur in 2-Richtung liegt. Dann lenkt die Lorentzkraft

dv, e

dt MeC

;0 B, (A.2)

die Elektronen abhéngig von deren Bewegungsrichtung ab. Elektronen mit v, = a erfah-
ren eine Beschleunigung (dv,/dt) = (ea/m.c)dB, in +y-Richtung und Elektronen mit
v, = —a entsprechend (dv,/dt) = —(ea/m.c)0B, in —y-Richtung.

Nun muss man die Magnetohydrodynamik (MHD) bemiihen: es entsteht eine zeitliche
Anderung im Gesamtfluss des zweiten Momentes (d.h. des Drucktensors P) in der z-
Komponente durch die Oberfliche in Normale zur y-Achse ((dv,/dt) = 0),

0 . 3 de _
&<vax> = /d v fovxﬁ =
— ;(SB" (/OO dvgvgad (v, —a) — /°° dvg 00 (v + a))
MeC \J—co >
€a2(SBz
_ e (A.3)

Wegen der Momentenerhaltung ngm.(9{)/0t) + V - P = 0 ruft dieses eine Anderung in
(v,) hervor,

0 0{v, vy
ot} =~ (A.4)
Zusammen mit Gleichung (A.3) fiihrt dies zu
0? 0 0(v,v,) ea? O3B, ea®
w(%) = a—y ayt = —mec ay = —meclkéBz. (A5)
Aus dem Ampéregesetz fiir den Strom,
c = c 06B c

y = — = — Bl, = — * = —ikéB A.
Ju ene(v,) i [VxB|, yr— e 0B, (A.6)
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folgt aber
c

<U:c> -

Gleichung (A.7) in Gleichung (A.5) eingesetzt ergibt eine Differentialgleichung

ikéB.. (A7)

4men,

2 4 2.2 2 2
0 (SBZ _ meTa neéBZ _ “p,e@ 5Bz (A8)

ot? MeC? c?

mit rein reellen Losungen, also zunéchst keinen Wellen,

wp eat

0B, (t) x exp|* ], (A.9)

wobei der geddmpfte Teil mit der Zeit verschwindet und

wp cat

0B, (t) o exp| ], (A.10)
eine anwachsende Losung darstellt. Setzt man diese Losung in den allgemeinem Ansatz
(B(Z) expliwt]) ein, so erhilt man in diesem Fall eine rein imaginire Frequenz w bzw.
aperiodische Losungen.

Eine anwachsende Losung einer Storung in der Weibelinstabilitit erfordert also den
Ansatz einer Frequenz w = €2 mit €2 > 0 in den Dispersionsrelationen. Da diese Rechnung
strenggenommen nur fiir unmagnetisierte Plasmen gilt, wird das Wachstum der Mode
nur so lange verniinftig beschrieben, wie der Larmorradius der Elektronen kleiner als die
Skalenldnge des Plasmas ist.
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B Anhang zur allgemeinen
Herleitung der Dispersionsrelation

B.1 Fourier-Laplace-Transformation von Ableitungen

Die partielle Ableitung einer FeldgroRe A(Z,t) nach der Zeit nimmt im Fourier-Laplace-
Raum folgende Gestalt an

wobei in A;(0) die Anfangsbedingung eingeht,
A(0) = | dzA(Z,0)e 7, (B.2)
R3

Die rdumlichen Ableitungen von ff(f, t) werden analog ausgefiihrt

o 9 - —i(k-T—w
‘/de%/o dt [O—%Au(x,t)]e (Fa—wt) _

_ / & (i/{;l, / Tt A7, t)eiwt) T _
R3 0
ik, A (K, w). (B.3)

B.2 Gleichgewichtsverteilungsfunktion

Die Voraussetzung fiir die hier dargelegte Storungsrechnung lautet, dass es eine Vertei-
lungsfunktion nullter Ordnung f,o gibt, die die exakte Vlasovgleichung (vgl. 2.5) erfiillt.
Nun wird im Folgenden gezeigt, dass fiir f,q diese Gleichung immer gilt, falls f,, eine gyro-
trope Verteilungsfunktion und das Hintergrundmagnetfeld homogen ist, also EO = Byé..
Weil die Gleichgewichtsfunktion stabil und homogen ist, folgt (0f,0/0t) = (0 fu0/0T) =

0. Daher muss f,0(p) noch
aﬁXBO . afa,O_gﬁ) =0 (B4)

MaYaC 0P

erfiillen.
Man wihlt dazu Zylinderkoordinaten (2.27) des Impulses,

Pe =pLCOSP;  py=pising;  p,=p|, (B.5)
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bzw.

P = Pz p1L = \/pi +p§; ¢ = arctan (Z") . (B-G)

T

Nun stellt man den Gradienten a% in Zylinderkoordinaten dar,

d OpL 0 | 9¢ 9 P_:cai _ p_an%
N Ops 0 dps O P
Bl _ | o EY | _ [ e o
Opy - Opy OpL ' Opy 8¢ | — | propL ' p3 00
9 0 0
Op= 8}7“ 8pH
_9 _ sing 9
T
= sin gbﬁa—i- o o8 |- (B.7)
|
Wendet man diesen an, so folgt
ﬁXBO afa,O(m _ anO 6fa,0(m _ _QB afa,[)(ﬁ') (B 8)
“Mavec O MaYaC OO S '

Fordert man die Gyrotopie der Verteilungsfunktion, so gilt (0f,0/0¢) = 0, was zu zeigen
war.

B.3 Variation der Konstanten

Die Differentialgleichung (2.29) ist von der Form

0f(x) _
s cla)fa) = g(2). (B.9)
Fiir g(z) = 0 ist die Losung einfach durch Cyhe

Fiir g(x) # 0 macht man den Ansatz

"@) gegeben mit h'(x) = a(x).

f(x) = C(x)e"™  und 8](;5:) = C'(x)e"® + 1/ (2)C ()™, (B.10)

C'(x) = glx)e™™,
Clx) = Co+ / da' g(x")e "), (B.11)
0
und erhilt daraus die Losung
f(z) = Coe"@ + /m da' ()@ =hE", (B.12)
0

Fiir die linearisierte Vlasovgleichung nehmen mit & = (k_,0, kj) und

al6) = Z_k-QﬁB—w:ikmeosg;—km—w’ (B.13)
d
o0) = o (B.19)
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die Grofen h(¢) und C(¢) die folgende Form an,

]{PJ_UJ_ sin ¢ + (kjv) — w)¢

h¢) = o (B.15)
¢
C(¢) = Q; / d(b'CID((Zﬁ)exp[ o, Smd);B(k”U' — (Bag)
’asign(qaf)oo ,a

Da bei der Linearisierung (2.7) angenommen wurde, dass die Fluktuationen klein sind,
miissen hier die Integrationsgrenzen passend gewihlt werden. Fiir den Fall einer kom-
plexen Frequenz w = wp + iI" ergibt sich ein reeller Faktor exp[['¢/Qp .|, der die Fluk-
tuationen ddmpfen kann. Dank der frei bestimmbaren Integrationskonstante kann die
untere Grenze so gewdhlt werden, dass die Stammfunktion an dieser Stelle den Wert
Null annimmt.

B.4 Auswertung der Winkelintegrale

Um die Winkelintegrale in Gleichung (2.39) zu berechnen, ist eine systematische Vorge-
hensweise von Vorteil. Definiert man sich zunéchst aus Gleichung (2.39) den Winkelin-
tegraltensor

CHI /m% eitorre /m% e, (B.17)

sign(gal’

wobei g;(¢) € {cos ¢,sin ¢, 1} fiir i € {1, 2,3}, so stellt sich heraus, dass alle Komponen-
ten dieses Tensors analytisch l6sbar sind. Man erhélt die Losungen

(20 — 1) [+ ) (v = p)? = 2(a + ) — (v — )]

D (TS5 | (T ST | ey ) 7y

o _ i (2= — 1) [(a+ p)(v — ) — (v — p)* + 2]

P (atptDetp-Dy-p+2)v-p-2)v—p)

0. _ <€27ri(l/ “)—1) (v —p)

P et )y —p—1)

o, _ 2(62”“’“) 1) (a+ p)(v—p) — 2]

T latptDatu- D —p+2)v—p-2)@—p)

o _ (2= — 1) (=2(c+ ) + (v — )

P latptDatu-Dv—p+2)v-p-2)r-p)

i (2t 1)

O3 = :
(a+p)(v—p+)v—p-1)

o _ (2= — 1) [(a + p) (v = p) = 1]

T (atp+D)a+p—-D)v—p+)y—p—1)

6, _ i (2= — 1) [(a+ p) = (v — )]

(a+p+)(a+p—1)v—p+1)r—p-—1)
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o eQWi(V—;L) -1 (B )
= . 18
P (a+p)(v—p)

Nun betrachtet man den Summentensor

= Z Z JulB]1.191035 (s, v), (B.19)

JU=—00 V=—00

Die Doppelsumme iiber  und v mit den Besselfunktionen in Gleichung (B.19) vereinfacht
sich, da alle Terme von ©;; mit Nenner # 0 Null sind und somit wegfallen. Falls jedoch
der Nenner ebenfalls Null ist, muss man die Regel von de ’'Hospital anwenden, und man
erhilt Summanden # 0. Als Beispiel sei hier O33 betrachtet. Es gilt

_ 0 v#
o= 1a 120 (20

Auf diese Weise lésst sich die Doppelsumme in den einzelnen Komponenten V¥;; in eine
einfache Summe iiber i vereinfachen, deren Summanden sich mit der Abkiirzung J, =
J,,|8] und den Beziehungen fiir die Besselfunktionen,

2
Joi+ s = FMJ”
dJ, M K
—= = —Ju+J —Ju—J
dﬂ ﬁ + p—1 = 6 ptl
dJ
Ju-1 — Jus1 dﬁ (B.21)

ebenfalls explizit ausrechnen lassen. Es ergibt sich

e J,Q 1 1 J+2
Uy, = —SN J [—2+=—= 17 _ THTe
M 2%:“<oz+u—1+ “<Cz+u—1+a+u+1>+a+u+1
_ M1+JM+1) o p Jz
= Z =2m ) =,
o+ u o FPat+p

s J,Q 1 1 J+2
Uy = SN g (=2 gy - T
2 2%:”<a+u—1+ ”(a—i—u—l oz+u+1> a4 p+1

_ ——Z ul ZMJJ'
m a+u Ba+p’
. J,l J+1
Uy = my J P 2 = 271
' ; “<a+u O+ ZBOH-;L
I 1 1 J
Uy, = T J, #_J# _ _ pt2
24 a+pu—1 a+pu—1 a+p+1 a+pu+1
J? J? Jud),
B N T BT n Z“ S
24 a+p 6oz+u
i Jes 1 1 T
4 = —— J | —ZF  _J w
> 2%: ”(a—i—,u—l ”<a+u—1+a+u+1>+a+u+l>
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_ WZZ(JM_l JM+1)2:27TZ'Z Jf 7
2 9 o+ ot
JJ!
Vo3 = WZJM<J“_1 Juﬂ)— Z e
m atpu atp ot

e J
\PglzwiZJu< T

_ J
\1’32 = WZJ M ! ptl
a+p—1 a+u+1

_ WZ (‘]M-HJM _ Ju—1Ju> — _9on JHJA/L —
o\ o+ a—+ [
W33 =

= 27”2

B.22
a—l—,u (B.22)

Mit diesen Komponenten ldsst sich der Leitfihigkeitstensor (2.40) in die Form (2.41)
bringen.
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C Mathematische Anmerkungen zur
Weibelinstabilitat und
Solitontheorie

C.1 Betrachtung von Gleichung (3.18)

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die rechte Seite von Gleichung (3.18) fiir
alle Werte £ in 1 < E < oo negativ ist, und zwar fiir beliebige M?2. Zunichst sortiert
man die rechte Seite neu,

3E? — 1+ 3E%*M? E? -1
SEVE?* —1— ]\—; arctan B
E? -1 VE? -1 2 E?2 -1 E? -1
=~ arctanw+3E2<—(m+M>arctan\/EM +\/ I3 )
(C.1)
Wegen £/ > 1 und M > 0 ist der erste Term stets negativ, und es geniigt zu zeigen, dass
2 VE?—1 VE?-1
TE7M:T[E7M]E—<3—M—|—M>arctan T + i <0 inE>1, M>0.
(C.2)
Tem
: ‘ : : — E
N 2 4 6 8 10
02 K
-04
-06
-08 ¢
-1l

Abbildung C.1: Verlauf der Funktion T js fiir verschiedene Parameter )/, von unten
nach oben mit den Werten 0.5, 1, 2, 5 und 10. Dabei liegt die letzte
Kurve bereit so nahe an Null, dass sie hier nicht mehr sichtbar ist.

Eine genaue Diskussion von Ty, ergibt folgende Eigenschaften, siehe auch Abbildung
C.1:
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1. T[1, M] = 0 fiir alle M;

2. Es gibt nur ein lokales Extremum von 1% s bei £ = V3 fiir alle M;
3. T[E — 00, M] — — (3% + M) arctan M~ 4 1 = Too[M];

4. Fiir kleine M gilt: T[E, M < 1] < 0 und T[E, M — 0] — —oc;

5. Fiir kleine E gilt: T[1 + ¢, M] < 0, mit € < 1.

Die Kurve Ty ) startet also bei T'[1, M] = 0 und ist negativ fiir kleine Werte von M.
Nach dem lokalen Extremum bei E = /3 nithert sich T 5, dem konstanten Wert T, [M]
fiir ¥ — oo an, welcher zunéchst sowohl positiv als auch negativ sein kann, abhingig
von M. Falls T, [M] fiir ein bestimmtes M negativ ist, dann muss allerdings T < 0
fiir alle £ sein, ansonsten hétte T j; ein weiteres Extremum.

Nun ist nur noch zu zeigen, dass T, [M] fiir alle M negativ ist. Weil T, [M] bzgl. M
streng monoton wachsend ist und man die Reihenentwicklung

Too|M — 0] ~ —

7 <0 (C.3)

hat, so folgt T.[M] < 0 und damit Tg 5 < O fiir alle M.

C.2 Berechnung der Gleichung (3.60)

Hier soll nun Gleichung (3 60) vereinfacht werden,

11—y 9 ,0H, JOK,\
pra/ dEE/ JEET m(EHa—3Ey Ka“—y a—E_y 8E —0
(C.4)

Mit der Ergénzung
y4 — (y2 + E2M2 o E2M2)2 — <y2 4 E2M2)2 - 2E2M2(y2 4 E2M2) + E4M4 (05)

kann man die Integrale iiber y ausfiihren,

OH, K,

2172 48 rd a

pra/ dEE(EH EM( aE) EM—8E>
1+ M?) -1 N — , [

X( EM arctanW— E?2 -1 +2a:wp7a/1 dEE

o aH 28K 2 3/2 %3 2 5/2 1 _
X(( Y5 M8E> E - - gp B U =0

(C.6)

Partielle Integration iiber F im zweiten Term und Ordnen nach H, und K, fiihren zum
Resultat

o0 0H, 0K,
2 22 a 49 r4
Ea wp,a/l dE B (EHa E“M ( «t > E°M 5 >

X <E2(1+M2)_1arctan il \/E7> pra/loodEm

EM EM
x (%(4152 ) H, + EMPQE DK, + = (B~ 1)(95” + VK)o (D
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welches der Gleichung (3.61) in Kapitel 3.6 entspricht.

C.3 Bestimmung der Jacobideterminante (5.24)

In diesem Abschnitt soll die Jacobideterminante in Gleichung (5.24) berechnet werden.
Mit Gleichung (5.8), @, + e4A4/(m4c?) = 11, und w, findet man

(Opx/O1L;)  (Ops/Ow,) (Ops/OlL.)
(Opy/O11;)  (Op,/Owy) (Op,/O1L.)
(Op./01L;) (Op./0wy) (Op./OlL)
1 0 0 oo
= (ma?| 0 1 0 |=me® |5 (€
(0w, /01l,) (0w,/0w,) (0w,/OIl,) ?
Aus Gleichung (5.17) [oder (5.16)],
Wy = <€Hz + [Hz - (1 - §2> (1 + w; + (HCE - ZaA)2>]1/2> /(1 - 52)7 (Cg)
folgt
oL, 1—¢&2 £+ 12 |- (C.10)
: 12— (1- &) (1+ @2+ (1, — 2,4)2)]
Ersetzt man die Wurzel in Gleichung (C.10) durch Gleichung (C.9), ergibt sich
Gwz 1 Hz
oI, 1 -—¢2 (5 * (1-8)w, - sz> ' (G11)
Nun kann man Gleichung (5.12) benutzen, {w, = v — II,, um
O _ il (C.12)

zu erhalten, welches zur Gleichung (5.25) fiihrt.

C.4 Losung von Gleichung (5.44) mit Hilfe
Elliptischer Integrale

Hier soll kurz dargelegt werden, wie man Gleichung (5.44) analytisch 16sen kann. Aus
Gleichung (5.44) folgt durch Separation der Variablen

—u {(u2 —p*)(1 - u)]il/2 du = Fdz. (C.13)
Die Substitution v = 1 — u? ergibt

—-1/2

—uf@? - )1 —w)] P du=20- ) [0 -2 -2+ '] Pdp (C18)
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Nun ist es geschickt, ¢1 =1+ p mit ¢} =1 — p? und k* = ¢ /¢ einzufiihren. Dieses
fiihrt auf

pt=2t+(1—-p) = (-3 -E)=AE0—p?/E)1—p?/d)
= A1 —p?/E)(1 - K p?/c), (C.15)

so dass die linke Seite der Gleichung lautet

2(1 — p)dp = 201 = 2 (p?/c2))e_d(p/c-) - (C.16)
(1= p?) = 202 + ] cre- [(1—p?/c2)(1 — k2u?/c?)]

Durch eine erneute Substitution, X = p/c_, erhdlt man schlieflich

(12X [(1-x2)1 -#X%)] " dX = F(ey /2)da, (C.17)
was formal integriert werden kann als Summe der Elliptischen Funktionen F und E,
F(arcsin X, k) — (¢® /k*)[F(arcsin X, k) — E(arcsin X, k)] = F(cy/2)x. (C.18)
Dieses fiihrt auf Gleichung (5.49),

2p

\/mF(arcsinX, k) 4+ 21/1 + pE(arcsin X, k) = Fux. (C.19)
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D Mathematischer Formalismus fur
Kapitel 6

D.1 Bestimmung der Integrale J

D.1.1 Allgemeine Vereinfachungen

Hier soll im Folgenden die Auswertung der Integrale (6.15) durchgefiihrt werden. Es ist
zweckmiifig, zuniichst einen Geschwindigkeitsfaktor, A = (V,I's/c?) abzuspalten,

Jj= / T At explio(t)] = AJ, (D.1)
und anschliefend durch eine Substitution zur Lingenkoordinate ¢ via

C = (t/A) — 20 in — Cend < g < Cend (D2)

iberzugehen. Es ist also ¢ = (¢ + 2p)A.

In den Integralen kann dann die konstante Phase ¢y = exp[—iw(7 - 7y/c)| ignoriert
werden, weil im weiteren Verlauf das Betragsquadrat der Integrale (6.15) gebildet wird
und |pol? = 1 gilt. Mit [ = (1 — 7 - BO)A und der Aufspaltung der Geschwindigkeit 3
in einen konstanten Term 50 und einen Term Ag, welcher die Auswirkung des Solitons
beinhaltet (man beachte, dass AfF = 0 fiir |¢| > Cng) erhilt man

Theo = [ dcB(Q) expli®(©)]/ o
= [ et + ABQ) explisic — in(Q)]

—Cend
+6, < /_ :“d d¢ expliwl¢ — iAD(C)] + /C ' d¢ expliwl¢ — z’A@(C)]) =7
(D.3)
Mit AP(¢ < —Ceng) = 0 und AP(C > (eng) = AP(Cena) # 0 kann man zunichst die

letzten beiden Integrale aus Gleichung (D.3) auswerten,

—Cend 00
/ d¢ expliwl¢ — iAD(C)] + /C d¢ expliwl¢ — iAD(C)]

—o0 end

= eXp[_iwlCend]/(iWZ) - eXp[_iAq)(Cendﬂ exp[iWZCend]/(iwl)
= —(2/0)[) exp[_iAq)(Cend)/Z] Sin[WZCend - A(I)(Cend)/2] =-5. (D4)

Mit der gleichen Substitution (D.2), ¢’ = (¢' + 29)A, bestimmt man auch die Phase,

AG = w / I AG(E) + 1y A, (1)

— b [0 d BB + B (D.5)
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und hieraus ergibt sich die Moglichkeit, die rechte Seite von Gleichung (D.3) aufzuteilen
geméfs
J=0+J2 (D.6)

wobei der erste Term j; durch die konstante Geschwindigkeit ﬁo und der andere Ausdruck
j2 durch den Differenzenvektor Aj gegeben ist,

io= A /_ e dC expliwl — iAB(C)] — Gy,

—

Jo = /_Cendddé“exp[iwl(—iwA@(C)](Aﬁz(C),Aﬁy(C),O)E(jx,jyao)- (D.7)

en

— ok

D.1.2 Betrachtung von |ﬁj[2 und j, -7,

Fiir Gleichung (6.16) gilt es nun, jl . ji* zu berechnen. Dazu betrachtet man jedoch

zunichst den zur Sichtlinie parallelen Anteil des Vektors j,

i j = (- Bo)(h = 8) + I, (D.8)

Ji
in welchen die beiden Integrale

I, = /_ ¢ expliwle — iAD(C)],

en

L=ij = [ 4 explitalC)(me ABLC) + myABy(O))

—Cend

xexplivh [ AR +mABECN) (D)

eingehen. Der zweite Term, [, ist mittels partieller Integration durch den ersten Term
I, darstellbar,

: : i [Cend : d .
b= gty ==y [ dCexpliid] 3 eoxpl-ind(C)

= —(2/wA) exp[—iAP(Cena) /2] sinfwlCeng — AP(Cena) /2] + (1/A) ]y
= (/ML= 5). (D.10)

Man kann demzufolge also auch mit den Gleichungen (D.8) und (D.10) die parallelen
Anteile der Integrale in Gleichung (6.16), 7, durch j, ausdriicken,

ji="n—S= (/)i ), (D.11)

denn es gilt (7 - Gy) + (I/A) =1.
Man erhélt also fiir j; mit den Gleichungen (D.7a) und (D.11)

71 = Bo(I = S) = (A/D)Go (7 - Ja). (D.12)

Dieses bedeutet, dass man, um eine Losung fiir jl = j’— nj) zu bestimmen, nur die
Integrale A®(Cepng), j» und j, lésen muss. Da nun aber j, und j, symmetrisch sind,
ergibt sich aus der Berechnung von j, automatisch die entsprechende Losung fiir j,,
wenn man die Indizes y durch x ersetzt.
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Dann, mit j = (A/l)ﬁo(ﬁ : 52) + J», kann man schreiben

— — -,

Jji. o= g—n(i-y)
( n

= (A/)( 'jz)[ﬁo — (7 - 50)] + [Jo — (i - o)), (D.13)
welches mit (A/1) = (1 — (7 - Gy))~! zu
Jiedi = (MG - Bo) = (- o)) Jal?

fiihrt.

D.2 Die Bewegung der Elektronen

In diesem Abschnitt sollen Naherungsformeln fiir die momentane Geschwindigkeit der
Elektronen innerhalb des Solitons (gegeben durch 5 = 5y + A() bestimmt werden. Aus-
gangspunkt hierbei ist zunéchst die Gleichung (5.63) fiir das normierte Vektorpotential,

(du/dz)® = (1 —u)(u — R*)/u (D.15)

in welcher (du/dz) ein Maximum bei v = R hat. Zudem gilt u(z = 0) = 1 und u(z =
Tena) = R% Nun kann, wie schon in Abschnitt 5.3.2 dargelegt wurde, Gleichung (5.63)
bzw. (D.15) nicht in geschlossener analytischer Form gel6st werden, so dass man geeignete
Néherungen fiir u(x) finden muss. Weil u(z) symmetrisch in z ist, wihlt man fiir 1 >
u > R als Ansatz

u~ 1 — br? (D.16)

und erhiilt aus Gleichung (D.15) zur Ordnung z?
b=(1—- R?/4 (D.17)
Man findet daher, dass das Maximum (bei v = R) an der Stelle x,,,, durch
= 20 (D.18)
gegeben ist, mit x,,,, > 0. Ahnlich setzt man in R > u > R? das Potential in der Form
u= Rl +a(Tena — [2])*) (D.19)

an, was in Verbindung mit Gleichung (D.15) in Ordnung z*

a=(1—R%/(4R%), (D.20)
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ergibt!. Wegen u(z = %4,) = R und u = R? bei |z| = xepnq ergibt sich der Ort z.,,4, an
dem das Potential verschwindet (wo also das ,Ende“ des Solitons ist) zu

2R3/? 1+ R%/?
Y » VAN — —
z(u=R) =4 (:cmax + Gxr2) = asre= +Zend, (D.21)
wobel Tepg > Tmar > 0. Es gibt also zwei Bereiche:
u(r) = 1— %ﬁ = 1—0ba? in 0 < |z| < Zimas,
u(z) = R?*+ 14_15 (Tena — |2])? = R*+ R?a(Teng — |7])? N Toae < || < Tepg-
(D.22)

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird der dufere Bereich des Solitons mit z,,q, < |2| < Tepg
als Regime (a) bezeichnet, der innere Bereich mit 0 < |x| < 2,4, als Regime (b).
Nun kann A3 = (Ag,, Ap,,0) mit Hilfe der Gleichungen (6.7a) und der ,senkrechten
Energie®,
EL[A] = (1+ @ + (I, — 2,4)*)", (D.23)

berechnet werden. Weil u = A/A,,,, in den beiden Regimes zu quadratischer Ordnung
in x gendhert wurde, wird fiir AZ;, AB, ebenso verfahren. Die Entwicklung ist ohne
prinzipielle Schwierigkeiten, jedoch etwas aufwindig, indem man fiir das Potential genau
diese Ndherungen (D.22) benutzt und die Wurzelausdriicke fiir kleine Werte von = bzw.
(Zena — |z|) entwickelt. Man erhélt im Regime (a), 00 < |2| < Zepa, fiir die Differenzen
in den Gleichungen (6.9)

I 1 2R A (T, — ZaRzAm”)a(g; ~ja])?
E A B\ RAn E3[R? A o ’
A RZAma:v ZQRQAmaz(Hm - ZaRQAmaac) RQAma:L’ 2
_ ; - 1 2 : a(Tena — [2])7
EL [A] EL [R Amaa:] EL[R Ama;r] EL [R Amam]

(D.24)

somit sind A3, und A, zur Ordnung 2* = (*/L? bekannt. Im Regime (b), 0 < |z| <
Tmaz, findet man die Differenzen

1 _ 1 _ 1 . 1 . ZaAmax(Hx - ZaAmaz> b$2
EJ_ [A] EJ_ [RZAmax] B EJ_ [Amam] EJ_ [R2 Amax] Ei))_ [Amax] ’
A . R2Amax o Amax . RQAmaw
Ei [A] EL [RQAmaa:] B EL [Amaac] EL [R2 Amaz]
ZaAmaa:(Hx - ZaAma:c)> Amaa: 2
—(1+ bxr”. D.25
( Ei [Amax] EL [Amaac] ( )

Also sind auch in diesem Regime AS, und Aj, zur Ordnung 2* = (*/L* bekannt; und
zusammengenommen ergeben sich die Gleichungen (6.21)

Ag A@(Cend : |C|)2 in Cmaz é ’C’ S Cenda (D26)
Aﬁl - Aﬁ?CQ in0 S |C| S Cma:v'

Man konnte sich die Frage stellen, ob diese Niherung im Fall R? < 1 {iberhaupt giiltig ist. Aus der
Bedingung 1 > a(xenq — |2])? folgt jedoch die Bedingung (zenq — |7])? < 4R*/(1 — R?) ~ (2R?)%.
Die Niherung (D.19) ist also fiir R? < 1 nur in unmittelbarer Néhe von z.,4 giiltig, ansonsten kann
man Gleichung (D.16) verwenden.
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mit den Faktoren

1 — R? 24 Amae(1 4 @)

Aboa =~ [y E2 [R2 A mas]

ABy. — 1 — R? 2, Aoy (Il — 2 R? Ao
Y AL2R? Ty E% [R2 Aol

AB. — 1 (Hx — ZaAmar Ty — ZQR2Amax>
* [y \ Ei[Ana) E | [R? A

w 1 1
A ] _
ﬁl,y Fb <EJ_ [Ama:c] EJ_ [RQAmax]>
APy, = _1- R? 2o Aae (1 + wg)
’ 412 T,E3 [Anas]
1 — R? 2, Aoy (Tl — 20 Apaz)
A — a max y x a max D_27
Py AL? Ty 3 [Apaa) (D-27)
Man beachte, dass [ABy .|, [ABoy| > |ABs2 x|, |ABs,| wegen R < 1. Es stellt sich heraus,
dass fiir weitere Berechnungen selbst diese Naherungen noch zu kompliziert sind, um bei
einem Ensemble von Teilchen die Integration iiber die Impulse durchfiihren zu kénnen.
Es ist jedoch bereits in der Herleitung der Solitonen (siehe Kapitel 5.3) die Ndherung
p;] < 2aR*Amaz| < |2aAmaz| benutzt worden, mit p; € {|IL|, |ow,|, |IL.|}. Auf gleiche
Weise kann man nun auch die Faktoren (D.27) entwickeln.
Als Zwischenschritt wird zuniichst die senkrechte Energie bestimmt; man erhilt?

E AT = [1+ wi + (T1, — zaA)Q]_m/2
n [ AP+ (L 2 A) 4+ ml(m -+ DIE — (1 4+ 2)]/(2:247)]
(D.28)
So besitzt man nun Ndherungen fiir die Komponenten (6.8a), (6.8b) und (D.27), wel-

che in den spéter auftauchenden Skalarprodukten (siehe Anhang H.1) benutzt werden
konnen. Es ergibt sich

1 1 1+ w?
ﬁO x = — + Y
’ Fb 2FbR4 Za|za|A72na$,
1 Wy
50,1/ N 1_‘bR2 |Za|14ma:z:7
_ 2 2
Aby, =~ _1-R 1+ w, _ A, |
! ALPRT, 24|24| A2, AL?R®
1— R? w A
A ~ - Yy - Y
boy AL2ROTy 2| Amaw ~ 4L2RS’
ABL. ~ 1-R* 1+w,  (1+RH)A,
YT ORATy, 24|74l A2,,, 2RY
1-R* w A
Aﬁl,y ~ z = z

R, |2|Amas R?

2Man beachte, dass aus der Definition (5.64) die Abhéingigkeit R = R, /|24 Amaz| mit R, = const. folgt.
Es muss also die Forderung |p;| < R./|zqAmas| erfiillt werden.
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1-R* 1+w, A,

A z = - = - )
P, ALPTy 24|74 A2,  AL?
1-R> w A
A _ Y —_ Y
Po ALPTy | 20| Apae ALY
mit
A = 1—R? 1+ wi
; N Pb Zalza’A?nax’
A = 1o R* w,
v Fb |Za|Ama1’ '

Es ist zu beachten, dass A, < A,.

(D.29)

(D.30)
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E Naherungen fiir die Integrale
MiE[Aj; ¥ 5, 13 ]

In diesem Abschnitt sollen die Integrale ME[A;;1 ;,13,;] genauer untersucht werden.
Da sie analytisch nicht 16sbar sind, sucht man nach Naherungslésungen fiir verschiedene
Félle. Dazu wird der Integrand auf geeignete Weise gendhert — wie, das hiangt von der
betrachteten Situation ab, wie es in Abschnitt 6.2.3 geschildert ist. Im Folgenden werden
alle Moglichkeiten diskutiert.

Zur Abkiirzung wird in diesem Abschnitt der Index j der Variablen A;, ¢ ; und v ;
weggelassen, da die Resultate nicht von den einzelnen Regimes des Solitons abhéngen.
Man muss nur beriicksichtigen, dass die auftretenden Bedingungen in beiden Regimes (a)
und (b) zu gelten haben. Von Interesse sind nun die Bereiche kleiner Frequenz (w — 0)
und hoher Frequenz (w — o0), und wegen ¢, |¢3] o w muss man die Félle 1y, [1)5] — 0
und 1, [1)3] — oo betrachten. Man beachte jedoch, dass selbst fiir hohe Frequenzen w
auch [¢3] — 0 gelten kann, falls das Skalarprodukt |7 - Agoz’ verschwindet. Es sind also
insgesamt drei Fille zu untersuchen.

E.1 N&herung fiir niedrige Frequenzen (11, |¢5] — 0)

Aus der Definition von M*[A; 1,13 erhélt man mit der Substitution z = Aw (wobei
A = const.)

[ explitnz + lule®)] = A [ dw expliAGw = AJysfu)]

1
~ A /0 dww" = A/ (n+ 1), (E.1)

Dieses gilt jedoch nur fiir ¢;. A < 1 and |13]4% < 1, was mit den Definitionen (6.28) und
(6.29) zu Einschrankungen fiir die Frequenz fiihrt,

W K Wiow = min{(Ce/A)we, 3(<C/A)3WC]' (E.2)

Diese Art von Bedingungen existieren fiir jede Ndherung, und hier gehen die verschiede-
nen Einfliisse der solitdren Welle, wie sie oben genannt werden, ein. Da es hier allerdings
um eine qualitative Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Teilchen und Welle han-
deln soll, betrachtet man einfach den Frequenzbereich, in dem die Einschrinkung (E.2)
fiir alle denkbaren Solitonen gilt.
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E.2 Naherung fiir hohe Frequenzen (v, i3] — )

Hier gilt ¢ A > 1 und |3]A% > 1 fiir |7 - A§072| > 0. Daher lasst sich analog zum
vorigen Abschnitt eine untere Grenze fiir die Frequenz finden, welche gegeben ist durch

W > Whigh = max|((./ A)we, 3(¢./A)Pw.]. (E.3)

Zur Naherung des Integrals geht man wiederum von der Definition (6.26) aus. Es ist
geschickt, die Substitution z = (11 /|¢3])"/?w durchzufiihren, und man erhilt

(W1/|Ws)) "M [A; gy, 5] = /OB dww" explik(w £ w?)]
_ /0 ® dw exp[®(w)] = N*[B; ] (E.4)
wobei

Eo= @) xw,
AW /1s]) 2,
d(w) = ik(w+w?®) +nlnfw). (E.5)

™
|

Weil k oc w, oszilliert der Integrand fiir fast alle Werte von w sehr schnell, aufer in der
Néhe der Punkte mit ,stationdrer Phase wy,, an denen die erste Ableitung von ®(w)
eine Nullstelle hat; dieses ist in Abbildung E.1 dargestellt. Eine Reihenentwicklung stellt
also eine geeignete Ndherung des Integrands um diese Punkte w,, dar, welche durch die
Bedingung ®'(wy,) = ik(1 + 3w},) — (n/ws,) = 0 gegeben sind. Diese Methode wird Sat-
telpunktmethode genannt. Da je nach Winkel zwischen Soliton und Beobachter 13 positiv
oder negativ sein kann, werden diese beiden Md&glichkeiten nacheinander untersucht.

E.2.1 1+3uw?, = (in/kw,,)

An dieser Stelle werden die Methoden der komplexen Funktionentheorie genutzt. Da der
Integrand keine Singularitit besitzt, kann man das Integral N, [B;k] in der komplexen
Ebene zu einem geschlossenen Linienintegral schliefen, welches w,, auf dem Integrations-
pfad enthilt, vgl. Abbildung E.2. Da geschlossene Integrale {iber holomorphe Funktionen
im komplexen Raum Null sind, wenn sie keine Singularitdten enthalten, muss der Inte-
grationsverlauf in der komplexen Ebene (welcher durch die stationire Phase dominiert
wird) gleich der Strecke entlang der reellen Achse sein,

/ldw flw) = /Zdw f(w) (E.6)

Daher kann man sich auf den Phasenpunkt wy, konzentrieren. Wegen k£ > 1 erhélt man
als Ndherungslosung zweiter Ordnung

wE o~ £i /37 — (in/2k) (E.7)

und folglich
D(wy,) ~ T2k/3%% + nln[wgi]. (E.8)
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Abbildung E.1: Oszillation entlang der reellen Achse der Phase ®~(w) fiir ¥ = 10 und
n = 0. Oben ist der der Realteil, unten der Imaginéarteil der Funktion
abgebildet. Man erkennt in der Nihe von w = 1/4/3 ~ 0.577 den statio-
nédren Punkt der Phase. Fiir &1 (w) ldge dieser Punkt auf der imaginéren
Achse; fiir n = 1,2 wanderten diese Punkt minimal von den Achsen weg.

Man erhilt zwei mathematische Losungen, von denen man aber eine aus physikalischen
Griinden ausschliefen kann. Man erinnere sich, dass k£ o« w. Im weiteren Verlauf die-
ser Arbeit soll aus dem Frequenzspektrum unter Anderem auch die Leistung berechnet
werden, indem man iiber die Frequenz von 0 bis oo integriert. Im Falle des unteren Vor-
zeichens erhielte man dann ein positives Vorzeichen in der Exponentialfunktion und es
ergidbe sich Unendlich; man muss daher das obere Vorzeichen wihlen. Dann kann man
auch die Phase um w}, entwickeln, und es ergibt sich

d(w) ~ d(wl) — (2 3%k — 3n)(w — wi)?/2. (E.9)

sp sp

Jetzt ist man in der Lage, die w-Integration auf das Intervall von —oo bis oo zu erweitern
und durchzufiihren,

N, [Bik] ~ (2r/(23"2k — 3n))"/?(i/3"%)" exp[—2k/3%/?]
~ (mw/3Y2k)12 (i /31/2)" exp|—2k/3%/7]. (E.10)
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Abbildung E.2: Zur Losung des Integrals (E.4) greift man auf die Funktionentheorie zu-
riick und schliefft den Integrationsweg im Komplexen. Das Integral iiber
den Weg 2 hat den Hauptanteil in der Niahe der Punkte mit stationérer

Phase, wj).

E.2.2 1 - 3w, = (in/kw,y)

Hier sind die einzelnen Schritte fast identisch zu denjenigen im vorherigen Abschnitt.
Wegen k > 1 liegen die Werte von ws, sehr nahe an der reellen Achse und dominieren
daher den Wert des Integrals N, . Es ist also von Bedeutung, ob R[ws,] innerhalb des
Integrationsintervalls liegt. Falls dem nicht so wire, wiirde dieses Integral nur einen
rasch oszillierenden Integranden besitzen, der — wenn im spéteren Verlauf der Arbeit die
verschiedenen Bereiche zusammengesetzt werden — vernachléssigt werden kdnnte. So hat
man die Losung mit 0 < R[w,,] < B zu wihlen, was zu der Bedingung

A (1 f|ps|) Tt > 1/3 < A2 > (2 (E.11)

fiihrt. Man beachte, dass (. fiir jedes Teilchen von der Teilchengeschwindigkeit und zudem
auch von der Sichtlinie des Beobachters abhéngt. Falls die Bedingung (E.11) erfiillt ist,
hat man die stationire Phase bei

Wy =~ 1/V/3 — (in/2k) (E.12)
und die Reihenentwicklung der Phase ergibt
D (w) ~ ®(wyy,) — (2 3Y%ik + 3n) (w — wyy)?/2 (E.13)

und

N, [B;k] ~ (2r/(23Y%ik + 3n))"2(1/v/3)" exp|2ik/3%/?]
~  (m/3Y2k) 2=/ (1 //3)" exp|2ik /3%, (E.14)
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E.3 ¢1 — 0O, ‘@Dg‘ — 0

Wie schon oben dargelegt, ist es selbst fiir hohe Frequenzen moglich, dass |¢5] — 0,
besonders in der Nachbarschaft der Winkel, bei denen |7 - Afy2| = 0. Mit Sy = |n,|/T%
erhilt man die Bedingung

PsA® = (A*/120%)(ALw)(1 — R*)Sow, /(20 Amas) < 1
& S < (12L2/AY(1 — R*) Y24 Amaz/w,) (ALw) ™ (E.15)
Fiir sehr hohe Frequenzen mag es lediglich ein sehr schmaler Bereich sein, in dem 1; — oo
und gleichzeitig |¢)3] — 0, aber dennoch kann er nicht vernachléssigt werden, denn die

Losungen aus den vorherigen Abschnitten besitzen dort eine Polstelle. Die Umformung
ist recht einfach,

A A
[ e esplituns £ k) = [ dzz"exp[wlzai<|¢3|/w1>z2>]
/ dzz" explivy z] = / dz explith z]

12

n8¢n
o , .
= Four (explivyr A] — 1)/ (i)

wobei im letzten Schritt ¢y — oo genutzt wurde, und 9, ist das Kronecker-Delta. Es
stellt sich noch die Frage nach der Abschitzung der Giiltigkeit dieser Naherung. Es gelten
die Bedingungen ;.4 > 1 und |1/3] A% < 1; die erste fiihrt auf die Einschrinkung

w > Whion = G/ Awe = 1/ (A(L = 71 - (y)). (E.17)
Die zweite Bedingung ergibt
w <L 3(Co) A)Pwe = 1/(AA|7 - Afya|) — oo (E.18)

mit |7 - Afys| — 0. Daher ist Bedingung (E.18) in der Nachbarschaft von |7 - Ay .| = 0,
wo Gleichung (E.16) giiltig ist, keine echte Einschrinkung.
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F Die Eigenschaften der
Winkelfunktionen S7 und 55

In diesem Anhang sollen einige Eigenschaften der Winkelfunktionen S} und S, disku-
tiert werden, welche in der niheren Behandlung der Spektren von Bedeutung sind. Des
Weiteren ist auch das Verhéltnis S, = S;/S55 von Interesse.

F.1 Die Winkelfunktion 50, ¢, 1)
Die erste Funktion (6.31a)

Si[0,0,Ty) =1 — /1 —T,2cosf + sinf cos ¢/T, (F.1)

ist (mit ¢ = 7/2 und I', = 10) in Abbildung F.1a zu sehen und hat Extremwerte bei

cos ¢
VIZ—1

Die Abhéngigkeit dieses Extremalwinkels vom Azimut stellt Abbildung F.1b dar, wobei
k =0 und T', = 10. Die betragsméRig grokten Werte werden bei ¢ = Ir (I € Z) erreicht
mit |0, (¢ = I7)| = arctan[(T'? — 1)"Y2] ~ ;! < 1 fiir T, > 1.

0. = — arctan [ + k, keZ. (F.2)

b) 021 Qe
a) 21 S 0.15
0.1
0.05
1.5 1 2 3 4 s 6
-0.05 (I)
-0.1
1+ C) 0.007 S]min
0.006
0.005
0.004
0.5 0.003
0.002
0.001
0.5 1 1.5 2 2.5 3 oo e 6¢
0

Abbildung F.1: a) Graph der Winkelfunktion 5[0, ¢ = 7/2,1', = 10] (6.31a). b) Oszilla-
tion des minimalen Winkels 6, |,—¢ (F.2) als Funktion von ¢ mit I', = 10.
¢) Minimum der Winkelfunktion S, (F.3) als Funktion von ¢ mit I', = 10.
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Mit dem Winkel (F.2) folgt fiir die Extrema der Funktion S; (mit I, > 1 im zweiten
Schritt)

Sielbe, ¢, Tyl =1 F /1 —sin? /T2 ~ 1F 1+ (sin® ¢)/(213), (F.3)
wobei das obere Vorzeichen fiir gerade k gilt, somit Minima vorliegen, und das untere
Vorzeichen fiir ungerade k gilt und S; daher dort Maxima hat. Die allgemeine Form
der minimalen Werte der Winkelfunktion ist in Abbildung F.1c gezeigt. Das ,grofste”
Minimum (fiir £ = 0) liegt bei ¢ = 7/2;37/2,

S1[0e, &, To)[rmo =~ 1/(2T3). (F.4)

Aus Gleichung (F.2) folgt (mit & = 0), dass das Minimum von S; um Null oszilliert,
wodurch die ganze Kurve S; 27-periodisch mit ¢ die 6-Achse entlanggleitet. Die Ampli-
tude variiert ebenfalls mit ¢, allerdings mit einer Periode 7 zwischen den Intervallen [0, 2]
und [1/(2'%),2 — 1/(2T'%)]. Man beachte, dass nur fiir ¢ = I7, | € Z die Winkelfunktion
Null ist.

Beriicksichtigt man nun, dass 6 ein Polarwinkel ist, so folgt, dass die Funktion S; (aufer
fiir ¢ = 7/2;37/2) nur ein einziges Extremum (F.2) hat, und zwar fiir 7/2 < ¢ < 37/2
ein Minimum (k = 0) und fiir 0 < ¢ < 7/2 und 37/2 < ¢ < 27 ein Maximum (k = 1).
Aufgrund dessen gibt es nur eine einzige Nullstelle der Winkelfunktion,

S1l0e(¢p =), ¢ = m, ] = 0 (F.5)

mit 0, (¢ = 7) = arctan[(['? — 1)~1/2].

F.2 Die Winkelfunktion Ss[0, ¢, )]
Die Winkelfunktion S3[0, ¢, T'y], gegeben durch Gleichung (6.31b),
520, ¢, T'y] = sin ] sin ¢| /I, (F.6)

ist einfacher zu behandeln. Es ist offensichtlich, dass die Minima S5 = 0 genau bei ¢ = [,
| € Z auftreten. Weiterhin gibt es wegen 6 € [0, 7] zwei Minima mit Sy = 0 fiir = 0; 7.
Die Maxima hingegen besitzen den Wert Sy[0, = 7/2, ¢, = 7/2;37/2,T,] = T, ', wie es
in den Abbildungen F.2a, F.2ab zu erkennen ist.

F.3 Das Verhiltnis S, = 51/5;

Neben den beiden Funktionen (6.31a) und (6.31b) im Einzelnen ist auch das Verhéltnis

Sy 1—y/1-T,%cosf+sind r
g =3 b co§ sind cos ¢/I' (F.7)
S sin 6| sin ¢| /T,

fiir weitere Berechnungen wichtig und ist in Abbildung F.3a dargestellt. Daher werden
auch ohne detaillierte Rechnung kurz seine Eigenschaften hergeleitet. Es ergibt sich, dass
S, ein Minimum bei dem Winkel

0,, = arccos[\/1 — I';?] = arcsin[[’; '] ~ T, * (F.8)
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Abbildung F.2: a) Graph der Winkelfunktion Sy[0,¢ = 7/2,T, = 10] (6.31b) als Funk-
tion von 6. b) Graph der Winkelfunktion S, als Funktion von ¢ mit
0 =m/2und I';, = 10.

hat, wobei der letzte Schritt fiir I', > 1 giiltig ist. Dieser hingt erstaunlicherweise nicht
mehr vom Azimutwinkel ¢ ab, sondern nur noch von der Bulkgeschwindigkeit und diese
Abhéngigkeit in Abbildung F.3b zu sehen. Das dazugehérige Minimum von S, ist durch

1+ cos¢
| sin ¢
gegeben, was im Gegensatz zum Winkel 0,, unabhéngig von I';, d.h. der Bulkgeschwindig-

keit ist. Fiir ¢ = 7 ergibt sich S,[0,,,¢ = 7,1';] = 0. Der Verlauf ist in Abbildung F.3c
dargestellt.

Sy [0m7 o, Fb] = (Fg)

a)
0
106 . S, b) st "
10° 008
104 0005
0.001
1 0 3 0 200 400 600 800 1000
; Y
102 ©) Sm
10 '
1 I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 .
e 1 2 3 4 5 6 ¢

Abbildung F.3: a) Graph der Winkelfunktion S.[0,¢ = 7/2,T, = 10] = S;/S5. b) Der
minimale Winkel 6,,, (F.8) als Funktion von I'y. ¢) Minimum der Winkel-
funktion S, (F.9) als Funktion von ¢.

Es ist jedoch festzuhalten, dass das Verhéltnis S, nur exakt fiir § = 6, Null wird.
Macht man den Ansatz 6 = 6,, + € mit ¢ < 1, so folgt als Ndherungslosung
14 cos¢ 2

€
simg] | [sing|"

S [0 + €, 6, T) ~ (F.10)
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was fiir ¢ — 7 gegen Unendlich geht. Somit wird S, nur fiir den Fall § = arcsin[l'; '],
¢ = 7 exakt Null, was spiter noch Bedeutung erlangt®.

!'Der Wert S, = 0 kann sogar nur entlang des Weges 6 = ,,, erreicht werden. Fiir alle anderen Winkel
0 besitzt die Funktion fiir ¢ = 7 eine Polstelle. Dies hat zur Folge, dass dieser Sonderfall S, bei den
Winkelintegrationen vernachléssigt werden kann.
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G Das differentielle
Intensitatsspektrum fiir niedrige
Frequenzen w — 0

G.1 Niherung der Funktionen MF[A;; 1, v3]

Niedrige Frequenzen w — 0 fithren — wie schon im Abschnitt 6.2.3 bemerkt — zu kleinen
Parametern v j, |13 ;| — 0. Daher kann man die N&herung (E.1) benutzen,

M [Ajs g, 3] = AT/ (n + 1), (G.1)
um das Integral (6.27) in niedrigster Ordnung von w zu berechnen,

jy = Aﬁo,y(Cend - Cmam)3/3< exp[_iWZCend] + exp[iWZCend - ZA(I)(Cend)])
+[ (Aﬁl,y - Aﬁ&yéfnax) 2Cmax + 2A52,y§max(2<maa:)2/2 - AﬁQ,y<2gma1’>3/3}
X exp[_iWZCmax - ZWA(ﬁ ' A&))(C@nd - Cmax)S/g}
=~ 2A80y(Cend = Gmaz)* /3 + 2881,y Cmaz — 2862,y Can/3 = const., (G.2)

wobei die Definition des Phasenfaktors (6.23) verwendet wurde. Analog dazu ergibt sich
fiir die z-Komponente des Vektors j

j:}c = QABO,x(Cend - Cmax)g/?) + 2Aﬁl,w<maz - 2Aﬁ2,:}c<2mx/3 = const., (G?’)

indem man die Indizes austauscht.
Weil j, und j, reell sind, erhdlt man fiir Gleichung (D.14) in erster Ordnung

o .2 2 1_50'50

jj_ ' jJ_ = jx +jy 2(n$jff + nyjy)2

(L~ G ) ﬁ
+2(Bo,2Ja + Boydy) (Naja + nyjy) /(1 = (7T o)) + O(w)
= wy?/A* = const. (G.4)

Also lautet das Spektrum fiir ein Teilchen (man bedenke, dass A®((.,q4)/w nicht von w
abhéngt, vgl. Gleichung (6.23))

d?1 e /w2
dwdQ)  4m2c (w_(]) ’ WS Wiow (G.5)
wobei
Fb (xend - xmax)3 Lmaz x%@ax ! ZaAma:t
0T AL - R [ RS RE 12 @ (G-6)
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Im Ergebnis tauchen die Gréken x4y und x,,,, als Funktionen des Parameters R auf.
Diese sind jedoch, wie bereits erwiahnt, analytisch nicht zu bestimmen. Empirisch konnten
allerdings die Néherungsformeln (5.72) gefunden werden,

Tmaz =~ 2(1—R)+ gRSﬁ,
Teng =~ 2(1—R)+7RY, (G.7)

Zur weiteren Betrachtung ist es von Vorteil, das Verhalten der Koordinaten z.,; und
Tmae fir grofe bzw. kleine R zu betrachten. Es ist jedoch sinnvoller, auf die in den
Gleichungen (G.6) auftretenden Funktionen zuriickzugreifen, und gegebenenfalls die N&-
herungsformeln (5.72) zu benutzen. Es ergibt sich

f(R) = R?/(Zend — Tmaz) =~ (2/7)RY7,

g(R) = 1/(25Ema:c) = 4(1 _ R)1+ TR8/T

(G.8)

Das Verhalten dieser Funktionen fiir grofe bzw. kleine R soll im n&chsten Abschnitt
diskutiert werden.

Abschitzung der Funktionen (G.8) fiir R< 1 und R — 1

Die Fille f(R — 1) und g(R) sind einfach abzuhandeln. Es ist aus Abbildung 5.6 und
den Formeln (G.8) ersichtlich, dass

f(R—=1) = 2/m, (G.9)
gR<1) = 1/4, (G.10)
o(R—1) = 1 (G1)
in niedrigster Ordnung. Fiir f(R < 1) muss man — wenn man den Néherungen (5.72)

nicht vertraut — die Graphen von z.,; und x,,,, genauer betrachten. Wollte man diese
Funktionen entwickeln, so sollten sie prinzipiell in der Form

Tend(R) 2 |ena(0)] + |20 (0)| R + |2,4(0)| R?/2 (G.12)
Tmar(B) 2 |Zmaa (0)] = 700 (0)| R + |2],00,(0)| R /2 (G-13)

l

vorliegen. Nutzt man diesen Ansatz, so ergibt sich mit Az = |z, ,(0)| + |2,,.(0)]
f(R<1)~2R/Az x Rk 1. (G.14)
Alternativ ergibt sich mit den empirischen Formeln

f(R<1)=(2/m)RY" <« 1. (G.15)
G.2 Berechnung der Grenzfrequenz w,,

Bisher wurde in diesem Anhang die Niedrigfrequenzlosung hergeleitet. Was noch fehlt,
ist der Giiltigkeitsbereich fiir diese Naherung. Dieses soll nun geschehen.
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Aus der Ungleichung (E.2) muss man die geeignete Beschréinkung finden. Aber da
es die beiden Regimes (a) und (b) gibt, sind insgesamt vier Terme zu beriicksichtigen.
Zunachst kann man gewisse Faktoren aus der Minimumsvorschrift herausziehen,

W K Wigw = Min{(Cej/Aj)we i, 3(Ce/Aj) we] = (Coj/Aj)we,; min(1, 3(Ce i/ A;)?.
(G.16)
Nun kann man sich auf das Verhaltnis

—_ Cc i ? Cc i ?
= =3 1=3(=>== G.17
konzentrieren, um zu entscheiden, welcher der beiden Terme der kleinere ist. Fall Z; > 1,

so ist es (C.;/A;)wej, andernfalls ist 3((.;/A;)%w.; das gewiinschte Ergebnis. Mit der
Substitution ¢ = xL und den Winkelfunktionen (6.31) erhélt man fiir das Regime (b)

301 =7 By — 7 - ABY) |20 Amas

e
(1 - R2)x%nax|nywy‘
1 Sl ZQRQA’VTZGZ'
~ — ) G.18
3 (1 — R?2)R?x2,,. So w, ( )
>1.48 >1
Im Regime (a) hat man analog
R4 Sl ZaR2Ama:1:
=, =12 21 . G.19
(1 - Rz)(mend - xmax)z SQ Wy ( )

In beiden Regimes muss zunéchst beriicksichtigt werden, dass das Verhéltnis S, = S;/S5
in der Nithe von # = arcsin[l';'] und ¢ = 7 klein sein kann, aber groRer als Null' (vgl.
Anhang F.3). Durch die Bedingung |w,| < |2, R*A,n4,| gilt daher fast iiberall =, > 1.

Fiir =, muss man vorsichtiger sein, da auch fiir R < 1 das Verhiltnis =, < 1 werden
konnte. Jedoch gilt dann

4 3 aAmam
Z, O g, |Faiman (G-20)
T wy
und mit dem Ansatz =, ~ 1 ergibt sich
7/26
72 ()
R>R, = Y , damit =, > 1. G.21
185, |20 A a (G-21)
————
<1

Ist R nun grofer als der in Gleichung (G.21) angegebene Grenzwert, gilt =, > 1
und man kann analog zum obigen Fall des Regimes (b) rechnen. Mit den Beispielwerten
[, =10,, = 1073, 2, Ao = 10 und 0 = ¢ = 7/2 liegt diese Grenze bei R ~ 2.94x10~%;
in dem hier gewéhlten Beispiel gilt also R = 0.1 > R,, und Gleichung (G.19) ist giiltig.
Der Fall R — 1 kann hingegen genauso behandelt werden wie die Abschétzung fiir das
Regime (b). Man kann also fiir fast alle Werte von R die Annahme =, > 1 machen.

INur exakt an dem Punkt 0,, = arcsin[Fb_l], ¢ = 7 wird S, = 0. Fiir alle anderen Punkte gilt S, > 0,
sogar mit S, — oo in der Umgebung von 6 = 6,,, ¢ = .
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An dieser Stelle muss noch erwdhnt werden, dass der Grenzwert wj,, natiirlich fiir
beide Regimes gelten soll. Somit gilt wegen 22,4, > Tepg — Timae fast immer bis auf die
angegebenen Ausnahmen (sehr kleine Werte von R sowie 6 = 6,, und ¢ = ),

WL Wow = (Cc,j/Aj)wC:j

= minl = L , = ! = ]
A(l — - 50)(Cend - Cmaz) 2A(]— — - ﬁO — - Aﬁl)gma:v

1 1
= S S AL (G.22)
Fiir R < 1 des Regimes (a) gilt entsprechend
w <L Wow = 3(<c,a/-’4a)3wc,a
: l 3 3 1
= min —, ——
(Cend - Cma:v)3A|n : Aﬁ0| 8C7§mrA|n ’ Aﬁ2|
12 ZaAmaz| . RS 1 1
_ — 2

i Lo [P e PR CED
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H Das differentielle
Intensitatsspektrum fiir hohe
Frequenzen w — o0

Es soll nun das differentielle Intensitatsspektrum fiir hohe Frequenzen ausgerechnet wer-
den. Hierbei hat man jedoch zu beriicksichtigen, dass es zwei verschiedene Ndherungen
fiir die Funktionen ME[A;; 41,13 ] von Glelchung (6.27) gibt, wie es in den Anhéngen
E.2 und E.3 durchgerechnet ist. Fiir |77 - Aﬁogl ~ () gilt Gleichung (E.16), wihrend man
ansonsten die Gleichungen (E.10, E.14) benutzen muss. Hat man dann exakte Ausdriicke
fiir das Spektrum gefunden, kann man entscheiden, bei welchem Winkel man zwischen
diesen Niherungen wechseln muss.

H.1 N&herung der Funktionen MF[Aj; by, 103] fur
’TL . Aﬁo)g’ > ()

Der erste Schritt ist es, die Funktionen MF[A;; v ;, 13 ;] von Gleichung (6.27) im Sinne
des Anhangs E.2 zu ndhern. Im Allgemeinen gibt es, wie bereits friilher im Abschnitt
6.2.3 erwihnt, zwei Regimes fiir diese Funktionen M,,:

e (a) der dubere Bereich des Solitons (von (e bis £(enq) mit Ay = Cena — Grnas,
,lvbl,a = wl und w?),a = _WA(ﬁ ' AﬁO)/Ba

e (b) die innere Region (von —(az bis Grnar) mit Ay = 2Gnaz, Y1 = w(l—A(ﬁ-Aﬁ:))
und 3, = wA(7 - Afs) /3.

Man beachte, dass in beiden Bereichen ¢3 kleiner oder grofer als Null sein kann, je
nachdem ob (7 Aﬁo 2) kleiner oder grofer als Null ist. Dennoch hat man nur zwei
und nicht vier Fille zu beriicksichtigen, da die beiden Skalarprodukte nicht unabhéngig
voneinander ihr Vorzeichen wechseln. Ihr Verhalten ist stets entgegengesetzt, denn Aﬁ;
und A/, unterscheiden sich lediglich durch den Faktor R~2, wie es die Gleichungen (D.27)
besagen.

Die beiden genannten Regimes besitzen wegen dieser unterschiedlichen Parameter auch
unterschiedliche charakteristische Lingen und Frequenzen,

Cw = [(1—7-Bo)/I7- AB|V2,
Co = [(1—7-Fo—7- DB/ - A2,
Vwea = A[(L—ii- o)/l - 5\]1/2
Vwey = M- Fy— @A)/ - ARV (H.1)
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Man hat also stets die Naherungen

M Ay by, s ] o w2y 2 (3lapy ;) VA2 exp[—2(43  Jas ;)2 /332 4 in /2]

My [Aji g, bsy) o /2 2 (Bl ) TVAT2 expl2i (43 s 5) 2332 — i 4.
(H.2)

Nach Abschnitt 6.2.3 miissen fiir den Sichtwinkel zwei Fille beriicksichtigt werden:

1. Fiir (- Afys) > 0 erhiilt man fiir das Regime (a)

M, [Au; 1.0, P3.a] = (@/7wea) ¢ expl(2iw/3we.q) — im/4] (H.3)
und fiir Regime (b)
M Ap; 1 b, 3] > (w/Twep) ™ 1/2(’2;1 exp|—(2w/3wep) + inm/2]. (H.4)
2. Fiir (77 - AfBy2) < 0 hat man im Regime (a)

M A 1.0, ¥3.0) = (W/TWea)” I/QQ"H exp[—(2w/3weq) + inm /2], (H.5)

und Regime (b) vereinfacht sich zu
My, [Ap; e, 3] 22 (w)/mwep) 20 expli(2w/3wey) + i /4] (H.6)

An dieser Stelle kann man wieder im Sinne des Abschnitts 6.2.3 die Ndherungen (D.29)
nutzen und erhélt die vier Formeln

RS IR
ca = 2L Sr e = R3 609
G (1 — R? |, | ) Cob
1 ’zaAmaxl 2
c ~ 2L S’r )
Cob (1 R Jm, )
1 (1-RS, =, \* we
w ~ =3 =
ca INL R6 Si’» |ZaAma:c| R3’
/2
1 Sy lmyl \' L
o~ (g2 ) , H.7
Wb = 9T (< )5 |ZGAW|> A5Gy (H7)

Man beachte, dass alle Definitionen von der Ordnung O(|z,Anma:|/@y) > 1; damit sind
sie alle intrinsisch grof.

Es ist weiterhin sicherzustellen, dass fiir einen nennenswerten Beitrag von M~ zu den
Ergebnissen die Ungleichung (E.11) erfiillt werden muss. Umgekehrt bedeutet es, dass
M, vernachldssigbar wird, falls

2> A & (Cej/Aj)? > 1. (H.8)

Dieses Verhéltnis unterscheidet sich von dem Verhéltnis (G.17) nur um einen Faktor Drei.
Im Anhang G.2 wurde gezeigt, dass =; durchaus fiir kleine Werte R kleiner als Eins sein
kann; man muss daher beide Faktoren in den weiteren Rechnungen beriicksichtigen.
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Losung fiir hohe Frequenzen

Mit dem Phasenfaktor

1/ = Umas + A7 - ABo) (Cend — Cmao)* /3, (H.9)

und mit der Definition (wobei j € {a,b})

Gy = (ABry + Aoy (o) Ce + 200824 CmaxCl s + AB2yCC (H.10)

hat man im Fall (1) fiir j,

jy - 2Aﬁo7y(w/ﬂwc,a)_l/2<§a exp[_iA(D(Cend)/2]
x cos[(2w/3we.q) — Wlena + AP(Cena) /2 — T /4] H[A? — fa]
—l—Cb,y(w/ch,b)’l/Q exp[—(2w/3wep) — iw/). (H.11)

Der Fall (2) fiihrt hingegen auf

Jy = 2By (w/mwes) 2, exp[—iAD((ena) /2]
x co8[(2w/3wep) — WlCend + AP (Cona) /2 — T/AH[AZ — ()
+Ca7y(w/7rwc,a)*1/2 exp[—(2w/3weq) — iw /). (H.12)

Es ist unschwer zu erkennen, dass dieser Fall aus dem ersten durch Vertauschen der
Indizes a und b erhalten werden kann. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird ex-
emplarisch der erste Fall behandelt, die Ergebnisse fiir den zweiten Fall sind einfach
iibertragbar.

Nun gilt es, im Sinne des Anhangs D.1 Gleichung (D.14) auszurechnen. In jedem Term
dieser Gleichung treten Produkte von j,, und j;  auf, welche stets eine Abhéingigkeit
von der Frequenz in der Form

Jydy = 4Aﬁg7y(w/7rwc,a)_1 fﬂ cos2[(2w/3wc7a) — wlCend + AP(Cena) /2 — 7r/4]H[.A(21 — fa]
|Gy *(w/ Twep) ™ expl—(4w/3we,p)]
+2A 50,4 (Coy exp[IAP(Cena) /2 — iw/Q + (5, exp[—IAP(Cena) /2 + iw /2]
X Ca(W/mwe,a) ™ exp[—(2w/3weyp)]
x co8[(2w/3we,q) — WiCend + AP((ena) /2 — m /A H[AZ — (] (H.13)

besitzen. Fiir den hier interessierenden Frequenzbereich w — oo oszillieren die trigono-
metrischen Funktionen so schnell, dass man die Mittelwerte fiir cos (Null) und cos? (1/2)
ndherungsweise verwenden kann, so dass man

Jydy = 206,600 (w/mwea) T HAG — Cal + [Goy[* (w/mwey) ™ exp[—(dw/3wep)]  (H.14)

erhilt.
So ergibt sich fiir Gleichung (D.14)

jj_ ’ jj_* = 2(Aﬁ(2),z + Aﬂg,y) c6,a(w/7rw0,a>ilH[AZ - <c2,a]
(|G l” + |Gy [*) W/ mwiey) " exp[—(dw/3we)]
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1— By -
_m {Q(Aﬁg,xni + 20 B0 ABoynany + ABG 02

X Coa(w/Twea) TTHIAZ = 2]
H(n |Gz + 10y GGy + Graow) + 151G [*)

X (w/mwes) ™ exp[—(4w/3wey)]|
+4(80.2 20,0 + Bo.yABo.y) (1o + 1y Aoy )CE (W) Te) " HIAL = 2]
H(Boulha + FoyCy) (MaCra + 1yCoy) + (BouCow + BoyCoy) (Malya + 104Gy )]
X (W/TWep) ™ exp[—(4w/3wcﬁb)]}/( — (71 - o)) (H.15)

So hat man also im Fall (1), (77 - Afy2) > 0, fiir A2 > (2, die Losung
N1 G1 = (W/mwea) ' wik, (H.16)
wobei

1—50-@) (7 AG) + (60 ABy) (it - ABo)
(1= (7 Bo))? — (7 50)

Fiir A2 < (7, hat man mit der Definition G = (Cpa oy, 0) die Losung

wih = A (Aﬁo Ay — ) 2¢8,. (H.17)

/%

A]L Jji = (w/mwep)” 1w]§?bexp[—(4w/3wqb)], (H.18)
wobei
. . BB (Bo- G )7 G) + (Bo- &) &)
= A\? 2—— 24 = . (H.19
B ('C”’ T R L) ) e

Betrachtet man den Fall (2), (7~ Afy») < 0, so finden sich analoge Resultate, in denen
die Indizes a und b — wie oben erwdhnt — vertauscht werden.

Der néchste Schritt besteht nun darin, die in den obigen Grofen auftretenden Ska-
larprodukte fiir die Fille (1) und (2) im Sinne von Anhang D.2 auszurechnen. Diese
aufwiandige Arbeit ergibt

1/2 -
WAa = L= R @ylny|’ (1—1—% —an> 3/2: Fb_Szwcm
, SLZNZT, 10 |2 Ay Ly e |

1- R w,|n, P\’ e K\ r,
~ L4222t} =Ty Shwep = —,
“Bb <4L2A2rbyzaAm| ( " c) b2l = NS o
1- R wn, P\, ne V% TuS,
~ L) =,
wab <8L2A2Fb ZaAma] ( " c) Vol

1-R* wn, P\, ne Vo2
a ~ ]_ - — 2 = ——. We.a- H20
s, <4L2A2FbR18 20 A ( T, " c> RS (H.20)

Man beachte, dass die Definitionen (H.20) untereinander und von den Definitionen (H.7)
nur um konstante Faktoren und Potenzen von R unterscheiden. Daher reicht es bei der
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weiteren Betrachtung zunichst aus, sich auf eine der Definitionen (H.20) zu konzentrie-
ren, da alle librigen das gleiche Verhalten zeigen.

Nun kann man das Spektrum eines Teilchen fiir die beiden Fille (1) und (2) angeben.
Man erhilt die beiden Losungen (1), wobei (7 - Afys2) > 0,

d*I e? 27 T ow
o S T 2530 H[A? — ] + 5, eXp[ (4w/3wc7b)]1 , (H.21)
und (2), wobei (7 - Afy,) < 0
d?1 e? 2T TRY? w
odq S e 2520 H[A? — C o]+ F252 exp[ (4w/3wc7a)]] . (H.22)

Die Ergebnisse der verschiedenen Fille unterscheiden nicht in den Potenzen von w, sie
konnen also prinzipiell gleich behandelt werden.

H.2 Berechnung der Grenzfrequenz wy;g,

Ahnlich wie im Fall niedriger Frequenzen muss man die Bedingung
Whigh = Max[(Cej/Aj)we s 3(Cej/Aj) weg] = (Co/ Aj)we,s max(1, (¢ 5/ A;)%] (H.23)

untersuchen, welche auf das gleiche Verhéltnis Z; = 3((.;/.A;)? fiihrt. Aber nun ist man
am groferen der beiden Terme interessiert, so dass man die Ergebnisse aus dem Abschnitt
G.2 in gewissem Sinne iibertragen kann. Es ergibt sich die Bedingung (aufer fiir R* < 1
im Regime (a))

W > Whigh = max[ ? =, H3 = ]
A.Aa|n . Aﬂo| AAb'TL . A/62|
12 2, A RS 1 1
o a max - H24
(RS | = | [< ) sm] ap 12

Man beachte, dass wp,, nach Unendlich streben kénnte; das gilt allerdings nur fiir
Sy — 0, d.h. 6 = 0,7 oder ¢ = 0, 7, 27. Dieses jedoch korrespondiert mit |7 - A§072| — 0,
und in diesem Fall gilt die urspriingliche Ndherung aus Abschnitt E.2 nicht mehr. Man
muss stattdessen zur Ndherung des Abschnitts E.3, Ungleichung (E.17) iibergehen. Man
hat dann die Bedingung

1 1 1
W wp, = max —, —————— | —
I (Iend - xmaa})(l —n- ﬁO) 2xmax(1 —n: 60 —n: Aﬁl) AL
1 1

12
=

o
=

(xend - xmaw)Sl E

H.3 N&herung fiir |77 - Ago,zf ~ ()

Hier sollen nun fiir den Fall |77 - Aﬁo o] >~ 0 die giiltigen Naherungen fiir die Grofen 7, v
hergeleitet werden. Mit den Definitionen aus Anhang E.3 und 1—17- ﬂo—n Aﬂl ~1—n- ﬂo
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ergibt sich fiir j,

o = Aoy | Cona = G/ G0N (L = 7+ Bo)) expl—iew (1 = 7 o)
~(Gont = G0 (1 = 73+ 30) xPliwA (L = 7 o) Gas = PG|
(81 = Ay ) [N = 7 o) (exPliwh (1 = 7 5o)2Gmae] — 1)
+2A B2,y Cnaz (26maz) / (IwA(1 — 71 - go)) expliwh(l =1 - 30)2Cmax]
G (2omae)* 2N (1 = - o) expliwA (1L = 7+ Fo)2Gmas] |
X expl—iwA(1 = i + fo)Gmar — 1WA + AGo) (Gen = Gmae)’ /3] .
>~ 2iAB0y(Cena — Cmax)QZ(WA(l — 7+ (o)) cos[wAGax (1 — 7T+ Bo — 71 - AB1)]
X eXPliwACmaz (7 - AL1)]
+2(AB1y — ABay ) /(WAL = 7 - Fo)) Sin[wWAGaa(1 — 71 - 5p)] (H.26)
Dieses Ergebnis fithrt sodann mit w — oo, wobei wiederum die Mittelwerte 1/2 fiir die

quadratischen trigonometrischen Funktionen und Null fiir die einfachen trigonometri-
schen Funktionen benutzt wurden, zu

S i
T O =it ) |
mit Z, = ABoy(Cend — Gnaz)? + AB1y — AB2y(2as- Also erhilt man weiter
NPjL- i = (w/a) ™, (H.28)

und mit Z = (Z,, Z,,0)

s

N
(1= (7 fo))?

Es ergibt sich (wegen Z, < Z,) schlieflich

a?=21—7-F)2 (Zﬁ—l—Z; —

~ \/5(1 - RQ) (:L‘end - xma;t)? L o I?nax wy ) (H30)
I'yS; 4RS R? 4 |ZaAmaa: |
Man beachte, dass « — 0 mit R — 0 aber fiir R — 0 gilt « — oo. Es gilt somit
&2] 2.2 2 2.2
~ cw a = ca = const. (H31)

dwdQ ~ 4m2cw?  4n2c

bzgl. w bei |7 - Afy| ~ 0.
Die Grenzfrequenz in diesem Fall wurde bereits im letzten Abschnitt berechnet und
ist durch Gleichung (H.25) gegeben.
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