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Einleitung

Einleitung

Zur kosmischen Strahlung gehören die energiereichsten Teilchen, die wir auf der Erde
empfangen. Zusammen mit dem sichtbaren Licht und anderen Frequenzen des elektro-
magnetischen Spektrums sowie Neutrinos stellen sie die einzige Informationsquelle aus
den Tiefen des Weltraumes dar, sieht man einmal von den bisher nicht direkt beobach-
teten und erst zukünftig möglicherweise an Bedeutung gewinnenden Gravitationswellen
ab. Bei ihrer Reise zur Erde werden die Teilchen der kosmischen Strahlung von den Ma-
gnetfeldern des intergalaktischen Mediums und unserer Galaxie und zuletzt auch durch
das Magnetfeld der Sonne abgelenkt, das den interplanetaren Raum ausfüllt. Obwohl
die Berechnung des Transportes geladener Teilchen selbst durch nur schwach turbulen-
te elektromagnetische Felder ein Arbeitsgebiet ist, das noch immer einer vollständigen
Lösung entbehrt, wird die Situation durch das zusätzlich Vorhandensein von instabilen
und gedämpften Plasmawellen aller Art, die für sich genommen bereits ein faszinierendes
Arbeitsgebiet darstellen, noch erheblich komplizierter.

Eines der Ziele dieser Arbeit soll es daher sein, die Gültigkeit und Genauigkeit ver-
schiedener Transporttheorien zu überprüfen, sie auf unterschiedliche Modelle zur Be-
schreibung der Turbulenz besonders im interplanetaren Medium anzuwenden und ihre
Übereinstimmung mit den aus numerischen Simulationen gewonnen Vorhersagen zu ver-
gleichen. Dabei wird sich zeigen, dass die bislang am häu�gsten zur Beschreibung des
Transportes herangezogene, so genannte quasilineare Theorie � welche gleichzeitig die
gröbsten Näherungen verwendet � mit noch gravierenderen Schwierigkeiten behaftet ist
als bislang angenommen.

Darüber hinaus sollen umfassende Untersuchungen der in verschiedenen Situationen
angeregten Plasmawellen vorgenommen werden, die letztendlich in zukünftigen Arbeiten
wieder in die Theorien zur Beschreibung des Transportes der kosmischen Strahlung mit-
einbezogen werden müssten. Diese instabilen Plasmawellen, unter denen besonders die
nur anwachsenden und sich dabei nicht ausbreitenden � die sog. �aperiodischen� Fluktua-
tionen beispielsweise der Weibel-Instabilität � zu nennen sind, haben überaus vielfältige
Anwendung und treten in vielen unterschiedlichen Szenarien auf, darunter gegenströmen-
de Plasmen, Jets von Aktiven Galaktischen Kernen, Ausbrüche von Gammastrahlung
(die sog. �γ-ray Bursts�), aber auch Laborplasmen und Fusionsreaktoren. Dabei spielt
insbesondere der Fall eines von auÿen vorgegebenen, räumlich homogenen Magnetfeldes
eine Rolle.

Diese Arbeit ist daher in zwei Teile gegliedert. In Teil I wird das in Kapitel 1 noch näher
erläuterte Testteilchen-Bild verwendet, um Untersuchungen des Transportes der kosmi-
schen Strahlung in der Heliosphäre durchzuführen, während Teil II das Testwellen-Bild
zu Grunde liegt und in der Betrachtung instabiler Plasmawellen in astrophysikalischen
Szenarien seine Anwendung �ndet. Auch wenn diese beiden �Bilder� nur unterschiedliche

1



Übersicht

Aspekte desselben Problems sind, so haben sie sehr komplementäre Anwendungsbereiche
und werden in dieser Arbeit daher getrennt betrachtet.

Übersicht

Im ersten Teil der Arbeit wird zunächst in Kapitel 3 die quasilineare Theorie für den
Fall isotroper Turbulenz einem kritischen Test unterzogen, bei dem untersucht wird,
für welche Turbulenzgeometrien die Theorie zuverlässige, mit numerischen Simulationen
übereinstimmende Ergebnisse liefert, und für welche dies nicht der Fall ist. Die nichtli-
neare Führungszentrums-Theorie (nonlinear guiding center theory) wird als ein Beispiel
einer nichtlinearen Theorien ebenfalls diskutiert. In Kapitel 4 wird dies auf den Fall ei-
ner durch magnetohydrodynamische Plasmawellen manifestierten Turbulenz angewandt,
wobei anhand der quasilinearen Theorie grundlegende Probleme aufgezeigt werden, die
unter anderem mit der Einbindung der Plasmawellen in die Theorie zusammenhängen.
Im letzten Abschnitt des Kapitels wird daher eine neue Methode der Einbeziehung von �
ungedämpften � Alfvénwellen aufgezeigt. Grundsätzlich müssten auch Dämpfungs- und
Wachstumsprozesse von Plasmawellen berücksichtigt werden; diese sind jedoch ein eige-
nes komplexes Gebiet und daher Gegenstand von Teil II.

Darin ist zunächst Kap. 6 im Wesentlichen die Fortführung einer bereits in der Di-
plomarbeit102 des Autors begonnenen Untersuchung über die Stabilitätseigenschaften
gegenströmender Plasmen. Während in der Diplomarbeit jedoch das Verhalten anfäng-
lich unmagnetisierter relativistischer Plasmen untersucht wurde, das für die Frage nach
der Erzeugung kosmologischer Magnetfelder von Bedeutung ist, wird in der vorliegenden
Arbeit der vielfach in der Astrophysik gegebene Fall entlang eines Magnetfeldes gegen-
strömender Plasmen betrachtet. Dabei werden sowohl Wellen parallel und senkrecht zum
Hintergrundmagnetfeld untersucht. Daran anschlieÿend wird in den Kapiteln 7 und 8,
um die durch die Festlegung auf parallele und senkrechte Wellenausbreitung auferlegten
Einschränkung zu lockern und sogar ganz aufzuheben, ein anderer Zugang gewählt, des-
sen ursprüngliche Formulierung in Kapitel 7 zunächst relativistisch verallgemeinert wird,
und dessen weitere Beschränkungen dann im darauf folgenden Kapitel 8 aufgehoben wer-
den, so dass auf diese Weise die volle dreidimensionale Struktur prinzipiell erschlossen
wird. In Kapitel 9 wird die zuvor entwickelte allgemeine Theorie dann auf das konkrete
Beispiel eines γ-ray Bursts angewandt, wobei insbesondere die Zeitskalen der anwachsen-
den Plasma�uktuationen untersucht werden und aus den Rechnungen Schlussfolgerungen
über die Zusammensetzung der Jets unter Berücksichtigung der mikrophysikalischen Me-
chanismen zur Entwicklung von Schockwellen gezogen werden.

Kapitel 10 schlieÿlich fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und bietet einen
Ausblick auf noch o�ene Themen und Fragestellungen. Daran anschlieÿend folgen die
Anhänge, in denen ausführliche und teilweise längliche Rechnungen dargestellt sind. Dar-
über hinaus wird in einem eigenen Kapitel ein Überblick über Reihen insbesondere von
Besselfunktionen sowie über spezielle Funktionen wie die hypergeometrische Funktion,
die Eulersche Beta-Funktion und die Riemannsche Zeta-Funktion gegeben.
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1 Einführung und Grundlagen

Dieses Kapitel gibt eine Einführung in die Physik der Plasma-Instabilitäten und des
Transportes kosmischer Strahlung, erklärt kurz die grundlegende Einteilung der Theorien
in das Testwellen- und das Testteilchen-Bild und gibt einen Einblick in die insbesondere
zur Untersuchung von Plasma-Instabilitäten verwendeten Particle-in-Cell-Simulationen.

1.1 Plasma-Instabilitäten

Durch anisotrope relativistische Teilchenverteilungen erzeugte elektrostatische Plasma-
wellen sind eine Schlüsselzutat für die Erzeugung von Plasmastrahlung in solaren und
stellaren Ausbrüchen im Radiobereich. Mehr noch, in vielen astrophysikalischen Aus�uss-
Quellen, wie etwa den Schockwellen von Supernova-Überresten (supernova remnants)
und Jets von Aktiven Galaktischen Kernen (AGN) dienen solche Wellen als Target für
die inverse Compton-Streuung von relativistischen Elektronen und Positronen, wobei
hochenergetische transversale elektromagnetische Wellen erzeugt werden.

Die in Kapitel 5 beschriebene Weibel-Instabilität, die sich in anisotropen Geschwindig-
keitsverteilungen abspielt, ist in letzter Zeit häu�ger als Prozess zur Erzeugung kosmo-
logischer Magnetfelder diskutiert worden (z. B. Sakai et al.76, Schlickeiser82, Schlickeiser
und Shukla84). Diese Instabilität und die �uktuierenden, aperiodischen Magnetfelder, die
durch sie erzeugt werden, können als Basis für die Erzeugung groÿskaliger, geordneter Ma-
gnetfelder mit Hilfe des Dynamo-Prinzips verstanden werden. Die korrekte Beschreibung
dieser Situation im Falle relativistischer Temperaturen und Strömungsgeschwindigkeiten
erfordert die Anwendung kovarianter Dispersionsrelationen (Schlickeiser81), im Grenz-
fall nichtrelativistischer Temperaturen kann man jedoch Näherungen zu den kovarianten
Gleichungen herleiten. Zwar stimmen diese nur im (unphysikalischen) mathematischen
Grenzfall einer unendlich hohen Lichtgeschwindigkeit mit den nichtrelativistischen, nicht-
kovarianten Gleichungen überein; von Schaefer-Rol�s und Schlickeiser78 wurde hingegen
gezeigt, dass die quantitativen Unterschiede in den Wachstumsraten minimal sind. Daher
bieten die nichtrelativistischen Gleichungen � trotz ihrer Unterschiede zum nichtrelati-
vistischen Grenzfall der kovarianten Ergebnisse � eine gute Beschreibung, solange die
thermischen Geschwindigkeiten und Strömungsgeschwindigkeiten klein im Vergleich zur
Lichtgeschwindigkeit sind.

Relativistische Überlegungen sind dagegen von genereller Bedeutung für zahlreiche
physikalische Situationen, in denen sich signi�kante Anisotropien in der Geschwindig-
keitsverteilung einer Teilchenpopulation einstellen. Die Rechnungen sind von besonderer
Bedeutung für Fälle, in denen sich zusätzlich zu einer relativistischen Gesamtbewegung
(bulk motion) eine beträchtliche relativistische Geschwindigkeitsdispersion einstellt. Der
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1 Einführung und Grundlagen

E�ekt der relativistischen Gesamtbewegung auf elektrostatische Instabilitäten ist dage-
gen normalerweise dann nicht relevant, wenn man auf das Ruhesystem der Gesamtbewe-
gung Lorentz-transformiert. Solch eine breite relativistische Geschwindigkeitsdispersion
tritt sowohl in lasergenerierten relativistischen Elektronenstrahlen wie auch in astrophy-
sikalischen Quellen auf, darunter Pulsarwindnebel, Aktive Galaktische Kerne und den
Quellen von γ-ray Bursts. Im Kontext von Pulsen ultrahoher Intensität haben sowohl
Experimente als auch Teilchensimulationen gezeigt, dass die einfallende Laserenergie in
relativistische Elektronen transferiert wird, deren kinetische Energie von hunderten von
keV bis hin zu einigen zehn MeV reicht.

Für Aktive Galaktische Kerne ist beobachtet worden, dass die nichtthermische Strah-
lung emittierenden Jet-Regionen sich mit relativistischen Bulk-Lorentzfaktorena von bis
zu Γ = 25 bewegen, jedoch im Ruhesystem des Jets die individuellen Lorentzfaktoren
der Elektronen und Positronen gemäÿ einem Potenzgesetz mit Werten bis zu Γ = 105

verteilt sein müssen, um die beobachteten spektralen Energieverteilungen reproduzieren
zu können. Im Falle von γ-ray Bursts sind sogar noch höhere Bulk-Lorentzfaktoren nötig.

Allgemein kommen Anisotropien einer Plasmateilchenverteilung in praktisch allen na-
türlichen und Maschinenplasmen vor. Im astrophysikalischen Kontext sind diese An-
isotropien verantwortlich für Impuls- und Energieumsetzungsprozesse, von kosmischer
Strahlung in der Galaxie bis hin zu Instabilitäten in den Jets Aktiver Galaktischer Ker-
ne, und weiter zu Heizungs- und Kühlungsprozessen des interstellaren Mediums (vgl.
Spanier96). Zwei kritische Faktoren sind bei der Diskussion solcher potenziell instabilen
Situationen zu beachten: 1. welche Klassen von Verteilungsfunktionen erlauben Instabi-
litäten einer gegebenen Wellenart? 2. Wie verhält sich die Wachstumsrate jeder dieser
instabilen Wellenmoden? Der erste Faktor ist kritisch, da er die Art der Szenarien be-
stimmt, in denen eine bestimmte Instabilität statt�nden kann, und hilft daher beim
Verständnis der Entwicklung einer bestimmten Plasmakon�guration. Der zweite Faktor
ist kritisch, da er bestimmt, ob eine Instabilität so schnell im Vergleich zu anderen, ver-
nachlässigten Prozessen ist, dass diese Instabilität voraussichtlich langlebig und dominant
ist, oder ob die Instabilitätsrate so langsam ist, dass andere Prozesse die Entwicklung
des betrachteten Plasma dominieren.

In Laborplasmen sind es beispielsweise energiereiche geladene Teilchenstrahlen mit
groÿen Temperaturanisotropien, in denen Instabilitäten unter anderem des in Kapitel 7
beschriebenen Harris-Typs auftreten (z. B. Davidson et al.17). Diese E�ekte sind unter
anderem in periodisch fokussierenden Beschleunigern, Transportsystemen und Speicher-
ringen wichtig. Von besonderem Interesse ist dabei der E�ekt der starken Eigenfelder
(self-�elds), die von den Raumladungen und Strömen des Strahls stammen. Die Unter-
suchung der Stabilitätseigenschaften solcher Strahlen ist deswegen wichtig, weil geladene
Teilchenstrahlen kollektiven Prozessen unterliegen, welche die Strahlqualität verschlech-
tern können. In Teilchenstrahlen mit einer hohen Temperaturanisotropie kann Energie-
austausch zwischen longitudinaler und transversaler Bewegung auftreten � dieser Prozess
ist verknüpft mit der Harris-Instabilität, die auf einer Anisotropie im Geschwindigkeits-
raum beruht. In den genannten Beispielen ist normalerweise die endliche Strahlgröÿe von

aBulk-Eigenschaften sind solche Eigenschaften, die durch die Gesamtheit des Plasma bedingt werden,
wie etwa Temperatur, durchschnittliche Geschwindigkeit u. a.
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1.1 Plasma-Instabilitäten

erheblicher Bedeutung, und meistens wird das Ruhesystem des Strahles für die Berech-
nungen verwendet. Unter der Voraussetzung, dass die thermischen Geschwindigkeiten
der Teilchen � insbesondere der Elektronen � relativistisch sind, können relativistische
E�ekte aber dennoch eine Rolle spielen, sogar im Ruhesystem des Strahles.

Astrophysikalische Situationen, in denen relativistische E�ekte eine dominante Rolle
spielen, erlangen immer gröÿere Bedeutung, da Beobachtungen Verhaltensweisen auf-
decken, die komplexer und bizarrer sind, als durch das bloÿe Einbinden relativistischer
Parameter erklärt werden könnte, sei es in den Bulk-Eigenschaften (wie etwa relativis-
tische Bündelungse�ekte in Pulsaren, Aktiven Galaktischen Kernen oder γ-ray Bursts)
oder in den intrinsischen Teilchenverteilungen selbst (wie bei kosmischer Strahlung).

Plasma-Instabilitäten entstehen entweder aus Resonanzen von Wellen mit einer aus-
gewählten Gruppe von Teilchen, oder aus Bulk-E�ekten, die nicht auf Resonanz-Eigen-
schaften beruhen � wie dies zum Beispiel für die Weibel-Instabilität gilt. Darüber hinaus
deuten die Beobachtungen vieler astrophysikalischer Plasmen auf die Anwesenheit eines
homogenen Hintergrundmagnetfeldes hin, so dass jegliche Welle-Teilchen-Instabilitäten
innerhalb der durch dieses umgebende Magnetfeld vorgegebenen Rahmenbedingungen
berechnet werden müssen. Die Komplexität des zu verwendenden Formalismus' verbietet
es sogar in nichtrelativistischen Szenarien, gänzlich allgemeine Lösungen aufzustellen; da-
her beschränken sich viele Untersuchungen auf sich entlang des Hintergrundmagnetfeldes
ausbreitende Wellen. In der relativistischen Situation kommen noch weitere Schwierigkei-
ten hinzu, da zwar die Teilchengeschwindigkeit durch die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
beschränkt ist, nicht jedoch die Phasengeschwindigkeiten der Wellen. Daher gibt es eine
klare Unterteilung in sub- und superluminale Wellen, wobei letztere in Abwesenheit eines
räumlich homogenen Magnetfeldes nicht resonanten Wechselwirkungen mit Teilchen un-
terliegen. Reaktionen des Plasmas können daher durch relativistische E�ekte erklärt wer-
den, die in nichtrelativistischen Rechnungen gar nicht auf�ndbar sind � die aber dennoch
bestehen bleiben, wenn man, ausgehend von einer vollkommen relativistischen Beschrei-
bung, die nichtrelativistischen Grenzfälle der Teilchenverteilungsfunktionen betrachtet.
Dieser besondere Aspekt ist einer verblü�endsten Faktoren, welche die Untersuchung
relativistischer Plasmen so überaus faszinierend machen.

Grundsätzlich werden auftretende Welle-Teilchen-Wechselwirkungen entweder als lon-
gitudinale Wellen (∇×E = 0) oder als transversale Wellen (∇·E = 0) klassi�ziert. Sind
sie instabil, so neigen longitudinale Wellen dazu, wesentlich höhere Wachstumsraten als
transversale Wellen zu haben, da sie durch die um einen Faktor v/c stärkere und nur
mit r−2 abfallende Coulomb-Kraft getrieben werden. Eine vollständige Diskussion al-
ler Instabilität hervorrufenden Welle-Teilchen-Wechselwirkungen für sich mit beliebigen
Winkeln zu einem Hintergrund-Magnetfeld ausbreitenden Wellen steht noch aus, auch
weil sowohl resonante als auch nicht-resonante Instabilitäten auftreten können. Solche
Arten von Plasma-Instabilitäten sind Gegenstand der Kapitel 7 und 8.

1.1.1 Gegenstrom-Plasmen

Gegenstrom-Plasmen entstehen in vielen kosmischen Szenarien. Von einem geeigneten
Bezugssystem aus betrachtet, kann jeder Aus�uss in ein umgebendes Medium � darun-
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1 Einführung und Grundlagen

ter Sonnenwind, stellare und galaktische Winde sowie relativistische Jets � als gegen-
strömende Plasmaverteilung beschrieben werden. Ebenso können Schockwellen als sich
durchdringende Fluide mit Prä- und Postschock-Geschwindigkeitsverteilungen betrachtet
werden.

Beispielsweise wurden in magnetisierten Wolken in einer Entfernung von etwa 5 Astro-
nomischen Einheiten (AU) gegenströmende Elektronen in den Daten der Raumsonde
Ulysses identi�ziert (Crooker et al.15). Im Bugschock von Jupiter, der unter anderem
von der Cassini-Raumsonde vermessen wurde, wurden Elektron-Plasmawellen festge-
stellt (z. B. Goldstein et al.27); früher im Jovian-Bugschock entdeckte magnetohydrody-
namische Plasmawellen groÿer Amplitude wurden als von einem relativistischen Elektro-
nenstrahl angeregt, der entlang des Magnetfeldes von Jupiter wegströmt, interpretiert.
Cassini hat ebenfalls neuere Messungen von energiereichen Teilchen in der Nähe von
Jupiter durchgeführt (Krupp et al.40). Weiterhin ist gezeigt worden, dass die Strömung
eines nichtrelativistischen Elektronenstrahles durch einen aus Wassersto� und Helium
bestehenden solaren Flare (wörtl.: Fackel) eine Reihe von Plasmawellen angeregt werden
können, darunter elektromagnetische H+-Ionen-Zyklotron- und Scher-Alfvénwellen sowie
R-X-Wellen. Gegenstrom-Plasmen in Anwesenheit eines Hintergrundmagnetfeldes sind
Inhalt des Kapitels 6.

1.1.2 g-ray Bursts

Gammastrahlungsausbrüche (γ-ray bursts, abgekürzt als GRB) sind vor allem in Stern-
entstehungsregionen beobachtete Phänomene, die mit dem Tod massiver Sterne und der
Geburt eines kompakten Objekts wie etwa eines schwarzen Loches in Verbindung ste-
hen. Dabei wird zunächst durch interne Dissipation eines relativistischen Materiestroms
in einer Entfernung von etwa 1013 − 1015 cm von der zentralen Quelle Gammastrahlung
erzeugt. Daran anschlieÿend erzeugt die Wechselwirkung des Stroms mit dem umgeben-
den Medium Röntgenstrahlung bis hin zu optischer, Infrarot- und Radiostrahlung � das
sog. Nachleuchten (afterglow). GRB sind Inhalt des Kapitels 9. Darin werden die in
den Kapiteln 7 und 8 entwickelten Methoden auf die in den Jets der GRB auftretenden
Plasma-Instabilitäten angewendet, mit deren Hilfe die kinetische Energie dissipiert wird,
woraufhin sich Schockwellen bilden; diese wiederum sind für die beobachtete Strahlung
verantwortlich.

1.2 Transport kosmischer Strahlung

Bislang gibt es anscheinend noch keine umfassende Theorie, die den Transport energie-
reicher Teilchen durch turbulente elektromagnetische Felder vollständig und korrekt be-
schreiben könnte. Obwohl die Beschreibung dieses Transportvorgangs in der Heliosphäre
für das Verständnis des Ursprungs und der Herkunft der kosmischen Strahlung essenzi-
ell ist und dies als eines der führenden Probleme der modernen Astrophysik kosmischer
Strahlung angesehen wird (vgl. Bieber et al.5), gibt es nach wie vor vielerlei Unsicherheit.
Die Anpassung von im Sonnenwind durchgeführten Beobachtungen an Di�usionsmodelle
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1.2 Transport kosmischer Strahlung

Abbildung 1.1: Von der Raumsonde Mariner 2 im Jahre 1962 gemessenes Turbulenzspek-
trum in der Heliosphäre. Der radiale Abstand von der Sonne betrug 0,87 bis 1AU. Aus

Bruno und Carbone10.

hat es erlaubt, repräsentative Werte für die mittleren freien Weglängen der Streuung zu
bestimmen sowie einige Hinweise darauf zu erhalten, wie die freien Weglängen von der
Energie der Teilchen abhängen. Jokipii34 schrieb 1966, dass �ein detailliertes Verständnis
der kosmischen Strahlung vom präzisen Verständnis der E�ekte von interplanetaren und
interstellaren Magnetfeldern auf die Bewegung geladener Teilchen� abhänge. Die in seiner
Arbeit entwickelte �quasi-lineare� Theorie (QLT) ist ein eleganter Weg, im Gegensatz zu
den vorher auf phänomenologische Diskussionen beschränkten Theorien erstmals durch
Vereinfachungen die analytische Lösbarkeit des Problems zu ermöglichen. Für bestimmte
Situationen lieferte diese Theorie dann auch korrekte Vorhersagen der Transportparame-
ter, darunter insbesondere die mittleren freien Weglängen der in turbulenten elektro-
magnetischen Feldern gestreuten Teilchen. Dies galt jedoch nur für einige Spezialfälle,
welche insbesondere die Geometrie der turbulenten elektromagnetischen Felder betrafen.
Des Weiteren zeigte sich, dass die quasilineare Theorie drei fundamentale Probleme auf-
weist: Zum einen ist sie ungültig für Anstellwinkel-Streuung nahe bei 90°, bei der die
Teilchen fast ausschlieÿlich senkrecht zu einem auch Führungsfeld genannten homogenen
Hintergrund-Magnetfeld ihre Gyrationsbewegung durchführen; weiterhin kann sie nicht
den Transport senkrecht zum Führungsfeld beschreiben und liefert überdies für Di�usion
parallel zum Führungsfeld nur dann korrekte Ergebnisse, wenn die Wellenzahlvektoren
der turbulenten Felder ausschlieÿlich parallel zu diesem Führungsfeld ausgerichtet sind
(dies ist die in Kap. 3 näher beschriebene �slab-Geometrie�).
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1 Einführung und Grundlagen

Abbildung 1.2: Das auf Messungen der Raumsonde Helios 2 im Jahre 1967 basierende
Turbulenzspektrum der Heliosphäre. Dargestellt sind die verschiedenen Messungen für
radiale Abstände zwischen 0,3 und 0,9AU. Die Punkte bezeichnen die Grenze zwischen

Energie- und Inertialbereich des Spektrums. Aus Bruno und Carbone10.

Zur Lösung dieser Probleme wurden bereits in der Vergangenheit und auch aktuell ver-
schiedene nichtlineare Theorien aufgestellt, an denen derzeit intensiv gearbeitet wird. Ein
grundlegendes Problem besteht jedoch auch darin, dass die Prozesse der Turbulenz noch
nicht genau verstanden sind. Weiterhin bringen es die mit der Beschreibung des Trans-
portes durch turbulente elektromagnetische Felder verbundenen Schwierigkeiten mit sich,
dass die Reichhaltigkeit der verschiedenen möglichen Oszillationen und Instabilitäten in
einem Plasma zum gröÿten Teil auÿer Acht gelassen werden muss. Daher wird im ersten
Teil dieser Arbeit zunächst die quasilineare Theorie vorgestellt und demonstriert, dass
selbst unter einfachsten Voraussetzungen keine mit den Simulationen oder Beobachtun-
gen übereinstimmenden Resultate erzielt werden können. Die Verbesserung der Theorien
wird � wie ausführlich gezeigt werden wird � die Einbeziehung von Plasmawellen und
Dämpfungs- und Anregungsprozessen beinhalten, welche daraufhin im zweiten Teil die-
ser Arbeit für eine Reihe von Szenarien ausführlich untersucht werden. Das groÿe Ziel
zukünftiger Arbeiten wird es nun sein, daraus eine konsistente Theorie zu formulieren.

Unsicherheit besteht jedoch allein schon in der Beschreibung der Turbulenz des inter-
planetaren Mediums. Aus Messungen der Raumsonde Mariner 2 (Abb. 1.1) hatte man
bereits 1962 eine gute Vorstellung, dass die Fluktuationen in einem radialen Abstand von
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0,87 bis 1AU von der Sonne über einen weiten Frequenzbereich einem Potenzgesetz mit
einem Spektralindex von etwa 1,2 bis 1,5 folgen (siehe den Übersichtsartikel von Bruno
und Carbone10 und darin enthaltene Verweise). Messungen der Helios 2-Raumsonde
(Abb. 1.2) ergaben jedoch in einem Abstand von 0,3 bis 0,9AU auch Werte für den
Spektralindex bis 1,72. Für kleine Frequenzen ist der Spektralindex kleiner, mit einem
Wert etwa um 1 � dies wird als Energiebereich bezeichnet; von dem kolomogorov-artigen
(Spektralindex 5/3) Inertialbereich ist er deutlich durch das sog. �Knie� getrennt, welches
je nach radialem Abstand bei unterschiedlichen Frequenzen auftritt. Das Turbulenzspek-
trum ist somit nicht nur eine Funktion der Frequenz ν, sondern auch des Abstandes r.
Ein genaues analytisches Verständnis der Spektralindizes in magnetohydrodynamischer
Turbulenz steht jedoch noch immer aus.

1.3 Testwellen- kontra Testteilchen-Bild

Die einfachste Beschreibung eines Plasmas bieten die Fluid-Gleichungen der Magneto-
hydrodynamik (MHD), wobei das Plasma als kontinuierliche Flüssigkeit behandelt wird.
Dieses Verfahren ist jedoch nur dann praktikabel, wenn das Plasma von Zweierstöÿen do-
miniert ist, wodurch sich eine durch die Temperatur des Plasmas charakterisierte Max-
well-Verteilung einstellt. Dies ist jedoch in vielen astrophysikalischen Plasmen gerade
nicht der Fall und es muss somit das kinetische Modell verwendet werden, bei dem
ausgehend von der aus der statistischen Mechanik bekannten Boltzmann-Gleichung in
Verbindung mit den Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik das Verhalten sowohl der
elektromagnetischen Felder als auch der Teilchen-Verteilungsfunktion im Geschwindig-
keitsraum untersucht wird. Einmal abgesehen von externen Ladungs- und Stromvertei-
lungen werden die elektromagnetischen Felder durch die Ladungs- und Stromdichten der
sich bewegenden Plasmapartikel selbst erzeugt (vgl. Schlickeiser80), und somit bestimmt
das strömende Plasma die Feldverteilung. Das elektrische Feld und das Magnetfeld kön-
nen daher durch Kenntnis der Geschwindigkeitsverteilung des Plasmas bestimmt werden.
Umgekehrt erfordert die Lösung der stoÿfreien Boltzmann-Gleichung, aus der sich die Ver-
teilungsfunktion des Plasmas berechnen lässt, jedoch Kenntnis der elektromagnetischen
Felder. Man erkennt also sofort die Nichtlinearität des Problems: um die Phasenraum-
verteilung des Plasmas bestimmen zu können, benötigt man die Kenntnis des elektro-
magnetischen Feldes; um jedoch die Felder aus den Maxwell-Gleichungen bestimmen
zu können, müsste man bereits um die Geschwindigkeitsverteilung der Plasmateilchen
wissen, da diese unmittelbar die Strom- und Ladungsdichten bestimmen. Anschaulich
bedeutet dies, dass die geladenen Teilchen eines Plasmas durch eine nicht-gleichförmige
Bewegung elektromagnetische Wellen generieren, welche wiederum durch die Lorentz-
Kraft auf die Teilchen zurückwirken und deren Geschwindigkeit beein�ussen. Man hat
es also mit einem hochgradig gekoppelten Problem zu tun.

Es gibt an dieser Stelle nun drei grundsätzliche Ansätze, um trotz dieser Schwierigkeiten
zu einer Lösung zu gelangen:

� Der Testteilchen-Zugang nimmt die elektromagnetischen Felder als fest vorgegeben
an und vernachlässigt somit die Wirkung der Teilchenverteilung auf die Felder.
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Diese Methode wird genutzt, um den Transport von geladenen Teilchen durch tur-
bulente Magnetfelder zu untersuchen und insbesondere Transportparameter wie
mittlere freie Weglänge bzw. Di�usionskoe�zienten zu bestimmen.

� Beim Testwellen-Zugang wird für die Teilchen-Verteilungsfunktion ein vorgegebe-
ner Anfangszustand meist in Form einer Gleichgewichts-Verteilung angenommen,
dessen Wirkung auf die elektromagnetischen Felder betrachtet wird. Diese Me-
thode wird meist zur Untersuchung einer bestimmten bzw. Klassen von Teilchen-
verteilungsfunktionen auf Instabilität und zur Bestimmung der Eigenschaften von
Plasmawellen verwendet.

� Die dritte Möglichkeit besteht in numerischen Simulationen, wozu die in Abschnitt
1.4 näher beschriebenen PIC-, also Particle-in-Cell -Simulationen, zählen. Dabei
werden die gekoppelten Gleichungen selbstkonsistent gelöst, es müssen also im
Gegensatz zu den beiden zuvor genannten Herangehensweisen weder an die Teil-
chenverteilungsfunktion noch an die elektromagnetischen Felder Vorgaben gemacht
werden.

Gegenstand dieser Arbeit sind die beiden zuerst genannten analytischen Methoden und
deren Anwendung auf eine Reihe von Beispielen. Die dritte Methode der numerischen
Simulationen stellt � neben ihrer Anwendung als eigenständige Methode � nicht zuletzt
auch eine Möglichkeit zur Kontrolle und zum Vergleich mit analytischen Rechnungen dar.
Insbesondere in Teil I werden die dort durchgeführten Rechnungen mit einer Vielzahl
unterschiedlicher Simulationen verglichen, deren Einzelheiten aus diesem Grund an der
jeweiligen Stelle noch genauer erläutert werden.

1.4 Particle-in-Cell-Simulationen

Grundsätzlich können mit numerischen Simulationen im Rahmen numerischer Ungenau-
igkeiten und unter Berücksichtigung der durch die zur Verfügung stehende Rechenleistung
limitierten Auflösung exakte, selbstkonsistente Lösungen erhalten werden. Der benötigte
Speicher (vgl. Pritchett68 und darin enthaltene Verweise) für ein dreidimensionales Git-
ter mit einer Auflösung von 30×30×30 im Geschwindigkeitsraum und 128×128×128 im
Ortsraum erfordert schon etwa ein Terabyte. Die nötige Rechenleistung lässt sich anhand
der früher verwendeten Modelle illustrieren: So wurden anfangs die elektromagnetischen
Kräfte eines von N Teilchen explizit durch Aufsummation der Coulomb-Wechselwirkun-
gen mit den anderen N − 1 Teilchen bestimmt; die Anzahl dieser Zweiteilchen-Wech-
selwirkungen liegt bei N(N − 1)/2, wächst also quadratisch mit der Teilchenzahl. Zur
Veranschaulichung: Für 107 Teilchen, bei denen die Wechselwirkung beispielsweise in 10
arithmetischen Operationen bestimmt wird, beläuft sich die Gesamtzahl der Rechenope-
rationen etwa auf 5 · 108. Erfordert jede Operation etwa 1 ns, so beträgt die Gesamtzeit
immer noch ungefähr 160 Jahre. Dieses Vorgehen ist also o�enkundig nicht praktikabel.

Particle-in-Cell -Simulationen gehen daher einen anderen Weg: Dabei wird ein räum-
liches Gitter eingeführt, auf welchem die durch die Teilchen gebildeten Ladungs- und
Stromdichten aufsummiert werden. Sowohl dabei als auch bei der � nach erfolgter Lösung
der Feldgleichungen auf dem Gitter � durchgeführten Berechnung der auf die Teilchen
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wirkenden Kräfte kommen Interpolationsverfahren zum Einsatz. Durch dieses Prinzip re-
duziert sich der Rechenaufwand für N Teilchen pro Zeitschritt auf N logN . Die begrenzte
räumliche Auflösung des Gitters bringt es mit sich, dass Fluktuationen auf kleineren Ska-
len als der Gitterabstand eliminiert werden. Dagegen müssen PIC-Modelle mit � auf der
räumlichen Skala des Gitters � langsam variierenden Fluktuationen in den Feldern fertig
werden, so dass die Normalmoden des Plasmas räumlich aufgelöst werden können.

Im ersten Schritt werden nun zunächst aus den Maxwell-Gleichungen die Quellterme
bestimmt, wobei je nach Dimensionalität des betrachteten Problems über zwei, vier,
beziehungsweise acht Gitterpunkte linear interpoliert wird. Als nächster Schritt erfolgt
die Zeitintegration der Maxwell-Gleichungen

∂E

∂t
= c∇×B − 4πj (1.1a)

∂B

∂t
= −c∇×E, (1.1b)

wobei das sog. Leapfrog-Verfahrenb verwendet wird.

Das räumliche Gitter verwendet ebenfalls eine versetzte Darstellung der elektroma-
gnetischen Felder. Dabei werden das elektrische Feld E und die Stromdichte j jeweils
am Mittelpunkt der Zellenränder de�niert, während das Magnetfeld B am Mittelpunkt
der Zellenober�äche de�niert wird. Ein solches Schema erfüllt die Maxwell-Gleichung
∇ ·B = 0 bis zur Maschinengenauigkeit. Jedoch gilt dies nicht für die Kontinuitätsglei-
chung

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0, (1.2)

deren Verletzung bei der Zeitintegration der Maxwell-Gleichungen (1.1) zu unphysikali-
schen Feldern führt, welche die Poisson-Gleichung ∇ ·E = 4πρ nicht erfüllen. Um dieses
Problem zu lösen, kann man entweder ein aufwändigeres Interpolationsverfahren einfüh-
ren, das die Kontinuitätsgleichung explizit erfüllt, oder aber zum elektrischen Feld einen
Korrekturterm δE addieren, der durch Lösung der Gleichung

∇2 (δΦ) = − (4πρ−∇×E) (1.3)

als δE = −∇δΦ bestimmt wird; diese zweite Möglichkeit ist wesentlich leichter zu im-
plementieren.

Neben der Lösung der vollen Maxwell-Gleichung und damit der selbstkonsistenten Be-
stimmung sowohl des elektrischen als auch des magnetischen Feldes gibt es Näherungs-
verfahren, bei denen entweder das magnetische Feld als von auÿen gegeben und zeitlich
wie räumlich konstant angesehen wird (das sog. elektrostatische Modell), oder, basierend
auf einer Entwicklung bis zur Ordnung (v/c)2, elektromagnetische Strahlung vernach-
lässigt wird (Darwin- oder magnetoinduktive Approximation). Letzteres hat Vorteile in

bwörtlich: �Bocksprung�-Verfahren, auch als Zweischrittverfahren bezeichnet. Dabei wird eine Di�eren-
zialgleichung der Form ∂u/∂t = F (u) gemäÿ un+1 = un−1 +2∆t F (un) gelöst, wobei ∆t die zeitliche
Schrittweite bezeichnet. Dieses Verfahren ist zeitzentriert und erfüllt somit zum Beispiel die Forde-
rung nach der Erhaltung der Energie besser als zeitlich nicht zentrierte Verfahren; weiterhin ist es
bis zur zweiten Ordnung in ∆t korrekt.
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zweidimensionalen Simulationen, weil hier die elektromagnetischen Felder allein durch
die senkrecht zur betrachteten Ebene liegende Komponente des Vektorpotenzials be-
schrieben werden können; in dreidimensionalen Simulationen gibt es diesen Vorteil nicht
mehr.

Zuletzt sei noch kurz auf den Unterschied zwischen expliziten und impliziten Ver-
fahren eingegangen. Das bisher beschriebene Vorgehen, bei dem die neuen Felder und
Quellterme ausschlieÿlich aus den vorherigen berechnet werden, wird als explizites Ver-
fahren bezeichnet. Um stabil zu sein, muss ein solches Verfahren die CFL-Bedingungc

erfüllen. Im Gegensatz dazu erfordert die Berechnung der neuen Gröÿen Kenntnis dieser
Gröÿen zu eben diesem neuen Zeitpunkt. Diese Kenntnis erlangt man entweder durch
einen Momenten-Zugang (moment approach), bei dem ein impliziter Satz von Momen-
ten-Gleichungen verwendet wird, um die Felder zum nächsten Zeitpunkt zu bestimmen.
Am nächsten Zeitschritt werden die Momenten-Gleichungen mit der neuen Informati-
on reinitialisiert, was den Vorteil hat, dass etwaige Fehler nicht transportiert werden.
Der kinematische Zugang dagegen sagt die zukünftigen Felder direkt durch Extrapola-
tion voraus. Implizite Verfahren haben den Vorteil, dass sie stets stabil sind, also nicht
auf die CFL-Bedingung geachtet werden muss, und sie zudem um einen Faktor 50-100
gröÿere zeitliche Schrittweiten erlauben. Aufgrund ihrer inhärent gröÿeren Komplexität
entstehen jedoch oft Bedenken bezüglich der Zuverlässigkeit.

cDie Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung besagt, dass für Zeitschritte ∆t und räumliche Schrittweiten
∆x die Bedingung ∆x/∆t > c gelten muss, wobei c die physikalische Geschwindigkeit der Infor-
mationsausbreitung (in diesem Fall die Lichtgeschwindigkeit) bezeichnet. Das bedeutet, dass alle
Punkte, die den zu berechnenden Punkt aufgrund des von der Di�erenzialgleichung beschriebenen
physikalischen Mechanismus' beein�ussen können, dazu auch im Rahmen des numerischen Algorith-
mus' in der Lage sein müssen (vgl. Computational Physics I: Grundlagen, Martin Neumann, Institut
für Experimentalphysik der Universität Wien).
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Das Testteilchen-Bild
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2 Transport-Theorie

In diesem Kapitel wird die quasilineare Theorie (QLT) hergeleitet, zunächst in Anleh-
nung an Schlickeiser80 und Shalchi und Schlickeiser94 sowie � skizzenhaft � mit Hilfe
des Green-Taylor-Kubo-Formalismus'. Im weiteren Verlauf werden die Grundideen der
nichtlinearen Führungszentrums-Theorie (NLGC) von Matthaeus et al.54 dargestellt.

2.1 Einleitung

Wie bereits in vielen Arbeiten beschrieben � beispielhaft erwähnt seien hier Bieber et al.5,
Jokipii34, Parker64 �, ist der Transport kosmischer Strahlung parallel und senkrecht zu
einem homogenen, groÿskaligen Hintergrundmagnetfeld ein interessantes und wichtiges
Arbeitsgebiet innerhalb der theoretischen wie auch der beobachtenden Astrophysik. Mit
Recht wird dies als eines der Schlüsselprobleme der Astrophysik kosmischer Strahlung
bezeichnet.

Als Standardwerkzeug zur Berechnung von Transport- und Di�usionskoe�zienten wur-
de bislang überwiegend die quasilineare Theorie � als QLT abgekürzt � verwendet, die
ursprünglich auf Kennel und Engelmann38, Vedenov et al.110, 111 und Lerche46 zurückgeht
und unter anderem von Jokipii34 erstmals auf das Problem des Teilchentransportes in der
Heliosphäre angewandt wurde. Darin werden die wahren Teilchenbahnen für die Berech-
nung der Di�usionskoe�zienten durch die �ungestörten� Trajektorien ersetzt, also durch
die gedachten Bahnen, die sich in Abwesenheit des turbulenten Magnetfeldes und nur
durch die Gyrationsbewegung in einem homogenen Feld ergäben. Auch wenn eine gewis-
se Unsicherheit aufgrund des störungstheoretischen Charakters der QLT unausweichlich
erscheint, so wurde doch für eine lange Zeit angenommen, dass eine lineare Beschreibung
des Teilchentransportes in turbulenten Magnetfeldern zumindest qualitativ korrekt ist
und prinzipiell brauchbare Ergebnisse liefern würde.

Da die Richtigkeit und die Genauigkeit der quasilinearen Theorie schon für die verschie-
densten Anwendungen vorausgesetzt wurde, ist es essenziell, die Gültigkeit der QLT für
verschiedene Modelle zu überprüfen. Dies wird Inhalt des ersten Teils dieser Arbeit sein.
Während wir uns in Kapitel 3 auf statische, zeitunabhängige Turbulenz konzentrieren,
werden wir uns in Kapitel 4 der Plasmawellen-Turbulenz zuwenden, die eine Möglichkeit
darstellt, ein realistischeres Turbulenzmodell zu konstruieren. Beide Male werden wir die
Ergebnisse mit numerischen Testteilchen-Simulationen vergleichen und Übereinstimmun-
gen wie auch Abweichungen aufzeigen und erklären.

Vorher werden wir in diesem Kapitel aber zunächst die Grundlagen der quasilinearen
Theorie herleiten. Da diese Theorie von den mathematischen Einzelheiten her sehr kom-
plex ist, werden wir nicht alle Schritte von der Vlasov-Gleichung über die Fokker-Planck-
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Gleichung bis hin zu den letztlich benötigten Transportkoe�zienten � den mittleren frei-
en Weglängen und den Di�usionskoe�zienten � im Detail ausführen. Die wesentlichen
Ideen sollen hier jedoch zusammengefasst beschrieben werden � da gerade diese in den
detaillierten Herleitungen manchmal etwas untergehen.

Darüber hinaus werden wir die Grundzüge der nichtlinearen Führungszentrums-Theo-
rie erläutern, die wir in Kapitel 3 ebenfalls verwenden werden, um Vergleiche mit nume-
rischen Simulationen anzustellen.

2.2 Quasilineare Theorie

Für die im Wesentlichen aus Schlickeiser80 übernommene Herleitung der quasilinearen
Theorie gehen wir zunächst von der als Vlasov-Gleichung bekannten stoÿfreien relativis-
tischen Boltzmann-Gleichung aus, die durch die totale Zeitableitung der Phasenraum-
Verteilungsfunktion fa(x,p, t) gegeben ist,

∂fa
∂t

+ v · ∂fa
∂x

+ qa

[
v ×B(x, t)

c
+ E(x, t)

]
· ∂fa
∂p

= Sa(x,p, t), (2.1)

wobei der Index a für die unterschiedlichen Teilchensorten steht.

Die zeitliche Änderung der Teilchenzahl in einem Volumen V wird durch eine Quell-
und Senkenfunktion Sa beschrieben:

Sa(x,p, t) =
d

dt
Na(t) =

∫
V

d3x

∫
d3p

d

dt
fa(x,p, t). (2.2)

Zusammen mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen,

∇ ·E = 4π
∑
a

qa

∫
d3p fa(x,p, t) (2.3a)

∇×B − 1

c

∂E

∂t
=

4π

c

∑
a

qa

∫
d3p vfa(x,p, t), (2.3b)

in denen die Ladungs- und Stromdichten selbstkonsistent durch die Phasenraum-Vertei-
lungsfunktion zu berechnen sind, sowie den beiden homogenen Maxwell-Gleichungen,

∇ ·B = 0 (2.3c)

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0, (2.3d)

wodurch insgesamt die elektrischen und magnetischen Felder festgelegt werden, haben
wir es bei den Vlasov-Maxwell-Gleichungen daher mit einem gekoppelten System nichtli-
nearer inhomogener Integro-Di�erenzialgleichungen zu tun, dessen Lösung bis auf wenige
einfache Spezialfälle analytisch nicht möglich ist.

Zur Vereinfachung dieses Gleichungssystem gibt es zwei prominente Vorgehensweisen.
Die in Teil I dieser Arbeit vorgestellten Verfahren transformieren die Gyrationsbewegung
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2.2 Quasilineare Theorie

der Teilchen aus den Gleichungen heraus und verwenden verschiedene Annahmen über
die Bewegung der Führungszentren der Teilchen, während die in Teil II verwendeten
Methoden allesamt auf einer Linearisierung der Vlasov-Gleichung (2.1) basieren.

Die Bewegungsgleichungen eines Teilchen im elektromagnetischen Feld lauten

ṗ = q

[
E(x, t) +

v ×B(x, t)

c

]
(2.4a)

ẋ = v =
p

γma

. (2.4b)

Im Folgenden sind wir, aufgrund der Gyrationsbewegung der Teilchen, nicht so sehr
an der tatsächlichen Position des Teilchens interessiert, sondern vielmehr am Verhalten
des Führungszentrums (guiding center), dessen Position durch

R = (X, Y, Z) = x +
v × êz
Ω

(2.5)

gegeben ist, wobei Ω die relativistische Gyrofrequenz bezeichnet. Dabei haben wir vor-
ausgesetzt, dass das homogene Hintergrundmagnetfeld B0 in z-Richtung liegt und dass
die Zyklotronbewegung der Teilchen durch die Anwesenheit eines turbulenten Magnetfel-
des nicht wesentlich verändert wird. In Abb. 2.1 sind zur Verdeutlichung der Tragweite
dieser Annahme die simulierten Bahnen von Protonen verschiedener Energie in einem
Magnetfeld mit einer Turbulenzstärke δB = B0 dargestellt. Von einer ungestörten He-
lixbahn, wie sie durch Gl. (2.5) für ein homogenes Magnetfeld beschrieben wird, ist hier
lediglich noch eine gewisse Bevorzugung der z-Richtung zu erkennen.

Als nächstes führen wir Kugelkoordinaten ein mit µ = p‖/p = cos ∠(p, êz), so dass wir
für die Koordinaten des Impulsvektors erhalten

px = p cosφ
√

1− µ2, py = p sinφ
√

1− µ2, pz = pµ. (2.6)

Die Koordinate µ wird auch als der �Anstellwinkel� (pitch angle) bezeichnet und be-
schreibt den Winkel zwischen der helixartigen Gyrationsbewegung des Teilchens und dem
Hintergrund-Magnetfeld. Damit folgt für die Koordinaten des Führungszentrums

X, Y = x, y ± v
√

1− µ2

Ω
sinφ, Z = z. (2.7)

Transformieren wir mit diesen Vorbereitungen die Vlasov-Gleichung (2.1) auf das Ko-
ordinatensystem xσ = (p, µ, φ,X, Y, Z), so folgt

∂fa
∂t

+ vµ
∂fa
∂Z

−Ω
∂fa
∂φ

+
1

p2

∂

∂xσ

(
p2gxσfa

)
= Sa(x,p, t), (2.8)

wobei gemäÿ der Einsteinschen Summationskonvention über gleiche Indizes summiert
wird. Dabei sind gxσ die aus den Gleichungen (2.4) folgenden Kraftterme (s. Schlickei-
ser80). Die räumlichen Kraftterme sind für rein magnetische Fluktuationen durch

gX = Ẋ = −v
√

1− µ2 cosφ
δB‖

δB0

+
µv√
2B0

(δBR + δBL) (2.9a)
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Abbildung 2.1: Simulierte Teilchenbahnen für Protonen mit Energien zwischen 1 und
100MeV in einem statischen turbulenten Magnetfeld, wobei einem homogenen Führungs-
feld B0 in z-Richtung ein turbulentes Feld der Stärke δB = B0 überlagert ist. Aus Giaca-

lone und Jokipii25.

gY = Ẏ = −v
√

1− µ2 sinφ
δB‖

δB0

+
iµv√
2B0

(δBR − δBL) (2.9b)

gegeben sowie gZ = 0. Dabei haben wir zur späteren Verwendung (Kapitel 3 und 4)
helikale Koordinaten eingeführt, die gegeben sind durch

δBL,R ≡
1√
2

(δBx ± iδBy) , δB‖ = δBz. (2.10)

Nun spalten wir die Verteilungsfunktion fa in einen gemittelten und eine �uktuierenden
Anteil auf,

fa(x,p, t) = Fa(x,p, t) + δfa(x,p, t), (2.11)

wobei Fa = 〈fa〉 den (isotropen) Mittelwert über ein Ensemble von Verteilungsfunktionen
bezeichnet. Aus 〈δB〉 = 〈δE〉 = 0 folgt dann, dass 〈B〉 = B0 und 〈E〉 = 0 gilt. Dies
ausnutzend, erhalten wir die folgende Gleichung:

∂Fa
∂t

+ vµ
∂Fa
∂Z

−Ω
∂Fa
∂φ

= Sa(x,p, t)−
1

p2

∂

∂xσ

〈
p2gxσδfa

〉
. (2.12)

Ziehen wir dies von der Vlasov-Gleichung (2.8) ab, so ergibt sich eine Gleichung für
die Fluktuationen

∂

∂t
δfa + vµ

∂

∂Z
δfa −Ω

∂

∂φ
δfa = −gxσ

∂Fa
∂xσ

− gxσ
∂

∂xσ
δfa +

〈
gxσ

∂

∂xσ
δfa

〉
, (2.13)
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wobei wir ausgenutzt haben, dass sich folgendes zeigen lässt (Urch109):

1

p2

∂

∂xσ

(
p2gxσ

)
= 0. (2.14)

Nähern wir Gl. (2.13) durch den führenden Term, so erhalten wir

∂

∂t
δfa + vµ

∂

∂Z
δfa −Ω

∂

∂φ
δfa ' −gxσ

∂Fa
∂xσ

. (2.15)

Dies wiederum lässt sich mittels der Methode der Integration entlang des ungestörten
Orbits (method of characteristics) lösen, woraus man durch Einsetzen in Gl. (2.12) die
Fokker-Planck-Gleichung erhält (s. Rosenbluth et al.74), die sich als

0 =
∂Fa
∂t

+ vµ
∂Fa
∂Z

−Ω
∂Fa
∂φ

− Sa(x,p, t) +
1

p2

∑
σ,ν

∂

∂xσ

(
p2Dxσxν

∂Fa
∂xν

)
(2.16)

schreiben lässt. Im Falle einer nicht vom Phasenwinkel φ abhängigen Verteilungsfunktion
lauten ihre führenden Terme

0 =
∂Fa
∂t

+ vµ
∂Fa
∂z

− Sa(z, p, t)−
∂

∂µ

[
Dµµ

∂Fa
∂µ

+Dµp
∂Fa
∂p

]
+

1

p2

∂

∂p
p2

[
Dµp

∂f

∂µ
+Dpp

∂Fa
∂p

]
+

∂

∂X

[
DXX

∂Fa
∂X

+ . . .

]
. (2.17)

Man kann nun zeigen (z. B. Schlickeiser80), dass die insgesamt 25 möglichen Fokker-
Planck-Koe�zienten Dxσ xν geschrieben werden können als

Dxσ xν = Re

∞∫
0

dξ
〈
ḡxσ(t) ḡ

∗
xν (t+ ξ)

〉
. (2.18)

Eine andere Formulierung beschreibt die Fokker-Planck-Koe�zienten mit Hilfe des
Quadrates beispielsweise der räumlichen Verschiebung ∆X bzw. der Verschiebung des
Anstellwinkels ∆µ (Hall und Sturrock29) als

DXX = lim
t→∞

〈
(∆X)2〉

2t
(2.19a)

Dµµ = lim
t→∞

〈
(∆µ)2〉

2t
, (2.19b)

wobei die Teilchenbewegung als di�usiv bezeichnet wird, sofern die in den Gleichun-
gen (2.19) de�nierten Grenzwert endlich sind.

2.2.1 Herleitung der Fokker-Planck-Koe�zienten

Im Folgenden werden wir zunächst eine der verschiedenen Herleitung zur konkreten Be-
rechnung der Fokker-Planck-Koe�zienten am Beispiel des senkrechten Di�usionskoe�-
zienten D⊥ = DXX + DYY in sieben Schritten skizzieren; dies lehnt sich eng an eine
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Verö�entlichung von Shalchi und Schlickeiser94 an. Die benötigten Rechnungen sind sehr
umfangreich und an einigen Stellen etwas trickreich, insgesamt jedoch nicht schwer nach-
zuvollziehen. Auf die ausführliche Angabe der mathematischen Details wird daher hier
verzichtet. Stattdessen soll der Versuch gemacht werden, die Herleitung in kurzen Worten
zu beschreiben, da genau dieser Überblick in den ausführlichen mathematischen Herlei-
tungen oftmals verloren geht.

1. Die quasilineare Approximation: Zunächst wird als wichtigste approximative An-
nahme die wahre Bahn der Teilchen, x(t), durch die ungestörte Teilchenbahn er-
setzt, deren Azimuth gegeben ist durch φ(t) = φ0−Ωt, wobei Ω die Gyrofrequenz
der Teilchen im Hintergrund-Magnetfeld bezeichnet. In den Fourier-Darstellungen
der �uktuierenden magnetischen Felder wird daher der Faktor exp [ik · x(t)] durch
die ungestörte Bahn ersetzt; für die Geschwindigkeiten wird weiterhin µ = const
vorausgesetzt. Aufgrund des auftretenden Sinus' ist es zweckmäÿig, den Exponenti-
alfaktor in eine Summe über Besselfunktionen zu entwickeln (siehe hierzu Gl. C.4e
in Anhang C.1).

2. Formale Integration der Bewegungsgleichung: Durch Integration der Bewegungs-
gleichung von 0 bis t über t′ erhält man mit der Anfangsbedingung X(t = 0) = X0

einen Ausdruck zum Beispiel für die Verschiebung ∆X = X(t)−X0, der anschlie-
ÿend quadriert wird, um (∆X)2 zu erhalten. Dies bedingt eine Doppelsumme über
Besselfunktionen. Für die Berechnung des Fokker-Planck-Koe�zienten DXX nach
Gl. (2.19a) wird genau dieses Verschiebungsquadrat benötigt.

3. Annahme homogener Turbulenz: Es wird die Annahme verwendet, dass die tur-
bulenten Magnetfelder homogen verteilt seien. Daraus folgt, dass die turbulenten
Felder stets unkorreliert sind, sofern sich ihre Wellenvektoren unterscheiden; ge-
nauer gilt 〈

δBl(k, t
′) δB∗

m(k′, t′′)
〉

= δ(k − k′) · Plm(k, t′ − t′′). (2.20)

4. Zufallsphasen-Approximation: Mit der Annahme, dass die anfängliche Phase der
Teilchen, φ0, zwischen den Werten 0 und 2π zufallsverteilt ist, reduziert sich die
Doppelsumme über Besselfunktionen im Ausdruck für (∆X)2 zu einer einfachen
Summe.

5. Zeitliches Verhalten des Korrelationstensors: Als nächstes wird nun die Annahme
gemacht, dass alle Komponenten des Korrelationstensors die gleiche Zeitabhängig-
keit haben, so dass diese als skalare Funktion separiert werden kann gemäÿ

Plm(k, t′ − t′′) = P 0
lm · F (k, t′ − t′′). (2.21)

Dies führt auf die sog. Resonanzfunktion T , deren Verhalten für groÿe Zeiten be-
stimmt, ob der Teilchentransport di�usiv oder aber sub- bzw. superdi�usiv verläuft:

lim
t→∞

T ∝


t, di�usiv

tβ mit β < 1, subdi�usiv

tβ mit β > 1, superdi�usiv

(2.22)
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6. Bedingungen für di�usiven senkrechten Transport: Es kann (allerdings nur im
Rahmen der QLT selbst) gezeigt werden, dass der Teilchentransport unter zwei
Bedingungen di�usiv verläuft. Diese sind:

a) Die zeitliche Abhängigkeit des Korrelationstensors darf nur vom Absolutwert
der Di�erenz |t′ − t′′| abhängen, wobei t′ und t′′ die Variablen in der Integration
der Bewegungsgleichung der beiden Faktoren im Ausdruck (∆X)2 bezeichnen.

b) Es gibt eine endliche Korrelationszeit tc(k), jenseits derer die Korrelationsfunk-
tion F auf einen vernachlässigbaren Wert abfällt.

Eine bestimmte Wahl der Korrelationsfunktion, die beispielsweise durch das Ver-
halten von Plasmawellen-Turbulenz (siehe Kap. 4) gerechtfertigt ist, ist eine Expo-
nentialfunktion der Form

F (k, |t′ − t′′|)) = exp [−η(k) |t′ − t′′|] , (2.23)

wobei η = t−1
c > 0 mit dem Betrag der Dämpfungsrate der Plasmawellen identi-

�ziert werden kann. Zum Begri� der Dämpfung (bzw. des Anwachsens) von Plas-
mawellen sei auf Teil II verwiesen.

7. Die Resonanzfunktion: Die Resonanzfunktion T , de�niert als das zeitliche Integral
der Korrelationsfunktion über t′ und t′′ zusammen mit einem Exponentialfaktor,
lässt sich für groÿe Zeiten t� η−1 schreiben als

T
(
t� η−1

)
∼ 2ηt

η2 + β2
n

, (2.24)

wobei βn die sog. Resonanzbedingung bezeichnet. Dadurch ist bewiesen, dass der
Transport für groÿe Zeiten di�usiv verläuft.

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn man von einer unendlichen Korrelationszeit
tc = ∞ entsprechend η = 0 ausgeht. In diesem Fall ergibt sich

lim
t→∞

T (η = 0) ∼ 2πδ(βn). (2.25)

Im Falle magnetostatischer Turbulenz � dabei geht also die zusätzliche Annahme
ein, dass die räumliche Verteilung der turbulenten Magnetfelder zeitunabhängig sei
� gilt für die Resonanzbedingung βn = k‖vµ+nΩ bzw. βn = k‖ (vµ± VA)+nΩ im
Fall von Plasmawellen-Turbulenz, wobei VA die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Alfvénwellen bezeichnet. Die Resonanzfunktion, die sich mit Hilfe des Ausdruckes
für T aus Gl. (2.25) ergibt, wird in den folgenden Kapiteln zur Berechnung der
Fokker-Planck-Koe�zienten zugrunde gelegt.

Eine alternative Herleitung wird durch den Green-Taylor-Kubo-Formalismus beschrie-
ben (z. B. Kubo41), bei dem nur noch vier Schritte benötigt werden, nämlich die quasili-
neare Approximation sowie die Annahme quasistationärer Turbulenz, d. h. dass Korrela-
tionen der Form 〈µ̇(t)µ̇∗(t+ τ)〉 nur von τ abhängen. Weiterhin wird von der Existenz ei-
ner Korrelationszeit τc ausgegangen, so dass 〈µ̇(0)µ̇∗(s)〉 für s→∞ verschwindet. Damit
lässt sich ebenfalls zeigen, dass der Transport di�usiv wird. Zusammen mit den Annah-
men homogener Turbulenz und der Zufallsphasen-Approximation erhält man schlieÿlich
die gleiche Form der Fokker-Planck-Koe�zienten wie mit Hilfe der oben beschriebenen
sieben Schritte.
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Abbildung 2.2: Unter der Annahme �Führungszentren folgen Feldlinien� besteht die Be-
wegung der Teilchen aus einer Überlagerung der Bewegung des Führungszentrums und
einer durch das Hintergrund-Magnetfeld B0 verursachten Gyrationsbewegung senkrecht

zur z-Achse. Aus Tautz et al.104.

2.3 Nichtlineare Führungszentrums-Theorie

Die nichtlineare Führungszentrums-Theorie (nonlinar guiding center theory, NLGC) ist
weniger eine strenge Herleitung allgemeiner Transportkoe�zienten als vielmehr eine auf
einer Basis- und unterschiedlichen Zusatzannahmen basierende Herleitung ausschlieÿlich
der senkrechten mittleren freien Weglänge in Abhängigkeit von der parallelen mittleren
freien Weglänge; letztere muss also bereits bekannt sein. Im Rahmen ihrer Gültigkeit
und unter Beachtung dieser Einschränkungen ist die NLGC-Theorie aber, wie wir noch
zeigen werden, sehr erfolgreich � letztendlich ist sie sogar die einzige Theorie, die für
isotrope Turbulenz akzeptable Ergebnisse für die senkrechte Di�usion liefert.

Die Theorie basiert wesentlich auf der Annahme, dass die Führungszentren der Teilchen
den magnetischen Feldlinien folgen � eine Annahme, die möglicherweise nur in schwacher
Turbulenz gerechtfertigt ist. In der ursprünglichen Arbeit von Matthaeus et al.54 war
die Theorie für den Fall zweidimensionaler Turbulenz entworfen worden, und die eben
genannte Bedingung wurde daher mit δBz = 0 durch

ṽx = a ṽz
δBx

B0

(2.26)

beschrieben, wobei ṽ die Geschwindigkeit des Führungszentrums bezeichnet. Gl. (2.26)
besitzt zusätzlich noch einen freien Parameter a, der als im Nachhinein zu bestimmen
(�to be determined after the fact�, Matthaeus et al.54) beschrieben wurde. Der Ein�uss
von a ist z. B. in Abb. 3.10 auf S. 44 veranschaulicht. Man kann jedoch aus anderen
Überlegungen zeigen, dass a = 1 gelten muss.

Im Folgenden werden wir die NLGC-Theorie nun erstmals für den Fall isotroper Tur-
bulenz herleiten. Mit der zusätzlichen Bedingung, dass das turbulente Magnetfeld isotrop
sei, gilt im Gegensatz zu obigem Ansatz δBz 6= 0.

Mit der Annahme, dass die Führungszentren der Teilchen den Magnetfeldlinien folgen,
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2.3 Nichtlineare Führungszentrums-Theorie

erhalten wir
dz

dx
=
Bz

Bx

, (2.27)

wobei dx und dz die Verschiebung des Führungszentrums in x- und z-Richtung und
Bx und Bz die Komponenten des Gesamt-Magnetfeldes bezeichnen. Dies ist in Abb. 2.2
dargestellt. Ersetzen wir Bx = δBx und Bz = B0 +δBz, wobei wir also wieder annehmen,
dass das Hintergrund-Magnetfeld in z-Richtung liegt, und teilen Gl. (2.27) durch dt,
erhalten wir

dz

dt
δBx =

dx

dt
(B0 + δBz) . (2.28)

Identi�zieren wir dz/dt und dx/dt mit den Geschwindigkeitkomponenten ṽz und ṽx
des Führungszentrums und damit � abgesehen von der Gyrationsbewegung � mit denen
des Teilchens, so ergibt sich sofort

ṽx(B0 + δBz) = ṽz δBx, (2.29)

was der Modi�kation von Gl. (2.26) für nichtverschwindendes δBz entspricht, wenn wir
zusätzlich a = 1 festlegen. Wir werden darauf in Kapitel 3.2.1 noch näher eingehen.
Schreibt man Gl. (2.29) für zwei Zeiten, t und 0, an, und bildet die Korrelation, so folgt
mit i, j ∈ {x, y}, da Gl. (2.29) genauso für vy und δBy gilt:〈

ṽi(t)ṽ
∗
j (0)

〉 [
B2

0 +
〈
δBz(t)δB

∗
z (0)

〉]
=
〈
ṽz(t)ṽ

∗
z(0)

〉〈
δBi(t)δB

∗
j (0)

〉
. (2.30)

Dabei ist die Annahme verwendet worden, dass Geschwindigkeit und Magnetfeld�uk-
tuationen nicht korreliert sind und sich somit auf der rechten Seite der Gleichung die
Korrelation vierter Ordnung durch ein Produkt zweier Korrelationen zweiter Ordnung
ersetzen lässt. Um fortzufahren, nehmen wir, wie in Matthaeus et al.54, eine isotrope und
exponentielle Form der Geschwindigkeits-Korrelationsfunktion an,〈

ṽi(t)ṽ
∗
j (0)

〉
=
v2

3
e−vt/λij . (2.31)

Damit wird eine mittlere freie Weglänge λij in den Formalismus eingeführt. Obwohl
dieser Ansatz konsistent mit der Green-Taylor-Kubo-Formel (Gl. 3.9 in Kap. 3) ist, gibt es
Fälle (Kóta und Jokipii39, Shalchi88), in denen die Geschwindigkeits-Korrelationsfunktion
einen nicht-exponentiellen Ausläufer hat.

Weiterhin ist die Korrelation der Magnetfeldkomponenten unter Verwendung der Corr-
sinschen Unabhängigkeitshypothese14 (Corrsin independence hypothesis) durch〈

δBi(t)δB
∗
j (0)

〉
=

∫
d3k

∫
d3k′

〈
δBi(k)δB∗

j (k
′)
〉
· Γ (k, t) (2.32)

gegeben, wobei Γ (k, t) = ΓT (k, t)〈eik·x〉 sowohl dynamische Dekorrelationse�ekte der
Teilchenbahnen (durch die charakteristische Funktion 〈eik·x〉) als auch Dissipationse�ekte
der Turbulenz (durch die Funktion ΓT (k, t)) beschreibt.

Im Falle homogener Turbulenz wird die Korrelation der Magnetfeld-Fluktuationen im
Fourier-Raum durch den zeitunabhängigen Korrelationstensor beschrieben, der durch〈

δBi(k)δB∗
j (k

′)
〉

= Pij(k) · δ(k − k′) (2.33)

23



2 Transport-Theorie

de�niert ist. Weiterhin benötigen wir die Annahmen achsensymmetrischer Turbulenz und
einer Gauÿschen Statistik,

Γ (k, t) = e−γ(k)t ≡ exp
[
−
(
κ⊥k

2
⊥ + κ‖k

2
‖
)
t
]
, (2.34)

wobei κ die Di�usionskoe�zienten bezeichnet und Dämpfungs- und Dissipationse�ekte
vernachlässigt wurden. Diese Form für γ(k) gilt jedoch nur im Falle eines für alle Zeiten
di�usiven parallelen und senkrechten Transportes. Damit erhalten wir für Gl. (2.30) unter
Verwendung der Gleichungen (2.31) bis (2.34):

v2

3
e−vt/λij

[
B2

0 +

∫
d3k Pzz e

−γ(k)t

]
=
v2

3
e−vt/λ‖

∫
d3k Pij e

−γ(k)t, (2.35)

wobei Pxx und Pzz die Komponenten des Korrelationstensors Pij bezeichnen. Integrieren
wir dies über alle Zeiten t, so folgt

λij
v
B2

0 +

∫
d3k Pzz

∞∫
0

dt e−vt/λij−γ(k)t =

∫
d3k Pij

∞∫
0

dt e−vt/λ‖−γ(k)t. (2.36)

Nach Ausführen der verbliebenen Zeitintegrale ergibt sich daraus für die x- und y-
Komponenten des Di�usionstensors unter Verwendung von κlm = vλlm/3

κij
v2

B2
0 =

∫
d3k

(
Pij

v2/κ‖ + 3γ(k)
− Pzz
v2/κij + 3γ(k)

)
. (2.37)

Unter der Annahme isotroper Turbulenz erhalten wir hieraus für die Diagonalelemente
λxx = λyy ≡ λ⊥ schlieÿlich eine implizite Integralgleichung, welche somit die senkrechte
mittlere freie Weglänge als Funktion der parallelen mittleren freien Weglänge liefert:

λ⊥
v
B2

0 =

∫
d3k

(
Pxx

v/λ‖ + γ(k)
− Pzz
v/λ⊥ + γ(k)

)
. (2.38)

Im Gegensatz zur quasilinearen Theorie werden mit der nichtlinearen Führungszen-
trums-Theorie also keine Fokker-Planck-Koe�zienten berechnet, aus denen dann wie-
derum � darauf werden wir im nächsten Kapitel genauer eingehen � durch Mittelung
über den Anstellwinkel µ die freien Weglängen und Di�usionskoe�zienten bestimmt wer-
den. Statt dessen wird die senkrechte mittlere freie Weglänge direkt aus der Turbulenz
berechnet.
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3 Magnetostatische Turbulenz

In diesem Kapitel werden mittels quasilinearer Theorie und NLGC-Theorie in magne-
tostatischer Turbulenz berechnete mittlere freie Weglängen mit Ergebnissen aus Testteil-
chen-Simulationen verglichen. Die Gültigkeitsbereiche der quasilinearen Theorie werdem
damit weiter eingeschränkt.

3.1 Einleitung

Wie in Kapitel 1 bereits bemerkt, besteht eines der Probleme in der Transporttheorie in
den unsicheren Eingangsparametern der analytischen Modelle. Obwohl es in letzter Zeit
Fortschritte im Verständnis astrophysikalischer Turbulenz gab, so gibt es immer noch
keinen Konsens über das korrekte Turbulenzmodell. Daher wurde in der Vergangenheit
bereits eine Anzahl verschiedener Modelle aufgestellt; deren prominenteste sind

� magnetostatische Turbulenz kombiniert mit slab, 2D, composite- oder isotroper
Turbulenz (z. B. Giacalone und Jokipii25, Jokipii34, Qin et al.70, 71, Shalchi87, 88),

� gedämpfte oder ungedämpfte Plasmawellen-Turbulenz für verschiedene Geometrie-
modelle (siehe das Kapitel 4),

� dynamische Turbulenzmodelle mit einer exponentiellen Form der Dekorrelations-
funktion (z. B. in der wegweisenden Arbeit von Bieber et al.5)

� sowie erst kürzlich Kombinationen zwischen Plasmawellen- und dynamischen Tur-
bulenzmodellen (z. B. Shalchi et al.92).

Diese Modelle in Verbindung mit der quasilinearen Theorie erlauben die unmittelbare
Bestimmung der parallelen und senkrechten mittleren freien Weglängen geladener Teil-
chen aus den Fokker-Planck-Koe�zienten.

In der obigen Aufzählung bezeichnet �slab�a eine Turbulenzgeometrie, bei welcher der
Wellenvektor des turbulenten magnetischen Feldes exakt entlang des Hintergrundma-
gnetfeldes ausgerichtet ist, während �2D� sich auf darauf bezieht, dass der Wellenvektor
des turbulenten Magnetfeldes exakt senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld liegt. Im sog.
�zusammengesetzten� Modell (im Folgenden wird der englische Begri� �composite� ver-
wendet) wurde ursprünglich eine Superposition aus slab- und 2D-Geometrie angesetzt,
deren jeweilige Anteile anhand von Beobachtungen von Bieber et al.5 auf 20% slab- und
80% 2D-Anteil festgelegt wurde. In der Folgezeit haben neuere Methoden zur Herleitung
dieses Verhältnisses aus Daten des Magnetometers der Helios 1- und Helios 2-Raum-
sonden, die in radialen Abständen von 0,3 bis 1AU aufgenommen wurden (Bieber und
Matthaeus3), die Werte auf 15% slab- und 85% 2D-Anteil verändert.

awörtlich: slab � Platte, Scheibe; slab geometry � Plattengeometrie
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3 Magnetostatische Turbulenz

Darüber hinaus gibt es erweiterte Modelle wie etwa das anisotrope Goldreich-Sridhar-
Modell26,98; hierbei wird starke, anisotrope MHD-Turbulenz angenommen, und Werte
merklich verschieden von Null treten auf kleinen Skalen nur für k⊥ � k‖ auf. Das Tur-
bulenzspektrum ergibt sich in diesem Fall zu (vgl. Chandran13)

g(k⊥, k‖, τ) ∝
e−|τ |/τk

k
10/3
⊥ `1/3

Θ

(
1−

∣∣∣∣∣k‖`1/3k
2/3
⊥

∣∣∣∣∣
)
, (3.1)

wobei Θ(x) die Heaviside-Stufenfunktion bezeichnet und τk = (`/VA)(k⊥`)
−2/3 die La-

grange-Korrelationszeit bezeichnet. Dabei wird angenommen, dass Fluktuationen auf
einer Skala ` die magnetische Energie dominieren und die Korrelation zweier Feldkom-
ponenten an verschiedenen Orten mit einem Zeitunterschied τ genommen werden.

In diesem Kapitel erfolgt jedoch die Beschränkung auf die einfachsten Geometrien;
teilweise weil, wie wir zeigen werden, die quasilineare Theorie sogar in diesen einfachen
Fällen ungeeignet ist, aber hauptsächlich, weil die isotrope wie auch die slab- und compo-
site-Geometrie in verschiedenen Testteilchen-Simulationen verwendet wurden, mit denen
wir unsere analytischen Ergebnisse vergleichen wollen.

Über die Geometrie der Turbulenz hinaus unterscheidet man, neben anderen Eigen-
schaften, vor allem magnetostatische, dynamische (wie etwa das neue NADT-Modell; vgl.
Shalchi et al.92) und Plasmawellen-Turbulenz. Ersteres bezieht sich auf zeitunabhängige
turbulente Magnetfelder, während sich im letzteren Fall die Turbulenz wie zeitlich propa-
gierende Plasmawellen verhält. Dabei werden meistens hydrodynamische Plasmawellen
wie Alfvén- oder (schnelle) magnetosonische Wellen verwendet.

Neben analytischen Studien stellen Testteilchen-Simulationen ein zweites wichtiges
Werkzeug zur Beschreibung des Transportes kosmischer Strahlung dar. Viele frühere
Testteilchen-Programme waren auf statische und slab-Turbulenz begrenzt, es konnte aber
gezeigt werden, dass quasilineare Theorie zumindest in zwei Fällen nicht gültig ist:

� Für senkrechten Transport liefert die quasilineare Theorie di�usives Verhalten,
während in Simulationen Subdi�usion gefunden wurde,

� die QLT kann Anstellwinkel-Di�usion nahe bei 90° nicht beschreiben.

In kürzlich durchgeführten Simulationen (Qin69 und Qin et al.70, 71) wurde gezeigt,
dass im Falle der composite-Geometrie für senkrechten Transport die Di�usion wieder-
hergestellt wurde, quasilineare Rechnungen ergaben jedoch Superdi�usion (s. Shalchi und
Schlickeiser94). Weiterhin ist die QLT auch für parallele Di�usion ungenau, wenn man
von slab-ähnlichen zu 2D-Modellen übergeht. Die Ungültigkeit der QLT für �nicht-slab-
Modelle� kann als das dritte Problem de�niert werden:

� Die QLT kann parallelen Transport nicht beschreiben, wenn die Geometrie nicht
slab-artig ist; insbesondere für isotrope Geometrie ergeben sich im Falle statischer
Turbulenz unendliche mittlere freie Weglängen, was als Versagen der quasilinea-
ren Näherung zu werten ist. Dies liegt sowohl an dem hier genannten �Geometrie-
Problem� als auch am vorher schon angeführten 90°-Problem.

In Übereinstimmung damit wurde ein unendlicher paralleler Di�usionskoe�zient
in isotroper Turbulenz durch verschiedene andere theoretische Überlegungen ange-
deutet (Bieber et al.6, Fisk22).
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Die Verbindung der QLT mit ungedämpften Plasmawellen (z. B. Schlickeiser80, Teu-
fel et al.105) wird Inhalt des Kapitels 4 sein. Die Resultate wurden mit der Annahme
gerechtfertigt, dass die Gültigkeit der QLT zurückerlangt wird, wenn das einfache (und
unrealistische) magnetostatische Modell durch Plasmawellenmodelle ersetzt wird. Der
Vergleich mit Simulationen � soviel sei vorweggenommen � wird aber zeigen, dass die
QLT auch unter Einbeziehung von Plasmawellen keine Übereinstimmung liefert.

Dieses Kapitel ist nun wie folgt aufgebaut: Zunächst werden in Abschnitt 3.2.1 die
quasilinearen Rechnungen für die parallele und senkrechte mittlere freie Weglänge in
isotroper magnetostatischer Turbulenz vorgestellt und gezeigt, dass sie als Ergebnis un-
endlich liefern. Wie erwähnt, war dies für die parallele mittlere freie Weglänge bereits
durch frühere Überlegungen von Fisk22 und Bieber et al.6 angedeutet worden, in wel-
chen Hinweise auf diese Singularitäten gefunden worden waren. Jedoch wurden in den
genannten Arbeiten nur qualitative Argumente gegeben; im Gegensatz dazu zeigen wir
hier erstmals explizit, warum und für welche Spektralindizes die mittleren freien Weg-
längen in der quasilinearen Theorie unendlich werden.

In Abschnitt 3.2.2 wird die senkrechte mittlere freie Weglänge mit der bereits in Ka-
pitel 2.3 vorgestellten, für den Fall isotroper Turbulenzgeometrie neu formulierten nicht-
linearen Führungszentrums-Theorie (NLGC-Theorie) von Matthaeus et al.54 berechnet,
um isotrope magnetostatische Turbulenz beschreiben zu können. Wie wir sehen werden,
stimmen die Ergebnisse gut mit Simulationen überein � letztlich basiert diese Theorie
aber auf diversen qualitativen Argumenten und ist daher keine grundlegende Theorie.

Während in Abschnitt 3.2 ausschlieÿlich isotrope Turbulenz untersucht wird, werden
in Abschnitt 3.3 Ergebnisse anderer Autoren zur parallelen mittleren freien Weglänge
in magnetostatischer slab- und composite-Geometrie herangezogen und die Grundzüge
der schwach-nichtlinearen Theorie WNLT (Weakly Nonlinear Theory, Shalchi et al.91)
vorgestellt. Da diese Theorie jedoch analytisch nur sehr schwer auf den Fall isotroper
Turbulenz anwendbar ist, werden wir nur die Resultate für composite-Geometrie zeigen.
Für ein neuartiges nichtlineares, anisotropes dynamisches Turbulenzmodell (NADT-Mo-
dell) in composite-Geometrie wurde dies bereits von Shalchi et al.92 berechnet; weiter
gehende Anwendungen der schwach-nichtlinearen Theorie für isotrope Turbulenz werden
daher Aufgabe zukünftiger Arbeiten sein.

In Abschnitt 3.4 werden wir zunächst Einzelheiten der numerischen Testteilchen-Simu-
lationen von Giacalone und Jokipii25 und Qin69 beschreiben. Andere Simulationen von
Casse et al.11 und Candia und Roulet12 werden ebenfalls kurz erwähnt. Danach werden
wir die analytischen Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte mit den Simulationen
vergleichen und Übereinstimmungen und Unterschiede diskutieren.

3.2 Isotrope Turbulenz

In diesem Abschnitt leiten wir die parallelen und senkrechten mittleren freien Weglän-
gen in magnetostatischer isotroper Turbulenz mit Hilfe der quasilinearen Theorie (QLT)
und der nichtlinearen Führungszentrums-Theorie (NLGC-Theorie) her. Wir werden im
Detail zeigen, dass die QLT ungeeignet für die Kombination aus magnetostatischer und
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isotroper Turbulenz in Verbindung mit einem Spektralindex s > 1 ist, da � im Wider-
spruch zu Testteilchen-Simulationen � die mittleren freien Weglängen der Teilchen beide
Male unendlich sind. Während Fisk22 und Bieber et al.6 nur qualitativ die Unendlichkeit
der parallelen mittleren freien Weglänge bemerkten, werden wir dies explizit anhand von
analytischen Herleitungen nachweisen und zeigen, dass der Grund im 90°-Problem liegt.
Das bedeutet, dass der Fokker-Planck-Koe�zient Dµµ für kleine µ (entsprechend An-
stellwinkeln nahe bei 90°) verschwindet und daher die parallele mittlere freie Weglänge,
die durch Mittelung über den Kehrwert von Dµµ bestimmt wird, unendlich groÿ wird.
Anschaulich entspricht dies dem Auftreten von Superdi�usion, was durch zeitabhängige
Simulationen der Fokker-Planck-Koe�zienten bestätigt werden könnte.

3.2.1 Quasilineare Herleitung

Für das isotrope Turbulenzspektrum nehmen wir eine Kappa-Verteilung der Form

G(k) = G0 g(k) ≡ G0

(
1 + `0

2k2
)−ν

, ν = s/2 (3.2)

an, wobei `0 die Abknicklänge (bend-over scale) der Turbulenz bezeichnet. Wir wäh-
len diese Form des Spektrums, da sie der des Turbulenzspektrums ähnelt, das in den
Testteilchen-Simulationen von Giacalone und Jokipii25 verwendet wurde.

Für den Spektralindex setzen wir 1 < s < 2 voraus, wobei s = 5/3 ein vernünftiger
Wert zumindest innerhalb der Heliosphäre ist (z. B. Denskat et al.19, siehe auch Abb. 1.2
auf S. 8). Die Form des Spektrums aus Gl. (3.2) ist weiterhin auch durch Beobachtungen
in der Heliosphäre motiviert (s. Bieber et al.5, Denskat und Neubauer18), wobei der Ener-
giebereich durch den konstanten Wert G0 angenähert wird und der Dissipationsbereich
vernachlässigt wird (vgl. auch den Abschnitt 1.2).

Die Normierungskonstante G0 in Gl. (3.2) berechnet sich aus der Bedingung

(δB)2 =

∫
d3k

3∑
i=1

Pii (3.3)

zu
G0 = 4 (δB)2 `0C(ν), (3.4)

wobei es üblich ist, die Abkürzung

C(ν) =
1

2
√
π

Γ (ν)

Γ
(
ν− 1

2

) (3.5)

einzuführen.

Für den Korrelationstensor, der die Komponenten des �uktuierenden Magnetfeldes
miteinander in Beziehung setzt, gilt die folgende Form

〈δBl(k) δB∗
m(k′)〉 = Plm(k) · δ(k − k′), (3.6)

wenn isotrope und homogene Turbulenz vorausgesetzt wird. Für verschwindende magne-
tische Helizität (zur De�nition siehe Abschnitt 4.4) hängt der Korrelationstensor dann
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mit dem Turbulenzspektrum über die Beziehung

Plm(k) =
G(k)

8πk2

[
δlm −

klkm
k2

]
(3.7)

zusammen.

Im Falle dynamischer Turbulenz ist der Turbulenztensor zudem noch zeitabhängig,
wobei die Zeitabhängigkeit, die meist in Form einer Exponentialform angesetzt wird, als
eine skalare Funktion Γ (t) von der tensoriellen Wellenzahlabhängigkeit separiert wird.
Für die beiden in Bieber et al.5 aufgestellten dynamischen Modelle ergab sich jeweils
eine exponentielle Form Γ = e−αVAkt bzw. Γ = e−(αVAkt)

2
mit α als Parameter zum

Anpassen der dynamischen E�ekte, während für ein (ungedämpftes) Plasmawellenmodell
(vgl. Kapitel 4) Γ = e±iVAk‖t gilt; dabei bezeichnet VA die Alfvén-Geschwindigkeit. Für
magnetostatische Turbulenz gilt dagegen einfach Γ = 1 (vgl. Shalchi et al.92). Der Reihe
nach werden wir nun die QLT und eine Erweiterung der vor einiger Zeit aufgestellten
NLGC-Theorie (s. Kapitel 2.3) anwenden, um die mittleren freien Weglängen für das
isotrope magnetostatische Turbulenzmodell analytisch zu bestimmen.

Zunächst werden wir die quasilineare parallele Di�usion behandeln. In der QLT wird
die mittlere freie Weglänge allgemein durch Mittelung über den Anstellwinkel-Cosinus
des inversen Fokker-Planck-Koe�zienten für den Anstellwinkel, Dµµ, berechnet (z. B.
Earl21, Hasselmann und Wibberenz31, Jokipii34):

λ‖ =
3

v
κ‖ =

3v

8

1∫
−1

dµ
(1− µ2)

2

Dµµ(µ)
, (3.8)

wobei κ‖ den parallelen räumlichen Di�usionskoe�zienten bezeichnet. In Shalchi89 wurde
gezeigt, dass diese Relation auch direkt durch Kombination von κ‖ = lim

t→∞
〈(∆z)2〉 /2t mit

der zweidimensionalen Fokker-Planck-Gleichung erhalten werden kann. Diese De�nition
wird generell in Testteilchen-Simulationen zur Bestimmung des parallelen räumlichen
Di�usionskoe�zienten verwendet.

Wir beschränken uns hier auf den Fokker-Planck-Koe�zienten für den Anstellwinkel,
Dµµ. Wie in Abschnitt 2.2.1 bereits gezeigt, wird dieser aus den über ein Ensemble ge-
mittelten Korrekturen erster Ordnung der Teilchenbahnen in einem schwach turbulenten
Magnetfeld berechnet (s. Hall und Sturrock29):

Dµµ(µ) = Re

∞∫
0

dξ
〈
µ̇(t)µ̇∗(t+ ξ)

〉
. (3.9)

Wie in Anhang A.1 ausführlich dargestellt ist, ergeben unsere Rechnungen für kleine
Stei�gkeiten R� 1, wobei die Stei�gkeit als das Verhältnis von Impuls pro Ladung eines
Teilchens de�niert istb:

Dµµ =
2πv

`0
C(ν)

(
δB

B0

)2

µs−1
(
1− µ2

)
Rs−2

[
ζ(s+ 1)

π
A(u, s) + B(u, s)

]
, (3.10)

bFür die Stei�gkeit (engl. rigidity) gilt allgemein R = pc/e. SI-Einheit der Stei�gkeit ist das Volt.
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Abbildung 3.1: Der Fokker-Planck-Koe�zient für die Anstellwinkel-Streuung aus Gl. (3.10),
normiert auf D0 aus Gl. (3.12) (durchgezogene Linie), zusammen mit den Näherungen für
kleine µ aus den Gln. (3.15a) und (3.15b) (gestrichelte Linie). Man beachte, dass Dµµ eine

symmetrische Funktion in µ ist, es gilt daher Dµµ(µ) = Dµµ(−µ).

wobei ζ(z) die Riemannsche Zeta-Funktion (s. Anhang C.5) bezeichnet. Weiterhin be-
zeichnet u =

√
1− µ2 den Sinus des Anstellwinkels. Die Funktionen A und B werden in

Anhang A.1 (Gleichungen A.21a und A.24a) hergeleitet, und sind de�niert durch

A(u, s) =
|µ|
2u

Bu2

(
3 + s

2
,
1

2

)
− |µ3|

2u3 (u2 − 1)

[(
2u2 + s(u2 − 1)− 3

)
×Bu2

(
3 + s

2
,
1

2

)
+ (4 + s)Bu2

(
3 + s

2
,
3

2

)]
(3.11a)

B(u, s) =
2(s+ 1)− (s+ 2)us − sus+2

4s(s+ 2)
− u2

µ2

sus+2 − (s+ 2)us + 2

8s(s+ 2)
, (3.11b)

wobei Bz(a, b) die unvollständige Eulersche Beta-Funktion (s. Anhang C.4) bezeichnet.

Der Fokker-Planck-Koe�zient Dµµ aus Gl. (3.10) ist in Abb. 3.1 dargestellt, normiert
auf

D0 =
2πv

`0
C(ν)

(
δB

B0

)2

Rs−2. (3.12)

Zunächst einmal wäre es naheliegend und sicherlich interessant, diese analytische Form
des Fokker-Planck-Koe�zienten Dµµ mit Simulationsergebnissen vergleichen zu können.
Jedoch gibt es, soweit uns bekannt ist, für Dµµ nur Simulationen im Falle von slab-
Turbulenz.

Für die parallele mittlere freie Weglänge berechnen wir daraus gemäÿ Gl. (3.8)

λ‖ =
3

8

(
δB

B0

)−2
`0R

2−s

πC(ν)

1∫
0

dµ
u2

µs−1

[
ζ(s+ 1)

π
A(u, s) + B(u, s)

]−1

. (3.13)
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3.2 Isotrope Turbulenz

Wir sehen hier bereits die aus slab-Rechnungen bekannte Stei�gkeits-Abhängigkeit
R2−s der mittleren freien Weglänge. Unglücklicherweise ist jedoch das Integral

J (s) =

1∫
0

dµ
u2

µs−1

[
ζ(s+ 1)

π
A(u, s) + B(u, s)

]−1

(3.14)

aufgrund des Verhaltens des Integranden bei µ = 0 divergent; dies ist leicht einzusehen,
denn für µ� 1 gilt in niedrigster Ordnung

A(u, s) ' 3
√
π

14

Γ
(
[3 + s]/2

)
Γ
(
[4 + s]/2

) µ (3.15a)

B(u, s) ' 7

16

1 + s/2

2 + s
µ2. (3.15b)

Daher erhalten wir Dµµ ∝ µ−s für µ � 1, was bei der Integration über µ nicht kon-
vergiert, falls � wie vorausgesetzt � s > 1 gilt. Die Näherung des Fokker-Planck-Koe�zi-
enten Dµµ, basierend auf den Gleichungen (3.15a) und (3.15b), ist in Abb. 3.1 ebenfalls
dargestellt. Für 1 < s < 2 ergibt die mittlere freie Weglänge, die in Einheiten von `0
ausgedrückt werden kann, daher

λ‖
`0

=
3

8

(
δB

B0

)−2 J (s)

πC(ν)
R2−s (3.16)

und somit unendlich. An dieser Stelle sollte bemerkt werden, dass die Unbeschränktheit
der parallelen mittleren freien Weglänge aus zwei Gründen entstanden ist:

1. Die quasilineare Näherung wurde angewendet. In nichtlinearen Theorien ergibt sich
im Gegensatz dazu Dµµ(µ = 0) 6= 0 (z. B. Shalchi87)

2. Das magnetostatische Modell wurde verwendet. Sogar mit dem einfachsten Modell
ungedämpfter Plasmawellen verschwinden die Singularitäten und man erhält einen
endlichen Wert für die parallele mittlere freie Weglänge (z. B. Schlickeiser et al.79).

In Kapitel 4 werden wir daher den Plasmawellen-Ansatz im Rahmen der QLT betrach-
ten und dies mit entsprechenden Simulationen vergleichen, um der Frage nachzugehen,
ob die QLT unter Verwendung solcher realistischerer Turbulenzmodelle ihre Gültigkeit
zurückerlangt oder nicht.

Wie in Anhang A.2 im Detail hergeleitet wird, �nden wir innerhalb der QLT gleichfalls
λ⊥ →∞. Dies kann als superdi�usives Verhalten interpretiert werden und be�ndet sich
daher in Übereinstimmung mit quasilinearen Ergebnissen für composite-Geometrie (Shal-
chi und Schlickeiser94). Unseres Wissens nach ist jedoch bisher noch nicht ausdrücklich
gezeigt worden, dass auch in isotroper Turbulenz die senkrechte mittlere freie Weglänge
für alle Spektralindizes unendlich ist � auch unabhängig von der Frage, ob das Turbu-
lenzspektrum für kleine Wellenzahlen k abgeschnitten ist oder einen endlichen Wert für
k → 0 hat, wie beispielsweise das aus Gl. (3.2).

Wir schlieÿen daher, dass für alle Turbulenzgeometrien, die nicht slab-artig sind, die
quasilineare Theorie zu Superdi�usion und damit zu unbeschränkten mittleren freien
Weglängen führt.
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3 Magnetostatische Turbulenz

3.2.2 Nichtlineare Führungszentrums-Theorie

Aufgrund der Ungültigkeit der QLT für senkrechten Transport sind in der Vergangenheit
bereits mehrere nichtlineare Theorien entworfen worden (z. B. Bieber und Matthaeus4),
doch bisher haben nur die NLGC-Theorie (Matthaeus et al.54) und die schwach-nichtli-
neare Theorie (WNLT, siehe Shalchi et al.91) Übereinstimmung mit numerischen Test-
teilchen-Simulationen gezeigt. Während für die WNLT zwar einige der Näherungen der
NLGC-Formulierung nicht benötigt werden (z. B. die Vernachlässigung der Gyrationsbe-
wegung der Teilchen), ist die NLGC-Theorie weitaus leichter handhabbar als die WNLT.
Da aufgrund gravierender mathematischer Probleme (gekoppelte dreidimensionale Inte-
gralgleichungen) die WNLT auf den Fall isotroper Turbulenz nur sehr schwer anzuwenden
ist, werden wir an dieser Stelle nur die NLGC-Herangehensweise betrachten.

Wie in Abschnitt 2.3 bereits beschrieben, gründet sich die nichtlineare Führungszen-
trums-Theorie auf die Hypothese, dass die Führungszentren der Teilchen den Magnetfeld-
linien folgen. Mit Hilfe einiger Eigenschaften von Korrelationsfunktionen wurde daraus
eine implizite Integralgleichung für die senkrechte mittlere freie Weglänge hergeleitet, die
noch von der parallelen mittleren freien Weglänge abhängt.

Für die explizite Auswertung dieser Integralgleichung gehen wir von Gl. (2.38) in Ab-
schnitt 2.3 aus,

λ⊥
v
B2

0 =

∫
d3k

(
Pxx

v/λ‖ + γ(k)
− Pzz
v/λ⊥ + γ(k)

)
(3.17)

und verwenden die Komponenten Pxx und Pzz des Korrelationstensors, die gegeben sind
durch

Pxx =
G(k)

8πk2

(
1− sin2 θ cos2 ψ

)
(3.18a)

Pzz =
G(k)

8πk2
sin2 θ, (3.18b)

wobei wir für den Wellenvektor k Kugelkoordinaten (k, θ, ψ) verwendet haben. Mit der
Substitution η = cos θ erhalten wir für die senkrechte mittlere freie Weglänge

λ⊥ =
v

8B2
0

1∫
−1

dη

∞∫
0

dk G(k)

(
1 + η2

v/λ‖ + γ(k)
− 2(1− η2)

v/λ⊥ + γ(k)

)
. (3.19)

Unter Verwendung des Turbulenzspektrums aus Gl. (3.2) zusammen mit der Normie-
rungskonstante G0 ergibt dies die Integralgleichung

λ⊥ =

(
δB

B0

)2
`0v C(ν)

2

∞∫
0

dk g(k) I(k, λ‖, λ⊥), (3.20)

wobei wir das elementare Integral

I(k, λ‖, λ⊥) =

1∫
−1

dη

(
1 + η2

aη2 + b
− 2

1− η2

aη2 + c

)
(3.21a)
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=
2(a− b)

a3/2
√
b

arctan

√
a

b
+

6

a
− 4(a+ c)

a3/2
√
c

arctan

√
a

c
(3.21b)

eingeführt haben sowie

a(λ‖, λ⊥) =
(
κ‖ − κ⊥

)
k2 (3.22a)

b(λ‖, λ⊥) = κ⊥k
2 +

v

λ‖
(3.22b)

c(λ⊥) = κ⊥k
2 +

v

λ⊥
. (3.22c)

Als Nächstes substituieren wir x = `0k und erhalten damit schlieÿlich für die senkrechte
mittlere freie Weglänge

λ⊥
`0

=
3

2
C(ν)

(
δB

B0

)2
∞∫

0

dx
(
1 + x2

)−ν K(x, λ‖
`0
,
λ⊥
`0

)
, (3.23)

wobei wir jetzt

K
(
x,
λ‖
`0
,
λ⊥
`0

)
=

2(a− b)

a3/2
√

b
arctan

√
a

b
+

6

a
− 4(a + c)

a3/2
√

c
arctan

√
a

c
(3.24)

verwenden, mit den dimensionslosen Parametern

a(λ‖, λ⊥) =
λ‖ − λ⊥
`0

x2 (3.25a)

b(λ‖, λ⊥) = 3
`0
λ‖

+
λ⊥
`0
x2 (3.25b)

c(λ⊥) = 3
`0
λ⊥

+
λ⊥
`0
x2, (3.25c)

unter Verwendung von λ‖,⊥ = 3κ‖,⊥/v.

Zur Veranschaulichung betrachten wir den Grenzfall niedriger Energien entsprechend
R → 0, was γ(k) → 0 und v/λi ∝ R2/3 � γ(k) bedeutet; damit erhalten wir aus
Gl. (3.17):

λ⊥
v
B2

0 '
λ‖
v

∫
d3k Pxx −

λ⊥
v

∫
d3k Pzz. (3.26)

Setzen wir hier die Komponenten des Korrelationstensors aus Gl. (3.18) ein, so ergibt
dies

λ⊥B
2
0 '

λ‖
8π

∞∫
0

dk G(k)

2π∫
0

dψ

π∫
0

dθ sin θ
(
1− sin2 θ cos2 ψ

)
− λ⊥

4

∞∫
0

dk G(k)

π∫
0

dθ sin3 θ

(3.27a)
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=
(δB)2

3

(
λ‖ − λ⊥

)
, (3.27b)

wobei wir verwendet haben, dass

∞∫
0

dk G(k) = G0

∞∫
0

dk g(k) = (δB)2 (3.28)

gilt. Daher kann die senkrechte freie Weglänge näherungsweise durch

λ⊥ '
λ‖

3 (B0/δB)2 + 1
(3.29)

ausgedrückt werden.

In Abschnitt 3.4 werden wir Ergebnisse für die senkrechte mittlere freie Weglänge zei-
gen, die aus der impliziten Integralgleichung (3.20) numerisch berechnet wurden. Weiter-
hin werden wir sie mit Testteilchen-Simulationen von Giacalone und Jokipii25 vergleichen
und dabei generelle Übereinstimmung feststellen.

3.3 Slab- und composite-Geometrie

In diesem Abschnitt werden wir einige den Arbeiten von Shalchi et al.90 und Shalchi und
Schlickeiser94 entstammende analytische Ergebnisse für die mittleren freien Weglängen
in slab- und composite-Turbulenz darstellen sowie die Grundzüge der schwach-nichtli-
nearen Theorie (WNLT) von Shalchi et al.91 umreiÿen, die als Vereinigung der NLGC-
Theorie und der quasilinearen Theorie verstanden werden kann (vgl. Shalchi et al.92).
In Abschnitt 3.4 werden wir dann die Ergebnisse dieses Abschnittes mit Testteilchen-
Simulationen von Qin69 und Qin et al.70, 71 vergleichen.

Im composite-Modell ist der � wie in der Einleitung erwähnt im Falle magnetostati-
scher Turbulenz stets zeitunabhängige � Korrelationstensor für die Komponenten des
Magnetfeldes durch

Plm(k) = P slab
lm (k) + P 2D

lm (k) (3.30a)

gegeben, wobei sich dieser einfach als Überlagerung des slab-Beitrags

P slab
lm (k) = gslab(k‖)

δ(k⊥)

k⊥

(
δlm −

klkm
k2

)
(3.30b)

und des 2D-Beitrags

P 2D
lm (k) = g2D(k⊥)

δ(k‖)

k⊥

(
δlm −

klkm
k2

)
(3.30c)

darstellen lässt.

Für die Turbulenzspektren gslab und g2D wird angenommen, dass sie die gleiche Form
haben wir in den Simulationen von Giacalone und Jokipii25.
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3.3 Slab- und composite-Geometrie

3.3.1 Analytische Ergebnisse

Für composite-Geometrie �nden wir unter Verwendung des magnetostatischen Modells
und mit Hilfe der QLT

Dcomp.
µµ = Dslab

µµ +D2D
µµ = Dslab

µµ , (3.31)

da nach der statischen quasilinearen Theorie exakt D2D
µµ = 0 gilt. Das slab-Ergebnis kann

analytisch exakt berechnet werden (siehe z. B. Shalchi et al.90), und es ergibt sich für den
Fokker-Planck-Koe�zienten Dµµ

Dslab
µµ =

πC(ν)Ω2 (1− µ2) `slabδB
2
slab

vµB2
0

[
1 + (µR)−2

]−ν
(3.32)

und damit für die parallele mittlere freie Weglänge

λ‖ =
3`slab

8πC(ν)

(
B0

δBslab

)2

R2−2ν

[
1

1− ν
2F1

(
1− ν,−ν; 2− ν;−R2

)
− 1

2− ν
2F1

(
2− ν,−ν; 3− ν;−R2

)]
. (3.33)

Weil es keinen 2D-Beitrag zur parallelen Streuung gibt (D2D
µµ = 0), skaliert die parallele

mittlere freie Weglänge wie

λ‖ ∝
(

B0

δBslab

)2

. (3.34)

Daher kann der parallele Di�usionskoe�zient durch Verkleinerung des slab-Anteils ver-
gröÿert werden. Da die gesamte Turbulenzstärke δB/B0 aus Beobachtungen bekannt ist,
kann die Wahl eines kleineren slab-Anteils die heliosphärische parallele mittlere freie Weg-
länge vergröÿern � dies wurde von Bieber et al.5 verwendet, um die aus Beobachtungen
resultierenden zu erklären.

Die quasilineare Berechnung des senkrechten Transport im composite-Modell resultiert
in Superdi�usion (siehe Gl. 34 mit Gl. 19 in Shalchi und Schlickeiser94):〈

(∆x)2〉 ∝ t2, (3.35)

woraus λ⊥ = ∞ folgt. Da dieses zeitliche Verhalten im Widerspruch zu den Simulationen
steht (hier sei auf den nächsten Abschnitt verwiesen), scheinen nichtlineare Theorien bes-
ser geeignet, um den senkrechten Transport zu beschreiben. Neben der NLGC-Theorie
wurde noch eine andere vielversprechende Herangehensweise vorgeschlagen: Die schwach-
nichtlineare Theorie (Shalchi et al.91) beschreibt den parallelen und senkrechten Trans-
port als ein gekoppeltes Problem; beide Di�usionskoe�zienten können darüber hinaus �
anders als in der NLGC-Theorie � unabhängig voneinander berechnet werden. Formal
geht die WNLT durch die Substitution der Resonanzfunktion gemäÿ

QLT −→ WNLT

πδ
(
k‖v‖ + nΩ

)
−→ D⊥k

2
⊥ + ω

(D⊥k2
⊥ + ω)

2
+
(
k‖v‖ + nΩ

)2
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Abbildung 3.2: Vergleich der Simulationen von Qin69 und Giacalone und Jokipii25 für die
parallele mittlere freie Weglänge λ‖ [AU] als Funktion des Larmorradius' der Teilchen, RL,
in Einheiten der slab-Abknicklänge `slab. In beiden Simulationen wurde magnetostatische

composite-Turbulenz verwendet.

aus der QLT hervor, mit

ω =


0, Anstellwinkel-Di�usion

2Dµµ

1− µ2
, senkrechte Di�usion.

(3.36)

Das sich daraus ergebende gekoppelte Gleichungssystem der beiden Fokker-Planck-Ko-
e�zienten Dµµ und D⊥ kann jedoch nur noch numerisch gelöst werden. Einige Ergebnisse
und mathematische Details �nden sich in Shalchi et al.91.

3.4 Testteilchen-Simulationen

In Abb. 3.2 haben wir zunächst die Simulationen für parallelen Transport von Qin69 mit
denen von Giacalone und Jokipii25 verglichen. In beiden Simulationen wird eine zusam-
mengesetzte slab/2D-Geometrie mit 20% slab- und 80% 2D-Anteil angenommen. Wie
die Datenpunkte zeigen, ist die Steigung in den Simulationsdaten von Qin etwas gröÿer.
Die Absolutwerte dagegen stimmen für R ' 1 sehr gut überein. Die kleinen Abwei-
chungen zwischen beiden Simulationen entstehen durch die Verwendung verschiedener
Wellenspektren und unterschiedlicher Turbulenzparameter � darauf werden wir später
noch einmal genauer eingehen.

Wir sind uns bewusst, dass wir im Begri� sind, analytische Resultate mit Simulationen
zu vergleichen, die untereinander bereits nicht genau übereinstimmen. Daher können
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Abbildung 3.3: Vergleich der Simulationen von Qin69 und Giacalone und Jokipii25 für die
senkrechte mittlere freie Weglänge λ⊥ [AU] als Funktion des Larmorradius' der Teilchen,
RL, in Einheiten der slab-Abknicklänge `slab. In beiden Simulationen wurde magnetosta-

tische composite-Turbulenz verwendet.

diese Diskrepanzen innerhalb der Simulationen nur als Fehlergrenzen für die Vergleiche
verstanden werden. Als Arbeitshypothese nehmen wir daher an, dass innerhalb dieser
Unsicherheit die Simulationen korrekt sind und als Bezugsmarke für die analytischen
Ergebnisse dienen können.

3.4.1 Die Simulationen von Giacalone und Jokipii

In den Simulationen von Giacalone und Jokipii25 (auf die wir uns als GJ99 beziehen wer-
den) werden zwei hauptsächliche Szenarien betrachtet: das isotrope und das zusammen-
gesetzte (composite) Modell. Die Trajektorien der Teilchen werden durch die numerische
Integration der Lorentzkraft jedes einzelnen Teilchens erhalten, basierend auf der Bur-
lish-Stoer-Methode (Press et al.67). In allen Simulationen werden 2500 Teilchen sowie 50
unterschiedliche, zufällig generierte Realisierungen der turbulenten Felder betrachtet. Es
ist jedoch nicht unsere Absicht, die Details der Simulationen zu bewerten, so beispiels-
weise die Frage, ob die Anzahl von 2500 Teilchen ausreichend ist � da wir lediglich, vom
Standpunkt der analytischen Untersuchung aus, die Resultate der Simulationen für den
Vergleich heranziehen. Die sich in den Simulationen ergebenden Teilchenbahnen sind am
Beispiel von Protonen mit Energien zwischen 1 und 100MeV für eine Turbulenzstärke
δB = B0 in Abb. 2.1 auf S. 18 dargestellt.

In den Simulationen werden die (statischen) turbulenten Magnetfelder aus der Sum-
mation über eine groÿe Anzahl ebener Wellen mit sphärisch-symmetrischer Propagati-
onsrichtung berechnet, was also eine zeitunabhängige Fourier-Darstellung im Wellenzahl-
raum beschreibt. Allgemein ist die Turbulenz, die aus der Überlagerung einer unendlichen
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Abbildung 3.4: Das Verhältnis λ⊥/λ‖ als Funktion des normierten Larmorradius R = RL/l0
für δB = B0, unter der Annahme isotroper magnetostatischer Turbulenz. Wir vergleichen
analytische Ergebnisse für die senkrechte mittlere freie Weglänge, berechnet mit der NLGC-
Theorie, mit den Simulationen von GJ99. Die parallele mittlere freie Weglänge aus den

Simulationen wird als Eingangsparameter für die NLGC-Rechnung verwendet.

Anzahl von Wellenmoden resultiert, isotrop. Im isotropen Szenario der Simulationen ha-
ben alle Wellen zufällig verteilte Phasen und Polarisationen, während in der composite-
Turbulenz 20% slab- und 80% strikt zweidimensionale Fluktuationen angenommen wer-
den. Das Energiespektrum der magnetischen Fluktuationen ist weiterhin begrenzt auf
Wellenlängen zwischen λmin = 10−4 AU und λmax = 1AU. Die Parameter λmin und λmax

sind für die Simulationen sowohl in isotroper als auch in composite-Geometrie gleich.
Diese und die anderen Parameter sind für Bedingungen gewählt, wie sie typischerweise
in einem Abstand von 1AU von der Sonne auftreten. Daher wird für das Hintergrundma-
gnetfeld eine mittlere Stärke von 5 nT angenommen. In den nächsten Abschnitten werden
wir die Simulationsergebnisse mit den Theorien vergleichen, welche diese reproduzieren
sollen.

3.4.2 Vergleich mit analytischen Ergebnissen

Hier vergleichen wir die in den letzten Abschnitten erhaltenen Ergebnisse aus den linearen
und nichtlinearen Theorien mit den Simulationen von GJ99, die wir zu Beginn dieses
Abschnittes diskutiert haben.

Wie wir in Abschnitt 3.2.1 gezeigt haben, liefert die quasilineare Theorie in isotroper
Turbulenz für die parallele mittlere freie Weglänge unendlich. Im Gegensatz dazu ergeben
die Simulationen aber λ‖ < ∞ für das isotrope Modell (siehe Abb. 3.2): O�ensichtlich
ist die QLT für den parallelen Transport in isotroper, magnetostatischer Turbulenz un-
gültig. Es sollte jedoch beachtet werden, dass GJ99 in ihrem Artikel schlussfolgern, dass
die Übereinstimmung zwischen ihren Simulationen und der QLT auch im Falle isotroper
Fluktuationen ziemlich gut sei. Diese Schlussfolgerung basiert jedoch auf einem unzu-
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Abbildung 3.5: Das Verhältnis λ⊥/λ‖ als Funktion des Verhältnisses von turbulentem zu
Hintergrundmagnetfeld für Teilchen mit Stei�gkeit R = 0,109, wie in den Simulationen
von GJ99 verwendet. Verglichen sind Ergebnisse der NLGC-Theorie mit den Simulationen.

lässigen Vergleich, da die isotropen Simulationen mit den Ergebnissen der QLT in slab-
Turbulenz verglichen werden.

Für senkrechten Transport erhalten GJ99 im Falle isotroper Turbulenz ebenfalls end-
liche mittlere freie Weglängen. Das Ergebnis der QLT ist im Gegensatz dazu λ⊥ = ∞
(siehe Abschnitt 3.2.1). Daher � unter der Annahme, dass die Simulationen korrekt sind
� ist die QLT auch nicht geeignet, um senkrechten Transport in statischer und isotroper
Turbulenz zu beschreiben.

Als nächstes stellen wir nun die Ergebnisse der NLGC-Theorie vor. Lösen wir die im-
plizite Integralgleichung (3.20) für die senkrechte mittlere freie Weglänge, so haben wir
zunächst noch die parallele mittlere freie Weglänge zu spezi�zieren � hierfür nehmen wir
die Ergebnisse der Simulationen von GJ99 und erhalten damit einige diskrete Werte für
λ⊥. Das daraus resultierende Verhältnis aus senkrechter und paralleler mittlere freier
Weglänge als Funktion des Verhältnisses von turbulentem Feld und Hintergrundmagnet-
feld, δB/B0, ist in Abb. 3.5 dargestellt, im Vergleich mit den Simulationsdaten von GJ99.
Unsere Ergebnisse sind durchgehend um einen mittleren Faktor 5,4 zu hoch. Weiterhin
zeigen wir in Abb. 3.4 das Verhältnis λ⊥/λ‖ als Funktion der dimensionslosen Stei�gkeit
R = RL/`0 für δB = B0. Um dies zu tun, nehmen wir wieder die Werte für die parallele
mittlere freie Weglänge von GJ99 und werten damit Gleichung (3.20) aus. Im Vergleich
mit den Simulationsdaten sind unsere Ergebnisse ebenfalls um einen mittleren Faktor 3
zu hoch.

Eine Schwierigkeit trat bei dem Versuch auf, die senkrechte mittlere freie Weglänge
für hohe Werte des turbulenten Magnetfeldes mit der NLGC-Theorie zu berechnen: Für
wachsendes (δB/B0)

2 wird die parallele mittlere freie Weglänge kleiner, bis schlieÿlich
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Abbildung 3.6: Das Verhältnis λ⊥/λ‖, wobei λ‖ ∝ (δB/B0)
−2 angenommen wird, wie dies

slab-Ergebnisse und die Simulationen andeuten. Dies erklärt die Ungültigkeit der NLGC-
Theorie, sobald λ‖ . λ⊥ gilt.

λ‖ . λ⊥ gilt (siehe Abb. 3.6). Ab diesem Punkt gibt es keine Lösung mehr für λ⊥, da
in die implizite Integralgleichung der dann imaginäre Faktor (λ‖ − λ⊥)1/2 eingeht. Die
NLGC-Theorie wird in diesem Bereich also ebenfalls ungültig und kann die senkrechte
mittlere freie Weglänge nicht mehr beschreiben. Man beachte jedoch, dass die NLGC-
Theorie unter der Prämisse entwickelt wurde, dass die Führungszentren der Teilchen den
Magnetfeldlinien folgen � eine Annahme, die für starke Turbulenz wahrscheinlich nicht
mehr erfüllt ist (siehe hierzu auch Abb. 2.1 auf S. 18).

3.4.3 Die Simulationen von Qin

Vor einiger Zeit wurden Testteilchen-Simulationen von Qin69 (s. auch Qin et al.70, 71)
vorgestellt. In diesen Simulationen werden die Di�usionskoe�zienten durch Integration
der Newton-Lorentz-Gleichung

mγ
dv

dt
=
q

c
v ×B (3.37)

berechnet (man beachte, dass im magnetostatischen Modell γ = const gilt). Um die Tra-
jektorien der 1000 Testteilchen zu berechnen, wird eine Anzahl von ca. 4 Millionen slab-
Wellenmoden gewählt; das Auftreten periodischer E�ekte wurde dadurch unterdrückt,
dass die Box etwa zehntausend Mal gröÿer als die Korrelationslänge der slab-Turbulenz
gewählt wurde. Der 2D-Beitrag ist achsensymmetrisch in der Ebene senkrecht zur z-Achse
verteilt; für die 2D-Korrelationslänge wird darüber hinaus angenommen, dass sie 10% der
slab-Korrelationslänge beträgt. Für die Wellen in x- und y-Richtung werden 4096× 4096
Wellenmoden verwendet. Weiterhin wird im composite-Modell ein Verhältnis von 20:80
für die Beiträge aus slab- und 2D-Fluktuationen betrachtet; für die Amplitude des �uk-
tuierenden Magnetfeldes gilt δB = B0. Genau wie in den Simulationen von GJ99 wird
auch hier ein magnetostatisches Modell verwendet, in welchem die elektrischen Felder
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Abbildung 3.7: Die simulierte parallele mittlere freie Weglänge (Punkte) im Vergleich mit
den Ergebnissen der quasilinearen Theorie (durchgezogene Linie) für magnetostatische

slab-Turbulenz.

vernachlässigt werden. Die Untersuchung des Teilchentransportes wurde von Qin sowohl
in reiner slab-Turbulenz wie auch im slab/2D-composite-Modell durchgeführt.

Zwei wichtige Unterschiede zwischen den Simulationen von Qin und denen von GJ99
sollten erwähnt werden. Auf der einen Seite verwenden GJ99 eine maximale Wellenlänge
von λmax = 1AU, während Qin λmax = 104 · `slab = 300AU verwendet. Dies entspricht
gröÿeren (bzw. kleineren) Werten für die Abschneide-Wellenzahl kmin in GJ99 (bzw. Qin).
Diese Di�erenz bei kleinen Wellenzahlen hat jedoch gravierende Auswirkungen, insbe-
sondere für den senkrechten Transport. Zweitens werden in den Simulationen von Qin
verschiedene Korrelationslängen für den slab- und den 2D-Beitrag verwendet, nämlich
`2D = 0,1 · `slab, während in GJ99 `2D = `slab verwendet wird. Mit Hilfe des Formalismus'
der WNLT kann gezeigt werden, dass die parallele mittlere freie Weglänge sehr emp�nd-
lich vom Verhältnis zwischen slab- und 2D-Abknicklänge abhängt. Beispielsweise gilt für
Teilchen mit der dimensionslosen Stei�gkeit R = 0,01

λ‖(`2D = `slab)

λ‖(`2D = 0,1 · `slab)
≈ 2, (3.38)

wie man aus Abbildung 10 in Shalchi et al.91 ersehen kann. O�enbar erklärt dieses Ver-
halten die Diskrepanzen zwischen den Simulationen von GJ99 und Qin in den Abbildun-
gen 3.2 und 3.3.

3.4.4 Vergleich mit analytischen Ergebnissen

In diesem Abschnitt vergleichen wir die Ergebnisse aus QLT, NLGC-Theorie und WNLT
mit den Testteilchen-Simulationen von Qin und betrachten sowohl parallele wie auch
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Abbildung 3.8: Die simulierte parallele mittlere freie Weglänge von Qin (Punkte) in com-
posite-Geometrie mit 20% slab- und 80% 2D-Anteil, im Vergleich mit quasilinearen Er-
gebnissen für reine slab- (punktierte Linie), quasilinearen Ergebnissen für composite- (ge-
strichelte Linie) und WNLT-Ergebnissen für composite-Geometrie (durchgezogene Linie).

Die letztere Geometrie liegt auch in den Simulationen zugrunde.

senkrechte räumliche Di�usion für slab- und composite-Geometrie. Der vorangegangene
Abschnitt diente dabei als kurze Einführung in die Thematik der Simulationen, die von
uns zum Vergleich mit den analytischen Rechnungen herangezogen werden.

Das slab-Ergebnis der QLT für δB/B0 = 0,5 ist in Abb. 3.7 gezeigt. Wie zu sehen ist,
stimmt die QLT sehr gut mit den Simulationen überein; die kleinen Abweichungen treten
auf, weil die QLT darin versagt, Anstellwinkel-Di�usion nahe bei 90° zu beschreiben
(siehe z. B. Shalchi87). Aufgrund dieses Verhaltens wird die quasilineare Theorie für steile
Wellenspektren mit einem Spektralindex gröÿer als 2 ebenfalls ungültig. Für kolmogorov-
artige Spektren (d. h. mit einem Spektralindex von 5/3) ist die QLT jedoch für parallelen
Transport in slab-Turbulenz die richtige Theorie. Gehen wir dagegen von der slab- zur
composite-Geometrie über, so �nden wir eine zu groÿe quasilineare parallele mittlere freie
Weglänge (siehe Abb. 3.8). Sogar in Fällen, wo die 90°-Streuung weniger wichtig ist, kann
die QLT die Simulationen nicht reproduzieren. Dieses dritte Problem (neben dem 90°-
Problem und dem Problem des senkrechten Transportes) wurde bereits in Shalchi et al.91

beschrieben und kann als das sog. Geometrie-Problem bezeichnet werden. Gegenwärtig
ist einzig die kürzlich aufgestellte WNLT in der Lage, dieses Problem zu lösen.

Abbildung 3.9 zeigt die senkrechte mittlere freie Weglänge als Funktion der Zeit. O�en-
sichtlich �nden wir in den Simulationen Subdi�usion, da λ⊥(t) ∝ 1/

√
t. Weiterhin ist das

QLT-Ergebnis gezeigt, auch bezeichnet als der Grenzfall der Feldlinien-Zufallsbewegung
(�eld line random walk limit). Dieses Ergebnis lautet (siehe Shalchi88)

λ⊥ =
3π

2
C(ν)`slab

(
δBslab

B0

)2

≡ λ⊥,FLRW. (3.39)
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Abbildung 3.9: Die zeitabhängige senkrechte mittlere freie Weglänge in Einheiten der slab-
Abknicklänge `slab aus den Simulationen (Punkte), der QLT (punktierte Linie) und den
nichtlinearen Berechnungen von Shalchi88 (durchgezogene Linie), wobei τ = vt/`slab.

Wird die Quasilinearität dagegen fallen gelassen, so �ndet man (vgl. Shalchi88)

λ⊥(τ) ≈ λ⊥,sub√
τ

(3.40)

mit dem Subdi�usions-Koe�zienten

λ⊥,sub ≡ 4λ⊥,FLRW

√
λ‖

3π`slab
, (3.41)

wobei die slab-Abknicklänge `slab und die dimensionslose Zeit τ = vt/`slab verwendet
wurde. Dieses nichtlineare Resultat stimmt mit dem aus dem zusammengesetzten Dif-
fusionsmodell von Kóta und Jokipii39 berechneten Ergebnis überein. Die quasilineare
Theorie kann Simulationen für senkrechten Transport also nicht reproduzieren. Es ist
noch wichtig festzuhalten, dass das Phänomen der Subdi�usion vor allem, wenn nicht
sogar ausschlieÿlich, in slab-Turbulenz auftritt (s. Jokipii et al.35, Kóta und Jokipii39).
In isotroper magnetostatischer Turbulenz gibt es nur für kleine Stei�gkeiten der Teilchen
Hinweise auf Subdi�usion (Casse et al.11, Candia und Roulet12); ansonsten ist ebenso für
composite-Geometrie die Di�usion wiederhergestellt (s. Qin et al.71). In Abb. 3.10 sind
die Simulationen von Qin mit den Ergebnissen der NLGC-Theorie und der WNLT für die
senkrechte mittlere freie Weglänge verglichen; beide nichtlineare Theorien stimmen mit
den Simulationen sehr gut überein. Innerhalb der QLT �nden wir dagegen λ⊥ ∝ t→∞
(Shalchi und Schlickeiser94), im Widerspruch zu den Simulationen.
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Abbildung 3.10: Die simulierte senkrechte mittlere freie Weglänge (Punkte) als Funktion
des normierten Larmorradius R im Vergleich mit NLGC-Ergebnissen (gestrichelte und
Strichpunkt-Linie) und WNLT-Ergebnissen (durchgezogene Linie). Der Parameter a ist
eine im Nachhinein zu bestimmende Proportionalitätskonstante (vgl. Matthaeus et al.54)
in der Gleichung, die beschreibt, dass die Führungszentren der Teilchen den Feldlinien

folgen.

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde erstmals ein strenger Vergleich zwischen existierenden Test-
teilchen-Simulationen und theoretischen Ergebnissen in magnetostatischer Turbulenz
durchgeführt. Verglichen wurden analytische Rechnungen in quasilinearer Theorie (Ab-
schnitt 3.2.1) und der NLGC-Theorie (Abschnitt 3.2.2) � beide für isotrope Turbulenz �
sowie quasilineare Rechnungen in slab- und composite-Geometrie (Shalchi et al.90, Shal-
chi und Schlickeiser94 entnommen, siehe Abschnitt 3.3) und der WNLT (vgl. Shalchi
et al.91) mit den Testteilchen-Simulationen von Giacalone und Jokipii25 und Qin69 für
verschiedene (statische) Turbulenzmodelle. Dabei ergaben sich die folgenden Ergebnisse:

� Paralleler Transport im magnetostatischen slab-Modell: Hier stimmt die QLT sehr
gut mit den Testteilchen-Simulationen überein, da die 90°-Streuung weniger wichtig
ist. Wir wissen jedoch, dass für steilere Wellenspektren (mit einem Spektralindex
im Inertialbereich gröÿer als 2) die QLT auch für diesen Fall ungültig wird.

� Paralleler Transport im magnetostatischen composite-Modell: Hier stimmt die QLT
mit den Simulationen nicht überein. Obwohl die 90°-Streuung auch hier vernach-
lässigbar ist, ist die quasilineare parallele mittlere freie Weglänge viel zu groÿ. Die
Begründung hierfür liefert die WNLT: Die statistische senkrechte Bewegung, be-
schrieben durch die mittleren quadratischen Abweichungen in x- und y-Richtung,
verursacht eine Resonanzverbreiterung, welche den gesamten Fokker-Planck-Koef-
�zienten stark verkleinert, da der 2D-Anteil des Fokker-Planck-Koe�zienten für
den Anstellwinkel den gesamten Koe�zienten dominiert.
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3.5 Zusammenfassung

� Senkrechter Transport im magnetostatischen slab-Modell: Aus der QLT ergibt sich
hier di�usives Verhalten, während demgegenüber die Simulationen Subdi�usion zei-
gen. Mit einer kürzlich erfolgten direkten Untersuchung der Bewegungsgleichung
kann der senkrechte Di�usionskoe�zient direkt zur parallelen Bewegung der Teil-
chen in Beziehung gesetzt werden. Wird die Teilchenbewegung als di�usiv ange-
nommen (also λ‖(t) = const), �ndet man für den senkrechten Transport sofort
subdi�usives Verhalten.

� Senkrechter Transport im magnetostatischen composite-Modell: In diesem Modell
wird das di�usive Verhalten wiederhergestellt, und eine Di�usionstheorie � wie die
NLGC-Theorie oder die WNLT � kann angewendet werden. Obwohl beide Heran-
gehensweisen auf sehr verschiedenen Annahmen und Näherungen beruhen, können
sie die Simulationen reproduzieren. Weitere Simulationen können Hinweise dar-
auf geben ob diese Übereinstimmung auch für gröÿere Parameterbereiche gefunden
werden kann. Die quasilineare Theorie kann in keinem Fall zur Beschreibung senk-
rechten Transportes verwendet werden.

� Paralleler Transport in isotroper magnetostatischer Turbulenz: Aufgrund des 90°-
Problems liefert die QLT eine unendlich groÿe parallele mittlere freie Weglänge, im
Widerspruch zu den Simulationen. Um den parallelen Transport in isotroper Turbu-
lenz beschrieben zu können, muss eine (nichtlineare) Theorie angewendet werden,
die in der Lage ist, das 90°-Problem zu lösen � wie dies die kürzlich aufgestellte
quasilineare Theorie zweiter Ordnung (Second-Order QLT) von Shalchi87 vermag.
Bis jetzt ist die SOQLT jedoch nur auf den Fall der slab-Turbulenz angewendet
worden.

� Senkrechter Transport in isotroper magnetostatischer Turbulenz: Auch hier liefert
die QLT eine unendliche mittlere freie Weglänge, was als superdi�usives Verhalten
interpretiert werden kann. Daher ziehen wir die Schlussfolgerung, dass die quasili-
neare Theorie für alle Turbulenzmodelle darin versagt, den senkrechten Transport
zu beschreiben.

Die kürzlich aufgestellte NLGC-Theorie (Matthaeus et al.54) scheint dagegen in der
Lage zu sein, die Simulationen ungefähr zu reproduzieren, sogar wenn die Turbulenz
isotrop ist. Diese Theorie, die eine Integralgleichung für die senkrechte mittlere freie
Weglänge liefert, ist aber nur anwendbar, wenn die parallele mittlere freie Weglänge
bereits als Funktion der Stei�gkeit der Teilchen und der Stärke des turbulenten
Magnetfeldes bekannt ist.

Wie dieses Kapitel gezeigt hat, ist die quasilineare Theorie � mit einer Ausnahme für
das slab-Modell, bei dem der Wellenvektor des turbulenten Magnetfeldes ausschlieÿlich
in der Richtung des Hintergrund-Magnetfeldes ausgerichtet ist � nicht geeignet, um den
Teilchentransport in magnetostatischen Turbulenzmodellen zu beschreiben. Für Turbu-
lenzgeometrien, die nicht slab-artig sind, für steile Wellenspektren und für senkrechten
Transport kann die QLT im Falle magnetostatischer Turbulenz daher nicht angewendet
werden, da für alle diese Fälle die mittleren freie Weglängen jeweils unendlich ergeben.
Zukünftige Arbeiten auf dem Feld der Transporttheorie sollten sich somit auf die Ent-
wicklung nichtlinearer Theorien wie der NLGC-Theorie, der WNLT und der SOQLT
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konzentrieren, so dass letztlich Übereinstimmung zwischen Theorie und Simulation er-
zielt werden kann.

Die in diesem Kapitel betrachteten Simulationen sind alle auf magnetostatische Tur-
bulenz beschränkt. Dieses Modell mag als grobe Näherung gesehen werden; es gibt rea-
listischere Modelle, wie etwa das dynamische Turbulenzmodell oder das Plasmawellen-
Modell. Aufgrund der starken Resonanzverbreiterung, die durch dynamische und E�ekte
der Plasmawellendämpfung verursacht werden, können nichtlineare E�ekte unterdrückt
werden und die Gültigkeit der quasilinearen Theorie kann möglicherweise wiederherge-
stellt werden. Wir erwarten, dass zumindest für dynamische Turbulenz die QLT korrekt
sein sollte, da zwischen Ergebnissen der QLT und Beobachtungen in der Heliosphäre
(Bieber et al.5, Shalchi et al.92) Übereinstimmung gefunden wurde. Die Aussage, dass
die Gültigkeit der QLT in dynamischer und gedämpfter Plasmawellen-Turbulenz wieder-
hergestellt wird, muss jedoch durch Vergleiche mit Testteilchen-Simulationen in solchen
realistischen Turbulenzmodellen erst noch bewiesen werden. Bis jetzt haben nur Micha-
ªek und Ostrowski60 und Michaªek59 den Teilchentransport in nicht-statischer Turbulenz
simuliert; dabei wurden jedoch ausschlieÿlich ungedämpfte Scher-Alfvénwellen und un-
gedämpfte schnelle magnetosonische Wellen betrachtet. Im nächsten Kapitel werden wir
daher untersuchen, ob die Gültigkeit der quasilinearen Theorie unter Einbeziehung dieser
Wellentypen wiederhergestellt wird.

46



4 Plasmawellen-Turbulenz

Dieses Kapitel führt einen Vergleich von mit Hilfe der quasilinearen Theorie in unge-
dämpfter Plasmawellen-Turbulenz berechneten Di�usionskoe�zienten mit Testteilchen-
Simulationen durch und bietet einen Ausblick darauf, wie isotrope Plasmawellen-Turbu-
lenz neu beschrieben werden könnte.

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel führen wir die Überlegungen des vorangegangenen Kapitels fort und
erweitern die Theorie durch die Einbeziehung magnetohydrodynamischer Plasmawellen,
die, wie Beobachtungen gezeigt haben, maÿgeblich an der Turbulenz des interplanetaren
Mediums beteiligt sind. Dazu werden wir in diesem Abschnitt zunächst einmal die bis-
lang etwas problematische Einbeziehung von Plasmawellen-Turbulenz in die quasilineare
Theorie (QLT) darstellen.

In der Herleitung der Fokker-Planck-Koe�zienten in isotroper Alfvénwellen-Turbulenz
(vgl. Schlickeiser80) wird der Wellenvektor auf die x-z-Ebene beschränkt und hat damit
die Form k = (k⊥, 0, k‖) = k(sin θ, 0, cos θ) beschränkt. Aufgrund der Polarisationseigen-
schaften für sich in einem homogenen Magnetfeld B0 = B0êz ausbreitende Alfvénwellen
sind die �uktuierenden elektrischen und Magnetfelder der Wellen durch (Schlickeiser80,
Abschnitt 13.1)

δE = (Ex, 0, 0) (4.1a)

δB =
ck

ω
Ex(0, cos θ, 0) (4.1b)

gegeben. Dabei ist ω = ω(k) = ±VAk‖ die Dispersionsrelation der Alfvénwellen, worin

VA =
B0√

4π(mp +me)ne
(4.2)

die Alfvén-Geschwindigkeit bezeichnet; weiterhin beschreibt θ den Winkel zwischen Wel-
lenvektor und Hintergrundmagnetfeld. Da das turbulente Magnetfeld auf die y-Richtung
beschränkt ist, �ndet man daraufhin DXX = DXY = DYX = 0 und lediglich DY Y 6= 0,
wobei DXX , DXY , DYX und DY Y die jeweiligen räumlichen Fokker-Planck-Koe�zienten
bezeichnen.

Mit diesen Vorgaben an die turbulenten Magnetfelder, δB = ck/ω (0, Ex cos θ, 0), be-
rechnet man die Elemente des magnetischen Korrelationstensors gemäÿ

Plm =
〈
δBl(k) δB∗

m(k′)
〉
· δ(k − k′) . (4.3)
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Dies ergibt zum Beispiel Pxi = Pzi = 0, mit i ∈ {x, y, z}. Dies widerspricht jedoch direkt
der allgemeinen Form des isotropen Turbulenztensors, welcher für die obige Festlegung
der Wellenausbreitung auf die x-z-Ebene gegeben ist durch

Plm(k) =
G(k)

8πk2

 cos2 θ 0 − sin θ cos θ

0 1 0

− sin θ cos θ 0 sin2 θ

 . (4.4)

Abgesehen von dieser rein mathematischen Widersprüchlichkeit in der Herleitung ist
bekannt (Lee und Völk44), dass ein isotropes Turbulenzspektrum physikalisch nicht allein
aus Alfvénwellen konstruiert werden kann. Da dies dennoch in den Simulationen getan
wurde, gehen wir hier den gleichen Weg und weisen lediglich auf die Widersprüche hin.

Darüber hinaus kann die resultierende Gröÿe κY Y � der einzige nichtverschwinden-
de räumliche Di�usionskoe�zient � nicht als senkrechter, isotroper Di�usionskoe�zi-
ent bezeichnet werden, da aufgrund der Wahl für den Wellenvektor der Alfvénwellen,
k = (k⊥, 0, k‖), nur Transportparameter in y-Richtung berechnet werden können. Des
Weiteren werden wir zeigen, dass sogar der parallele räumliche Di�usionskoe�zient, der
aus dem Fokker-Planck-Koe�zient für die Anstellwinkel-Di�usion, Dµµ, berechnet wird,
keine Übereinstimmung mit Simulationen zeigt.

In Abschnitt 4.4 werden wir daher einen Ansatz entwickeln, wie dieser Missstand zu-
mindest für den Fall von Alfvénwellen grundsätzlich behoben werden kann, indem sowohl
der Isotropie der Wellenvektoren Rechnung getragen wird, als auch die elektrischen Fluk-
tuationen mit einbezogen werden.

4.2 Die Simulationen von Michaªek

Bevor wir zu den Simulationen von Michaªek59 kommen (im weiteren Verlauf als M01
bezeichnet), diskutieren wir zunächst die Simulationen von Michaªek und Ostrowski60,
in denen für die Turbulenzgeometrie ein einfaches slab-Modell unter Einbeziehung von
Plasmawellen-Turbulenz verwendet wurde. Die Ergebnisse der Simulationen wurden be-
reits von ihnen selbst und von Schlickeiser80 mit Ergebnissen der QLT verglichen und
die wesentliche Schlussfolgerung bestand darin, dass die QLT für parallele räumliche und
für Impuls-Di�usion sehr gut mit den simulierten Werten übereinstimmt, sogar im Fal-
le starker Turbulenz (δB > B0). Mit Hilfe des Formalismus' der QLT ist es leicht zu
zeigen (z. B. Teufel et al.105), dass die statische Lösung (Gleichung 3.33 in Kapitel 3)
für Teilchengeschwindigkeiten v � VA zurückerlangt werden kann. Daher bestand die
hauptsächliche Schlussfolgerung aus allen in Michaªek und Ostrowski60 betrachteten Si-
mulationen darin, dass die QLT für parallelen Transport mit �achen Wellenspektren in
Verbindung mit einem slab-Modell gültig ist, unabhängig von der Frage ob ein (magneto-)
statisches oder ein Plasmawellen-Modell verwendet wird.

Für senkrechten Transport konstatieren Michaªek und Ostrowski, dass die Di�usions-
bedingung wiederhergestellt wird, da die Senkrechtdi�usion zeitunabhängig wird. Es sind
jedoch bei der numerischen Berechnung lange Integrationszeiten erforderlich, um dies für
ein Plasmawellenmodell mit slab-Geometrie zu erreichen.
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Angesichts dieser Ergebnisse wenden wir uns nun der Frage zu, ob die quasilineare
Theorie auch im Falle isotroper Plasmawellen-Turbulenz mit den Simulationen über-
einstimmt. In den Simulationen von M01 wird anstelle des slab-Modells ein isotropes
Plasmawellen-Modell verwendet, wobei in einer unendlich groÿen Region eines dichten
Plasmas ein durch propagierende magnetohydrodynamische (MHD) Plasmawellen ge-
störtes gleichförmiges Hintergrund-Magnetfeld angenommen wird. In den numerischen
Rechnungen von M01 werden die Trajektorien von normalerweise 200 Teilchen mit Hil-
fe des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung durch Integration der Bewegungsglei-
chungen in den Phasenraum-Koordinaten berechnet; dabei ergab die Verwendung einer
gröÿeren Anzahl von Teilchen zu Testzwecken keine signi�kanten Unterschiede.

Die Plasmawellen-Turbulenz selbst wurde durch die Superposition isotroper Alfvén-
und/oder schneller magnetosonischer Wellen repräsentiert. Für jedes einzelne Teilchen
wurde ein separater Satz von Feldparametern ausgewählt; daher bedeutet die Mittelung
über die Teilchen implizit auch die Mittelung über vielfältige Kon�gurationen der tur-
bulenten magnetischen Felder. Da die Teilchenbewegung nur für ein stetiges Wellenspek-
trum di�usiv verlaufen kann, wurden zunächst Simulationen durchgeführt, mit denen die
minimale Anzahl der erforderlichen Wellen ermittelt wurde. Für lediglich �ein paar hun-
dert� (vgl. Michaªek59) konnte die erzeugte Teilchen-Verteilungsfunktion gut durch eine
Gauÿfunktion angepasst werden, bei der keine diskreten Resonanzen auftraten. In den Si-
mulationen wurde daher mit der Wahl der noch gröÿeren Zahl von 768 Wellenmoden ein
ausreichender Spielraum gescha�en. Wie schon im vorherigen Kapitel ist es jedoch nicht
unsere Absicht, die Details der Simulationen zu beurteilen, beispielsweise ob die Zahl von
768 Wellenmoden tatsächlich ausreichend ist, da wir lediglich die Simulationsergebnisse
für den Vergleich mit unseren analytischen Ergebnissen heranziehen.

Für jede Wellenmode wurde dabei der Vektor der Magnetfeld�uktuation gewählt als

δB(i) = δB
(i)
0 sin

(
k(i) · r − ω(i)t+ Φ(i)

)
. (4.5)

Der Wellenvektor k und die Amplitude δB0 werden dabei per Zufall aus dem Kolmogorov-
Spektrum bestimmt; weiterhin sind die Phasenwinkel Φ skaliert, um den quadratischen
Mittelwert (root mean square) der Wellenamplituden konstant zu halten, die durch den
auch in den analytischen Herleitungen auftretenden Parameter δB beschrieben werden.
Elektrische Felder werden innerhalb der Simulationen gänzlich vernachlässigt.

4.2.1 Das Turbulenzmodell

In Abb. 4.1 sind die Simulationen für parallelen räumlichen Transport von Giacalone und
Jokipii25 (GJ99) mit denen von M01 verglichen, welche beide isotrope Turbulenz verwen-
den. Die Absolutwerte wie auch die Steigungen sind nicht in Übereinstimmung � auÿer
für die höchsten betrachteten Stei�gkeiten (R & 104 MV), wo die Datenpunkte dieselben
Werte zu erreichen scheinen. Diese Diskrepanz kann jedoch verstanden werden, wenn
man berücksichtigt, dass 1. GJ99 magnetostatische Turbulenz verwenden, während M01
(isotrope) Alfvénwellen- und schnelle magnetosonische Turbulenz wie auch eine Mischung
der beiden Wellentypen verwendet, und 2. den Simulationen verschiedene Wellenspektren
zugrunde liegen: GJ99 verwenden die durch Gleichung (3.2) in Kapitel 3 beschriebene

49



4 Plasmawellen-Turbulenz

10
0

10
2

10
4

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

R [MV]

κ || [1
020

 c
m

2 /s
]

GJ99 isotropic
M01 isotropic

Abbildung 4.1: Vergleich der Simulationen für den parallelen räumlichen Di�usionskoe�-
zienten von Giacalone und Jokipii25 und Michaªek59, wobei nur in letzteren Simulationen
Alfvénwellen-Turbulenz verwendet wird. Beide Simulationen verwenden einen Spektralin-

dex von s = 5/3.

Kappa-Verteilung, wobei Wellenlängen gröÿer als 1AU abgeschnitten sind, während M01
das einfache kolmogorov-artige Potenzgesetz aus Gl. (4.6) in diesem Kapitel verwenden.
Die resultierenden Di�usionskoe�zienten sind daher prinzipiell zwar nicht quantitativ
vergleichbar; jedoch illustriert Abbildung 4.1 qualitativ die sich durch die Anwesenheit
von Alfvénwellen ergebenden Unterschiede.

Für die analytischen Herleitungen der Di�usionskoe�zienten verwenden wir dasselbe
isotrope Turbulenzspektrum, das auch in den Simulationen von M01 verwendet wurde
und das gegeben ist durch

G(k) = G0 k
−s, kmin 6 k 6 kmax, (4.6)

mit kmin = B0c/Rmax und kmax = B0c/Rmin. Hier bezeichnen Rmax und Rmin die jeweiligen
maximalen und minimalen Stei�gkeiten der betrachteten Teilchen, wobei die Stei�gkeit
wieder durch R = pc/e de�niert ist. Die Normierungskonstante G0 in Gl. (4.6) ergibt
sich zu

G0 = (δB)2 s− 1

k1−s
min − k1−s

max

' (δB)2 (s− 1) ks−1
min . (4.7)

Für die numerischen Auswertungen verwenden wir die in den Gleichungen (4.14) ge-
gebenen Parameter.

4.3 Analytische Ergebnisse für parallelen und
senkrechten Transport

In diesem Abschnitt berechnen wir den Fokker-Planck-Koe�zienten der Anstellwinkel-
Streuung, Dµµ, und den parallelen räumlichen Di�usionskoe�zienten κ‖ unter Verwen-
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dung des isotropen Plasmawellen-Modells und des Turbulenzspektrums aus Gl. (4.6).
Der Hauptteil der Rechnungen ist dabei in Anhang A.3 ausführlich dargestellt.

Allgemein wird, wie in den Kapiteln 2 und 3 hergeleitet, der Fokker-Planck-Koe�zient
Dµµ aus den über ein Ensemble gemittelten Korrekturen erster Ordnung der Teilchen-
bahnen in einem schwach turbulenten Magnetfeld gemäÿ

Dµµ(µ) = Re

∞∫
0

dξ
〈
µ̇(t)µ̇∗(t+ ξ)

〉
. (4.8)

berechnet (s. Hall und Sturrock29).

Der parallele räumliche Di�usionskoe�zient wird dann durch Mittelung über den An-
stellwinkel des inversen Fokker-Planck-Koe�zienten als

κ‖ =
v2

8

1∫
−1

dµ
(1− µ2)

2

Dµµ(µ)
(4.9)

bestimmt.

In Abbildung 4.2 ist der Fokker-Planck-Koe�zient Dµµ aus Gl. (A.44) in Anhang A.3
für vorwärts- und rückwärtslaufende Alfvénwellen gleicher Intensität und mit ε ≡ VA/v =
0,15 dargestellt, normiert auf D0 aus Gl. (A.45).

Aus der Tatsache, dass für nur vorwärtslaufende (oder nur rückwärtslaufende) Alfvén-
wellen der Fokker-Planck-Koe�zient bei µ = ±ε verschwindet, ist unmittelbar klar, dass
in diesem Fall der parallele räumliche Di�usionskoe�zient ebenfalls unendlich ergibt,
wie dies schon für den Fall eines magnetostatischen Turbulenzmodells der Fall war (siehe
hierzu Kapitel 3). Die Annahme gleicher Intensität für vorwärts- und rückwärts-laufen-
de Wellen ist durch die Isotropie des Turbulenzspektrums gerechtfertigt, da diese das
gleiche Vorhandensein von sich in jeder Richtung gleich ausbreitenden Wellen impliziert
(vgl. auch den Abschnitt 4.1).

Für sich vorwärts und rückwärts ausbreitende Alfvénwellen �ndet man dagegen im-
mer Dµµ 6= 0, auÿer bei µ = ±1. Diese Tatsache verhindert, dass das Integral über den
inversen Fokker-Planck-Koe�zient Dµµ unendlich groÿ wird; somit ergibt sich im Falle
von Plasmawellen-Turbulenz κ‖ < ∞. Daher stellt sich sofort die Frage, ob die qua-
silineare Theorie korrekte Ergebnisse liefern, wenn man von der magnetostatischen zu
Plasmawellen-Turbulenz übergeht. Um darauf eine Antwort zu �nden, vergleichen wir
die Ergebnisse wieder mit Simulationen: Wie in Anhang A.3 gezeigt, �nden wir für den
parallelen räumlichen Di�usionskoe�zienten

κA
‖
[
1020cm2/s

]
=
J [ε(R)]

40πB0

(
δB

B0

)−2
Rs−1

max −Rs−1
min

s− 1

R3−s√
R2 +R2

0

, (4.10)

wobei B0 die Stärke des Hintergrund-Magnetfeldes bezeichnet, ε = VA/v ist und R0 =
938MV wieder die sog. �Ruhe-Stei�gkeit� des Protons bezeichnet. Die Parameter B0 und
R sind dabei in Einheiten von nT und MV gegeben. Die Funktion J (s, ε) ist in Gl. (A.50)
de�niert und in Abb. A.1 dargestellt.
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Abbildung 4.2: Der Fokker-Planck-Koe�zient für Anstellwinkel-Di�usion, Dµµ, normiert
auf D0 aus Gl. (A.45), unter Verwendung von Alfvénwellen mit verschwindender Kreuz-
Helizität, also gleicher Intensität von vorwärts- und rückwärts-laufenden Wellen. Nur in

diesem Fall gilt Dµµ(µ) = Dµµ(−µ).

Der Fall isotroper Plasmawellen-Turbulenz wurde ebenfalls in Teufel et al.105 betrach-
tet, wobei für den parallelen Di�usionskoe�zienten

κi‖ =
gi(ε, s)

2π(s− 1)

(
B0

δB

)2
vRL

(RLkmin)
s−1 (4.11a)

mit

gi
(
ε, s =

5

3

)
'

{
0,75 ε−s, Scher-Alfvénwellen, i=A

1,04 ε1−s, schnelle magnetosonische Wellen, i=F
(4.11b)

hergeleitet wurde. Die analytische Form dieses Ergebnisses unterscheidet sich von Glei-
chung (4.10) aufgrund unterschiedlicher Vorgehensweisen bei den mathematischen Nähe-
rungen. Diese sind in analytischen Rechnungen für Di�usionskoe�zienten in Turbulenz-
geometrien, die komplexer als das einfache slab-Modell sind, stets notwendig. Für die in
Gl. (4.14) aufgelisteten Parameter sind die jeweiligen Ergebnisse in den Abbildungen 4.3
(für Alfvénwellen) und 4.4 (für schnelle magnetosonische Wellen) dargestellt. Für Alf-
vénwellen erkennt man, dass die Berechnungen aus Gl. (4.11a) von Gl. (4.10) lediglich
um einen maximalen Faktor ∼2 abweicht. Diese Di�erenz mag als Fehlergrenze für das
analytische Ergebnis betrachtet werden, das jedoch auch unter Berücksichtigung dieser
Unsicherheit dramatisch vom Simulationsergebnis abweicht.

Parallele räumliche Di�usion für schnelle magnetosonische Wellen in isotroper Turbu-
lenz ist von Schlickeiser und Miller83 untersucht worden. Für die parallele mittlere freie
Weglänge wurde dort näherungsweise berechnet

λF‖ (RLkmin � 1) ' 2

π(s− 1)ζ(s+ 1)

(
δB

B0

)−2

RL (kminRLε)
1−s , (4.12)
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wobei ζ(x) die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet (s. Anhang C.5). Ausgedrückt
durch die Stei�gkeit R ergibt dies für den Di�usionskoe�zienten

κF‖
[
1020cm2/s

]
=

2

30π(s− 1)ζ(s+ 1)

(
δB

B0

)−2
R s−1

max

B0

(
VA

c

)1−s
R2

(R2 +R2
0)
s/2
. (4.13)

mit B0 [nT] und R [MV]. Dieses Ergebnis ist in Abb. 4.4 ebenfalls für die Parameter
aus Gl. (4.14) dargestellt. Man beachte, dass, obwohl in den jeweiligen Herleitungen
zu den Gleichungen (4.13) und (4.11a) verschiedene Näherungen verwendet wurden, die
Ergebnisse für den in Abb. 4.4 betrachteten Stei�gkeitsbereich perfekt übereinstimmen
und in der Abbildung daher nur eine analytische Kurve zu sehen ist.

4.3.1 Vergleich mit Simulationsergebnissen

In den Simulationen verwendet M01 drei unterschiedliche Wellenspektren, die sich einzig
durch ihre minimalen und maximalen Wellenvektoren unterscheiden, welche den Reso-
nanz-Wellenvektoren für Teilchen mit der minimalen und maximalen betrachteten Stei-
�gkeit entsprechen. Wir haben das Spektrum mit dem breitesten Bereich (�wide range
spectrum�) ausgewählt, in dem das gröÿte Intervall an Wellenzahlen zugelassen wird und
das wir als den realistischsten Fall betrachten. In M01 ist dieses Spektrum beschrieben
als �das vernünftigste für Turbulenz in einem Sonnenwind�. Für das Spektrum sind die
resonanten Wellenvektoren für Teilchen mit Stei�gkeiten von 0,09MV bis 2 · 104 MV
berücksichtigt.

Um in der Lage zu sein, unsere analytischen Ergebnisse mit den Simulationsergebnissen
von M01 zu vergleichen, verwenden wir den folgenden Satz von Parametern, der auch in
den Simulationen zugrunde gelegt wurde:

s = 5/3

Rmax = 2 · 104 MV

Rmin = 0,09 MV

B0 = 5 nT

VA/c = 5 · 10−4

δB/B0 = 0,3. (4.14)

Das Ergebnis für den parallelen räumliches Di�usionskoe�zienten in isotroper Turbu-
lenz ist in Abb. 4.3 gezeigt, wo es mit den Simulationen von Michaªek59 verglichen wird.
Oberhalb der Ruhe-Stei�gkeit der Protonen von 938MV sehen wir das Verhalten von
κ‖ ∝ R1/3, das typisch für mit der quasilinearen Theorie berechnete Ergebnisse ist. Die
Steigung der Simulationsdaten in diesem Bereich ist jedoch steiler und beträgt ungefähr
κ‖ ∝ R 0,8 (Minnie61). Wie man aus Abb. 4.3 ersieht, weichen Theorie und Simulation
bei R ' 1000MV mit einem maximalen Faktor von 6 · 104 drastisch voneinander ab.
Der Grund für diese Nichtübereinstimmung liegt, wie wir in Abschnitt 3.2.1 von Kapi-
tel 3 bereits demonstriert haben, darin begründet, dass die QLT für Anstellwinkel nahe
90° nicht korrekt ist. Der Fokker-Planck-Koe�zient für Scher-Alfvénwellen verhält sich
näherungsweise wie
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Abbildung 4.3: Der für Protonen in Alfvénwellen-Turbulenz berechnete parallele räumliche
Di�usionskoe�zient, κ‖, aus Gl. (4.10) (durchgezogene Linie), zusammen mit Gl. (4.11a)
aus Teufel et al.105 (gestrichelte Linie) und den Simulationen von Michaªek59 (Punkte).
Die mit ε = 1 bezeichnete vertikale Punktlinie entspricht Teilchen mit der Alfvén-Ge-

schwindigkeit aus Gl. (4.2); die anderen Parameter sind durch Gl. (4.14) gegeben.

DA
µµ(µ = 0) ∝ εs

(
δB

B0

)2

. (4.15)

Um die Ungültigkeit der QLT zu verstehen, vergleichen wir dieses Verhalten mit in slab-
Turbulenz berechneten Ergebnissen, die mit der kürzlich aufgestellten SOQLT (quasili-
neare Theorie zweiter Ordnung, s. Shalchi87) berechnet wurden: dort �ndet man

DSOQLT
µµ (µ = 0) ∝

(
δB

B0

)s+1

. (4.16)

Im linearen Plasmawellen-Modell tritt nichtverschwindende 90°-Streuung auf, da ε 6= 0
ist, wohingegen in der magnetostatischen SOQLT die 90°-Streuung durch δB/B0 6= 0
verursacht wird. Der Vergleich dieser beiden Herangehensweisen ergibt

DA
µµ(µ = 0)

DSOQLT
µµ (µ = 0)

∝ εs
(
δB

B0

)−s+1

. (4.17)

Für ε = 5 · 10−4 und δB/B0 = 0,3 ergibt sich daraus

DA
µµ(µ = 0)

DSOQLT
µµ (µ = 0)

' 7 · 10−6 (4.18)

und die in zweiter Ordnung berechnete parallele mittlere freie Weglänge ist somit um
einen Faktor 106 kleiner als das unter Einbeziehung von Plasmawellen erhaltene quasili-
neare Ergebnis. Anhand dieser sehr groben Überlegungen kann man die Ungültigkeit der
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Abbildung 4.4: Der für Protonen in schnellen magnetosonischen Wellen berechnete parallele
räumliche Di�usionskoe�zient, κ‖, aus Gl. (4.13) von Schlickeiser und Miller83 (durchge-
zogene Linie, dies stimmt mit Gl. (4.11a) aus Teufel et al.105 überein), zusammen mit
den Simulationen von Michaªek59 (Punkte). Die verwendeten Parameter sind in Gl. (4.14)

gegeben.

QLT im Plasmawellen-Modell nun verstehen: Die nichtlinearen E�ekte für Anstellwinkel
nahe bei 90° sind sehr viel stärker als jegliche Plasmawellen-E�ekte. Jedoch ist die qua-
silineare Theorie zweiter Ordnung bislang nur für den einfachen Fall der slab-Geometrie
formuliert worden; aufgrund schwerwiegender mathematischer Schwierigkeiten wird die
Anwendung der SOQLT auf den Fall isotroper Turbulenz erst in zukünftigen Arbeiten
durchgeführt. Andere nichtlineare Theorien wie etwa die schwach-nichtlineare Theorie
(WNLT) von Shalchi et al.91 unterliegen ebenfalls dem 90°-Problem und wurden daher
in diesem Kapitel nicht betrachtet. Darüber hinaus ist die Anwendung dieser Theorie für
isotrope Turbulenz ebenfalls mit groÿen mathematischen Problemen behaftet.

Um den senkrechten Di�usionskoe�zienten in isotroper Alfvénwellen-Turbulenz zu be-
rechnen, gehen wir � wobei nochmals auf die Bemerkungen zu Beginn dieses Kapitels
verwiesen sei � von Gl. (13.1.46) in Schlickeiser80 aus,

DA
Y Y =

πV 2
A

4B2
0

∑
ι=±1

(1− ιµε)2

1∫
−1

dη
(
1 + η2

)

×
∞∑

n=−∞

∞∫
0

dk δ(ηk[vµ− ιVA] + nΩ)G(k)J2
n(w). (4.19)

Für den senkrechten Di�usionskoe�zienten gilt

κ⊥ =
1

2

1∫
−1

dµ (DXX +DY Y ) = κXX + κY Y , (4.20)
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Abbildung 4.5: Der für Protonen in Alfvénwellen berechnete senkrechte Di�usionskoe�zient
κY Y aus Gl. (4.21) (durchgezogene Linie), zusammen mit den Simulationen von Michaªek59

(Punkte). Die verwendeten Parameter sind in Gl. (4.14) aufgeführt.

wobei κXX und κY Y die räumlichen Di�usionskoe�zienten in XX- und Y Y -Richtung be-
zeichnen. Die Summe über ι (das kleine griechische �iota�) berücksichtigt dabei die bei-
den Polarisationen der vorwärts- und rückwärtslaufenden Wellen. Aufgrund von DXX =
κXX = 0 muss κY Y mit dem senkrechten Di�usionskoe�zienten κ⊥ identi�ziert werden,
wobei in diesem Zusammenhang die in Abschnitt 4.1 angesprochenen Schwierigkeiten zu
berücksichtigen sind.

In Anhang A.4 wird κY Y für das Turbulenzspektrum aus Gl. (4.6) berechnet, und es
ergibt sich damit

κA
Y Y

[
1018cm2/s

]
=

(
VA

c

)2
10π

4B0

(
δB

B0

)2
s− 1

Rs−1
max −Rs−1

min

J (s, ε)Rs−1
√
R2 +R2

0, (4.21)

wobei die Funktion J(s, ε) aus Gl. (A.60) ebenfalls in Abb. A.1 auf S. 167 dargestellt ist.

Das Ergebnis ist in Abbildung 4.5 für die Parameter in Gl. (4.14) dargestellt. Das
qualitative Verhalten von Simulation und analytischem Ergebnis ist für R & 10MV
nahezu identisch, während in quantitativer Hinsicht die Ergebnisse über den gesamten
betrachteten Stei�gkeitsbereich um einen Faktor ∼ 106 voneinander abweichen.

Zur Berechnung des Transportkoe�zienten in schnellen magnetosonischen Wellen ver-
wenden wir Gl. (6.20) in Stawicki100,

κF
⊥ =

s− 1

4s
`c v

(
δB

B0

)2

+
(s− 1)K(s)

4

(
δB

B0

)2

`c v

(
2πRL

`c

)s
ln

(
v

VA

)
, (4.22a)

wobei `c = 2π/kmin und

K(s) =
Γ (s)Γ (1− s/2)

2s−3s2(2 + s)Γ 3(s/2)
. (4.22b)
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4.3 Analytische Ergebnisse für parallelen und senkrechten Transport
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Abbildung 4.6: Der für Protonen in schnellen magnetosonischen Wellen berechnete senk-
rechte Di�usionskoe�zient, κ⊥, aus Gl. (4.23) (durchgezogene Linie), zusammen mit den
Simulationen von Michaªek59 (Punkte). Dafür wurden die Parameter aus Gl. (4.14) ver-

wendet.

Drücken wir diese Formel für den senkrechten Di�usionskoe�zienten durch die Stei�g-
keit R = RL/B0c aus, wobei RL den Larmorradius der Teilchen bezeichnet, so erhalten
wir

κF
⊥ =

πRmax(s− 1)

2B0

(
δB

B0

)2
R√

R2 +R2
0

×

[
1

s
+K(s)

(
R

Rmax

)s
ln

(
c

VA

R√
R2 +R2

0

)]
. (4.23)

Dies ist in Abb. 4.6 für die Parameter aus Gl. (4.14) dargestellt, wieder im Vergleich
mit den Simulationen von M01 für schnelle magnetosonische Wellen. Für R & 100 stimmt
die Steigung der Simulationen und des analytischen Ergebnisses sehr gut überein. Für
hohe Stei�gkeiten weichen jedoch die analytischen Ergebnisse und die der Simulationen
um einen Faktor 100 voneinander ab. Der erste Term in Gleichung (4.22a) stimmt quali-
tativ mit Gl. (B5) von Giacalone und Jokipii25 überein. Es sollte jedoch beachtet werden,
dass in Stawicki100 die Beiträge der Gyroresonanz zu κF⊥ vernachlässigt wurden und nur
der Beitrag der Durchgangszeit-Dämpfung (transit-time damping) berücksichtigt wurde.
Mathematisch entspricht dies der Tatsache, dass von der unendlichen Reihe in den De�-
nitionen der Fokker-Planck-Koe�zienten lediglich der Term mit n = 0 berechnet wurde
und alle anderen Terme mit n 6= 0 vernachlässigt wurden. Der volle quasilineare senk-
rechte Di�usionskoe�zient für eine aus schnellen magnetosonischen Wellen bestehende
Turbulenz würde daher noch gröÿer werden, was die Übereinstimmung zwischen Theorie
und Simulation jedoch noch schlechter machen würde; daher genügt die in Gl. (4.23) ge-
gebene Abschätzung, um die Nichtübereinstimmung mit den Simulationen festzustellen.
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4 Plasmawellen-Turbulenz

4.4 Ein neues Alfvénwellen-Turbulenzmodell

Die in diesem Kapitel verwendeten Ausdrücke für die Fokker-Planck-Koe�zienten in
Plasmawellen-Turbulenz, die stark vereinfacht waren und einschränkende Voraussetzun-
gen für die Geometrie der Wellenausbreitung verwendet hatten, lieferten, wie gesehen,
von den Simulationen qualitativ und quantitativ stark abweichende Ergebnisse. In diesem
Abschnitt werden wir daher am Beispiel einer aus Alfvénwellen bestehenden Turbulenz
allgemeinere Ausdrücke für die zur Berechnung der Fokker-Planck-Koe�zienten benö-
tigten Korrelationstensoren herleiten. Dabei werden wir insbesondere die Einschränkung
aufgeben, dass die elektrischen Feld�uktuationen komplett vernachlässigt wurden.

Der in aller Allgemeinheit unter Berücksichtigung von elektrischen, magnetischen sowie
gemischten Fluktuationen nach der in Abschnitt 2.2.1 vorgestellten Methode der sieben
Schritte hergeleitete Fokker-Planck-Koe�zient beispielsweise für die Anstellwinkel-Dif-
fusion (pitch-angle di�usion), Dµµ, lautet (vgl. Schlickeiser80)

Dµµ =
Ω2 (1− µ2)

B2
0

N∑
ι=1

∞∑
n=−∞

∫
d3k Rι(k, ωι)
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+
J2
n+1(w)

2

[
PRR +
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]
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(
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v
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√
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2
Jn(w)

×
[
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(
eiψTR‖ − e−iψQ‖R + i
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v

(
ReiψR‖ + e−iψR‖R
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+ Jn−1(w)

(
eiψQ‖L − e−iψTL‖ + i

µc

v

(
eiψR‖L + e−iψRL‖

))]}
, (4.24)

wobei die Summe über ι allgemein alleN Wellenmoden umfasst, die man in der Turbulenz
betrachten will. In den vorherigen Abschnitten waren dies die beiden �vorwärts�- und
�rückwärts�-laufenden Alfvénwellen.

Wir sind daran interessiert, die Korrelationstensoren für das elektrische Feld, Rij =
〈δEi δE∗

j 〉, und diejenigen von elektrischem und magnetischem Feld, Qij = 〈δEi δB∗
j 〉

und Tij = 〈δBi δE
∗
j 〉, allein durch den Korrelationstensor für das magnetische Feld, Pij =

〈δBi δB
∗
j 〉, auszudrücken. Dieser � und unseres Wissens nach bislang nur dieser � kann

durch weiter gehende Überlegungen hergeleitet werden und lautet allgemein für die Fälle
isotroper und slab-Turbulenz

P iso
lm (k) =

G(k)

8πk2

[
δlm −

klkm
k2

+ iσ(k)εlmn
kn
k

]
(4.25a)
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4.4 Ein neues Alfvénwellen-Turbulenzmodell

P slab
lm (k) =

 G(k‖)
δ(k⊥)

k⊥

[
δlm + iσ(k‖)εlmz

]
, l,m ∈ {x, y}

0 l,m = z
(4.25b)

wobei σ ∈ R die in diesem allgemeinen Ausdruck berücksichtigte magnetische Helizität,
und εijk das Levi-Cività-Symbol (Permutationsoperator) bezeichnet.

Wir gehen nun zunächst von der Fourier-Schreibweise des Faradayschen Induktionsge-
setzes aus,

δB =
c

ω
k × δE. (4.26)

Der Betrag dieser Gleichung lässt sich nach

|k| |δE| = k δE =
ω

c

δB

sinψ
(4.27)

umstellen, wobei ψ = ∠(k, δE).

Mit
k × δB =

c

ω

[
k (k · δE)− k2δE

]
(4.28)

und k · δE = k δE cosψ erhalten wir daraus

δE =
ω

ck2
(k δB cotψ − k × δB) . (4.29)

Für Alfvénwellen gilt allgemein die Polarisationseigenschaft (z. B. Schlickeiser80)

k · δE
k δE

= sin θ, (4.30)

mit θ = ∠(k,B0). Es gilt also cosψ
!
= sin θ und damit folgt ψ = π/2−θ, was cotψ = tan θ

bedingt.

Somit erhalten wir daher für Alfvénwellen aus dem Faradayschen Gesetz die Gleichung
für die Fluktuationen des elektrischen Feldes:

δE =
ω

ck2
(k δB tan θ − k × δB) . (4.31)

Um die Korrelation dieses Ausdruckes mit seinem komplex Konjugierten sowie mit
den Magnetfeldkomponenten berechnen zu können, benötigen wir die beiden plausiblen
ad-hoc-Annahmen 〈|δB| · δB∗

i 〉 = 〈δBi · |δB|〉 = 0 und 〈|δB| · |δB|〉 = (δB)2. Für die
beiden gemischten Korrelationstensoren von elektrischen und Magnetfeld-Komponenten
erhalten wir damit die Gleichungen

Qij =
〈
δEi δB

∗
j

〉
= − ω

ck2
εilmklPmj (4.32a)

Tij =
〈
δBi δE

∗
j

〉
= − ω

ck2
εilmklPjm, (4.32b)

wobei wie immer über gleiche Indizes summiert wird.
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4 Plasmawellen-Turbulenz

Somit gilt also Qij = Qji = Tij = Tji, falls Pij symmetrisch ist, wie dies etwa für den
isotropen Korrelationstensor aus Gl. (4.25a) der Fall ist.

Der Ausdruck für den Korrelationstensor des elektrischen Feldes ist allerdings etwas
komplizierter:

Rij =
〈
δEi δE

∗
j

〉
=

ω2

c2k4

[
kikj (δB)2 tan2 θ + εilmεjrsklkrPms

]
. (4.33)

Um diese Gleichung weiter berechnen zu können, benötigen wir zunächst die Eigen-
schaft, dass für das Produkt zweier Levi-Cività-Symbole gilt

εklmεpqn =

∣∣∣∣∣∣∣
δkp δkq δkn

δlp δlq δln

δmp δmq δmn

∣∣∣∣∣∣∣ , (4.34)

wobei die senkrechten Striche die Determinantenbildung der Matrix bezeichnen.

Als Beispiel folgt damit für das erste Element des Korrelationstensors der elektrischen
Feld�uktuationen

Rxx =
ω2

c2k4

[
k2
x (δB)2 tan2 θ + k2

yPzz + k2
zPyy − kykz (Pzy + Pyz)

]
. (4.35)

Die in helikalen Koordinaten ausgedrückten Elemente RRR = RLL, RRL und RLR erge-
ben sich damit zu

RRR =
ω2

c2k4

{(
k2
x + k2

y

) [
(δB)2 tan2 θ + P‖‖

]
+ k2

z (PLL + PRR − PLR − PRL)

− ikz
[
ky
(
P‖L − P‖R + PR‖ − PL‖

)
+ kx

(
PL‖ − PR‖ + P‖R − P‖L

)]} (4.36a)

RRL =
ω2

2c2k4

{
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2 [(δB)2 tan2 θ + P‖‖
]
− k2

z (PRL − PLR)

− 2ikz
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− kx

(
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)]} (4.36b)

RLR =
ω2

2c2k4

{
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2 [(δB)2 tan2 θ + P‖‖
]
+ k2

z (PRL − PLR)

+ 2ikz
[
ky
(
P‖R + PR‖

)
+ kx

(
PL‖ − P‖L

)]}
.

(4.36c)

Für die des Weiteren benötigten Elemente RR‖ = R∗
L‖ und RL‖ = R∗

‖L gilt, dass sie sich
zweckmäÿiger in kartesischen Koordinaten ausdrücken lassen:

RR‖ =
1

2
(Rxz − iRyz) (4.36d)

=
ω2

2c2k4

[
kz (kx − iky) (δB)2 tan2 θ − k2

yPzx + ik2
xPzy

+ kxky (Pzy − iPzx)− kxkz (Pyy + iPxy) + kykz (Pyx + iPxx)
] (4.36e)

R‖R =
1

2
(Rzx + iRzy) (4.36f)
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=
ω2

2c2k4

[
kz (kx + iky) (δB)2 tan2 θ − k2

yPxz − ik2
xPyz

+ kxky (Pyz + iPxz)− kxkz (Pyy − iPyx) + kykz (Pxz − iPxx)
]
,

(4.36g)

wobei für ω2 gemäÿ der Dispersionsrelation der Alfvénwellen V 2
Ak

2
‖ einzusetzen ist.

Wir haben somit gezeigt, dass sich alle Komponenten der verschiedenen Korrelations-
tensoren Qlm, Tlm und Rlm einzig durch den Korrelationstensor für die Magnetfeldkom-
ponenten, Plm, ausdrücken lassen. Dieser wiederum ist � im Gegensatz zu den anderen
Tensoren; genau dies hat die Schwierigkeiten ursprünglich verursacht � durch andere
Überlegungen bekannt und hat für isotrope Turbulenz die Form aus Gl. (4.25a). Damit
lässt sich also durch Kenntnis des Korrelationstensors Plm unter anderem der Fokker-
Planck-Koe�zient Dµµ in Gleichung (4.24) berechnen. Zugrunde gelegt war dabei der
Fall sich in beliebiger Richtung ausbreitender Alfvénwellen unter Berücksichtigung der
Fluktuationen sowohl des Magnetfeldes wie auch des elektrischen Feldes.

Beachtet werden sollte dabei jedoch, dass der einzige Weg, um ein isotropes Spektrum
aus unkorrelierten Alfvén- und schnellen magnetosonischen Wellen zu konstruieren, dar-
in besteht, beide Wellentypen mit gleicher Intensität zu mischen (vgl. Lee und Völk44).
Aus der grundlegenden De�nition der Dispersionsrelation für Alfvénwellen, ω2 = V 2

Ak
2
‖,

ist klar, dass diese Wellenmoden sich nicht isotrop in alle Richtungen propagieren kön-
nen. Daher können Alfvénwellen allein auch kein isotropes Turbulenzspektrum erzeugen,
aufgrund ihrer bevorzugten Ausbreitungsrichtung parallel zum Hintergrund-Magnetfeld.

4.5 Zusammenfassung

Mit diesem und Kapitel 3 wurde erstmals ein strenger Vergleich zwischen Testteilchen-
Simulationen und theoretischen Ergebnissen durchgeführt. Dafür haben wir die quasili-
neare Theorie mit Testteilchen-Simulationen in verschiedenen Turbulenzmodellen vergli-
chen. In Kapitel 3 haben wir uns auf magnetostatische Turbulenz konzentriert, während
in diesem Kapitel der Vergleich für ungedämpfte Plasmawellen-Turbulenz durchgeführt
wurden. Dabei haben wir die folgenden Ergebnisse gefunden:

� Paralleler und senkrechter Transport in slab-artiger Plasmawellen-Turbulenz: Für
diesen Fall sind die Simulationen von Michaªek und Ostrowski60, in denen slab-Tur-
bulenz betrachtet wurde, in Übereinstimmung mit quasilinearen statischen slab-Er-
gebnissen. Für senkrechten Transport �ndet man, dass im Vergleich zur statischen
Turbulenz die Di�usion in der Plasmawellen-Turbulenz wiedererlangt wird.

� Paralleler Transport in isotroper Plasmawellen-Turbulenz: Ebenso wie in Kapitel 3
ist die quasilineare Theorie sogar unter Einbeziehung von ungedämpften Scher-
Alfvénwellen oder schnellen magnetosonischen Wellen nicht in Übereinstimmung
mit Simulationsergebnissen. Die quasilineare mittlere freie Weglänge ist viel gröÿer
als in den Simulationen; verantwortlich hierfür ist der zu kleine Wert des Fokker-
Planck-Koe�zienten nahe bei 90°.

� Senkrechter Transport in isotroper Plasmawellen-Turbulenz: Sowohl für ungedämpf-
te Scher-Alfvénwellen als auch für schnelle magnetosonische Wellen sind � im Ge-
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4 Plasmawellen-Turbulenz

gensatz zur magnetostatischen Turbulenz � die Transportparameter nun endlich.
Jedoch kann allenfalls qualitative Übereinstimmung erlangt werden: Die Absolut-
werte weichen von den Simulationen um einen Faktor 106 (für Alfvénwellen) bzw.
102 (für schnelle magnetosonische Wellen) ab.

Der Vergleich von quasilinearen Rechnungen mit Testteilchen-Simulationen für Plas-
mawellen-Turbulenz ergab, wie gezeigt, dass die Gültigkeit der QLT durch die Berück-
sichtigung von Plasmawellen nicht wiedererlangt wird. Wir schlieÿen daraus also nun,
dass die QLT nicht gültig ist, um den Teilchentransport entlang und senkrecht zu einem
Hintergrund-Magnetfeld zu beschreiben, und eine nichtlineare Formulierung der Trans-
porttheorien bevorzugt werden muss. Beachtet werden sollte hingegen, dass die QLT
wieder gültig werden könnte, wenn eine dynamische Turbulenz (Bieber et al.5, Shalchi
et al.92) oder gedämpfte Plasmawellen-Modelle angenommen werden, da beides Reso-
nanzverbreiterung erzeugt � dies ist ebenso bei nichtlinearen E�ekten der Fall (z. B.
Shalchi87). Daher �ndet man, genau wie auch in der SOQLT, für solche Turbulenzmo-
delle starke 90°-Streuung. Eine detaillierte Diskussion der möglichen Wiederherstellung
der Gültigkeit der QLT ist in Shalchi et al.92 dargestellt. Die Aussage, dass die QLT
für dynamische Turbulenz oder für gedämpfte Plasmawellen-Turbulenz korrekt ist, kann
derzeit jedoch nicht bewiesen werden, da frühere Simulationen nicht in der Lage waren,
solche komplizierteren Turbulenzmodelle zu behandeln.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass es vor allem zwei Gründe für das Versagen der
QLT in ungedämpfter Plasmawellen-Turbulenz gibt: 1. das in der Formulierung der QLT
inhärent enthaltene 90°-Problem (siehe hierzu auch Kap. 3), und 2. die in Abschnitt 4.1
beschriebene problematische Einbeziehung insbesondere der Alfvénwellen aufgrund des
Ansatzes, dass diese Wellen einerseits ein isotropes Turbulenzspektrum generieren sollen,
andererseits jedoch auf die Propagation in zwei Raumrichtungen eingeschränkt wurden.
Dem ersten Problem könnte in Prinzip mit einer nichtlinearen Theorie wie der quasilinea-
ren Theorie zweiter Ordnung (Shalchi87) begegnet werden; dies würde jedoch zunächst
erfordern, dass die Theorie für den Fall einer nicht slab-artigen Turbulenzgeometrie for-
muliert würde. Zur Lösung des zweiten Problems wurden in Abschnitt 4.4 erste Ansätze
entwickelt, die � dies wird in zukünftigen Arbeiten untersucht � weiter ausgeführt und
auf konkrete Fälle angewendet werden müssten, um zu sehen, inwieweit die Ergebnisse
damit besser mit Simulationsergebnissen übereinstimmen.

In Teil II dieser Arbeit wenden wir uns nun der Frage zu, welche Prozesse zur Dämp-
fung und insbesondere zur Anregung von Plasmawellen beitragen; dies führt auf das
weitläu�ge Gebiet der Plasma-Instabilitäten, insbesondere solche, die durch kollektive
Prozesse und durch Anisotropien der gesamten Teilchenpopulationen angeregt werden.
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Teil II

Das Testwellen-Bild
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5 Kinetische Plasma-Instabilitäten

Dieses Kapitel gibt nach einem Überblick über den Ursprung der Weibel-Instabilität eine
kurze Einführung in die nichtrelativistische Theorie kinetischer Plasma-Instabilitäten.
Ausgehend von der Vlasov-Gleichung werden die Dispersionsrelationen für parallele und
senkrechte Wellenausbreitung hergeleitet.

5.1 Einleitung

Zusammen mit den � auf dem von Harris30 eingeführten Konzept des Neutralpunktes im
Wellenzahlraum basierenden � Instabilitäten, die wir in den Kapiteln 7 und 8 betrachten
werden, stellt die Weibel-Instabilität113 eine wichtige Klasse von rein anwachsenden, so
genannten �aperiodischen� Plasma-Oszillationen dar. Ohne auf Techniken wie das Ny-
quist-Diagramm (z. B. Spatschek97) zurückgreifen zu müssen, mit denen nur das grund-
sätzliche Vorhandensein der Instabilität einer gegebenen Verteilungsfunktion bestimmt
werden kann, ist es hier möglich, die Wachstumsrate der betrachteten Verteilungsfunk-
tion direkt aus den Dispersionsrelationen abzuleiten. Ursprünglich wurde die Weibel-
Instabilität für eine Verteilungsfunktion der Form

f0 ∝ exp

[
−
v2
x + v2

y

w2
⊥

− v2
z

w2
‖

]
(5.1)

hergeleitet, wobei w⊥ und w‖ die thermischen Geschwindigkeiten bezeichnen. Unter der
Voraussetzung w⊥ 6= w‖ beschreibt Gl. (5.1) somit eine Verteilungsfunktion mit statio-
nären Teilchen und anisotropen Temperaturen. Darüber hinaus hat Fried23 (eine aus-
führlichere Darstellung �ndet sich in Schlickeiser82) die Methode von Weibel auch auf
eine in den Geschwindigkeiten anisotrope Verteilungsfunktion der Form

f0 ∝ δ(vx) δ
(
v2
y − a2

)
δ(vz) (5.2)

für ein kaltes Plasma (T = 0) angewendet, und dabei ebenfalls anwachsende aperiodische
Fluktuationen gefunden. Hier bezeichnet δ(v) die Diracsche Delta-Distribution, wohin-
gegen im folgenden Abschnitt δ jeweils eine in�nitesimale Störung bezeichnet.

Qualitativ läuft dieser Mechanismus folgendermaÿen ab: Wir gehen von Elektronen aus,
die sich mit der Geschwindigkeit v = ±a êy bewegen. Eine anfänglich kleine und in einem
quasineutralen Plasma stets vorhandene Störung des Magnetfeldes der Form Bz = B1e

ikz

verursacht im Zeitintervall δt eine x-Komponente in der Bewegung der Elektronen mit
δvx = ±δtΩa, wobei Ω = eBz/(mec) die Gyrofrequenz in der Magnetfeldstörung bezeich-
net. Somit tragen die sich in beide Richtungen bewegenden Elektronen gleichermaÿen
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zum Impuls�uss bzw. zur Spannung ∂〈vxvy〉/∂t = −a2Ω bei. Dies wiederum verursacht
eine durch die Impulserhaltung gegebene Änderung der mittleren Geschwindigkeit in y-
Richtung ∂〈vy〉/∂t = −∂〈vxvy〉/∂x. Mit Hilfe des Ampèreschen Gesetzes lässt sich 〈vy〉,
das proportional zur Stromdichte in y-Richtung ist, durch die Magnetfeldstörung Bz

ausdrücken. Damit erhält man eine Di�erenzialgleichung ∂B2
z/∂t

2 = Ω2a2Bz mit einer
anwachsenden Lösung der Form Bz = eΓt, wobei Γ = ω2

p a/c die Wachstumsrate be-
schreibt. Somit wirkt also der durch die Magnetfeldstörung veränderte Impuls�uss auf
den Strom in y-Richtung dergestalt, dass das �uktuierende Magnetfeld verstärkt wird.

In diesen stark vereinfachten Überlegungen sind der E�ekt des zeitlich veränderlichen
Magnetfeldes (das damit ein elektrisches Feld induziert) sowie thermische Geschwindig-
keiten der Teilchen in x- und z-Richtung vernachlässigt. Berücksichtigt man dies in einer
Verteilungsfunktion der Form δ(v2

x − a2
1) δ
(
v2
y − a2

2

)
δ(v2

z − a2
1), so ergibt sich Instabilität

für den Fall a2 > a1. Mit Hilfe des Nyquist-Diagrammes lässt sich weiterhin nachweisen,
dass Instabilität nur für Wellenzahlen k < [(a2/a1)

2 − 1]1/2ωp/a möglich ist.

Anschaulich bedeutet dies also, dass sich durch das �uktuierende Magnetfeld Strom�la-
mente ausbilden, deren induziertes Magnetfeld die ursprünglichen Fluktuationen gerade
verstärkt. Durch die anziehende Kraft, die zwei parallel verlaufende Ströme aufeinan-
der ausüben (und die abstoÿende Kraft im antiparallelen Fall), �ieÿen im Folgenden
die kleinen Filamente zusammen. Letztendlich kommt es zu einer Sättigung der Insta-
bilität, wenn das sich ausbildende Magnetfeld so stark wird, dass die Bewegung der
Teilchen senkrecht zu diesem Magnetfeld unterdrückt wird. Eine genauere Analyse der
nichtlinearen Bereiche, in denen das Magnetfeld durch das Zusammen�ieÿen der ein-
zelnen Strom�lamente noch anwächst � wenn auch nicht mehr exponentiell � und der
Sättigungsmechanismen der Weibel-Instabilität �ndet sich z. B. in Kato37.

5.2 Kinetische Vlasov-Theorie

Den Ausgangspunkt für die folgenden Betrachtungen, die sich an Kapitel 2 aus der Di-
plomarbeit102 des Autors anlehnen, bildet wieder die relativistische Vlasov-Gleichung

∂fa
∂t

+ v · ∂fa
∂x

+ ṗ · ∂fa
∂p

= Sa(x,p, t). (5.3)

Im Unterschied zum Vorgehen in Abschnitt 2.2 wird nun eine Linearisierung der Vlasov-
Gleichung in der Phasenraum-Verteilungsfunktion fa = fa,0 + δfa vorgenommen, wobei
f0 eine Gleichgewichts-Verteilungsfunktion und δf � f0 eine kleine Störung beschreibt,
sowie in den elektrischen und magnetischen Feldern E und B � wobei aufgrund der hohen
Leitfähigkeit des interstellaren und intergalaktischen Mediums das elektrische Feld als
im Mittel verschwindend angenommen wird. Unter Berücksichtigung der Terme bis zur
ersten Ordnung führt dies auf

∂

∂t
δfa(x,p, t) + v · ∂

∂x
δfa(x,p, t) +

qa
c

[
v ×B0(x)

]
· ∂
∂p

δfa(x,p, t)

= − qa

[
δE(x, t) +

v × δB(x, t)

c

]
· ∂fa,0
∂p

. (5.4)
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5.2 Kinetische Vlasov-Theorie

Das weitere Vorgehen (für eine ausführliche Herleitung siehe Schlickeiser80, Kap. 8) sei
hier nur kurz skizziert. Zunächst führt man eine Fourier-Laplace-Transformation der Ver-
teilungsfunktion sowie der elektromagnetischen Felder durch, woraufhin die linearisierte
Vlasov-Gleichung die Form

(−iω + ik · v) fa,1(k,p, ω) = −qa
[
E1 +

v ×B1

c

]
· ∂fa,0
∂p

(5.5)

erhält, wobei fa,1, E1 und B1 die Fourier-Laplace-Darstellungen der Störungen in der
Verteilungsfunktion und in den Feldern bezeichnen.

Löst man Gleichung (5.5) nach fa,1 auf und setzt dies anschlieÿend in das verallgemei-
nerte Ohmsche Gesetz,

j1 =
∑
a

naqa

∫
d3p vfa,1 = σ̄ ·E1 (5.6)

ein, kann man den Leitfähigkeitstensor σ̄ explizit als Funktion der Hintergrund- bzw.
Gleichgewichts-Verteilungsfunktion f0 berechnen. Dies wurde ursprünglich von Trubni-
kov108 hergeleitet.

Das Ergebnis lautet (Schlickeiser80)

σrs(k‖, k⊥, ω) =
2π

i

∑
a

q2
ana

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥p⊥

∞∑
n=−∞

Trs
ω − k‖v‖ − nΩ′

a

, (5.7a)

mit

Trs =


n2J2

n(z)
z2

v⊥Ûfa,0
in Jn(z)J ′n(z)

z
v⊥Ûfa,0

nJ2
n(z)
z

v⊥Ŵfa,0

− inJn(z)J ′n(z)
z

v⊥Ûfa,0 J ′n(z)
2v⊥Ûfa,0 −iJn(z)J ′n(z)v⊥Ŵfa,0

nJ2
n(z)
z

v‖Ûfa,0 iJn(z)J
′
n(z) v‖Ûfa,0 J2

n(z) v‖Ŵfa,0

 (5.7b)

und den Di�erenzialoperatoren

Û =
∂

∂p⊥
+

k‖
γmaω

(
p⊥

∂

∂p‖
− p‖

∂

∂p⊥

)
(5.7c)

Ŵ =
∂

∂p‖
− nΩ′

a

ωp⊥

(
p⊥

∂

∂p‖
− p‖

∂

∂p⊥

)
. (5.7d)

Hier bezeichnet Ω′
a = Ωa/γ die relativistische Gyrofrequenz. Jn(z) bezeichnet die Bes-

selfunktion erster Art (s. Anhang C.1) der Ordnung n mit dem Argument z = k⊥v⊥/Ω
′
a,

und J ′n(z) ihre erste Ableitung nach z. Weiterhin wird für die Verteilungsfunktion vor-
ausgesetzt, dass sie unabhängig vom Azimuthwinkel in der Ebene senkrecht zum Hin-
tergrundmagnetfeld (also �gyrotrop�) sei; das bedeutet, die Verteilungsfunktion hat die
Form f = f(v2

⊥, v‖) und hängt somit nur von den Parallel- und Senkrechtkomponenten
des Geschwindigkeits- bzw. des Impulsvektors ab. Dabei gilt v = p/γm.
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Re(ω)=ω
r

Im(ω)=Γ

Abbildung 5.1: Die Landau-Kontur, für die der Integrationsweg unter die reelle Achse ver-
schoben wird, wobei er um die Polstellen herumgeführt werden muss. Die Integrationswege
hin zu den Polstellen und zurück heben sich dabei gegenseitig auf. Aus der Diplomarbeit102

des Autors.

Eine weitere Herleitung des relativistischen Leitfähigkeitstensors wurde in Beke�2 an-
gegeben und von Schlickeiser80 modi�ziert, um relativistische E�ekte wie etwa die relati-
vistische Gyrofrequenz in z korrekt zu berücksichtigen. Damit �el der zusätzliche Faktor
γ−1 in Trs weg, und im Nenner trat Ωa,0/γ anstatt Ωa,0 auf, wie es beides in Beke�2 der
Fall war (in den dortigen Gleichungen 7.14 und 7.15).

Die inverse Laplace-Transformation ist nun gegeben durch

E(k,p, t) =
1

2π

∫
L

dω Λ̄
−1 ·A(k, ω)e−iωt. (5.8)

Der Vektor A ist dabei nur von den anfänglichen Feldern zum Zeitpunkt 0 bestimmt:

An(k, ω) =
i

ω
En(k, 0)− ic

ω2
εnrs krBs(k, 0), (5.9)

wobei εnrs das Levi-Cività-Symbol (Permutationsoperator) bezeichnet.

Der Integrationsweg L entspricht der so genannten Landau-Kontur (siehe Abb. 5.1)
und ist um die Nullstellen der Determinante des Maxwell-Operators herumzuführen,
welcher durch

Λnj = N2 knkj
k2

+ δnj(1−N2) +
4πi

ω
σnj, (5.10)

de�niert ist. Damit lässt sich nun Folgendes zeigen (z. B. Schlickeiser80): Die Nullstellen
der Determinante des Maxwell-Operators aus Gl. (5.10) entsprechen allen Dispersionsre-
lationen ω(k), welche die erlaubten Wellenmoden beschreiben. Der Leitfähigkeitstensor
ist dabei durch Gleichung (5.7) gegeben.

Da wir in der Situation astrophysikalischer Plasmen im Allgemeinen nicht an Rand-
werte gebunden sind, nehmen wir den Wellenvektor k als reell an und erhalten damit
komplexe Lösungen ωm(k), für die wir die Notation

ωm = Re(ωm) + i · Im(ωm) ≡ ωr,m + iΓm (5.11)

68



5.3 Nichtrelativistische Dispersionsrelationen

einführen.

Für groÿe Zeiten, also t→∞, erhält man dann insgesamt für die Zeitabhängigkeit von
E(k, t) eine sinusoidale Oszillation mit exponentiellem Anwachsen (im Falle Γm > 0)
oder exponentiellem Abfallen (im Falle Γm < 0) � der sog. Landau-Dämpfung :

E(k, t) ∝
N∑
m=1

Resm · exp
[
−iωr,m(k)t+ Γm(k)t

]
. (5.12)

Dabei bezeichnet
Resm = i lim

ω→ωm(k)

[
ω − ωm(k)

]
E1(k, ω) (5.13)

das Residuum von E1(k, t) an der Stelle ωm(k).

Interessant sind vor allem die Lösungen Γ > 0, da dies anwachsenden Störungen und
somit instabilen Lösungen entspricht � dies werden wir später in den Kapiteln 6-8 noch
genauer untersuchen.

5.3 Nichtrelativistische Dispersionsrelationen

Im folgenden Kapitel werden wir Dispersionsrelationen für die Grenzfälle paralleler (k⊥ =
0) und senkrechter (k‖ = 0) Wellenausbreitung benötigen. Die Angaben �parallel� und
�senkrecht� beziehen sich dabei auf die durch das Hintergrundmagnetfeld B0 vorgegebe-
ne Richtung. In diesem Abschnitt werden wir daher andeuten, wie sich aus dem Maxwell-
Operator (5.10) zusammen mit dem Leitfähigkeitstensor aus Gl. (5.7) unter den genann-
ten Annahmen für die Geometrie der Wellenausbreitung relativ einfache Dispersionsglei-
chungen herleiten lassen.

5.3.1 Parallele Wellenausbreitung

Im Fall paralleler Wellenausbreitung gilt k⊥ = 0 und damit gleichzeitig z = 0. Für
die Besselfunktionen in Gl. (5.7) bedeutet dies Jn(0) = δn0, wobei δ das Kronecker-
Symbol bezeichnet. Damit kann man unmittelbar zeigen (siehe z. B. Stawicki100), dass
die Determinante des Maxwell-Operators in die Form

det Λ = D`D
+
t D

−
t (5.14)

gebracht werden kann, wobei

D` = 1 +
2π

ω

∑
a

ω2
p,a

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥
p⊥p‖

γ
(
ω − k‖v‖

) ∂fa
∂p‖

(5.15a)

die longitudinale und

D±
t = 1−N2 + π

∑
a

ω2
p,a

ω

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥
p2
⊥

γ
(
ω − k‖v‖

)
±Ωa

Ûfa (5.15b)

69



5 Kinetische Plasma-Instabilitäten

die beiden transversalen elektromagnetischen Moden bezeichnet. Der Di�erenzialoperator
Û ist dabei durch

Û = ω
∂

∂v⊥
+ k

(
v⊥

∂

∂v‖
− v‖

∂

∂v⊥

)
=
(
ω − kv‖

) ∂

∂v⊥
+ kv⊥

∂

∂v‖
(5.16)

gegeben; weiterhin bezeichnet Ωa die nichtrelativistische Gyrofrequenz.

Genauer gesagt werden durchD+
t undD−

t zirkular polarisierte elektromagnetische Wel-
len mit rechtshändiger (δEx/δEy = −i) und linkshändiger (δEx/δEy = +i) Polarisation
beschrieben (vergleiche z. B. Davidson16).

Im Falle nichtrelativistischer Temperaturen und Strömungsgeschwindigkeiten, also γ '
1, wobei γ = (1− v2/c2)

−1/2 den relativistischen Lorentz-Faktor bezeichnet, lassen sich
die Dispersionsrelationen noch weiter vereinfachen; zudem ist es zweckmäÿig, statt Im-
puls- wieder Geschwindigkeitskoordinaten zu verwenden. Dies führt auf die Dispersions-
relationen (6.5a) und (6.5b), mit denen wir in Abschnitt 6.2 das Verhalten einer Gegen-
strom-Verteilungsfunktion untersuchen werden.

5.3.2 Senkrechte Wellenausbreitung

Ist man stattdessen an Wellenausbreitung senkrecht zu B0 = B0êz interessiert, so ist
man aufgrund der gyrotropen Situation, d. h. dass die Hintergrund-Verteilungsfunktion f0

nicht vom Winkel um die z-Achse abhängt, frei darin, den Wellenvektor als in x-Richtung
liegend anzunehmen, also k = k⊥êx. Zusammen mit der Annahme eines verschwindenden
Teilchen�usses in z-Richtung � darauf werden wir in Abschnitt 6.4 noch genauer eingehen
� führt dies direkt auf Λxz = Λzx = Λyz = Λzy = 0 (siehe z. B. Davidson16). Der Maxwell-
Operator hat damit nun die Form

Λ =

Dx Λxy 0

Λyx Dy 0

0 0 Dz

 , (5.17)

wobei, wie wir noch zeigen werden, die Nicht-Diagonalelemente Λxy und Λyx unter be-
stimmten Bedingungen ebenfalls vernachlässigt werden können.

In Abschnitt 6.4 werden wir nun der Reihe nach die verschiedenen Dispersionsrelatio-
nen untersuchen, die sich aus der Determinante des Maxwell-Operators aus Gl. (5.17)
ergeben. Wir werden zeigen, dass diese von der Form Dz = 0 (die ordentliche Wellenmo-
de bzw. �ordinary-wave mode�), Dx = 0 (die Bernstein-Wellenmode), und Dy = 0 (die
auÿerordentliche elektromagnetische Wellenmode bzw. �extra-ordinary electromagnetic
wave mode�) sind. Die beiden letzteren sind dabei jedoch nur näherungsweise für den
Fall eines dichten bzw. dünnen Plasmas � letzteres dann in Verbindung mit hochfrequen-
ten Oszillationen � gültig.
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6 Magnetisierte

Gegenstrom-Plasmen

In diesem Kapitel wird die Instabilität von Maxwellschen Gegenstrom-Plasmen für die
beiden Fälle der Wellenausbreitung parallel und senkrecht zu einem homogenen Hin-
tergrundmagnetfeld untersucht. Dies ist eine Fortführung der bereits in Kapitel 4 der
Diplomarbeit102 des Autors behandelten nichtrelativistischen, unmagnetisierten Gegen-
strom-Plasmen.

6.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden mit Hilfe der in Abschnitt 5.3 des vorangegangenen Kapitels
hergeleiteten nichtrelativistischen Dispersionsrelationen Wachtums- und Dämpfungsra-
ten in Gegenstrom-Plasmen berechnet; untersucht wird dabei die Wellenausbreitung par-
allel und senkrecht zu einem räumlich homogenen, als in z-Richtung liegend angenom-
menen Hintergrundmagnetfeld B0 = B0êz. Aus mathematischen Gründen werden dabei
für die parallele und die senkrechte Wellenausbreitung gänzlich unterschiedliche Wege
gewählt, die sich in der Formulierung der Dispersionsrelationen mit Hilfe der Plasma-Di-
spersionsfunktion von Fried und Conte24 einerseits und der hypergeometrischen Funktion
2F2 andererseits (s. Anhang C.6) widerspiegeln.

Wir betrachten eine Verteilungsfunktion, die in x- und y-Richtung Maxwellsch ist, in
z-Richtung dagegen aus zwei gegenströmenden Maxwell-Verteilungen unterschiedlicher
Temperaturen und unterschiedlicher relativer Intensitäten besteht,

fa
(
v2
⊥, v‖

)
= Ce−v

2
⊥/w

2
⊥

[
ε e−(v‖−vr)2/w2

r + ε′ e−(v‖+v`)
2/w2

`

]
, (6.1)

wobei wir Polarkoordinaten verwendet haben gemäÿ

(vx, vy, vz) = (v⊥ cosφ, v⊥ sinφ, v‖). (6.2)

Diese Verteilungsfunktion ist gyrotrop, also nicht vom Azimuthwinkel φ abhängig. Der
Index a bezeichnet die Teilchensorte; wir werden ihn in den meisten Fällen jedoch der
Übersichtlichkeit halber nicht anschreiben. In Gl. (6.1) hängen im Allgemeinen sowohl
die Normierungskonstante C, die thermischen Geschwindigkeiten w‖ und w⊥ wie auch
die relativen Intensitäten ε und die Strömungsgeschwindigkeiten vr und v` von a ab.

Die thermischen Geschwindigkeiten sind durch

w⊥ =

√
2 kBT⊥
m⊥

(6.3a)
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Abbildung 6.1: Zwei Beispiele für die nichtrelativistische Maxwellsche Gegenstrom-Vertei-
lungsfunktion aus Gl. (6.1), von denen eine symmetrisch ist (Strichpunkt-Linie), während
die andere aus einer wärmeren und einer kälteren Komponente besteht. Die Gra�k zeigt

die Projektion der Verteilungsfunktion entlang der vz-Achse.

w`,r =

√
2 kBT`,r
m`,r

(6.3b)

gegeben.

Genau wie die Strömungsgeschwindigkeiten können die thermischen Geschwindigkeiten
der gegenströmenden Komponenten unterschiedlich sein; dabei muss jedoch die grund-
sätzliche Ladungsneutralität gewährleistet bleiben. Im Prinzip ist die Zusammenset-
zung der Strömungen aber beliebig � es ist nicht einmal notwendig, das Ruhesystem
der Strömungen zu verwenden. Ist eine der beiden Strömungsgeschwindigkeiten gleich
null, führt dies auf Bump-on-tail -Verteilungena und Strömungs-Instabilitäten. Falls bei-
de Strömungsgeschwindigkeiten verschwinden, liegt der spezielle Fall einer bi-Maxwell-
Verteilungsfunktion vor, welche auf die klassische Weibel-Instabilität führt. Da in diesem
Fall kein Gegenstrom mehr vorliegt, ist es zweckmäÿig, nur noch einen der Terme in der
eckigen Klammer in Gl. (6.1) zu behalten.

Wichtig ist es noch zu bemerken, dass die hier vorgestellte Untersuchung nur im nichtre-
lativistischen Bereich gültig ist � Strömungs- und thermische Geschwindigkeiten müssen
daher im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit klein sein.

Die Normierungskonstante C ergibt sich zu

C−1 = π3/2w2
⊥ (εwr + ε′w`) ≡ π3/2w2

⊥ŵ, (6.4)

wobei wir ŵ als die Summe der parallelen thermischen Geschwindigkeiten eingeführt ha-
ben, gewichtet mit den relativen Intensitäten der beiden Strömungskomponenten. Diese
relative Intensität der beiden gegenströmenden Komponenten ist durch den Faktor ε

asinngemäÿ: �Erhebung auf dem Ausläufer�, gemeint sind breite Verteilungen, die auf ihrem auslaufen-
den Ende eine Erhebung aufweisen, so dass dort lokal eine invertierte Verteilung vorliegt.
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Abbildung 6.2: Die Geometrie der untersuchten Situation, bei der Wellenausbreitung, Hin-
tergrundmagnetfeld und Gegenstrom alle parallel in z-Richtung angeordnet sind.

beschrieben, wobei wir aus Normierungsgründen ε ∈ [0, 1] annehmen und ε′ ≡ 1− ε de-
�nieren. Für beispielsweise ε = 1 gibt es also nur noch eine strömende Komponente; die
Dispersionsrelationen, die in diesem Kapitel hergeleitet werden, sind jedoch auch dann
noch immer gültig.

Die Verteilungsfunktion aus Gl. (6.1) ist in Abb. 6.1 dargestellt. Die durchgezoge-
ne Linie zeigt eine aus zwei Komponenten unterschiedlicher Temperatur, unterschiedli-
cher Strömungsgeschwindigkeiten und unterschiedlicher relativer Intensitäten bestehende
Verteilungsfunktion. Im Gegensatz dazu zeigt die Strichpunkt-Linie eine symmetrische
Verteilungsfunktion, in der alle genannten Werte jeweils gleich sind. Im Falle paralleler
Wellenausbreitung sind sowohl symmetrische als auch nicht-symmetrische Verteilungs-
funktionen gestattet; für senkrechte Wellenausbreitung (s. Abschnitt 6.4) ist dagegen im
Rahmen des hier beschriebenen Vorgehens nur der symmetrische Fall zulässig, da an-
sonsten die Herleitungen nicht in einer vergleichsweise einfachen Form erfolgen können.

6.2 Parallele Wellenausbreitung

In diesem Abschnitt betrachten wir parallele Wellenausbreitung in Bezug auf ein homo-
genes Hintergrundmagnetfeld B0 d. h. k ‖ B0 = B0êz. Gemäÿ unseres Ansatzes für die
Verteilungsfunktion liegt der Gegenstrom also in z-Richtung. Daher sind alle drei die
Geometrie des Systems bestimmenden Richtungen � Wellenausbreitung, Hintergrund-
magnetfeld und Gegenstrom � parallel; die Parallelität von Hintergrundmagnetfeld und
Gegenstrom ist gleichzeitig auch die wahrscheinlichste Geometrie, da die Teilchen bevor-
zugt entlang magnetischer Feldlinien strömen. Die Geometrie ist in Abb. 6.2 illustriert.

Für Wellenausbreitung parallel zum Hintergrundmagnetfeld haben wir die nichtrelati-
vistischen Dispersionsrelationen der longitudinalen und transversalen Moden bereits in
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Abschnitt 5.3 hergeleitet. Sie lauten

D`,∞ = 1 +
2π

ω

∑
a

ω2
p,a

∞∫
−∞

dv‖

∞∫
0

dv⊥
v⊥v‖

ω − kv‖

∂fa
∂v‖

= 0 (6.5a)

für die longitudinale Mode und für die beiden transversalen Moden:

D±
t,∞ = 1−N2 +

π

ω2

∑
a

ω2
p,a

∞∫
−∞

dv‖

∞∫
0

dv⊥
v2
⊥

ω − kv‖ ±Ωa

Ûfa = 0. (6.5b)

Dabei bezeichnet

Ωa =
qaB0

mac
(6.6)

die nichtrelativistische Gyrofrequenz und der Di�erenzialoperator Û ist durch

Û = ω
∂

∂v⊥
+ k

(
v⊥

∂

∂v‖
− v‖

∂

∂v⊥

)
=
(
ω − kv‖

) ∂

∂v⊥
+ kv⊥

∂

∂v‖
(6.7)

gegeben.

Darüber hinaus bezeichnet der Index ∞ den asymptotischen Fall c → ∞, den wir als
erfüllt voraussetzen.

Von Schaefer-Rol�s und Schlickeiser78 ist bereits für die Dispersionsrelationen einer bi-
Maxwellschen Verteilungsfunktion gezeigt worden, dass es im nichtrelativistischen Grenz-
fall keine signi�kanten Unterschiede zwischen kovarianten und nicht-kovarianten Rech-
nungen gibt. Daher beschränken wir unsere Rechnungen auf den Fall nicht-kovarianter
Dispersionsrelationen mit nichtrelativistischen Temperaturen und Strömungsgeschwin-
digkeiten.

Um die Dispersionsrelationen (6.5a) und (6.5b) berechnen zu können, benötigen wir
die partiellen Ableitungen der Verteilungsfunktion (6.1):

∂f

∂v‖
= −2C e−v

2
‖/w

2
‖

[
ε
v‖ − vr
w2
r

e−(v‖−vr)2/w2
r + ε′

v‖ + v`
w2
`

e−(v‖+v`)
2/w2

`

]
(6.8a)

∂f

∂v⊥
= −2C

v⊥
w2
⊥
e−v

2
⊥/w

2
⊥

[
ε e−(v‖−vr)2/w2

r + ε′ e−(v‖+v`)
2/w2

`

]
. (6.8b)

Mit diesen Voraussetzungen sind wir nun imstande, die Dispersionsrelationen auszu-
werten.

6.2.1 Die longitudinale Mode

Setzt man die Gleichungen (6.8a) und (6.8b) in die Dispersionsfunktion für die longitu-
dinale Mode aus Gl. (6.5a) ein, so ergibt sich

D`,∞ = 1− 4π

ω
C

∞∫
0

dv⊥ v⊥e
−v2⊥/w

2
⊥

∞∫
−∞

dv‖
v‖

ω − kv‖
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×
[
ε
v‖ − vr
w2
r

, e−(v‖−vr)2/w2
r + ε′

v‖ + v`
w2
`

e−(v‖+v`)
2/w2

`

]
(6.9)

Nach einer etwas länglichen, aber einfach durchzuführenden Rechnung erhält man die
folgende Form für die Dispersionsrelation

D±
`,∞ = 1−

∑
a

ω2
p,a

k2ŵ

[
ε

wr
Z ′
(
ω − vrk

kwr

)
+
ε′

w`
Z ′
(
ω + v`k

kw`

)]
= 0. (6.10)

In dieser Gleichung bezeichnet Z(f) die wohlbekannte Plasma-Dispersionsfunktion von
Fried und Conte24, welche de�niert ist durch

Z(f) =
1√
π

∞∫
−∞

dx
e−x

2

x− f
= 2i e−f

2

if∫
−∞

dx e−x
2

, (6.11)

wobei die erste Form nur im Falle Im(f) > 0 gültig ist. Die Ableitung der Z-Funktion
nach ihrem Argument ist gegeben durch

Z ′(f) = − 2√
π

∞∫
−∞

dx
xe−x

2

x− f
. (6.12)

Sind die thermischen Geschwindigkeiten der beiden gegenströmenden Komponenten
gleich, so reduziert sich Gl. (6.10) zu

D±
`,∞ = 1−

∑
a

ω2
p,a

k2w2
‖,a

[
εZ ′

(
ω − vrk

kw‖,a

)
+ ε′ Z ′

(
ω + v`k

kw‖,a

)]
= 0. (6.13)

Gleichung (6.13) ist bereits von Tautz und Schlickeiser103 hergeleitet worden, allerdings
nur für den Fall gleicher Strömungsgeschwindigkeiten, d. h. vr = v` ≡ v0.

6.2.2 Die transversalen Moden

Die Dispersionsrelationen der beiden transversalen Moden haben die Form

D±
t,∞ = 1−N2 + π

ω2
0

ω2

∞∫
−∞

dv‖

∞∫
0

dv⊥
v2
⊥

ω − kv‖ ±Ω
Ûf = 0, (6.14)

wobei wir die Summe über die Teilchensorten der Plasmafrequenz abgekürzt haben durch
ω2

0 ≡
∑

a ω
2
p,a und den Index a im Folgenden weglassen. Einige einfache Umformungen

der Dispersionsrelation führen auf

D±
t,∞ = 1−N2 + π

ω2
0

ω2
(kA + B) = 0, (6.15)
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wobei wir

A =

∞∫
0

dv⊥ v
3
⊥

∞∫
−∞

dv‖
ω − kv‖ ±Ω

∂f

∂v‖
(6.16)

B =

∞∫
0

dv⊥ v
2
⊥

∞∫
−∞

dv‖
ω − kv‖

ω − kv‖ ±Ω

∂f

∂v⊥
(6.17)

eingeführt haben.

Beide Integrale können mit Hilfe der Plasma-Dispersionsfunktion gelöst werden, und
wir erhalten damit für das erste Integral:

A = − 1

2π3/2k

w2
⊥
ŵ

[
ε

wr
Z ′(f±1 ) +

ε′

w`
Z ′(f±2 )

]
, (6.18)

mit

f±1 =
ω − kvr ±Ω

kwr
(6.19a)

f±2 =
ω + kv` ±Ω

kw`
. (6.19b)

Für das zweite Integral ergibt sich

B =
ε

π

wr
ŵ

[
1

2
Z ′(f±1 ) +

ω − kvr
kwr

Z(f±1 )

]
+
ε′

π

w`
ŵ

[
1

2
Z ′(f±2 ) +

ω + kv`
kw`

Z(f±2 )

]
. (6.20)

Verwenden wir die folgende Eigenschaft der Dispersionsfunktion,

1

2
Z ′(f) = −

[
fZ(f) + 1

]
, (6.21)

so lässt sich das Integral aus Gl. (6.20) umformen zu

B = − 1

πŵ

[
ŵ ± Ω

k

(
εZ(f1) + ε′ Z(f2)

)]
. (6.22)

Stellen wir nun alle Terme zusammen, so erhalten wir schlieÿlich für die beiden trans-
versalen Dispersionsrelationen

D±
t,∞ = 1− c2k2 + ω2

0

ω2
∓ ω2

0

ω2ŵ

Ω

k

[
εZ

(
ω − kvr ±Ω

kwr

)
+ ε′ Z

(
ω + kv` ±Ω

kw`

)]
− ω2

0

2ω2

w2
⊥
ŵ

[
ε

wr
Z ′
(
ω − kvr ±Ω

kwr

)
+
ε′

w`
Z ′
(
ω + kv` ±Ω

kw`

)]
= 0. (6.23)

Natürlich muss auch diese Gleichung über die Teilchensorten a summiert werden, was
hier zugunsten besseren Übersichtlichkeit weggelassen wurde. Das bedeutet, dass die volle
Dispersionsrelation geschrieben werden kann als

D±
t,∞ = 1−

c2k2 +
∑

a ω
2
p,a

ω2
+
∑
a

D
(
ω2
p,a, ε, wr, w`, w⊥, Ωa

)
= 0, (6.24)
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Abbildung 6.3: Die two-pole-Approximation der Plasma-Dispersionsfunktion. Die mit einem
Stern markierten Punkte bezeichnen Z(0) und Z ′(0).

wobei D durch den dritten und vierten Term in Gl. (6.23) gegeben ist.

Im Falle eines nicht vorhandenen Hintergrundmagnetfeldes, B0 = Ω = 0, verschwindet
der dritte Term in Gl. (6.23) komplett, und D±

t,∞ ergibt

D±
t,∞ = 1− c2k2 + ω2

0

ω2
− ω2

0

2ω2

w2
⊥
ŵ

[
ε

wr
Z ′
(
ω − kvr
kwr

)
+
ε′

w`
Z ′
(
ω + kv`
kw`

)]
= 0. (6.25)

Nehmen wir zusätzlich noch an, dass die thermischen Geschwindigkeiten der beiden
gegenströmenden Komponenten gleich seien, wr = w` ≡ w‖, so erhalten wir für die
Dispersionsrelation Dt,∞, wobei wir auch hier die Summation über a weglassen:

Dt,∞ = 1− c2k2 + ω2
0

ω2
− ω2

0

2ω2

w2
⊥
w2
‖

[
εZ ′

(
ω − kvr
kw‖

)
+ ε′ Z ′

(
ω + kv`
kw‖

)]
= 0. (6.26)

Setzen wir für die Strömungsgeschwindigkeiten wieder vr = v` = v0 voraus, so stimmt
dies mit dem Resultat von Tautz und Schlickeiser103 überein.

Andererseits ergibt sich für ein nicht-verschwindendes Hintergrundmagnetfeld unter der
Annahme isotroper Temperaturen (d. h. w‖ = w⊥), und einer Gegenstromgeschwindigkeit
v` = vr = v0 = 0, aus Gl. (6.23)

D±
t,∞ = 1−N2 − ω2

0

ω2

[
1 +

1

2
Z ′(f±)

]
∓ ω2

0

ω2

Ω

kw‖
Z(f±) (6.27a)

= 1−N2 +
ω2

0

ω

1

kw‖
Z(f±), (6.27b)

mit

f± =
ω ±Ω

kw‖
. (6.28)
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Abbildung 6.4: Realteil Reω(k), berechnet aus der Dispersionsrelation (6.30) für verschie-
dene Werte des Hintergrundmagnetfeldes.

Dies ist das Standard-Ergebnis der transversalen Moden im Falle paralleler Wellen-
ausbreitung in einem magnetisierten Plasma mit isotropen Temperaturen (siehe z. B.
Brambilla9).

6.3 Numerische Auswertung

In diesem Abschnitt werden wir aus der transversalen Dispersionsrelation, Gl. (6.23), für
konkrete Werte der Temperatur und der Strömungsgeschwindigkeit die Frequenz ω(k)
numerisch berechnen. Dafür normieren wir zunächst die thermischen Geschwindigkeiten
und die Strömungsgeschwindigkeiten auf die Lichtgeschwindigkeit (bezeichnet durch eine
Tilde), und de�nieren w2 = w2

⊥/w
2
‖ = T⊥/T‖. Weiterhin führen wir die dimensionslosen

Variablen ein

x =
ω

ω0

(6.29a)

κ =
ck

ω0

(6.29b)

f =
Ω

ω0

, (6.29c)

mit deren Hilfe wir die Dispersionsrelation (6.23) ausdrücken können als

x2 = 1 + κ2 ± f
w̃‖κ

[
εZ(f1) + ε′Z(f2)

]
+
w2

2

[
εZ ′(f1) + ε′Z ′(f2)

]
, (6.30)

wobei nun f±1,2 gegeben sind durch

f±1 =
x− κṽ0 ± f

κw̃‖
(6.31a)
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Abbildung 6.5: Imaginärteil Imω(k), berechnet aus der Dispersionsrelation(6.30) für ver-
schiedene Werte des Hintergrundmagnetfeldes.

f±2 =
x+ κṽ0 ± f

κw̃‖
. (6.31b)

Zur Vereinfachung nehmen wir für die beiden gegenströmenden Komponenten gleiche
relative Intensitäten (ε = 1

2
) und gleiche thermische Geschwindigkeiten (v0 = 0,1 c) an.

Im Allgemeinen ist man daran interessiert, die reellen und imaginären Lösungen der
Dispersionsrelation getrennt zu �nden, da diese Oszillationsfrequenzen (reelle Lösung)
sowie Wachstums- bzw. Dämpfungsraten (imaginäre Lösungen) beschreiben. Jedoch lie-
fert die Plasma-Dispersionsfunktion für reelle (d. h. x rein reell) und komplexe (d. h. x
rein imaginär) Argumente Werte mit nicht-verschwindendem Imaginärteil. Daher muss
man die Dispersionsrelation als implizite Gleichung für die normierte komplexe Frequenz
x(κ) ∈ C lösen und anschlieÿend Real- und Imaginärteil betrachten. Abb. 6.3 zeigt die
Plasma-Dispersionsfunktion und ihre Ableitung für reelle Argumente; beide nähern wir
durch die verbesserte two-pole-Approximation von Martín und González53, die durch

Z(f) =
b

a− f
− b∗

a∗ + f
(6.32)

gegeben ist, mit

a =

√
23π − 32− 4π2

2 (4− π)
− i

√
π

2 (4− π)
' 0,5138− 1,0324 i (6.33a)

b =
1

2
+ i

2π − 5

2

√
π

23π − 32− 4π2
' 0,5 + 1,2891 i. (6.33b)

Die resultierenden Real- und Imaginärteile von x(κ) sind in den Abbildungen 6.4
und 6.5 gezeigt. Der Realteil beschreibt dabei die Wellenfrequenz, während der Ima-
ginärteil der Frequenz die jeweiligen Wachstums- und Dämpfungsraten bezeichnet.
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Abbildung 6.6: Real- und Imaginärteil der Dispersionsrelation ω(k), berechnet mit einer
Zweistrom-Verteilungsfunktion mit Driftgeschwindigkeit v0 = 0,1 c. Dies stellt die klassi-

sche magnetohydrodynamische �Zweistrom-Instabilität� dar.

Wie man aus Abb. 6.4 ersehen kann, erzeugt die mit einer Gegenstrom-Verteilungs-
funktion berechnete Dispersionsrelation hochfrequente elektromagnetische Plasmawellen,
in Übereinstimmung mit den Ergebnissen aus PIC-Simulationen von Saito und Sakai75.

Zum Vergleich zeigt Abb. 6.6 die Frequenz und Wachstumsrate eines Systems zweier
kalter Plasmaströme, berechnet aus der MHD-Dispersionsrelation (vgl. auch Liu48)

1− (x+ κṽ0)
−2 − (x− κṽ0)

−2 = 0, (6.34)

welche zwei imaginäre Lösungen besitzt, falls κ <
√

2/ṽ0. Der direkte Vergleich der
Abbildungen 6.4 und 6.6 ist jedoch nicht möglich, da Gl. (6.34) aus einem eindimensio-
nalen Problem resultiert, wohingegen unsere Dispersionsrelation (6.30) dreidimensional
ist und Weibel-ähnliche stabilisierende E�ekte mit einschlieÿt (siehe z. B. Humphries33,
Kap. 14).

6.4 Senkrechte Wellenausbreitung

Um die einfache Form des Maxwell-Operators aus Gl. (5.17) in Abschnitt 5.3.2 und
somit die drei relativ einfachen Dispersionsrelationen zu erhalten, handeln wir uns die
Forderung ein, dass der mittlere Teilchen�uss in z-Richtung verschwinden muss:

∞∫
−∞

dv‖ v‖fa
(
v‖, v

2
⊥
) !

= 0. (6.35)

Aufgrund der einschränkenden Bedingung (6.35) müssen die relativen Intensitäten so-
wie die thermischen Geschwindigkeiten und die Strömungsgeschwindigkeiten der beiden
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gegenströmenden Komponenten gleich sein. Die Gegenstrom-Verteilungsfunktion hat da-
mit die Form

fa
(
v2
⊥, v‖

)
= Ce−v

2
⊥/w

2
⊥,a

[
e−(v‖−v0)2/w2

‖,a + e−(v‖+v0)2/w2
⊥,a

]
, (6.36)

mit der Normierungskonstante

C =
(
2π3/2w2

⊥,aw‖,a
)−1

. (6.37)

Zur späteren Verwendung führen wir noch die beiden Abkürzungen ein

f‖ = e−(v‖−v0)2/w2
‖ + e−(v‖+v0)2/w2

‖ , (6.38a)

f⊥ = e−v
2
⊥/w

2
⊥ . (6.38b)

Obwohl die Verteilungsfunktion (6.36) im Vergleich zu Gl. (6.1) aus dem Abschnitt 6.2
weit weniger allgemein ist, so ist diese Einschränkung dennoch unausweichlich, da die
Rechnungen sonst in einer relativ einfachen Form nicht durchführbar wäre.

In den folgenden Abschnitten werden wir der Reihe nach die drei Dispersionsrelationen
berechnen, die sich für senkrechte Wellenausbreitung unter gewissen Voraussetzungen
aufstellen lassen.

6.4.1 Dispersionsrelation der gewöhnlichen Wellenmode

Die Dispersionsrelation der gewöhnlichen Wellenmode ist die einzige, die für die Unter-
suchung von Gegenstrom-Plasmen von Bedeutung ist. Wie wir noch zeigen werden, sind
die beiden anderen Wellenmoden von der Anwesenheit sowohl des Gegenstroms wie auch
einer Temperatur-Anisotropie nicht beein�usst.

Die Dispersionsrelation der gewöhnlichen Wellenmode, Dz = 0, ist gegeben durch (s.
Davidson16):

Dz = 1−
c2k2 +

∑
a ω

2
p,a

ω2
+
∑
a

ω2
p,a

ω2

∞∑
n=−∞

∫
d3v

nΩaJ
2
n(za)

ω − nΩa

v2
‖

v⊥

∂fa
∂v⊥

= 0, (6.39)

wobei

za =
k⊥v⊥
Ωa

(6.40)

und Jn(z) die Besselfunktion erster Art der Ordnung n bezeichnen (s. Anhang C.1). Die
Polarisation dieser Wellenmode ist transversal, da k = k⊥êx und δE = δEz êz. Dies ist
der Grund dafür, dass diese Wellenmode den Gegenstrom �bemerkt� � da Gegenstrom
und das Hintergrund-Magnetfeld in z-Richtung liegen, gemeinsam mit den elektrischen
Fluktuationen der Welle. Die Geometrie dieser Wellenmode ist in Abb. 6.7 veranschau-
licht.

Bezüglich der unendlichen Reihe verwenden wir (s. beispielsweise Lerche45, 47)

∞∑
n=−∞

nJ2
n(z)

n− α
= 1 + αS(α, z), (6.41)
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Abbildung 6.7: Die Geometrie der gewöhnlichen Wellenmode, wobei die Welle in x-Rich-
tung propagiert, während Hintergrundmagnetfeld, Gegenstrom und die Fluktuationen des

elektrischen Feldes alle in z-Richtung liegen.

wobei wir α = ω/Ωa eingeführt haben sowie

S(α, z) = − π

sin(πz)
J−α(z)Jα(z). (6.42)

Die Vereinfachung dieses Ausdruckes, das Abkürzung der Summe über die Plasma-
frequenzen gemäÿ ω2

0 =
∑

a ω
2
p,a sowie die Verwendung von Zylinderkoordinaten führen

auf

Dz = 1− Ñ2 − ω2
0

ω2

∫
d3v

[
1 + αS(α, z)

] v2
‖

v⊥

∂f

∂v⊥
, (6.43)

wobei der Index a unterdrückt wurde, und worin

Ñ2 =
c2k2 +

∑
a ω

2
p,a

ω2
. (6.44)

einen modi�zierten Brechungsindex bezeichnet. Setzen wir die Gegenstrom-Verteilungs-
funktion aus Gl. (6.36) ein, so erhalten wir mit ξa = w⊥,ak⊥/Ωa:

Dz = 1− Ñ2 − 2πC
ω2

0

ω2

∞∫
−∞

dv‖ v
2
‖f‖

∞∫
0

dv⊥
[
1 + αS(α, z)

] ∂f⊥
∂v⊥

(6.45a)

= 1− Ñ2 +
ω2

0

ω2

w2
‖ + 2v2

0

w2
⊥

[
1 +

2α

ξ2

∞∫
0

dz z e−z
2/ξ2S(α, z)

]
. (6.45b)

Das verbleibende Integral (siehe z. B. Gradshteyn und Ryzhik28) führt auf die regulari-
sierte hypergeometrische Funktion 2F2 (Gl. C.48 in Anhang C.6), und damit ergibt sich
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die Dispersionsrelation Dz = 0 schlieÿlich als

Dz = 1− Ñ2 +
∑
a

ω2
p,a

ω2

w2
‖,a + 2v2

0

w2
⊥,a

[
1− F̂a(1)

]
= 0. (6.46)

Dabei haben wir die Abkürzung eingeführt

F̂a(n) = 2F2

(
1

2
, n; 1 + αa, 1− αa;−ξ2

a

)
, n ∈ N, (6.47)

wobei n eine natürliche Zahl ist. Dieser geschlossene Ausdruck für die Dispersionsrelation
der gewöhnlichen Wellenmode ist das erste Hauptergebnis dieses Kapitels.

Verwenden wir die Taylor-Entwicklung der hypergeometrischen Funktion, die durch
Gl. (C.49) gegeben ist, für kleine Argumente

ξ =
k⊥w⊥
Ω

� 1,

was dem Fall entspricht, dass die thermische Geschwindigkeit w⊥ und/oder die Wellen-
zahl k⊥ sehr viel kleiner als die Gyrofrequenz Ω ist, so ergibt sich für die Dispersionsre-
lation näherungsweise

c2k2
⊥

ω2
' 1− ω2

0

ω2
− ω2

0

ω2

k2
⊥
(
w2
‖ + 2v2

0

)
4 (ω2 −Ω2)

, (6.48)

wobei wir zur besseren Übersichtlichkeit die Summation über die Teilchensorten a weg-
gelassen haben. Gl. (6.48) kann leicht nach ω aufgelöst werden und ergibt damit

2ω2 ' c2k2
⊥ +

(
ω2

0 +Ω2
)
±
√

[c2k2
⊥ + (ω2

0 −Ω2)]
2
+ ω2

0k
2
⊥
(
w2
‖ + 2v2

0

)
. (6.49)

Dies entspricht der klassischen Weibel-Mode113. In einem Plasma mit zwei kalten Plas-
maströmungen, was durch die Verteilungsfunktion

fc(v⊥, v‖) ∝
δ(v⊥)

2πv⊥

[
δ
(
v‖ − v0

)
+ δ
(
v‖ + v0

)]
(6.50)

beschrieben wird, hat die Weibel-Mode die Form

c2k2
⊥

ω2
= 1−

2ω2
p

ω2
−

2ω2
pk

2
⊥v

2
0

ω2 (ω2 −Ω2)
. (6.51)

Da sich die senkrechte thermische Geschwindigkeit herausgekürzt hat, ist Gl. (6.49)
jedoch nur so lange eine gute Näherung, wie die Temperatur-Anisotropie für die Unter-
suchung nicht von Bedeutung ist.

Unter dieser Einschränkung sind rein imaginäre Lösungen (d. h. mit ω = iΓ ) von
Gleichung (6.49) möglich, fallsb

c2k2
⊥ +

(
ω2

0 +Ω2
)

�
√

[c2k2 + (ω2
0 −Ω2)]

2
+ ω2

0k
2
(
w2
‖ + 2v2

0

)
, (6.52a)

bDie Zeichen � und � bedeuten, dass es sich um strikte Ungleichungen handelt, die jedoch nur nähe-
rungsweise gültig sind.
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was gleichbedeutend ist mit

v2
0 �

1

2k2
⊥ω

2
0

[
4
(
c2k2

⊥ + ω2
0

)
− ω2

0k
2
⊥w

2
‖
]

(6.52b)

beziehungsweise

k2
⊥ �

4ω2
0Ω

2

ω2
0

(
w2
‖ + 2v2

0

)
− 4c2

. (6.52c)

Diese Bedingungen an v0 bzw. k⊥ müssen erfüllt werden, damit die Existenz von ape-
riodischen Fluktuationen möglich ist.

6.4.2 Bernstein-Wellen

Im Falle eines groÿen senkrechten Brechungsindex',

c2k2
⊥

|ω2|
� 1 (6.53)

kann man leicht zeigen, dass

Dx = 1 +
∑
a

ω2
p,a

ω

∞∑
n=−∞

∫
d3v v⊥

n2

z2
a

J2
n(za)

ω − nΩa

∂fa
∂v⊥

= 0 (6.54)

eine gute Näherung der Dispersionsrelation DxDy − ΛxyΛyx = 0 darstellt, da |Dy| � 1
gilt. Verwenden wir

∞∑
n=−∞

nJ2
n(z) = 0,

so sehen wir, dass die Dispersionsrelation ausgedrückt werden kann durch

Dx = 1 +
ω2

0

k2
⊥

∞∑
n=−∞

∫
d3v

nΩ

v⊥

J2
n(z)

ω − nΩ

∂f

∂v⊥
= 0. (6.55)

Für diese Wellenmode gilt δEy ' 0. Daher ist die Welle vorzugsweise longitudinal, da
der Vektor des �uktuierenden elektrischen Feldes, δE = δEx êx, die gleiche Ausrichtung
hat wie der Wellenvektor k = k⊥êx (vgl. Davidson16).

Daher ergibt sich � nach kurzer Rechnung � eine ähnliche Gleichung wie für Dz:

Dx = 1− ω2
0

k2
⊥

∫
d3v

[
1 + αS(α, z)

] 1

v⊥

∂f

∂v⊥
= 0, (6.56)

woraus folgt

Dx = 1 +
∑
a

2ω2
p,a

k2
⊥w

2
⊥,a

[
1− F̂a(1)

]
= 0. (6.57)

Man beachte, dass die Dispersionsrelation Dx = 0 von der Anwesenheit eines Gegen-
stroms und vom Wert der parallelen thermischen Geschwindigkeit nicht beein�usst wird.
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Weiterhin hängt Dx nur schwach von der Wellenzahl k⊥ ab. Dies wird deutlich, wenn
man die Taylor-Entwicklung der hypergeometrischen Funktion für kleine w⊥, die durch
Gl. (C.49) gegeben ist, anwendet. In diesem Fall lässt sich die Dispersionsrelation annä-
hern durch

Dx ' 1 +
ω2

0

Ω2 (1 + ω/Ω) (1− ω/Ω)
= 0, (6.58)

woraus sich ergibt
ω2 '

∑
a

Ω2
a + ω2

p,a, (6.59)

auch bekannt als die obere Hybrid-Resonanz (siehe z. B. Abschnitt 9.2.4 in Schlickeiser80).

6.4.3 Die auÿerordentliche EM-Mode

In diesem Abschnitt gehen wir von einem sehr dünnen Plasma aus, was dem Grenzfall

ω2
p,e

c2k2
⊥
� 1 (6.60)

entspricht, und betrachten hochfrequente Störungen, was bedeutet, dass

|ω2|
c2k2

⊥
∝ 1 (6.61)

von der Gröÿenordnung Eins ist; die Frequenz der betrachteten Wellen liegt also weit
oberhalb der Elektronen-Plasmafrequenz. In diesem Fall kann man zeigen, dass ΛxyΛyx
nur einen kleinen Beitrag im Vergleich zu DxDy liefert (vgl. Davidson16). Daher erhält
man zwei Wellenmoden, wobei die eine, Dx = 0, wieder auf die in Abschnitt 6.4.2 be-
trachteten Bernstein-Wellen führt, und die andere durch die Dispersionsrelation Dy = 0
beschrieben wird, mit

Dy = 1−N2 +
∑
a

ω2
p,a

ω2

∞∑
n=−∞

∫
d3v v⊥

J ′n
2(za)

ω − nΩa

∂fa
∂v⊥

. (6.62)

Verwenden wir wieder die Abkürzung ω2
0 für die Summe über die Quadrate der Plas-

mafrequenzen und ordnen die Summation um, so ergibt sich

Dy = 1−N2 − ω2
0

Ωω2

∫
d3v v⊥

∂f

∂v⊥

∞∑
n=−∞

J ′n
2(z)

n− α
. (6.63)

Dies beschreibt die elektromagnetischen Wellen der auÿerordentlichen Mode. Da δE =
δEy êy senkrecht zum Wellenvektor liegt, sind diese transversal polarisiert.

Dieses Mal erhalten wir für die unendliche Reihe (s. Lerche45, 47)

∞∑
n=−∞

J ′n
2(z)

n− α
=

1

2

∂2S(α, z)

∂z2
+

1

2z

∂S(α, z)

∂z
+

(
1− α2

z2

)
S(α, z)− α

z2
. (6.64)
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Daher ergibt sich für die Dispersionsfunktion Dy

Dy = 1−N2 − 2πC
ω2

0

Ωω2

∞∫
−∞

dv‖ f‖

∞∫
0

dv⊥ v
2
⊥
∂f⊥
∂v⊥

×
[
1

2

∂2S

∂z2
+

1

2z

∂S

∂z
+

(
1− α2

z2

)
S − α

z2

] (6.65a)

= 1−N2 − 2Ω

k2
⊥w

2
⊥

ω2
0

ω2

∞∫
0

dz z2 ∂f⊥
∂z

[
− α

z2
− α2

z2
S + S +

1

2z

∂S

∂z
+

1

2

∂2S

∂z2

]
, (6.65b)

wobei jetzt
f⊥(z) = e−z

2/ξ2 . (6.66)

Wir werden nun nacheinander die Integrale berechnen, die sich durch Auflösen der
eckigen Klammern in Gleichung (6.65b) ergeben. Die ersten beiden Integrale sind trivial;
die nächsten beiden, in denen der Ausdruck S(α, z) auftritt, können gemäÿ Gl. (C.48)
gelöst werden und ergeben

−α2

∞∫
0

dz
∂f⊥
∂z

S(α, z) = −αF̂ (1) (6.67a)

∞∫
0

dz z2 ∂f⊥
∂z

S(α, z) =
ξ2

α
F̂ (2). (6.67b)

Für das vierte Integral verwenden wir

1

2

∞∫
0

dz

(
z
∂f⊥
∂z

)
∂S

∂z

p. I.
= −1

2

∞∫
0

dz

(
∂f⊥
∂z

+ z
∂2f⊥
∂z2

)
S(α, z) (6.67c)

=
1

α

[
F̂ (2)− 1

2
F̂ (1)

]
. (6.67d)

Das letzte Integral erfordert wiederholte partielle Integrationen

1

2

∞∫
0

dz

(
z2 ∂f⊥

∂z

)
∂2S

∂z2
=

1

2

∞∫
0

dz

(
2
∂f⊥
∂z

+ 4z
∂2f⊥
∂z2

+ z2 ∂
3f⊥
∂z3

)
S(α, z) (6.67e)

= − 1

α

[
4F̂ (3) + 4F̂ (2) + F̂ (1)

]
. (6.67f)

Stellen wir alle Terme zusammen, so erhalten wir schlieÿlich für die Dispersionsrelation
Dy = 0 der auÿerordentlichen elektromagnetischen Wellenmode:

Dy = 1−N2 +
∑
a

2ω2
p,a

ξ2
aω

2

[
4F̂a(3)−

(
5 + ξ2

a

)
F̂a(2) +

(
3

2
+ α2

a

)
F̂a(1) + α2

a

]
= 0. (6.68)
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Abbildung 6.8: Die hypergeometrische Funktion 2F2

(
1
2 , 1; 1 + α, 1− α;−ξ2

)
, dargestellt für

ξ ∈ [0,5; 7] und α ∈ [3; 5,5].

Zu beachten ist, dass Dy ebenso wie schon die Dispersionsrelation der Bernstein-Wel-
len vom Vorhandensein sowohl des Gegenstroms als auch einer Anisotropie zwischen
paralleler und senkrechter thermischer Geschwindigkeit nicht beein�usst wird.

6.5 Numerische Auswertung

In diesem Abschnitt werden wir numerisch die Wellenzahlabhängigkeit der Frequenz ge-
mäÿ den drei Dispersionsrelationen auswerten, die wir in den vorangegangenen Abschnit-
ten berechnet haben. Um mit dimensionslosen Variablen arbeiten zu können, normieren
wir zunächst wieder alle thermischen Geschwindigkeiten und Strömungsgeschwindigkei-
ten auf die Lichtgeschwindigkeit und bezeichnen dies mit einer Tilde. Ebenfalls führen
wir wieder ein:

x =
ω

ω0

(6.69a)

κ =
ck

ω0

(6.69b)

f =
Ω

ω0

. (6.69c)

Um die numerischen Berechnungen einfach zu halten, nehmen wir durchgehend die
Existenz eines aus Elektronen und Positronen bestehenden Paarplasmas an (um die La-
dungsneutralität zu gewährleisten), wie es etwa in Jets von astrophysikalischen Objekten
diskutiert wird. Es gilt daher ω0 =

√
2ωp,e.
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Abbildung 6.9: Die relative Abweichung der von Bornatici und Lee7 zur Berechnung der
Wachstumsraten verwendeten Näherung aus Gl. (6.71) zum exakten Ergebnis. Die weiteren

Parameter sind Ω = 1,021 und Γ = 0,8.

Die hypergeometrische Funktion 2F2

(
1
2
, 1; 1 + α, 1− α;−ξ2

)
ist für variierende ξ und

α in Abb. 6.8 dargestellt.

6.5.1 Die gewöhnliche Wellenmode

Sowohl Bornatici und Lee7 (von hier an mit BL abgekürzt) als auch Lee und Armstrong43

haben die Stabilitätseigenschaften der Dispersionsrelation für die gewöhnliche Wellen-
mode für eine Reihe von Temperaturbereichen und Werten der Strömungsgeschwindig-
keit studiert. Weiterhin wurden relativistische E�ekte z. B. von Lakhina und Buti42 un-
tersucht. Die in den beiden zuerst genannten Arbeiten verwendete Dispersionsrelation
stimmt mit unserer Gleichung (6.46) überein, falls

∞∑
n=−∞

In(z)

α2 − n2
=
ez

α2 2F2

(
1

2
, 1; 1 + α, 1− α;−2z

)
, (6.70)

gilt. Dies wird in Anhang B.1 bewiesen.

Die numerische Auswertung der Dispersionsrelation der gewöhnlichen Wellenmode, wie
sie von BL durchgeführt wurde, beinhaltete als wesentliche Näherung

1 + λ
∞∑

n=−∞
n6=0

In(µ) e−µ

(nΩ)2 + Γ 2
' 2λ

I1(µ) e−µ

Ω2 + Γ 2
. (6.71)

Diese war notwendig, um einen einfachen analytischen Ausdruck für die Wachstums-
rate Γ zu erhalten, wobei In die modi�zierten Besselfunktionen der Ordnung n be-
zeichnet (s. Anhang C.1). Die Näherung ist jedoch nur so lange akzeptabel, wie λ =
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Abbildung 6.10: Realteil ωr(k), berechnet aus der Dispersionsrelation Gl. (6.72).

ω2
p

(
1 + 2v2

0/w
2
‖
)
T‖/T⊥ � 1 zusammen mit µ � 1 erfüllt ist; in Abb. 6.9 ist die relative

Abweichung als Funktion von µ dargestellt. Im Gegensatz dazu verwenden wir in diesem
Kapitel das exakte Resultat, ausgedrückt durch die hypergeometrische Funktion 2F2 (s.
Anhang B.1).

Verwenden wir die in den Gleichungen (6.69) de�nierten dimensionslosen Variablen,
können wir die Dispersionsrelation (6.46) ausdrücken durch

x2 = 1 + k2 −
w̃2
‖ + 2v2

0

w̃2
⊥

[
1− 2F2

(
1

2
, 1; 1 +

x

f
, 1− x

f
;−
(
κw̃⊥
f

)2
)]

. (6.72)

Der Realteil der Frequenz ist in Abb. 6.10 dargestellt, wobei wir für die Gyrofrequenz
Ω = 1,021ω0 annehmen.

T⊥/T‖ β‖ v2
0/w

2
‖ Γmax/Ω bei µmax ∆Γmax/Ω |∆Γ/Γ |max bei µmax

0,5 2 2 1,0248 0,866 0,1376 14,5% 1,438

0,8 2 2 0,7891 1,007 0,0747 10,2% 1,388

1,0 2 2 0,6529 1,074 0,0506 8,3% 1,5

1,2 2 2 0,5219 1,26 0,034 7% 1,503

0,8 1 3 0,69 0,709 0,0694 5,5% 0,212

0,8 1 5 1,2348 0,837 0,2501 21,5% 1,397

Tabelle 6.1: Maximale Wachstumsraten und Unterschiede zu BL
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Abbildung 6.11: Die Wachstumsrate Γ (k), berechnet aus der Dispersionsrelation (6.76)
(durchgezogene Linie für T⊥/T‖ = 0,5, Strichpunkt-Linie für T⊥/T‖ = 1) und das Ergebnis
aus Gl. (15) von BL (gestrichelte Linie für T⊥/T‖ = 0,5, Punktlinie für T⊥/T‖ = 0,5).

Um in der Lage zu sein, die aus der Dispersionsrelation der gewöhnlichen Wellenmode
berechneten Wachstumsraten mit den Ergebnissen von BL zu vergleichen, transformieren
wir zunächst noch unsere Dispersionsgleichung auf die in der Arbeit von BL verwendeten
Variablen. Sie nimmt damit die Form an

α

β‖
y2 = 1 +

2

β‖

T‖
T⊥

µ−
T‖
T⊥

(
1 + 2

v2
0

w2
‖

)[
1− 2F2

(
1

2
, 1; 1 + y, 1− y,−2µ

)]
, (6.73)

wobei

y =
ω2

Ω2
, (6.74a)

µ =
1

2

(
k⊥w⊥
Ω

)2

, (6.74b)

β‖ =
w2
‖ω

2
0

c2Ω2
(6.74c)

und

α = w̃2
‖ =

w2
‖

c2
. (6.74d)

Der Parameter α war in der Dispersionsrelation von BL nicht enthalten und musste
daher separat gewählt werden. Wir nehmen α = 0,01 an, was einem Wert von w‖ = 0,1 c

entspricht. Dessen ungeachtet sind die Änderungen der Wachstumsrate jedoch minimal
� so beläuft sich die durchschnittliche Di�erenz zur Wachstumsrate für etwa α = 10−6
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Abbildung 6.12: Die Wachstumsrate Γ (k), berechnet aus der Dispersionsrelation (6.76)
(durchgezogene Linie für v2

0/w2
‖ = 3, Strichpunkt-Linie für v2

0/w2
‖ = 5) und das Ergebnis

aus Gl. (15) von BL (gestrichelte Linie für v2
0/w2

‖ = 3, Punktlinie für v2
0/w2

‖ = 5).

auf lediglich 10−4. Die Werte sowohl für β‖ als auch für v2
0/w

2
‖ sind genau wie in BL

gewählt. Alle so bestimmten Wachstumsraten, die maximalen Abweichungen zu BL wie
auch die jeweiligen Werte für µmax, bei denen die gröÿten Abweichungen auftreten, sind
in Tabelle 6.1 zusammengefasst.

Die sich ergebende Wachstumsrate Γ (k), diesmal normiert auf die Gyrofrequenz Ω,
ist in Abb. 6.11 dargestellt, zusammen mit den Ergebnissen aus Gl. (15) von BL: beide
sowohl für T⊥/T‖ = 0,5 als auch für isotrope Temperaturen, also T⊥ = T‖. Die anderen
Parameter haben die Werte β‖ = 2 und v2

0/w
2
‖ = 2.

Wie man aus Abbildung 6.11 klar ersehen kann, stimmt das qualitative Verhalten aus
unserer Analyse sehr gut mit dem von BL überein; insbesondere Anfang und Ende des
Wellenzahlbereiches, in dem Instabilität möglich ist, sind identisch. Jedoch gibt es deutli-
che quantitative Unterschiede von durchschnittlich 11%. Unsere maximalen Wachstums-
raten sind somit deutlich kleiner als die von BL. Der zusätzliche Parameter α kann diese
Abweichung nicht erklären, da die Wachstumsraten nur sehr schwach vom Absolutwert
der parallelen thermischen Geschwindigkeit abhängen. Daher müssen die Unterschiede
in den Näherungen von BL begründet sein, wohingegen wir die exakte Gleichung gelöst
haben.

In Abb. 6.12 sind die Wachstumsraten für verschiedene Werte der Gegenstromgeschwin-
digkeit gezeigt. O�ensichtlich werden die Abweichungen umso gröÿer, je höher die Strö-
mungsgeschwindigkeit und damit auch die Wachstumsrate ist. Innerhalb des Bereiches
der von uns betrachteten Werte ist die Abweichung für v2

0/w
2
‖ = 5 maximal, mit einem

mittleren Wert von 16,1% und einem Maximum von 21,5%. In Abb. 6.11 haben wir
dagegen T⊥/T‖ = 0,5 und β‖ = 1 verwendet.
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Abbildung 6.13: Realteil ωr(k) für die Dispersionsrelation der Bernstein-Mode.

Für isotrope Temperaturen, also T⊥ = T‖, sind die sich ergebenden Wachstumsraten
ebenfalls in Abb. 6.12 dargestellt. Die relativen Abweichungen zwischen unserer Rech-
nung und der von BL betragen im Mittel 7%.

6.5.2 Bernstein-Wellen

Die Dispersionsfunktion für die Bernstein-Wellenmode, Dx, kann ausgedrückt werden
durch

Dx = 1 +
4

κ2w̃2
⊥

[
1− 2F2

(
1

2
, 1; 1 +

x

f
, 1− x

f
;−
(
κw̃⊥
f

)2
)]

. (6.75)

Wie wir bereits im Abschnitt 6.4.2 gezeigt haben, hängt in dieser Dispersionsgleichung
die Frequenz ω nur sehr schwach von der Wellenzahl k⊥ ab. Die exakte (numerisch be-
rechnete) Abhängigkeit ist in Abb. 6.13 dargestellt.

6.5.3 Die auÿerordentliche EM-Mode

Verwenden wir die dimensionslosen Variablen, die wir in den Gleichungen (6.69) de�niert
haben, so lässt sich die Dispersionsrelation der auÿergewöhnlichen elektromagnetischen
Wellenmode, Gl. (6.68), schreiben als

x2 = κ2 − 2f2

w̃2
⊥κ

2

[
4F̂ (3)−

(
5 +

f2

w̃2
⊥κ

2

)
F̂ (2) +

(
3

2
+
x2

f2

)
F̂ (1) +

x2

f2

]
. (6.76)

Der Realteil der Frequenz, ω(k⊥), ist in Abbildung 6.14 dargestellt, wobei sich ein
Abschneideverhalten (cut-o� behavior) für k → 0 zeigt. Für die senkrechte thermische
Geschwindigkeit und die Gyrofrequenz wurden dabei Werte von w⊥ = 0,045 c und Ω =
1,021ω0 angenommen.
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Abbildung 6.14: Realteil ωr(k) für die Dispersionsrelation der auÿerordentlichen elektro-
magnetischen Wellenmode.

6.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die nichtrelativistische kinetische Theorie linearer Plasma-
wellen in magnetisierten Maxwellschen Gegenstrom-Plasmen formuliert. Dabei haben wir
uns auf den � wahrscheinlichsten � Fall beschränkt, dass die Strömungsrichtung parallel
zu einem homogenen Hintergrundmagnetfeld liegt.

Im Falle der Wellenausbreitung parallel zum Hintergrundmagnetfeld (Abschnitt 6.2)
haben wir die Gegenstrom-Komponenten so konstruiert, dass sie beliebige Zusammen-
setzung haben können � wobei trotzdem die grundsätzliche Ladungsneutralität gewähr-
leistet bleibt. Da die beiden Maxwellschen Komponenten unterschiedliche thermische
Geschwindigkeiten und Intensitäten haben dürfen, ist die allgemeine Form der Vertei-
lungsfunktion auf eine Reihe verschiedener Situation anwendbar, darunter Gegenströme
bestehend aus verschiedenen Medien, Bump-on-tail -Verteilungen, in ein warmes Hinter-
grundmedium einlaufende kalte Elektronenströme, anisotrope bi-Maxwell-Verteilungen,
Schockwellen und viele mehr. Ausgehend von den linearisierten, relativistischen Vlasov-
Maxwell-Gleichungen haben wir (für parallele Wellenausbreitung) die Dispersionsrela-
tionen der longitudinalen und der beiden transversalen Moden hergeleitet. Diese Dis-
persionsgleichungen beschreiben die lineare Antwort des Systems auf die anfänglichen
Störungen und de�nieren so sämtliche vorhandenen linearen Wellenmoden. Eine wichtige
Einschränkung besteht darin, dass wir die Dispersionsrelationen nur für nichtrelativisti-
sche Werte der Plasmatemperaturen und Strömungsgeschwindigkeiten aufgestellt haben;
es können jedoch beliebige Werte für die relative Intensität der Gegenstromkomponenten
gewählt werden. Darüber hinaus erstreckt sich der Gültigkeitsbereich über den gesamten
Wellenzahl- und Frequenzraum. Da die Dispersionsrelationen durch die bekannte Plas-
madispersionsfunktion von Fried und Conte24 ausgedrückt werden, sind sie automatisch
für die gesamte komplexe Frequenzebene gültig; dies ist wichtig, da der Imaginärteil der
Frequenz Wachstums- bzw. Dämpfungsraten beschreibt. Die Analyse der Dispersionsre-
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lationen ist damit auf einfache Weise möglich, ebenso wie die Einbeziehung von Ionen, da
die Gleichungen stets die Summation über nicht näher spezi�zierte Teilchensorten bein-
halten. Die numerische Auswertung für den Fall eines Elektron-Positron-Plasmas ergab
hochfrequente elektromagnetische Wellen, was in Übereinstimung mit PIC-Simulationen
von Saito und Sakai75 steht.

Für den Fall senkrechter Wellenausbreitung (Abschnitt 6.4) haben wir im Unterschied
dazu die zusätzliche Einschränkung eines symmetrischen Gegenstroms einführen müssen,
um die Rechnungen handhabbar zu halten. Unter der Hinzunahme weiterer einschränken-
der Bedingungen � die Fälle dichter bzw. dünner Plasmen, letzterer in Verbindung mit
hohen Wellenfrequenzen � lassen sich drei unterschiedliche Dispersionsrelationen her-
leiten: die gewöhnliche Wellenmode, die Bernstein-Wellen sowie die auÿerordentliche
elektromagnetische Wellenmode, wobei die letzteren beiden nur näherungsweise gültig
sind. Wie schon im Falle paralleler Wellenausbreitung gelten diese Dispersionsgleichun-
gen ebenfalls nur für nichtrelativistische Werte der thermischen Geschwindigkeiten und
der Strömungsgeschwindigkeiten, diesmal jedoch auch nur für Gegenstromkomponenten
von gleicher Intensität, Zusammensetzung und Temperatur. Sie sind jedoch ebenfalls
für alle Wellenzahlen und die gesamte komplexe Frequenzebene gültig, da sie durch die
hypergeometrische Funktion 2F2 ausgedrückt werden können.

Wie wir gezeigt � und durch die Polarisationseigenschaften der drei Wellenmoden be-
gründet � haben, wird nur die gewöhnliche Wellenmode durch den Gegenstrom und die
Temperatur-Anisotropie beein�usst. Entwickelt man die Dispersionsrelation der gewöhn-
lichen Wellenmode im Grenzfall kleiner Wellenzahlen und kleiner thermischer Geschwin-
digkeiten zu niedrigster Ordnung, so lässt sich zeigen, dass sie aperiodische Fluktuationen
zulässt � also anwachsende Plasma-Oszillationen mit rein imaginärer Frequenz. Weiterhin
haben wir unsere Ergebnisse mit denen von Bornatici und Lee7 verglichen; darin wurden
weitere mathematische Näherungen verwendet, von denen die drastischste die Näherung
einer unendlichen Reihe über modi�zierte Besselfunktionen durch den Term mit n = 1
beinhaltet. Im Gegensatz dazu haben wir die exakten Dispersionsrelationen numerisch
gelöst. Des Weiteren haben wir die Verbindung der gewöhnlichen Wellenmode zur klas-
sischen Weibel-Instabilität113 aufgezeigt, die ursprünglich für kalte Plasma-Strömungen
hergeleitet wurde und ebenfalls auf aperiodische Fluktuationen führt. In unserem Fall
ergibt sich dieses auf natürliche Weise aus der Taylorentwicklung der Dispersionsrelation
für kleine thermische Geschwindigkeiten und kleine Wellenzahlen.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Untersuchungen sind an eine groÿe Einschränkung
gebunden, nämlich die Unterscheidung der Wellenausbreitung strikt parallel beziehungs-
weise senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld. Diese vereinfachte Geometrie erleichtert die
Berechnungen in hohem Maÿe, stellt jedoch gleichzeitig eine starke Beschränkung dar.
In den nächsten beiden Kapiteln werden wir diese Annahme daher teilweise fallen las-
sen und uns, unter Anwendung des Konzeptes der Neutralpunktes im Wellenzahlraum,
der Stabilitätsanalyse für Wellen zuwenden, die sich in einem beliebigen Winkel zum
Hintergrundmagnetfeld ausbreiten.
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7 Das Neutralpunkt-Konzept

Basierend auf einer Arbeit von Harris30 wird das Konzept der Neutralpunkte in diesem
Kapitel durch die korrekte Einbindung relativistischer E�ekte erweitert. Weiterhin werden
die Grundzüge der Theorie für resonante Welle-Teilchen-Wechselwirkungen ausgeführt.

7.1 Einleitung

Die ursprüngliche Weibel-Instabilität113 spielt sich in einem anfänglich unmagnetisierten
Plasma ab und basiert nicht auf selektiven Welle-Teilchen-Resonanze�ekten, sondern auf
der Anisotropie der gesamten Teilchenpopulation. Daher resultiert aus der Weibel-Insta-
bilität eine exponentielle Zeitabhängigkeit der Form exp (Γt) für Störungen mit kleiner
Amplitude, wobei Γ positiv ist. Weibel-Moden haben wegen eines fehlenden Realteils
des Frequenz daher keine bevorzugte Ausbreitungsrichtung � sie sind aperiodisch. Es
gibt jedoch keine Garantie, dass die Mode der Weibel-Instabilität die schnellste instabile
Mode in einem Plasma ist; andere, nicht-aperiodische Wellenmoden könnten also wesent-
lich gröÿere Anwachsraten haben. Sicherheit besteht nur darin, dass Weibel-Moden keine
propagierende Komponente haben.

In Gegenwart eines gleichförmigen Hintergrund-Magnetfeldes ist die Situation sogar
noch komplexer; gleichzeitig fügt die Einbeziehung relativistischer Betrachtungen weite-
re technische Schwierigkeiten hinzu. Ein wichtiger Punkt, den man � basierend auf den
ursprünglichen Arbeiten von Weibel113 und Harris30 � bemerken sollte, betri�t die Tatsa-
che, dass beide Herangehensweisen das Konzept des Neutralpunktes im Wellenzahlraum
verwenden, um die Stabilität bzw. Instabilität des Plasmas zur einen oder anderen Seite
(im Wellenzahlraum) solcher Neutralpunktes festzustellen. Die entscheidende Notwen-
digkeit besteht nun darin, zu bestimmen, ob eine gegebene Plasma-Verteilungsfunktion
die Existenz von Neutralpunkten zulässt. Falls ja, so kann man mit der allgemeinen Ar-
gumentation fortfahren � wie es im folgenden Abschnitt mit der relativistischen Version
von Harris' Annahmen gezeigt wird �, um lediglich die Instabilität des Plasmas zu ver-
anschaulichen. Falls keine Neutralpunkte existieren, kann das Plasma dennoch instabil
sein; die Instabilitäten umfassen dann jedoch auch resonante Welle-Teilchen-E�ekte und
führen auf komplexe Frequenzen mit nichtverschwindendem Real- und Imaginärteil.

Eine Ausnahme kann � muss jedoch nicht � dann auftreten, wenn die Verteilungsfunk-
tion von stark begrenzter Form ist, im Sinne einer Diracschen Delta-Distribution also
� und zwar dann, wenn die Gegebenheiten einer solchen begrenzten Form die resonan-
ten Welle-Teilchen-Singularitäten aufheben, die für verbreiterte Verteilungsfunktionen
auftreten.

Aufgrund der relativistischen Behandlung treten etliche zusätzliche Terme in der Dis-
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persionsrelation auf, die keine nichtrelativistische Entsprechung haben, und es ergeben
sich unter stark relativistischen Bedingungen signi�kante Verformungen der nichtrelati-
vistischen Faktoren. Nichtsdestotrotz ist dieselbe Methode, nämlich des Auf�ndens von
Neutralpunkten im Wellenzahlraum und anschlieÿender Bestimmung der Instabilität zur
einen oder anderen Seite eines jeden solchen Neutralpunktes, auch in diesem Fall ein
mächtiges Werkzeug zur Bestimmung ganzer Klassen instabiler Verteilungsfunktionen.
Bedauerlicherweise ist die Methode jedoch nicht allumfassend in dem Sinne, dass Vertei-
lungsfunktionen, auch wenn sie die Existenz von Neutralpunkten nicht erlauben, dennoch
instabil sein können.

In den folgenden Abschnitten werden wir, basierend auf den grundlegenden Annahmen
von Harris30, die generelle Vorgehensweise zur Bestimmung von Neutralpunkten und
Instabilitätsraten in der Umgebung solcher Neutralpunkte darstellen.

Obwohl die longitudinale Mode eine vereinfachte Version der allgemeinen 3×3-Deter-
minante darstellt, aus der die allgemeinen Plasmawellen bestimmt werden, so ist auch in
diesem generellen Fall die grundlegende Methode gleichermaÿen anwendbar.

Leider impliziert, wie bereits erwähnt, die Abwesenheit von Neutralpunkten nicht, dass
das Plasma stabil sein muss; in diesem Fall muss man sich direkt der vollen 3×3-Deter-
minante zuwenden, um zu bestimmen, ob eine bestimmte Verteilungsfunktion bzw. eine
Klasse von Verteilungsfunktionen stabil oder instabil ist. Weiterhin erschweren relativis-
tische Betrachtungen, die für astrophysikalische Plasmen wichtig sind, die Bestimmung
der Bedingungen für Instabilität deutlich, wie wir in diesem Kapitel noch zeigen werden.
Trotzdem ist es entscheidend, solche Ein�üsse mit einzubeziehen, wenn man daran inter-
essiert ist, den Ursprung und die Entwicklung astrophysikalischer Plasmen verstehen zu
können, in denen relativistische Überlegungen dominieren.

Das in den folgenden Abschnitten vorgestellte Verfahren bietet somit ein mächtiges
Werkzeug, um solche Untersuchungen durchzuführen.

In Kapitel 8 werden wir dann zusätzlich die von Harris eingeführten Einschränkungen �
keine Ionenbewegung sowie Vernachlässigung der Störungen des Magnetfeldes � lockern,
um zu zeigen, wie die Neutralpunkt-Methode in diesem Fall operiert, wenn die Bewegung
der Ionen ebenfalls relativistisch sein kann. Im Einzelnen werden wir dabei die Modi�-
kationen untersuchen, die von der Einbeziehung sowohl der Ionenbewegung wie auch der
Magnetfeldstörungen herrühren sowie den E�ekt der Kopplung zwischen longitudinaler
und transversaler Mode beleuchten.

7.2 Konstruktion der Dispersionsrelation

Harris30 hatte als erster eine � nichtrelativistische � Untersuchung von Oszillationen
mit kleiner Amplitude in einem vollständig ionisierten, quasi-neutralen Plasma vorge-
nommen, welches in ein umgebendes Hintergrund-Magnetfeld B0 eingebettet ist. Die
Bewegung der Ionen sowie Störungen des Magnetfeldes wurden dabei von ihm vernach-
lässigt. Wir folgen hier nun zunächst präzise Harris' ursprünglichem Vorgehen, erweitern
die Überlegungen jedoch durch eine vollständig relativistische Formulierung. Wie wir
zeigen werden, ergeben sich dabei etliche zusätzliche Terme, die von ausschlieÿlich rela-
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tivistischen E�ekten herrühren.

Die Störung δf in der Verteilungsfunktion der Hintergrund-Elektronen, f0, beschreiben
wir wieder durch die linearisierte Vlasov-Gleichung,

∂

∂t
δf + v · ∂

∂x
δf − e

c
(v ×B0) ·

∂

∂p
δf = eE · ∂f0

∂p
. (7.1)

Im Unterschied zu Kapitel 6 wird das Vorgehen hier jedoch etwas anders sein, da wir
jetzt mit dem skalaren Potenzial des elektrischen Feldes, Φ, arbeiten. Als zusätzliche
Eigenschaft benötigen wir daher, dass die Fluktuationen des elektrischen Feldes (hier
mit E bezeichnet, da kein groÿräumiges elektrisches Hintergrundfeld vorhanden ist), der
Gleichung

∇ ·E ≡ −∇2Φ = −4πne

∫
d3p δf (7.2)

genügen, wobei n die Elektronenzahldichte bezeichnet. Die Hintergrund-Verteilungsfunk-
tion ist normiert, so dass ∫

d3p f0 = 1 (7.3)

gilt.

Hier bezeichnet v = p/γm die relativistische Geschwindigkeit. Man beachte auch, dass
f0 eine gerade Funktion in p‖ sein muss und nur von der Ordnung p⊥ sein darf, damit
die grundsätzliche Ladungsneutralität gewährleistet wird.

Sind nun die räumliche Abhängigkeit von δf durch exp (ik · x) und die zeitliche Ab-
hängigkeit durch exp (σt) gegeben, so können wir Gl. (7.1) schreiben als

δf
[
σ + ik‖v‖ + ik⊥v⊥ cos(ψ − ϕ)

]
+
eB0

mcγ

∂

∂ψ
δf = −ei

[
k‖
∂f0

∂p‖
+ ik⊥ ·

∂f0

∂p⊥

]
Φ. (7.4)

Das Hintergrund-Magnetfeld wird hier wie üblich als in z-Richtung liegend angenom-
men. Daher bietet es sich an, denWellenvektor in seinen parallelen und senkrechten Anteil
aufzuspalten gemäÿ k = k‖êz + k⊥, mit k⊥ · êz = 0. Für die Umrechnung der Kompo-
nenten des Impuls- und des Wellenzahlvektors gilt dann px = p⊥ cosψ, py = p⊥ sinψ,
kx = k⊥ cosϕ und ky = k⊥ sinϕ.

Nehmen wir noch zusätzlich für die Hintergrund-Verteilungsfunktion f0 an, dass sie
nur von p‖ und p⊥ abhänge (d. h. f0 ist gyrotrop), dann gilt

k⊥ ·
∂f0

∂p⊥
= k⊥ cos(ψ − ϕ)

∂f0

∂p⊥
. (7.5)

Um Gl. (7.4) für den späteren Gebrauch zu vereinfachen, führen wir dimensionslose
Impulskoordinaten $‖ = p‖/(mc), $⊥ = p⊥/(mc) ein, mit denen wir erhalten

δf

[
σ +

ic

γ
k‖$‖ +

ic

γ
k⊥$⊥ cos(ψ − ϕ)

]
+
Ω

γ

∂

∂ψ
δf

=− ieΦ

mc

[
k⊥ cos(ψ − ϕ)

∂f0

∂$⊥
+ k‖

∂f0

∂$‖

]
, (7.6)
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wobei Ω = eB0/(mc) die nichtrelativistische Gyrofrequenz bezeichnet. Als Nächstes
drücken wir nun die Komponenten des Wellenzahlvektors, k‖ und k⊥, in Einheiten von
Ω/c aus, und schreiben daher ck‖ = Ωκ‖, ck⊥ = Ωκ⊥ sowie Γ = σ/Ω. Gl. (7.6) nimmt
dann die folgende Form an

− δf
[
Γγ + iκ‖$‖ + iκ⊥$⊥ cos(ψ − ϕ)

]
− ∂

∂ψ
δf

=
ieγ

mc2
Φ

[
κ‖

∂f0

∂$‖
+ κ⊥ cos(ψ − ϕ)

∂f0

∂$⊥

]
, (7.7)

wobei γ2 = 1 + $2
‖ + $2

⊥. Mit der Abkürzung Ψ = ψ − ϕ ergibt sich die Lösung der
Di�erenzialgleichung (7.7) als

δf = −ieγ Φ
mc2

exp
{
−
(
Γγ + iκ‖$‖

)
Ψ − iκ⊥$⊥ sinΨ

}
×

Ψ∫
dΨ ′

[
κ‖

∂f0

∂$‖
+ k⊥ cosΨ ′

∂f0

∂$⊥

]
exp

{(
Γγ + iκ‖$‖

)
Ψ ′ + iκ⊥$⊥ sinΨ ′

}
. (7.8)

Nun schreiben wir

exp {±iκ⊥$⊥ sin Ψ′} =
∞∑

n=−∞

Jn(κ⊥$⊥)e±inΨ
′
, (7.9a)

wobei Jn(κ⊥$⊥) die Besselfunktion erster Art bezeichnet (s. Anhang C.1).

Damit ergibt sich

δf = − ieγ

mc2
Φ

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

Jm(κ⊥$⊥)
ei(n−m)Ψ

Γγ + iκ‖$‖ + in

×
{
κ‖

∂f0

∂$‖
Jn(κ⊥$⊥) +

κ⊥
2

∂f0

∂$⊥

[
Jn+1(κ⊥$⊥) + Jn−1(κ⊥$⊥)

]}
. (7.9b)

Mit Hilfe der Eigenschaft der Besselfunktionen

Jn+1(z) + Jn−1(z) =
2n

z
Jn(z) (7.9c)

lässt sich Gleichung (7.9b) in die Form bringen

δf = − ieγ

mc2
Φ

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

Jm(κ⊥$⊥)Jn(κ⊥$⊥)

× ei(n−m)Ψ

Γγ + iκ‖$‖ + in

[
κ‖

∂f0

∂$‖
+

n

$⊥

∂f0

∂$⊥

]
. (7.10)

Betrachten wir nun Gleichung (7.2), die sich umschreiben lässt als

Ω2κ2

c2
Φ = −4πne

∫
d3p δf (7.11a)
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= −4πne (mc)3

∫
d3$ δf. (7.11b)

Setzen wir hier Gl. (7.10) ein, so fallen bei der Integration über den Phasenwinkel alle
Terme mit m 6= n weg, so dass sich für die Dispersionsrelation ergibt

κ2 =
iω2

p

Ω2

∞∑
n=−∞

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ
J2
n(κ⊥$⊥)

Γγ + iκ‖$‖ + in

[
κ‖
∂F0

∂$‖
+

n

$⊥

∂F0

∂$⊥

]
, (7.12)

wobei die Normierung F0 = 2π(mc)3f0 so gewählt ist, dass

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥F0 = 1 (7.13)

gilt. Dabei bezeichnet ωp wieder die (Elektronen-)Plasmafrequenz.

Würde man nun den Lorentz-Faktor γ in Gl. (7.12) ignorieren, so erhielte man exakt
Gleichung (4) von Harris30, ausgedrückt in den dimensionslosen Impulskoordinaten $‖
und $⊥.

Eine partielle Integration der rechten Seite von Gl. (7.12) führt auf

1 = −
iω2

p

Ω2κ2

∞∑
n=−∞

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥F0

×
{
κ‖J

2
n(κ⊥$⊥)

∂

∂$‖

(
γ

Γγ + iκ‖$‖ + in

)
+

n

$⊥

∂

∂$⊥

(
γJ2

n(κ⊥$⊥)

Γγ + iκ‖$‖ + in

)}
. (7.14)

Im nichtrelativistischen Fall würde man nun die Ableitungen von γ nach $‖ und $⊥
in Gl. (7.14) ignorieren, so dass man Gleichung (7) von Harris30 zurückgewinnen würde.

Führen wir stattdessen die angezeigten Ableitungen in Gl. (7.14) aus, so ergibt sich

1 = −
iω2

p

Ω2κ2

∞∑
n=−∞

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥F0

×

{
J2
n(κ⊥$⊥)

[(
κ‖$‖ + n

)( 1

γD
− Γ

γD2

)
− i

κ2
‖γ

D2

]
+

nγ

$⊥D

∂J2
n(κ⊥$⊥)

∂$⊥

}
, (7.15)

mit D ≡ Γγ + iκ‖$‖ + in.

Verwenden wir nun die folgende Eigenschaft der Besselfunktionen

2ν

z

dJ2
ν (z)

dz
= J2

ν−1(z)− J2
ν+1(z), (7.16)

so lässt sich Gl. (7.15) in der Form schreiben

1 = −
ω2
p

Ω2κ2

∞∑
n=−∞

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥F0
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×
{
J2
n(κ⊥$⊥)

[
κ2
‖γ

D2
+ i
(
κ‖$‖ + n

)( 1

γD
− Γ

D2

)]

+ i
κ2
⊥γ

2D

[
J2
n−1(κ⊥$⊥)− J2

n+1(κ⊥$⊥)
]}
. (7.17)

Der Term, der κ‖$‖+n enthält, entstammt ausschlieÿlich relativistischen E�ekten, die
kein nichtrelativistisches Analogon besitzen.

Gleichung (7.17) stellt die Dispersionsrelation für longitudinale Wellenmoden unter
den zu Beginn dieses Abschnittes genannten, ursprünglich von Harris30 formulierten ein-
schränkenden Bedingungen dar.

7.3 Manipulation der Dispersionsrelation

Es ist bekannt (siehe z. B. Lerche45, 47), dass

S1(α, z) =
∞∑

n=−∞

J2
n(z)

n− α
= − π

sin πα
Jα(z)J−α(z) (7.18a)

gilt, sowie

S2(α, z) =
∞∑

n=−∞

J2
n(z)

(n− α)2 =
∂S1(α, z)

∂α

=
π2 cos πα

sin2 πα
Jα(z)J−α(z)−

π

sin πα

∂

∂α

[
Jα(z)J−α(z)

]
. (7.18b)

Weiterhin gilt aufgrund von

Jµ(z)Jν(z) =
2

π

π/2∫
0

dϕ Jµ+ν(2z cosϕ) cos[(µ− ν)ϕ] (7.19a)

die folgende Relation:

Jα(z)J−α(z) =
2

π

π/2∫
0

dϕ J0(2z cosϕ) cos(2αϕ). (7.19b)

Damit erhalten wir

∂

∂α
Jα(z)J−α(z) = − 4

π

π/2∫
0

dϕ J0(2z cosϕ) sin(2αϕ). (7.19c)
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Unter Verwendung der Dispersionsrelation in der Form, wie sie durch Gl. (7.12) gegeben
ist, können wir nun schreiben

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥

{
κ‖γ

∂F0

∂$‖

∞∑
n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n+ κ‖$‖ − iΓγ

+
γ

$⊥

∂F0

∂$⊥

[
∞∑

n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)−

(
κ‖$‖ − iΓγ

) ∞∑
n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n+ κ‖$‖ − iΓγ

]}
, (7.20a)

was gleichbedeutend ist mit

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ

[
1

$⊥

∂F0

∂$⊥
+

(
κ‖

∂F0

∂$‖
− 1

$⊥

∂F0

∂$⊥

(
κ‖ − iΓγ

))

×
∞∑

n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n+ κ‖$‖ − iΓγ

]
. (7.20b)

Mit
∞∑

n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n+ κ‖$‖ − iΓγ
=

π

sin
[
π
(
κ‖$‖ − iΓγ

)] Jκ‖$‖−iΓγ(κ⊥$⊥)J−κ‖$‖−iΓγ(κ⊥$⊥)

(7.21)
erhalten wir eine kompakte Form für die Dispersionsrelation, nämlich

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ

{
1

$⊥

∂F0

∂$⊥

+

[
κ‖

(
∂F0

∂$‖
− ∂F0

∂$⊥

)
+ i

Γγ

$⊥

∂F0

∂$⊥

]
π

sin πα
Jα(κ⊥$⊥)J−α(κ⊥$⊥)

}
, (7.22)

wobei α = κ‖$‖ − iΓγ.

Für Wellen, deren Ausbreitungsrichtung senkrecht zum Hintergrund-Magnetfeld liegt
(d. h. κ‖ = 0), ergibt sich

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ
∂F0

∂$⊥

[
1

$⊥
− πΓγ

$⊥ sinh (πΓγ)
JiΓγ(κ⊥$⊥)J−iΓγ(κ⊥$⊥)

]
.

(7.23)

7.3.1 Der nichtrelativistische Grenzfall

Der nichtrelativistische Grenzfall ergibt sich durch die näherungsweise gültige Festlegung
γ = 1. Führen wir zur Vereinfachung

G0($⊥) =

∞∫
−∞

d$‖ F0($‖, $⊥) (7.24)
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ein, so lässt sich Gl. (7.23) in der folgenden Form schreiben

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
0

d$⊥
∂G0

∂$⊥

[
1− πΓ

sinh(πΓ )

∣∣JiΓ (κ⊥$⊥)
∣∣2] , (7.25a)

woraus sich durch partielle Integration ergibt

1 =
ω2
p

Ω2κ2

4κ⊥Γ

sinh(πΓ )

∞∫
0

d$⊥ G0($⊥)

π/2∫
0

dϕ cosϕ cosh(2Γϕ)J1(2κ⊥$⊥ cosϕ). (7.25b)

Damit nimmt die Dispersionsrelation schlieÿlich die Form an

1 =
ω2
p πΓ

Ω2κ2 sinh(πΓ )

∞∫
0

d$⊥ G0($⊥)

×
[
J1+iΓ (κ⊥$⊥)J−iΓ (κ⊥$⊥) + J1−iΓ (κ⊥$⊥)JiΓ (κ⊥$⊥)

]
. (7.26)

Nichtrelativistische Neutralpunkte für κ‖ = 0

Neutralpunkte von Gl. (7.26) treten per de�nitionem für Γ = 0 auf. In diesem Fall ist
die Wellenzahl eines solchen Neutralpunktes bestimmt durch

1 =
ω2
p

Ω2κ2
⊥

∞∫
0

d$⊥
∂G0

∂$⊥

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)
]

(7.27a)

=
2ω2

p

Ω2κ2
⊥

∞∫
0

d$⊥ G0($⊥)J1(κ⊥$⊥)J0(κ⊥$⊥). (7.27b)

Man beachte, dass Gleichung (7.27a) dann und nur dann erfüllt werden kann, wenn
∂G0/∂$⊥ eine positive Komponente besitzt. Daher existiert für eine Verteilungsfunktion
mit der Struktur G0 ∝ δ($⊥−Ξ) eine Folge von Neutralpunkten, wann immer J1(κ⊥Ξ)
×J0(κ⊥Ξ) > 0 erfüllt ist. Im Falle G0 ∝ exp [−$2

⊥/Υ
2] gibt es jedoch keinen Neutral-

punkt, wie bereits von Harris30 gezeigt wurde. In den hier dargestellten Überlegungen
bezeichnen Ξ und Υ zwei beliebige positive Konstanten.

Harris kommentierte diese Überlegungen so, dass Neutralpunkte existieren würden,
falls J1(κ⊥Ξ) > 0. Demgegenüber haben wir hier jedoch erstmals gezeigt, dass stattdessen
Neutralpunkte im Falle dJ2

0 (α)/dα > 0 mit α = κ⊥Ξ existieren � ein Kriterium, das sich
deutlich von dem ursprünglich von Harris angegebenen unterscheidet.

In der Nähe eines Neutralpunktes, wo Γ nahe bei Null ist, können wir Gl. (7.26) in
eine Taylorreihe entwickeln und erhalten damit

1 =
ω2
p

Ω2κ2

(
1− π2Γ 2

6

) ∞∫
0

d$⊥ G0($⊥)
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×

[
2J1(κ⊥$⊥)J0(κ⊥$⊥)− 4Γ 2

π

π/2∫
0

dϕ ϕ2 cosϕJ1(2κ⊥$⊥ cosϕ)

]
. (7.28)

Damit ergibt sich

1−
2ω2

p

Ω2κ2

∞∫
0

d$⊥ G0($⊥)J1(κ⊥$⊥J0(κ⊥$⊥)

= Γ 2
ω2
p

Ω2κ2

{ ∞∫
0

d$⊥ G0($⊥)

[
π2

6
J1(κ⊥$⊥J0(κ⊥$⊥)

+
4

π

π/2∫
0

dϕ ϕ2 cosϕJ1(2κ⊥$⊥ cosϕ)

]}
, (7.29)

womit gezeigt ist, dass Γ 2 reell und positiv entweder zur einen oder zur anderen Seite
derjenigen kritischen Wellenzahl ist, die dem Neutralpunkt entspricht. Interessanterweise
hat Harris in seinem grundlegenden Artikel keine Vorschrift zur Berechnung der Wachs-
tumsraten angegeben; er bemerkte lediglich das Vorhandensein einer Instabilität unter
der Voraussetzung, dass Neutralpunkte existieren.

Im Falle des Fehlens von Neutralpunkten haben die Wellenmoden komplexe Phasenge-
schwindigkeiten und können sowohl anwachsend als auch gedämpft sein. In diesem Fall
kann die Neutralpunkt-Methode jedoch keine Aussagen über Stabilität oder Instabilität
machen.

Nichtrelativistische Neutralpunkte für κ‖ 6= 0

Betrachten wir Gl. (7.22) im nichtrelativistischen Grenzfall, also mit γ = 1. Um Neutral-
punkte mit κ‖ 6= 0 zu erhalten, muss die Gleichung

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥

[
1

$⊥

∂F0

∂$⊥

+ κ‖

(
∂F0

∂$‖
− ∂F0

∂$⊥

)
π

sin(πκ‖$‖)
Jκ‖$‖(κ⊥$⊥)J−κ‖$‖(κ⊥$⊥)

]
(7.30)

erfüllt sein.

Zwei Aspekte fallen dabei nun besonders auf. Erstens: Ist F0 eine symmetrische Funk-
tion in $‖, so wären etwaige Neutralpunkte bestimmt durch

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥

[
∂F0

∂$⊥
+

πκ‖
sin(πκ‖$‖)

∂F0

∂$‖

∣∣∣Jκ‖$‖(κ⊥$⊥)
∣∣∣2] . (7.31)

Auf Gleichung (7.31) werden wir gleich zurückkommen.
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Zweitens: Möchten wir die durch die Nullstellen von sin(πκ‖$‖) entstehenden Sin-
gularitäten für beliebige Verteilungsfunktionen vermeiden, so müssen wir für Gl. (7.30)
fordern, dass F0 = F0($‖ − $⊥) gilt. Da F0 jedoch, wie zu Anfang bereits bemerkt, in
$‖ symmetrisch sein muss, um die Ladungsneutralität zu gewährleisten, ist diese Lösung
nicht geeignet. Daher kann nur Gl. (7.31) fortbestehen, die wir nun in der Form schreiben
können

1 = −
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖ F0

∣∣
$⊥=0

+
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥

[
πκ‖

sin(πκ‖$‖)

∂F0

∂$‖

∣∣∣Jκ‖$‖(κ⊥$⊥)
∣∣∣2] . (7.32)

Für eine allgemeine Verteilungsfunktion besteht nun der einzige Weg, die multiplen
Singularitäten von 1/ sin(πκ‖$‖) zu vermeiden, darin, das Argument der Besselfunktion
gleich null zu setzen, d. h. κ⊥ = 0. Neutralpunkte in Γ können daher nur existieren falls
κ‖ 6= 0 und κ⊥ = 0. In diesem Fall ist ein Neutralpunkt dann gegeben durch

1 = −
ω2
p

Ω2κ2
‖

∞∫
−∞

d$‖ F0($‖, $⊥)
∣∣
$⊥=0

. (7.33)

Ist F0|$⊥=0 positiv, so gibt es keine Neutralpunkte; nur im Falle eines negativen Wertes
des Integrals in Gl. (7.33) können Neutralpunkte existieren. F0 stellt jedoch eine Vertei-
lungsfunktion dar und ist als solche intrinsisch positiv. Dies zeigt also, dass es im Falle
κ‖ 6= 0 keine Neutralpunkte geben kann.

Für Verteilungsfunktionen mit kleinen Γ and κ⊥ betrachten wir das Verhalten der
Dispersionsrelation in der Umgebung solcher Neutralpunkte. Wir schreiben daher

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥

{
1

$⊥

∂F0

∂$⊥
+

π

sin(πκ‖$‖)− iΓ cos(πκ‖$)‖

×
[
κ‖

(
∂F0

∂$‖
− ∂F0

∂$⊥

)
+ i

Γ

$⊥

∂F0

∂$⊥

][
1

Γ̂ (1 + ν)Γ̂ (1− ν)

−
(κ⊥$⊥

2

)2
(

1

Γ̂ (2 + ν)Γ̂ (1− ν)
+

1

Γ̂ (2− ν)Γ̂ (1 + ν)

)]}
, (7.34)

wobei ν = κ‖−iΓ . Zusätzlich haben wir die Besselfunktionen bis zur niedrigsten Ordnung
in κ⊥ entwickelt.

Behalten wir nur diejenigen Terme, die symmetrisch in $‖ sind, so erlaubt uns dies,
Gl. (7.34) in der Form zu schreiben

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥

{
1

$⊥

∂F0

∂$⊥
+

π

sin2 πκ‖$‖ + Γ 2 cos2 πκ‖$‖

104



7.3 Manipulation der Dispersionsrelation

×

[
1

Γ̂ (1 + ν)Γ̂ (1− ν)
−
(κ⊥$⊥

2

)2
(

1

Γ̂ (2 + ν)Γ̂ (1− ν)
+

1

Γ̂ (2− ν)Γ̂ (1 + ν)

)]

×
[
κ‖ sin(πκ‖$‖)

∂F0

∂$‖
− i cos(πκ‖$‖)

(
Γκ⊥ +

Γ 2

$⊥

)
∂F0

∂$⊥

]}
, (7.35)

wobei an dieser Stelle

Γ̂ (z) =

∞∫
0

dt tz−1e−t (7.36)

die von der Wachstumsrate Γ zu unterscheidende Gammafunktion kennzeichnet.

Für reelles Γ ist der Term, der iΓκ⊥ cos(κ‖$‖) ∂F0/∂$⊥ enthält, jedoch rein imaginär;
Gl. (7.35) kann daher unter diesen Voraussetzungen nicht erfüllt werden: Γ muss somit
also komplex sein. In Falle kleiner Γ und kleiner κ⊥ propagieren die Wellenmoden und
wachsen zur gleichen Zeit an bzw. werden gedämpft. Man hat es daher mit E�ekten eines
resonanten Nenners zu tun, wodurch selektive Teilchene�ekte beschrieben werden.

Derselbe selektive Resonanze�ekt tritt für Wellenmoden auf, für die keine Neutralpunk-
te existieren � alle diese Moden kann man daher auf die gleiche Weise behandeln. Ein
Verfahren zur Handhabung solcher resonanter Welle-Teilchen-E�ekte ist in Abschnitt 7.4
angegeben, da das Hauptaugenmerk dieses Kapitels zunächst auf der Untersuchung von
Wellenmoden liegt, die keine Resonanze�ekte umfassen.

7.3.2 Relativistische Neutralpunkte

Relativistische Neutralpunkte für κ‖ = 0

Um Neutralpunkte für κ‖ = 0 im relativistischen Regime zu untersuchen, gehen wir von
Gl. (7.20a) aus und erhalten

1 =
ω2
p

Ω2κ2
⊥

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ γ
∂F0

∂$⊥

[
1 + iΓγ

∞∑
n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n2 + Γ 2γ2
(n+ iΓγ)

]
(7.37a)

=
ω2
p

Ω2κ2
⊥

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ γ
∂F0

∂$⊥

{[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)
]
− 2Γ 2γ2

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2 + Γ 2γ2

}
. (7.37b)

Neutralpunkte mit Γ = 0 sind damit gegeben durch

1 =
ω2
p

Ω2κ2
⊥

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ γ
∂F0

∂$⊥

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)
]
. (7.38)

In der Umgebung eines solchen Neutralpunktes erhalten wir die Gleichung

2Γ 2
ω2
p

Ω2κ2
⊥

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ γ
3 ∂F0

∂$⊥

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2
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=
ω2
p

Ω2κ2
⊥

∞∫
−∞

d$⊥

∞∫
0

d$⊥ γ
∂F0

∂$⊥

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)
]
− 1, (7.39)

so dass die Instabilität zur einen oder anderen Seite des Neutralpunktes garantiert ist.

An dieser Stelle sind insbesondere die erheblichen strukturellen Unterschiede von Glei-
chung (7.39) im Vergleich zur nichtrelativistischen Version aus Gl. (7.29) in Bezug auf die
Instabilitätsrate zu beachten. Weiterhin fällt das relativ einfache Muster der Bestimmung
von Neutralpunkten mit Hilfe von Gl. (7.38) (relativistisch) und Gl. (7.27a) (nichtrelati-
vistisch) auf. Unterschiede in den Werten der Neutralpunkte hängen stark von γ ab, wie
aus Gl. (7.38) klar ersichtlich ist.

Relativistische Neutralpunkte für κ⊥ 6= 0

Für beliebige Werte von κ können Neutralpunkte existieren, falls in Gleichung (7.12)
Γ = 0 auftritt, woraus folgt

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ

[
1

$⊥

∂F0

∂$⊥
+ κ‖

(
∂F0

∂$‖
− ∂F0

∂$⊥

)] ∞∑
n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n+ κ‖$‖
.

(7.40)

Nun gilt
∞∑

n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n+ κ‖$‖
=
J2

0 (κ⊥$⊥)

κ‖$‖
− 2κ‖$‖

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2 − κ2
‖$

2
‖
, (7.41)

was eine ungerade Funktion von $‖ ist.

Angenommen, F0 wäre gerade in $‖. Dann bliebe nur der Term übrig, der ∂F0/∂$‖
enthält. Schreibt man nun

∂F0

∂$‖
= −$‖G($‖, $⊥) (7.42)

wobei G eine gerade Funktion von $‖ ist, so kann ein Neutralpunkt existieren, falls

1 =
2ω2

p

Ω2κ2

∞∫
0

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ J
2
0 (κ⊥$⊥)G($‖, $⊥)

+
4ω2

p

Ω2κ2

∞∫
0

d$‖ $
2
‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ G($‖, $⊥)
∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

$2
‖ − n2/κ2

‖
. (7.43)

Das Integral in Gl. (7.43) hat jedoch einen nichtverschwindenden Imaginärteil, während
$‖ die Punkte $‖,n = n/κ‖ überquert; dieser Imaginärteil verschwindet dann und nur
dann, wenn κ⊥ = 0 gilt.

Daher sind sämtliche Neutralpunkte für κ‖ 6= 0 durch Gl. (7.43) für κ⊥ = 0 gegeben.
Daraus ergibt sich

κ2
‖ =

2ω2
p

Ω2

∞∫
0

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ G = κ2
0, (7.44)

106



7.4 E�ekte des resonanten Nenners

wobei wir κ2
0 > 0 vorausgesetzt haben. Das bedeutet, dass wir von G verlangen, einen

solchermaÿen genügend groÿen positiven Bereich zu haben, dass die Beiträge etwaiger
negativer Bereiche aufgehoben werden.

In der Umgebung eines jeden solchen Neutralpunktes kann man die Dispersionsrelation
um κ⊥ = 0 entwickeln. Damit erhalten wir

1 =
2ω2

p

Ω2κ2
‖

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ

[
1

$⊥

∂F0

∂$⊥
+

1

κ‖$‖ − iΓγ

×
(
κ‖

∂F0

∂$‖
− 1

$⊥

∂F0

∂$⊥
(κ$⊥ − iΓγ)

)]
, (7.45)

was wir umformen können zu

1− κ2
0

κ2
‖

=
ω2
p

Ω2κ2
‖

[
−Γ 2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥
$⊥γ

3

κ2
‖$

2
‖ + Γ 2γ2

(
G+

1

$⊥

∂F0

∂$⊥

)

+ iΓ

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥
γ2

κ2
‖$

2
‖ + Γ 2γ2

∂F0

∂$⊥

]
. (7.46)

Im Allgemeinen wird Gleichung (7.46) jedoch einen nichtverschwindenden Imaginärteil
aufweisen. In der Umgebung von Neutralpunkten ist Γ daher generell eine komplexe Zahl;
dies beschreibt Wellenmoden, die eine bevorzugte Ausbreitungsrichtung haben, anstatt
ausschlieÿlich anzuwachsen oder abzuklingen.

7.4 E�ekte des resonanten Nenners

In diesem etwas technischeren Abschnitt entwickeln wir ein Verfahren zur Handhabung
resonanter Welle-Teilchen-E�ekte. Diese sind, obwohl nicht Hauptgegenstand des aktu-
ellen Kapitels, hier dennoch aufgeführt, da sie insbesondere im relativistischen Bereich
immer wieder in Erscheinung treten.

7.4.1 Der E�ekt resonanter Teilchen für κ‖ = 0

Für κ = 0 nimmt die relativistische Dispersionsrelation die Form an

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ $⊥γ

[
1

$⊥

∂F0

∂$⊥
+ i

Γγ

$⊥

∂F0

∂$⊥

∞∑
n=−∞

J2
n(κ⊥$⊥)

n− iΓγ

]
, (7.47)

mit γ =
[
1 +$2

‖ +$2
⊥
]1/2

.

Da wir uns mit dem E�ekt resonanter Teilchen beschäftigen, de�nieren wir in Gl. (7.47)
Γ = −iω, wobei ω sowohl einen Real- als auch einen Imaginärteil aufweist (ω = ωr+iωi).
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Gleichung (7.47) lässt sich dann schreiben als

1 =
ω2
p

Ω2κ2

∞∫
−∞

d$‖

∞∫
0

d$⊥ γ
∂F0

∂$⊥

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)− 2γ2

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

1 +$2
⊥ +$2

‖ − n2/ω2

]
.

(7.48)

Man beachte das Vorhandensein des resonanten Nenners in Gl. (7.48), der gänzlich
ohne Entsprechung im nichtrelativistischen Grenzfall ist. Der resonante Nenner hängt
ausschlieÿlich von der Teilchenenergie ab � und nicht separat von $⊥ und $‖.

Anstelle von $‖ und $⊥ führen wir in Gl. (7.48) nun E =
[
1 +$2

‖ +$2
⊥
]1/2

und $⊥
als Basiskoordinanten ein. Für die Ableitung der Verteilungsfunktion nach $⊥ und die
Di�erenziale gilt daher

∂F0

∂$⊥

∣∣∣∣
$‖

=
∂F0

∂$⊥

∣∣∣∣
E

+
$⊥

E

∂F0

∂E
(7.49a)

und

d$‖ d$⊥ = d$⊥
dE

E

√
E2 − 1−$2

⊥. (7.49b)

Damit können wir nun Gl. (7.48) schreiben als

1 =
2ω2

p

Ω2κ2

∞∫
1

dE

√
E2−1∫
0

d$⊥

√
E2 − 1−$2

⊥

[
∂F0

∂$⊥
+
$⊥

E

∂F0

∂E

]

×

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)− 2E2

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

E2 − n2/ω2

]
. (7.50)

Mit der Substitution u = 1/E nimmt Gleichung (7.48) die folgende Form an

κ2
⊥ =

2ω2
p

Ω2

1∫
0

du

u3

√
1−u2

u∫
0

d$⊥

√
1− u2 (1 +$2

⊥)

[
∂F0

∂$⊥
−$⊥u

3 ∂F0

∂u

]

×

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥) + 2ω2

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2u2 − ω2

]
. (7.51)

Für ω ∈ R treten Resonanzen auf, und zwar immer dann wenn die Bedingung u =
ω/n erfüllt ist, was im Intervall 0 6 u 6 1 die Einschränkung n > ω bedingt. Unter
Verwendung der Plemelj-Formel,

1

n2u2 − ω2
= P 1

n2u2 − ω2
+ i

π

2 |ω|
δ(nu+ |ω|) , (7.52)
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wobei P den Cauchyschen Hauptwerta bezeichnet, erlaubt uns dies, die rechte Seite von
Gl. (7.47) für ωi → 0 in der Form zu schreiben

2ω2
p

Ω2
P

1∫
0

du

u3

√
1−u2

u∫
0

d$⊥

√
1− u2 (1 +$2

⊥)

[
∂F0

∂$⊥
−$⊥u

3 ∂F0

∂u

]

×

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥) + 2ω2
r

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2u2 − ω2
r

]
− i

2πω2
p |ωr|
Ω2

∑
n>ωr

√
1−u2

u∫
0

d$⊥

(|ωr| /n)3

×
√

1− ω2
r

n2
(1 +$2

⊥) J2
n(κ⊥$⊥)

[
∂F0

∂$⊥
−$⊥

∣∣∣ωr
n

∣∣∣3 ∂F0

∂u

]∣∣∣∣
u=ωr/n

≡ DR(ωr, κ⊥) + iDI(ωr, κ⊥). (7.53)

Für ein allgemeines ω (= ωr + iωi) ist Gleichung (7.50) eine meromorphe Funktionb

von ω für reelle κ⊥. Damit folgt

κ2
⊥ = D(ωr, ωi) = DR(ωr, ωi) + iDI(ωr, ωi), (7.54)

mit den Cauchy-Riemannschen Di�erenzialgleichungen

∂DR

∂ωr
=
∂DI

∂ωi
and

∂DR

∂ωi
= −∂DI

∂ωr
. (7.55)

Betrachten wir nun

κ2
⊥ = DR(ωr, ωi) ' DR(ωr, 0) + ωi

∂DR(ωr, ωi)

∂ωi

∣∣∣∣
ωi=0

+ . . . (7.56a)

und

0 = DI(ωr, ωi) ' DI(ωr, 0) + ωi
∂DI(ωr, ωi)

∂ωi

∣∣∣∣
ωi=0

+ . . . (7.56b)

aDer Cauchysche Hauptwert (Cauchy principal value) ist de�niert durch

P
b∫

a

dz f(z) = lim
ε→0+

 z0−ε∫
a

dz f(z) +

b∫
z0+ε

dz f(z)

 ,

wobei z0 ∈ ]a, b[ eine Polstelle der Funktion f(z) bezeichnet.
bMeromorphe Funktionen sind eine Erweiterung des Begri�es der holomorphen Funktionen dahinge-
hend, dass diese Funktionen eine Menge von isolierten Polstellen besitzen können. Beispielsweise ist
die Funktion z−1 meromorph; ihre Polstellenmenge ist {0}. Ebenso sind die Funktionen tan z und
cot z meromorph, nicht jedoch exp

(
z−1
)
, da 0 keine Polstelle, sondern eine wesentliche Singularität

dieser Funktion ist.
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Unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Di�erenzialgleichungen können wir dann
die Ersetzung ∂DI/∂ωi = ∂DR/∂ωr vornehmen, womit folgt

ωi ' −
DI(ωr, 0)

∂DR(ωr, 0)

∂ωr

. (7.57)

Mit den o�ensichtlichen Identi�kationen DI(ωr, 0) = DI(ωr, κ⊥) und DR(ωr, 0) =
DR(ωr, κ⊥) erhält man damit für ωr > 0

ωi ' −

{
πω

2

∞∑
n>ω

√
(n/ω)2−1∫

0

d$⊥

(ω/n)3

√
1− ω2

n2
(1 +$2

⊥) J2
n(κ⊥$⊥)

×
[
∂F0

∂$⊥
−$⊥

(ω
n

)3 ∂F0

∂u

]∣∣∣∣
u=ω

n

}{
∂

∂ω

[
ω2 P

1∫
0

du

u3

√
1−u2

u∫
0

d$⊥

√
1− u2 (1 +$2

⊥)

×
(
∂F0

∂$⊥
−$⊥u

3 ∂F0

∂u

) ∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2u2 − ω2

]}−1

, (7.58)

wobei ω ≡ ωr gilt.

Für kleine ωi tritt Instabilität nun auf, wenn die rechte Seite von Gl. (7.58) positiv ist.
Der Wert für ω ist dann gegeben durch

κ2
⊥ =

4ω2
pω

2

Ω
P

1∫
0

du

u3

√
1−u2

u∫
0

d$⊥

√
1− u2 (1 +$2

⊥)

[
∂F0

∂$⊥
−$⊥u

3 ∂F0

∂u

] ∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2u2 − ω2
.

(7.59)

Gleichung (7.59) muss einen positiven Wert für ω2 liefern.

Wir vertauschen nun die Reihenfolge der Integration in Gl. (7.59), so dass u im Intervall
0 6 u 6 ε−1

⊥ liegt, wobei 0 6 $⊥ 6 ∞ gilt und wir ε⊥ =
√

1 +$2
⊥ de�niert haben. Dann

de�nieren wir x = ε⊥u, so dass 0 6 x 6 1 und 0 6 $⊥ 6 ∞ die relevanten Intervalle
sind. Gl. (7.59) nimmt damit die Form an

κ2
⊥ =

4ω2
pω

2

Ω2
P

1∫
0

dx

x3

√
1− x2

∞∫
0

d$⊥ $⊥ε
2
⊥

[
ε2
⊥
$⊥

∂F0

∂$⊥
+ x

(
1− x2

) ∂F0

∂x

]

×
∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2x2 − ω2 − ω2$2
⊥
. (7.60)

Für ω � 1 kann Gleichung (7.60) geschrieben werden als

κ2
⊥ = −

4ω2
p

Ω2
P

1∫
0

dx

x3

√
1− x2

∞∫
0

d$⊥ $⊥ε⊥

[
ε2
⊥
$⊥

∂F0

∂$⊥
+ x

(
1− x2

) ∂F0

∂x

]
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×

[
∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥) +

x2

ω2ε2
⊥

∞∑
n=1

n2J2
n(κ⊥$⊥) + . . .

]
. (7.61)

Aufgrund von
∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥) =

1

2

[
1− J2

0 (κ⊥$⊥)
]

(7.62a)

und
∞∑
n=1

n2J2
n(κ⊥$⊥) =

(κ⊥$⊥)2

4
(7.62b)

nimmt Gl. (7.61) die Form an

κ2
⊥

[
1 +

L

ω2

]
= −H (κ⊥), (7.63)

wobei

L =
2ω2

p

Ω2
P

1∫
0

dx

x

√
1− x2

∞∫
0

d$⊥ $
3
⊥

[
ε2
⊥
$⊥

∂F0

∂$⊥
+ x

(
1− x2

) ∂F0

∂x

]
(7.64a)

und

H (κ⊥) =
ω2
p

Ω2
P

1∫
0

dx

x3

√
1− x2

∞∫
0

d$⊥ $⊥ε
2
⊥

×
[
ε2
⊥
$⊥

∂F0

∂$⊥
+ x

(
1− x2

) ∂F0

∂x

] [
1− J2

0 (κ⊥$⊥)
]

(7.64b)

gelten, mit

∂κ2
⊥

∂ω
= − κ2

⊥
ωH (κ⊥)

[
κ2
⊥ + H (κ⊥)

] [
1− κ⊥

2

∂ ln H (κ⊥)

∂κ⊥

]−1

(7.65)

sowie

ω2 = − L

1 + H (κ⊥)/κ2
⊥
� 1. (7.66)

Damit folgt

ωi '

{
πω2

p L H (κ⊥)

2Ω2

∞∑
n>ωr

√
n2/ω2

r−1∫
0

d$⊥

(|ωr| /n)3

×
√

1− ω2
r

n2
(1 +$2

⊥) J2
n(κ⊥$⊥)

[
∂F0

∂$⊥
−$⊥

(
|ωr|
n

)3
∂F0

∂u

∣∣∣∣
u=ωr/n

]

×
[
1− κ⊥

2

∂ ln H (κ⊥)

∂κ⊥

] [
κ2
⊥ + H (κ⊥)

]−2

}
, (7.67)
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mit u = x/ε⊥.

Für ω � 1 können wir Gleichung (7.60) schreiben als

κ2
⊥ = −

4ω2
pω

2

Ω2
P

1∫
0

dx

x5

√
1− x2

∞∫
0

d$⊥ $⊥ε
2
⊥

×
[
ε2
⊥
$⊥

∂F0

∂$⊥
+ x

(
1− x2

) ∂F0

∂x

] ∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2
. (7.68)

Nun folgt

∞∑
n=1

J2
n(κ⊥$⊥)

n2
=

2

π

π/2∫
0

dϕ ϕ2J2
0 (2κ⊥$⊥ cosϕ)− π2

12
J2

0 (κ⊥$⊥), (7.69)

so dass Gl. (7.68) die Form annimmt

κ2
⊥ = ω2M (κ⊥), (7.70)

mit

M (κ⊥) = −
4ω2

p

Ω2
P

1∫
0

dx

x5

√
1− x2

∞∫
0

d$⊥ $⊥ε
2
⊥

[
ε2
⊥
$⊥

∂F0

∂$⊥
+ x

(
1− x2

) ∂F0

∂x

]

×

[
2

π

π/2∫
0

dϕ ϕ2J0(2κ⊥$⊥ cosϕ)− π2

12
J2

0 (κ⊥$⊥)

]
. (7.71)

Damit gilt
∂κ2

⊥
∂ω

= 2κ⊥
√

M (κ⊥)

[
1− κ⊥

2

∂ ln M (κ⊥)

∂κ⊥

]−1

. (7.72)

Der Imaginärteil der Frequenz, ωi, ist dann bestimmt durch

ωi '
πω2

p

Ω2

∞∑
n>ωr

√
n2/ω2

r−1∫
0

d$⊥

(ωr/n)3

√
1− ω2

r

n2
(1 +$2

⊥)
J2
n(κ⊥$⊥)

M (κ⊥)

×

[
∂F0

∂$⊥
−$⊥

(ωr
u

)3 ∂F0

∂u

∣∣∣∣
u=ωr/n

] [
1− κ⊥

2

∂ ln M (κ⊥)

∂κ⊥

]
. (7.73)

Als nächstes gehen wir von der Situation eines relativistischen, nur schwach anisotropen
Plasmas aus, für das wir den Ansatz machen

F0(x,$⊥) = ε−2
⊥
[
H(x) + ε−2

⊥ G(x)
]
, (7.74)
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wobei H(x) und G(x) lediglich der Normierungsbedingung aus Gl. (7.3) unterliegen.
Gleichung (7.60) lässt sich damit schreiben als

κ2
⊥ = −

4ω2
pω

2

Ω2
P

1∫
0

dx

x3

√
1− x2

∞∑
n=1

∞∫
0

d$⊥ $⊥J
2
n(κ⊥$⊥)

×

x (1− x2)
∂H

∂x
− 2H

n2x2 − ω2 − ω2$2
⊥

+
x (1− x2)

∂G

∂x
− 4G

(1 +$2
⊥) (n2x2 − ω2 − ω2$2

⊥)

 . (7.75)

Aufgrund von

∞∫
0

dx x
J2
n(x)

x2 + a2
= In(a)Kn(a), für Re(a) > 0, (7.76)

wobei In(a) undKn(a) die modi�zierten Besselfunktionen erster und zweiter Art bezeich-
nen (s. Anhang C.1), können wir Gl. (7.75) umformen zu

κ2
⊥ =

4ω2
p

Ω2
P

1∫
0

dx

x3

√
1− x2

∞∑
n=1

{[
x
(
1− x2

) ∂H
∂x

− 2H

]

× In

(
κ⊥

√
1− n2x2

ω2

)
Kn

(
κ⊥

√
1− n2x2

ω2

)
− ω2

n2x2

[
x
(
1− x2

) ∂G
∂x

− 4G

]

×

[
In(κ⊥)Kn(κ⊥)− In

(
κ⊥

√
1− n2x2

ω2

)
Kn

(
κ⊥

√
1− n2x2

ω2

)]}
. (7.77)

Mit Hilfe der De�nitionen G = x4 (1− x2)
−2
T (x) und H = x2 (1− x2)

−1
R(x) können

wir Gleichung (7.75) in der kompakteren Form

κ2
⊥ =

4ω2
p

Ω2
P

1∫
0

dx
√

1− x2

∞∑
n=1

{[
∂R

∂x
+
ω2

n2

1

1− x2

∂T

∂x

]
In

(
κ⊥

√
1− n2x2

ω2

)

×Kn

(
κ⊥

√
1− n2x2

ω2

)
− ω2

n2

1

1− x2

∂T

∂x
In(κ⊥)Kn(κ⊥)

}
. (7.78)

ausdrücken.

7.5 Zusammenfassung

Das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren verallgemeinert die von Harris30 vorgestell-
te Methode der Neutralpunkte im Wellenzahlraum durch die Einbeziehung von relati-
vistischen E�ekten. Zu diesem Zweck haben wir die gleichen Bedingungen wie Harris
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7 Das Neutralpunkt-Konzept

zugrunde gelegt, insbesondere eine unendliche Ionenmasse, um so die Ionen stationär zu
halten, und die Vernachlässigung von Magnetfeld�uktuationen. Wir haben � unter die-
sen starken Einschränkungen, die, wir noch zeigen werden, bedeutenden Ein�uss auf die
Dispersionsrelation haben � eine allgemeine Klasse instabiler Wellen betrachtet, nämlich
sich in einem in ein Hintergrund-Magnetfeld eingebetteten Plasma ausbreitende longitu-
dinale Wellen. Die Ausbreitungsrichtung muss dabei, im Gegensatz zu Kapitel 6, nicht
notwendigerweise entweder parallel oder senkrecht zum Hintergrundmagnetfeld sein, was
sehr viel allgemeinere Betrachtungen zulässt. Darüber hinaus wurden zunächst nur sol-
che Wellen betrachtet, die unabhängig von resonanten Welle-Teilchen-E�ekten sind; eine
Vorschrift zur Behandlung solcher resonanten E�ekte wurde im Anschluss daran in Ab-
schnitt 7.4 entwickelt. Elektromagnetische Wellenmoden wurden in diesem Kapitel igno-
riert, da relativistische E�ekte in Ergänzung zur ursprünglichen, longitudinalen Harris-
Instabilität unter präzise denselben Bedingungen untersucht wurden, wie sie von Har-
ris30 aufgestellt worden waren. Wie wir gezeigt haben, ergaben sich im Vergleich zu den
ursprünglichen Ergebnissen von Harris substanzielle quantitative Modi�kationen.

In Kapitel 8 werden wir als Folgerung daraus die einschränkenden Bedingungen lockern
und transversale Wellenmoden wie auch Kopplungse�ekte zwischen elektrostatischer und
elektromagnetischer Wellenmode betrachten. Darüber hinaus werden wir für einfache
Beispiele von Verteilungsfunktionen quantitative, numerisch berechnete Werte für die
Wachstums- und Dämpfungsraten vorstellen.
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8 Moden-Kopplung

Ausgehend von Kapitel 7 wird in diesem Kapitel das Konzept der Neutralpunkte durch die
Einbeziehung der Ionenbewegung und der Störungen des Magnetfeldes erweitert. Dabei
wird insbesondere die Kopplung von elektrostatischer und elektromagnetischer Wellenmo-
de anhand von numerischen Berechnungen der Wachstumsraten untersucht.

8.1 Einleitung

Die im vorherigen Kapitel untersuchte Neutralpunktmethode ist von Harris30 für eine
einfache Situation aufgestellt worden, in der das �uktuierende Magnetfeld vernachläs-
sigt wurde und die Ionen als unendlich schwer angenommen wurden; damit ergaben sich
rein elektrostatische Wellenmoden, die nur unter diesen speziellen Bedingungen gültig
sind. Dieses Kapitel erlaubt dagegen nicht nur die Anwesenheit von �uktuierenden Ma-
gnetfeldern, so dass eine Kopplung zwischen den elektrostatischen (∇×E = 0) und den
elektromagnetischen (∇·E = 0) Komponenten des Wellenfeldes auftritt, sondern bezieht
auch bewegliche Ionen sowie nach wie vor die relativistischen Aspekte mit ein. Die allge-
meine Entwicklung der Neutralpunkt-Methode unter diesen weit gefassten Bedingungen
ist vollständig neu und führt auf kinetische Plasma-Instabilitäten, die

� durch keine andere Methode hergeleitet werden können,

� relativistisch korrekt sind � was von groÿem Nutzen für die Anwendung auf die
Jets von Aktiven Galaktischen Kernen oder γ-ray Bursts ist,

� zeigen, wie die Weibel-Instabilität in der Gegenwart eines umgebenden Magnetfel-
des modi�ziert wird, wobei eine Kopplung zwischen den verschiedenen Wellenkom-
ponenten auftritt, und

� mehr Einsicht in das Verhalten kinetischer Instabilitäten erlaubt, als es eine magne-
tohydrodynamische Behandlung gestatten würde.

Das dominante physikalische Verhalten solcher Instabilitäten, die einzig von den Bulk-
Eigenschaftena des Plasmas abhängen, besteht darin, dass sie dazu neigen, unter einer
Vielzahl von Kon�gurationen der Parameter des Plasmas aufzutreten. Diese Eigenschaft
unterscheidet sie fundamental von resonanten Welle-Teilchen-Instabilitäten, die extrem
emp�ndlich für die kleinskaligen Details der Plasma-Verteilungsfunktionen sind. Ist da-
her ein Plasma stabil gegenüber resonanten Wellen, so kann es immer noch instabil in
Hinsicht auf seine Bulk-Eigenschaften sein: Bulk-Instabilitäten können somit tiefgrei-
fende Konsequenzen für die Stabilität des Plasmas haben. Durch die Einbeziehung der

aengl.: bulk properties, durch die Gesamtheit des Plasmas bestimmte Eigenschaften
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relativistischen Aspekte ist diese Art von Instabilitäten für viele Situationen von Nutzen,
die in relativistischen astrophysikalischen Plasmen beobachtet werden können. Unseres
Wissens nach ist jedoch bislang die vollständige dreidimensionale Situation eines relati-
vistischen Plasmas unter Einbeziehung der Kopplungse�ekte zwischen longitudinalen und
transversalen Moden noch nicht untersucht worden. Dies und die sich daraus ergebenden
interessanten E�ekte werden daher Inhalt des aktuellen Kapitels sein.

Eine Diskussion der relativistischen kinetischen Weibel-Instabilität in Abwesenheit
eines homogenen Hintergrund-Magnetfeldes wurde kürzlich von Schaefer-Rol�s et al.77

durchgeführt. Eine Untersuchung der relativistischen longitudinalen weibel-ähnlichen In-
stabilität in Anwesenheit eines Hintergrund-Magnetfeldes unter den von Harris gege-
benen Bedingungen wurde in Kapitel 7 vorgestellt; diese Bedingungen bestanden in der
Vernachlässigung 1. der Ionenbewegung und 2. des �uktuierenden Magnetfeldes. Die voll-
ständig relativistische Situation unter Einbeziehung sowohl der Ionenbewegung als auch
der �uktuierenden Magnetfelder in Anwesenheit eines umgebenden, gleichförmigen Ma-
gnetfeldes ist daher nun Gegenstand dieses Kapitels. Eine allgemeine Untersuchung der
3×3-Determinante, mit der generell sämtliche linearen Wellen in einem Plasma in Anwe-
senheit eines homogenen Magnetfeldes beschrieben werden, steht jedoch nach wie vor aus
und ist weit davon entfernt, abgeschlossen zu sein. Die Hauptursache für die begrenzten
Informationen, die bislang zur Verfügung stehen, liegt in der mathematischen Komple-
xität dieser 3×3-Determinante; dieses Kapitel stellt daher keinesfalls eine vollständige
Untersuchung der Determinante dar, sondern baut auf der Pionierarbeit von Harris auf,
die es erlaubt, weit gefasste Klassen von Verteilungsfunktionen hinsichtlich ihrer Bulk-
Eigenschaften auf Stabilität oder Instabilität zu untersuchen.

Das von Harris entworfene Schema basiert auf dem in Kapitel 7 ausführlich beschrie-
benen Konzept des Neutralpunktes im Wellenzahlraum. Gestattet eine Klasse von Ver-
teilungsfunktionen die Existenz solcher Neutralpunkte, an denen die Wellenfrequenz ver-
schwindet, so hat das Plasma entweder zur einen oder zur anderen Seite (im Wellen-
zahlraum) des Neutralpunktes eine zeitlich exponentiell anwachsende Mode, die keine
propagierende Komponente besitzt. Obwohl die Neutralpunkt-Methode nicht allumfas-
send ist � in dem Sinne, dass Verteilungsfunktionen ohne Neutralpunkte dennoch instabil
sein können �, so stellt ein solches Vorgehen trotz dieser Einschränkung ein mächtiges
Werkzeug zur Auswertung von Plasma-Instabilitäten im Allgemeinen und relativistischen
E�ekten im Besonderen dar.

Da die mathematischen Details dieses Kapitels zwar sehr langwierig, jedoch nicht über-
mäÿig kompliziert sind, ist der gröÿte Teil der technischen Einzelheiten in zwei Abschnit-
ten des Anhangs B dargestellt; im Folgenden werden daher nur die wesentlichen Punkte
der mathematischen Herleitung angeführt.

8.2 Technische Herleitung

In einem relativistischen Plasma ist die volle 3×3-Determinante, welche die Propagation
elektromagnetischer Wellen mit der Orts- und Zeitabhängigkeit exp

[
ik‖z + ik⊥x− iωt

]
beschreibt, wobei êz die Richtung des gleichförmigen Hintergrund-Magnetfeldes der Stär-
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ke B0 ist, durch
det (Λlm) = 0 (8.1)

gegeben, wobei Λlm den in Kapitel 5 hergeleiteten Maxwell-Operator aus Gl. (5.10) be-
zeichnet. Der darin enthaltene relativistische Leitfähigkeitstensor σlm ist durch

σlm = −2πi
∑
a

e2ana

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ p⊥

∞∑
n=−∞

Tlm
ω − k‖v‖ − nΩa,0/γ

(8.2a)

gegeben, mit

Tlm =


z−2n2J2

n(z) v⊥Ûfa i z−1nJn(z)J
′
n(z) v⊥Ûfa z−1nJ2

n(z) v⊥Ŵfa

−i z−1nJn(z)J
′
n(z) v⊥Ûfa J ′n

2(z) v⊥Ûfa −iJn(z)J ′n(z) v⊥Ŵfa

z−1nJ2
n(z) v‖Ûfa iJn(z)J

′
n(z) v‖Ûfa J2

n(z) v‖Ŵfa

 ,

(8.2b)
wobei z = k⊥p⊥/(maΩa,0), und Ωa,0 = eaB0/(mac) die nichtrelativistische Gyrofrequenz
bezeichnet. Weiterhin bezeichnet J ′n = dJn(z)/dz die Ableitung der Besselfunktionen
Ableitung nach z. Die Summe über a erstreckt sich über alle Teilchensorten des Plasmas
und γ = [1 + (p2

‖ + p2
⊥)/(mac)

2]1/2 ist der relativistische Lorentzfaktor.

Die Di�erenzialoperatoren Û und Ŵ sind gegeben durch

Ûf =
∂fa
∂p⊥

+
k‖

γmaω
∆ (8.3a)

≡ A+
k‖
ω
B (8.3b)

Ŵf =
∂fa
∂p‖

− nΩa

γωp⊥
∆ (8.3c)

≡ C − n

ω
D (8.3d)

mit

∆ =

(
p⊥

∂fa
∂p‖

− p‖
∂fa
∂p⊥

)
. (8.3e)

Im Gegensatz zu den vorherigen Kapiteln, die stets verschiedene, teils drastische Nä-
herungen und Einschränkungen verwendet haben, widmen wir uns nun zunächst der
allgemeinen Auswertung von Gl. (8.1), um ω als Funktion von k⊥ und k‖ zu bestimmen
� darin liegt die groÿe technische Herausforderung.

Letztlich werden später in diesem Kapitel nur senkrechte Wellen mit k · B = 0 be-
handelt, da, wie im Haupttext und in den Anhängen zu diesem Kapitel ausgeführt ist,
die Suche nach kinetischen Plasma-Instabilitäten mit k ·B 6= 0 noch um ein Beträcht-
liches verwickelter ist. Jedoch kann der in den Anhängen entwickelte mathematische
Rahmen der allgemeinen Neutralpunkt-Methode auch auf diese Situation angewendet
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8 Moden-Kopplung

werden � dies in allen Einzelheiten auszuführen würde jedoch den Rahmen dieses Kapi-
tels sprengen. Der allgemeine Fall wird daher in zukünftigen Arbeiten behandelt, unter
Verwendung der hier angegebenen Methodik.

Wie in Anhang B.2 gezeigt, können für Wellen, die sich strikt senkrecht zum umgeben-
den Magnetfeld ausbreiten, beträchtliche Vereinfachungen der Dispersionsrelation erzielt
werden. Insbesondere wird das Neutralpunkt-Konzept (s. Kapitel 7) verwendet, wobei
man zunächst nach Fällen mit ω = 0 und k⊥ 6= 0 sucht und danach die Dispersionsre-
lation zu niedrigster Ordnung in ω in der Umgebung solcher Neutralpunkte auswertet.
Damit lässt sich nach längerer Rechnung (s. Anhang B.2) zeigen, dass die Dispersions-
relation die Form

ω2E(k⊥) + F (k⊥) = 0 (8.4)

annimmt.

Für beliebige Verteilungsfunktionen � darunter Gegenstrom- und andere anisotrope
Verteilungsfunktionen � sind die Darstellungen für E(k⊥) und F (k⊥) in hohem Maÿe
kompliziert und aus diesem Grund in allgemeiner Form in Anhang B.3 hergeleitet. We-
sentliche Vereinfachungen sowohl für E als auch für F ergeben sich für Verteilungsfunk-
tionen, die anisotrop sind, jedoch keine Bulk-Bewegung enthalten, was bedeutet, dass f
von der Form f(p2

‖, p⊥) sein muss. Im Folgenden diskutieren wir diese Situation und die
relevanten Gleichungen für anisotrope Verteilungsfunktionen ohne Bulk-Bewegung.

Die Existenz von Neutralpunkten erfordert F (k⊥) = 0. Im Falle in p‖ symmetrischer
Verteilungsfunktionen können beträchtliche Vereinfachungen erzielt werden, und man
erhält

F (k⊥) =
(
ρzz − k2

⊥c
2
) [
H(k⊥)

(
ρyy − k2

⊥c
2
)

+ µ2
xy

]
, (8.5)

wobei die auftretenden Faktoren durch die Gleichungen (B.30) in Anhang B.3 gegeben
sind.

Der Faktor

H(k⊥) ≡ 1 + τxx = 1− 2π
∑
a

ω2
p,a

k2
⊥
Î γ
[
1− J2

0 (za)
] ∂f0,a

∂p⊥
, (8.6)

wobei der Integral-Operator

Î g(p‖, p⊥) =

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ g(p‖, p⊥) (8.7)

auf von p‖ und p⊥ abhängige Funktionen wirkt, hat dieselbe Struktur wie in Gl. (7.38)
in Kapitel 7. Wir bezeichnen H(k⊥) daher als die �Harris-Funktion�, die in Kap. 7 als
Bedingung für die Existenz von Neutralpunkten verschwinden musste.

Im Gegensatz dazu erhalten wir hier aus der Bedingung F (k⊥) = 0 nun die modi�zierte
Gleichung

H(k⊥)T (k⊥) = −
(
ρzz − k2

⊥c
2
)
µ2
xy, (8.8a)

mit
T (k⊥) =

(
ρzz − k2

⊥c
2
) (
ρyy − k2

⊥c
2
)
, (8.8b)
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8.2 Technische Herleitung

woraus sich zwei verschiedene Fälle ergeben.

Erstens: Angenommen, H habe zunächst bei k⊥ = κ1 eine Nullstelle, so dass H(κ1) = 0
gilt; eine Taylor-Entwicklung von Gl. (8.8a) ergibt dann

H(κ1) + δκ1
∂H
∂k⊥

∣∣∣∣
k⊥=κ1

=
µ2
xy (κ2

1c
2 − ρzz)

T (κ1)
, (8.9)

so dass

δκ1 = µ2
xy

(
κ2

1c
2 − ρzz

)(
T (κ1)

∂H
∂k⊥

∣∣∣∣
k⊥=κ1

)−1

. (8.10)

Diese Näherung ist korrekt, solange |δκ1| /κ1 � 1 gilt. Andernfalls müssen die Null-
stellen von Gl. (8.8a) auf anderem Wege bestimmt werden.

Der Term ∂H/∂k⊥ ist gegeben durch

∂H
∂k⊥

= 4π
∑
a

ω2
p,am

2
a

k2
⊥

Î γ

[
1− J2

0 (za)

k⊥
− p⊥
maΩa

J0(za)J1(za)

]
∂f0,a

∂p⊥
. (8.11)

Zweitens: Hat T bei k⊥ = κ2 eine Nullstelle, so dass T (κ2) = 0 gilt, so ergibt in diesem
Fall eine Taylor-Entwicklung von Gl. (8.8a)

T (κ2) + δκ2
∂T
∂k⊥

∣∣∣∣
k⊥=κ2

=
µ2
xy (κ2

2c
2 − ρzz)

H(κ2)
, (8.12)

woraus man erhält

δκ2 = µ2
xy

(
κ2

2c
2 − ρzz

)(
T (κ2)

∂H
∂k⊥

∣∣∣∣
k⊥=κ2

)−1

, (8.13)

mit

∂ρyy
∂k⊥

= 4π
∑
a

ω2
p Î

p2
⊥
γ

[
p⊥

maΩa

J0(za)J1(za)−
J2

1 (za)

k⊥

]
∂f0,a

∂p⊥
(8.14a)

∂ρzz
∂k⊥

= −4π
∑
a

ω2
p,ama

Ωa

Î
p‖p

2
⊥

γa
J0(za)J1(za)

∂f0,a

∂p⊥
. (8.14b)

Diese Lösung ist ebenfalls wieder nur eine gültige Näherung, solange |δκ2| /κ2 � 1 gilt.

Eine dritte Möglichkeit bestünde darin, die Gleichung um κ3 zu entwickeln, wobei κ3 die
exakte Lösung von ρzz − k2

⊥c
2 = 0 ist. Jedoch werden wir in Abschnitt 8.3.2 zeigen, dass

dieser Term, der die Kopplung zwischen longitudinaler und transversaler Wellenmode
beschreibt, stets negativ ist und somit keine Nullstellen hat.

Im Allgemeinen muss man daher für eine vorgegebene Verteilungsfunktion die Terme
E(k⊥) und F (k⊥) berechnen, woraufhin man aus der Beziehung ω2 = −F (k⊥)/E(k⊥)
Informationen über die Stabilität bzw. Instabilität des Systems erhält. Diese Beziehung
ist jedoch nur in der Umgebung eines Neutralpunktes gültig, da sie auf der Taylor-
Entwicklung des Maxwell-Operators zu vierter Ordnung in ω basiert.
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8 Moden-Kopplung

8.3 Beispiele für symmetrische Verteilungsfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei einfache Beispiele für symmetrische Verteilungs-
funktionen, die aus Delta-Distributionen der Form

f0,a =
1

2πp⊥
δ(p‖)δ(p⊥ − ξa) (8.15)

bestehen, wobei ξa den senkrechten Impuls der Teilchensorte a bezeichnet. Der Faktor
(2πp⊥)−1 ist zur Normierung von f0 erforderlich. Solche Verteilungsfunktion sind symme-
trisch in p‖. Darüber hinaus ist diese Form der Verteilungsfunktionen extrem nützlich zur
Untersuchung von Instabilitäten in einem Plasma, das sich mit konstanter Geschwindig-
keit parallel zu einem homogenen Magnetfeld bewegt und wo deswegen die Herleitungen
im mitbewegten Koordinatensystem durchgeführt werden können. In Kapitel 9 werden
wir diese Verteilungsfunktion daher auf den Fall eines γ-ray Bursts anwenden, wobei das
Ruhesystem des Jets verwendet wird, in dem keine parallele Bewegung auftritt.

Die hier zu illustrativen Zwecken verwendeten Spezialfälle erlauben es somit nicht nur,
auf einfachste Weise die physikalischen Prozesse der Kopplung zwischen elektrostatischer
und elektromagnetischen Komponenten der Dispersionsrelation zu veranschaulichen, son-
dern sind darüber hinaus auch von praktischem Interesse, wenn man es mit Elektron-
Proton-Jets etwa von Aktiven Galaktischen Kernen oder γ-ray Bursts zu tun hat.

Die allgemeine Formulierung, wie sie in den Anhängen gegeben ist, erlaubt es uns, die
Kriterien für aperiodische Fluktuationen für jede Art von Impuls-Verteilungen verschie-
dener Teilchensorten zu bestimmen. Alle Fälle gyrotroper Verteilungsfunktionen können
auf analytischemWege behandelt werden � die erforderlichen mathematischen Ausdrücke
werden jedoch schnell sehr unhandlich und verschleiern daher die grundlegenden Prozesse
hinter unübersichtlichen Ausdrücken. Auch aus diesem Grund sind die einfachen Veran-
schaulichungen für senkrechte Wellen (k · B = 0) von beträchtlichem Interesse, da in
diesem Fall die mathematischen Einzelheiten zwar umfangreich sind, jedoch nicht so
unhandlich, als dass bestimmte E�ekte nicht isoliert werden könnten.

In diesem Abschnitt werden sowohl das Neutralpunkt-Kriterium als auch die k⊥-Ab-
hängigkeit der Frequenz ausgewertet und es werden numerische Beispiele vorgestellt;
dabei wird in diesem Abschnitt durchgängig k‖ = 0 angenommen. Zunächst werten wir
alle in F (k⊥) auftretenden Faktoren für die Verteilungsfunktion aus Gl. (8.15) aus, die
damit ergeben

τxx =
1

k2
⊥

∑
a

ω2
p,am

2
a

{
1− J2

0 (za)

(mac)2γa
+

2k⊥γa
ξamaΩa

J0(za)J1(za)

}
(8.16a)

ρyy =
∑
a

ω2
p,a

ξa
γa

[
ξa/(mac)

2

γ2
a

J2
1 (za)−

2k⊥
maΩa

J0(za)J1(za)

]
(8.16b)

ρzz = −
∑
a

ω2
p,a

γa
(8.16c)

µxy = i
∑
a

ω2
p,a

Ωa

[
J2

0 (za)− J2
1 (za)

]
, (8.16d)
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8.3 Beispiele für symmetrische Verteilungsfunktionen

mit γa = [1 + ξ2
a/(mac)

2]
1/2 und za = k⊥ξa/(maΩa).

Gemäÿ Gleichung (B.30e) ist die Harris-Funktion gegeben durch

H(k⊥) = 1− 1

k2
⊥

∑
a

ω2
p,am

2
a

{
1− J2

0 (za)

(mac)2γa
+

2k⊥γa
ξamaΩa

J0(za)J1(za)

}
. (8.17)

Die anderen in E(k⊥) auftretenden Faktoren sind

ρyz = τzz = 0 (8.18a)

τyy =
∑
a

ω2
p,a

Ω2
a

{
ξ2
a/(mac)

2

γa

[
1

2
− J2

1 (za)

]
+ γa −

2γaξak⊥
maΩa

J0(za)J1(za)

}
(8.18b)

φxy =
2i

k⊥

∑
a

ω2
p,amaγa

Ω2
a

[(
γa
ξa

+
2ξa

(mac)2

)
Θ′
a +

k⊥γ
2
a

maΩa

Θ′′
a

]
(8.18c)

ψxx =
2

k2
⊥

∑
a

ω2
p,am

2
a

Ω2
a

(
3γa

(mac)2
Θa +

2k⊥γ
3
a

maΩaξa
Θ′
a

)
, (8.18d)

wobei Θ, Θ′ und Θ′′ in den Gleichungen (B.33) des Anhangs B.3 de�niert sind und unend-
liche Reihen über Besselfunktionen bezeichnen, von denen keine Lösung in geschlossener
Form bekannt ist.

8.3.1 Bewegte Ionen und Elektronen

Betrachten wir eine Verteilungsfunktion, die aus monoenergetischen Ionen und Elektro-
nen besteht, wobei Elektronen und Ionen die Impulse ξe und ξi senkrecht zum Hinter-
grund-Magnetfeld haben:

fe =
δ(p‖)

2πp⊥
δ(p⊥ − ξe) (8.19a)

fi =
δ(p‖)

2πp⊥
δ(p⊥ − ξi). (8.19b)

Die Bedingung für die Existenz von Neutralpunkten erfordert damit

H(k⊥)T (k⊥) = −

{∑
a

ω2
p,a

Ωa

[
J2

1 (za)− J2
0 (za)

]}2(∑
a

ω2
p,a

γa
+ k2

⊥c
2

)
, (8.20a)

wobei

T (k⊥) = k4
⊥c

4 −
∑
a

ω2
p,aξa

γa

[
ξa/(mac)

2

γ2
a

J2
1 (za)−

2k⊥
maΩa

J0(za)J1(za)

]

×

(∑
a

ω2
p,a

γa
+ k2

⊥c
2

)
+ k2

⊥c
2
∑
a

ω2
p,a

γa
. (8.20b)
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Hierbei gilt a ∈ {e, i}, und die Harris-Funktion ist daraufhin gegeben durch

H(k⊥) = 1− 1

k2
⊥

∑
a

ω2
p,am

2
a

{
1− J2

0 (za)

(mac)2γa
+

2k⊥γa
ξamaΩa

J0(za)J1(za)

}
. (8.21)

In den nächsten beiden Unterabschnitten diskutieren wir nacheinander die einfachen
Fälle eines Wassersto�plasmas mit stationären Ionen, und den eines aus Elektronen und
Positronen bestehenden Paarplasmas.

8.3.2 Nur bewegte Elektronen

Die Überlegungen des letzten Unterabschnittes können beträchtlich vereinfacht werden,
wenn sich nur die Elektronen mit einem Impuls ξe senkrecht zum Hintergrund-Magnetfeld
bewegen:

f0,e =
δ(p‖)

2πp⊥
δ(p⊥ − ξe) (8.22a)

f0,i =
δ(p‖)

2πp⊥
δ(p⊥). (8.22b)

Neutralpunkt-Untersuchung

Als Konsequenz vereinfachen sich einige der in E(k⊥) und F (k⊥) auftretenden Faktoren,
und aufgrund von

lim
ξ→0

J0(z)J1(z)

ξ
=

k⊥
2mΩ

(8.23)

nimmt die Harris-Funktion die Form

H(k⊥) = 1− 1

k2
⊥
ω2
p,em

2
e

{
1− J2

0 (z)

(mec)2γe
+

2k⊥γe
ξemeΩe

J0(z)J1(z)

}
−
ω2
p,i

Ω2
i

(8.24)

an, mit z = k⊥ξe/(meΩe) und γe = [1 + ξ2
e/(mec)

2]
1/2 und ist im Vergleich zu Kapi-

tel 7 (vgl. auch Harris30) dramatisch verändert. Dies ist durch den zusätzlichen Term
ω2
p,i/Ω

2
i = ω2

p,e/(µΩ
2
e ) bedingt, der gegen Unendlich geht, wenn das Massenverhältnis

von Elektronen und Ionen zu Null gesetzt wird, wie es von Harris getan wurde. In Har-
ris' ursprünglichem Artikel gab es jedoch überraschenderweise zu H(k⊥) keinerlei Beitrag
durch die Ionen. Die Lösung dieses scheinbaren Widerspruchs stellt sich wie folgt dar:
Für k‖ = 0 ist der Ionenbeitrag in Gl. (8.2a) gegeben durch

σlm,i = −2πie2ini

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ p⊥

∞∑
n=−∞
n6=0

Tlm
ω − nΩi/γ

. (8.25)

Wir müssen an dieser Stelle nun zwei verschiedene Grenzübergänge betrachten: Setzen
wir zuerst mi = ∞ (bevor wir ω → 0 festlegen), so folgt Ωi = 0 und es gibt keinen

122



8.3 Beispiele für symmetrische Verteilungsfunktionen

Beitrag der Ionen zu Neutralpunkten. Andererseits, betrachten wir zuerst ω → 0 mit
endlicher Ionenmasse, so ergibt sich

σlm,i '
2πie2ini
Ωi

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ p⊥γ
∞∑

n=−∞
n6=0

(
1 +

γ2ω2

n2Ω2
i

)
Tlm
n
, (8.26)

was den Weg beschreibt, dem wir hier folgen � also eine Entwicklung um ω = 0. Das Er-
gebnis besteht in einem stabilisierenden E�ekt für die longitudinale Mode, da ω2

p,e/(µΩ
2
e )

im Vergleich zu ω2
p,e/Ω

2
e eine groÿe Zahl ist, bedingt durch den Faktor µ = me/mi im

Nenner.

Der wichtige Punkt ist der folgende: wird Ωi zuerst gleich Null gesetzt, so kann man
das Verhalten bei Frequenzen unterhalb der Ionen-Zyklotronfrequenz nicht korrekt un-
tersuchen. Ist man daran interessiert, das Neutralpunkt-Verhalten zu untersuchen, so
muss dies bei endlichem Ωi erfolgen: Nur so kann auf korrekte Weise das Muster und das
Frequenzverhalten an den Neutralpunkte studiert werden, was nicht möglich ist, wenn
man bereits vor der Suche nach Neutralpunkten Ωi → 0 festlegt.

Als nächstes führen wir die dimensionslosen Variablen

z =
κλ

Ωe

γe
(
ω2
p,e/γe + ω2

p,i

)1/2
(8.27a)

κ = k⊥c
(
ω2
p,e/γe + ω2

p,i

)−1/2
(8.27b)

λ = ξe/(γemec) < 1 (8.27c)

u = ω2
p,e/
[
γe
(
ω2
p,e/γe + ω2

p,i

)]
< 1 (8.27d)

µ = me/mi ' 1/1836 � 1 (8.27e)

und

Ωp =
(
ω2
p,e/γe + ω2

p,i

)1/2
(8.27f)

ein, wodurch die Normierung der aus Gl. (8.4) berechneten Frequenz beschrieben wird.

Mit diesen Parametern kann man die in F (k⊥) auftretenden Faktoren ausdrücken als

ρyy = ω2
p,e

ξe
γe

[
ξe/(mec)

2

γ2
e

J2
1 (ze)−

2k⊥
meΩe

J0(ze)J1(ze)

]
(8.28a)

= Ω2
pu
[
λ2J2

1 (z)− 2zJ0(z)J1(z)
]

(8.28b)

ρzz = −
ω2
p,e

γe
− ω2

p,i = −Ω2
p (8.28c)

µ2
xy = −

{
ω2
p,e

Ωe

[
J2

0 (ze)− J2
1 (ze)

]
+
ω2
p,i

Ωi

}2

(8.28d)

= −Ω2
p

u2z2

κ2λ2

[
J2

0 (z)− 1− J2
1 (z)

]2
, (8.28e)

wobei ω2
p,i/Ωi = −ω2

p,e/Ωe verwendet wurde.
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Aus Gl. (8.24) ergibt sich die Harris-Funktion als

H(k⊥) = 1− u

κ2

[
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z) +

z2

λ2γµ

]
. (8.29)

Die anderen in E(k⊥) auftretenden Faktoren sind

τyy =
ω2
p,e

Ω2
e

{
ξ2
e/(mec)

2

γe

[
1

2
− J2

1 (ze)

]
+ γe −

2γeξek⊥
meΩe

J0(ze)J1(ze)

}
(8.30a)

=
uz2

κ2λ2

{
λ2

[
1

2
− J2

1 (z)

]
+ 1− 2z J0(z)J1(z)

}
(8.30b)

φxy =
2i

k⊥

ω2
p,emeγe

Ω2
e

[(
γe
ξe

+
2ξe

(mec)2

)
Θ′
e +

k⊥γ
2
e

meΩe

Θ′′
e

]
+ i

ω2
p,i

2Ω3
i

(8.30c)

=
i

Ωp

2uz2

κ3λ2γ

[(γ
λ

+ 2γ2λ
)
Θ′
e +

zγ2

λ
Θ′′
e −

z

4γλµ2

]
(8.30d)

ψxx =
2ω2

p,em
2
e

k2
⊥Ω

2
e

(
3γe

(mec)2
Θe +

2k⊥γ
3
e

meΩeξe
Θ′
e

)
+
ω2
p,i

Ω4
i

(8.30e)

=
1

Ω2
p

uz2

γκ4λ2

[
6γ Θe +

4z

λ
Θ′
e +

z2

λ2µ3

]
, (8.30f)

wobei der Einfachheit halber der Index an γe weggelassen wurde, da γi = 1 gilt.

Man beachte weiterhin, dass der Ionen-Beitrag in ρyy und τyy verschwindet. In φxy,i
und ψxx,i berechnet sich der Beitrag der Ionen aus

lim
ξ→0

Θ′

ξ
= lim

ξ→0

J1(z)J
′
1(z)

ξ
=

k⊥
4mΩ

. (8.31)

Aufgrund von ρzz − k2
⊥c

2 = −Ω2
p (1 + κ2) 6= 0 für alle κ ∈ R ergibt das Kriterium für

die Existenz von Neutralpunkten, F (k⊥) = 0, somit

H(k⊥)
[
ρyy − k2

⊥c
2
]

= −µ2
xy. (8.32)

Gl. (8.32) kann umgestellt werden zu

H(κ)T (κ) = C(κ), (8.33)

wobei

H(κ) = κ2λ2 − u

{[
1− J2

0 (z)
]
λ2 + 2z J0(z)J1(z) +

z2

γµ

}
(8.34a)

T (κ) = κ2 − u
[
J2

1 (z)λ2 − 2z J0(z)J1(z)
]

(8.34b)

C(κ) = −uz2
[
J2

0 (z)− 1− J2
1 (z)

]2
. (8.34c)

Die Faktoren auf der linken Seite von Gl. (8.33) beschreiben die longitudinale (Harris-)
Mode, H(κ⊥), und die transversale Mode, T (κ⊥). Obgleich die Terminologie �longitudi-
nal� und �transversal� zur Bezeichnung der Moden gewisse Schwächen aufweist, bleibt
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8.3 Beispiele für symmetrische Verteilungsfunktionen

doch die Tatsache bestehen, dass sich ein elektrostatischer Moden-Faktor (welchen wir
die Harris-Funktion H genannt haben) und ein elektromagnetischer Moden-Faktor un-
terscheiden lassen. Letzter kann am leichtesten in der Situation eines Elektron-Positron-
Plasmas identi�ziert werden, wenn der Faktor C in Gl. 8.33 verschwindet und man als
die Neutralpunkte de�nierende Gleichung HT = 0 hat, welche nur die beiden Lösungen
H = 0 und T = 0 hat. Die Moden sind im Allgemeinen natürlich weder rein longitudinal
noch rein transversal. Der Begri� der Kopplung wird oft verwendet um Moden als �quasi-
longitudinal� oder �quasi-transversal� zu bezeichnen (vgl. Stix101), was aber implizieren
würde, dass es nur eine schwache Kopplung zwischen der einen und der anderen gäbe. Es
scheint somit keine konsistente Terminologie zu existieren, die eine systematische Klas-
si�zierung der Moden erlauben würde. Folglich haben wir die Moden nach den Faktoren
benannt, die sie im Falle verschwindender Kopplung in Gl. (8.33) bestimmen würden.
Auch wenn diese Nomenklatur nicht ohne Nachteile ist, sind jedoch sowohl die Wort-
wahl als auch die quantitativen Beschreibungen klar genug, dass der interessierte und
informierte Leser der Argumentation ohne Schwierigkeiten folgen können sollte.

Die rechte Seite von Gleichung (8.33) beschreibt also die Kopplung zwischen transver-
saler und longitudinaler Mode und ist stets negativ. Für den transversalen Faktor, T (κ),
ergibt sich

T (κ)

{
< 0, für κ→ 0

> 0, für κ→∞.
(8.35)

Das Produkt aus transversalem und longitudinalem Anteil auf der linken Seite von
Gl. (8.33) verhält sich wie

H(κ)T (κ)


> 0, für κ→ 0

< 0, für κ→∞ und B2
0 > β

> 0, für κ→∞ und B2
0 < β,

(8.36)

wobei β = 4πnimic
2 einen Grenzwert für die Stärke des Hintergrund-Magnetfeldes dar-

stellt, unterhalb dessen es nicht klar ist, ob das Produkt T (κ)H(κ) einen Vorzeichenwech-
sel in κ aufweist, und somit keine Information über das Auftreten von Neutralpunkten
einzig durch die asymptotische Auswertung für κ → 0 und κ → ∞ gewonnen werden
kann. Gleichung (8.33) werden wir numerisch in Abschnitt 8.4.1 auswerten.

Bestimmung der Frequenz

Mit Gleichung (8.4) lässt sich die Frequenz ω in der Umgebung eines jeden Neutralpunk-
tes bestimmen gemäÿ

ω2

Ω2
p

= −F (κ)

E(κ)
, (8.37)

wobei im Unterschied zu Gl. (8.4) die Faktoren E und F jetzt durch die mit den gleichen
Buchstaben bezeichneten normierten Versionen ersetzt wurden, welche die dimensions-
losen Variablen aus Gl (8.27) verwenden. Daher steht auf der linken Seite von Gl. (8.37)
nun ebenfalls eine dimensionslose Frequenz, nämlich die Frequenz in Einheiten der nor-
mierten Plasmafrequenz Ωp.
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8 Moden-Kopplung

Die normierten Faktoren E und F sind gegeben durch

E(κ) =

{
u

κ2

[
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z) +

z2

λ2γµ

]
− 1

}
×
{(

1 + κ2
) uz2

κ2λ2

[
λ2

(
1

2
− J2

1 (z)

)
+ 1− 2z J0(z)J1(z)

]
−
(
1 + 2κ2

)}
− u2z2

κ2λ2

[
J2

0 (z)− 1− J2
1 (z)

]2
+
(
1 + κ2

){ 4u2z3

κ4λ3γ

[
1 + J2

0 (z)− J2
1 (z)

]
×
[(γ
λ

+ 2γ2λ
)
Θ′
e +

γ2z

λ
Θ′′
e −

z

4γλµ2

]
+

uz2

κ2λ2

[
6γ Θe +

4z

λ
Θ′
e +

z2

λ2µ3

]}(8.38a)

F (κ) =
(
1 + κ2

){[
1− u

κ2

(
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z) +

z2

λ2γµ

)]
×
[
κ2 − u

(
λ2J2

1 (z)− 2zJ0(z)J1(z)
)]

+
u2z2

κ2λ2

[
J2

0 (z)− 1− J2
1 (z)

]2}
,

(8.38b)

wobei die dimensionslosen Variablen aus Gl. (8.27) verwendet wurden.

Numerische Beispiele werden in Abschnitt 8.4.1 angegeben.

8.3.3 Bewegtes symmetrisches Elektron-Positron-Plasma

Für ein symmetrisches Elektron-Positron-Plasmas nehmen wir die folgende Verteilungs-
funktion an:

f0,e− = f0,e+ =
δ(p‖)

2πp⊥
δ(p⊥ − ξ) . (8.39)

In diesem Fall lässt sich direkt zeigen, dass es keine Kopplung zwischen longitudinaler
und transversaler Mode gibt, da Ωe− = −Ωe+ . Daher sind Neutralpunkte gegeben durch
die Lösung von

H(κ)T (κ) = 0, (8.40)

wobei

H(κ) = 1− 2u

κ2

[
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z)

]
(8.41a)

T (κ) = κ2 − 2u
[
J2

1 (z)λ2 − 2zJ0(z)J1(z)
]

(8.41b)

mit jetzt

z =
κλ

Ωe

(2γe)
1/2 ωp,e. (8.41c)

Die Frequenz wird wiederum aus ω2/Ω2
p = −F (κ)/E(κ) bestimmt, wobei jetzt Ω2

p =
2ω2

p,e/γ ist und für die Ausdrücke E und F gilt

E(κ) = 2
(
2 + κ2

) uz2

κ2λ2

[
6γΘe +

4z

λ
Θ′
e

]
+ 2

{
1− 2u

κ2

[
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z)

]}
×
{
−
(
2 + κ2

) uz2

κ2λ2

[
λ2

(
1

2
− J2

1 (z)

)
+ 1− 2zJ0(z)J1(z)

]
− ω2

(
1 + κ2

)}
(8.42a)
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8.4 Numerische Darstellungen

F (κ) = −(2 + κ2)

{
1− 2u

κ2

[
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z)

]}
×
{

2u
[
J2

1 (z)λ2 − 2zJ0(z)J1(z)
]
− κ2

}
.

(8.42b)

8.3.4 Staubige Plasmen

Es ist unserer Aufmerksamkeit nicht entgangen, dass die entwickelten Methoden auch auf
den Fall von staubigen Plasmen anwendbar sind, in denen 1/µ = mi/me eine noch sehr
viel gröÿere Zahl als im Falle eines Elektron-Proton-Plasmas ist. Detaillierte Auswertun-
gen für staubige Plasmen werden in zukünftigen Arbeiten noch folgen. Hier konzentrieren
wir uns im nun folgenden Abschnitt auf numerische Illustrationen für Elektron-Proton-
und Elektron-Positron-Plasmen.

8.4 Numerische Darstellungen

In diesem Abschnitt werden numerische Berechnungen sowohl der Neutralpunkte als auch
der Frequenz für die in den Abschnitten 8.3.2 und 8.3.3 verwendeten Verteilungsfunktio-
nen vorgestellt.

8.4.1 Nur bewegte Elektronen

Neutralpunkte

In diesem ersten Unterabschnitt geben wir einige Beispiele für die numerische Auswertung
von Gl. (8.33) für verschiedene Parameterbereiche an. Zunächst lässt sich Gl. (8.33)
umstellen und ergibt damit[

κ2λ2 − H̃(κ)
][
κ2 − T̃ (κ)

]
= C(κ), (8.43)

mit

H̃(κ) = u

{[
1− J2

0 (z)
]
λ2 + 2z J0(z)J1(z) +

z2

γµ

}
(8.44a)

T̃ (κ) = u
[
J2

1 (z)− 2z J0(z)J1(z)
]
. (8.44b)

Ohne Kopplung ergäbe Gl. (8.43) einfach κ2
L = T̃ (κ) oder κ2

U = H̃(κ). Die Lösung
des transversalen Faktors T̃ (κ), welche wir als den �unteren Zweig� bezeichnen, tritt
immer dann auf, wenn λ2J2

1 (z) − 2zJ0(z)J1(z) > 0. Aufgrund von λ2 < 1 stellt sich die
Bedingung, dass der untere Zweig niemals auftritt, als λ2J2

1 (z)− 2z J0(z)J1(z) < 0 dar,
woraus folgt, dass z kleiner als die erste Nullstelle von J1(z) sein muss, die bei z0 ' 2,17
auftritt. Mit z = k⊥ξe/(meΩe) erfordert die Existenz der transversalen Lösung somit

B0 .
k⊥c

z0qe
; (8.45)
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Abbildung 8.1: Der untere Zweig, κL, von Gleichung (8.43), aus der κL als Funktion von
z für ultrarelativistische Elektronen folgt. Die durchgezogene Linie bezeichnet den Fall
verschwindender Kopplung, während die gestrichelte Linie den Fall eines endlichen Kopp-
lungsterms C(κ) zeigt. Die Punktlinie zeigt den unteren Zweig von Gl. (8.43) für nichtre-

lativistische Elektronen.

dies impliziert also, dass hohe magnetische Feldstärken den unteren Zweig nicht zulassen,
was bedeutet, dass � in Abwesenheit der Kopplung � keine transversalen Neutralpunkte
auftreten können.

Mit einem endlichen Kopplungsterm kann Gl. (8.43) immer noch analytisch gelöst
werden und ergibt damit

κ2
L,U(z) =

1

2λ2

[
H̃(κ) + λ2T̃ (κ)∓

{
4λ2C(κ) +

[
H̃(κ)− λ2T̃ (κ)

]2}1/2
]
, (8.46)

wobei wir die beiden Lösungen wieder als �unteren� und �oberen Zweig� bezeichnen.

Aus Gl. (8.46) lässt sich ersehen, dass es für den unteren Zweig keine Lösung mit
reellem κ bei kleinen z gibt � etwa für z . 1,46 bei λ → 1. Im Gegensatz dazu hat der
obere Zweig immer eine reelle Lösung κ(z).

Für γe . 1/µ lässt sich u = 1 festlegen, woraus sich zwei verschiedene Fälle ergeben:

� Für ultrarelativistische Elektronen hat man λ2 → 1 (jedoch immer noch mit γ .
1/µ). Setzt man nun γ = (1 − δ)/µ mit δ � 1, so zeigt Abb. 8.1 den oberen
Zweig von Gl. (8.43) für variierendes κ und z. Dabei sind die Fälle verschwindender
Kopplung (durchgezogene Linie) und endlicher Kopplung (gestrichelte Linie) für
δ = 0,1 gezeigt.

Der obere Zweig von Gl. (8.43) ist in Abb. 8.2 für verschwindende Kopplung (durch-
gezogene Linie) und für den Fall eines endlichen Kopplungsterms (gestrichelte Li-
nie) gezeigt. Auÿer in der Region mit 1 < z . 3 gibt es keine maÿgeblichen Ände-
rungen durch den Kopplungsterm. Für z � 1 wird die Kopplung sogar vernachläs-
sigbar.
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Abbildung 8.2: Der obere Zweig, κU , von Gleichung (8.43), aus der κU als Funktion von
z für ultrarelativistische Elektronen folgt. Die durchgezogene Linie bezeichnet den Fall
verschwindender Kopplung, während die gestrichelte Linie den Fall eines endlichen Kopp-

lungsterms C(κ) zeigt. Man beachte, dass für z � 1 beide Kurven übereinstimmen.

� Für nichtrelativistische Elektronen setzen wir γ = 1. Für λ = 0,01, was dem
Fall ξe/(mec) ∼ 10−2 entspricht, so dass die Elektronen nur einen kleinen Impuls
senkrecht zum umgebenden Magnetfeld haben, zeigt die Punktlinie in Abb. 8.1 den
unteren Zweig von Gl. (8.43) für variierendes κ und z.

Aufgrund des Terms z2/(γµ) ' z2/µ inH(κ) hat der Kopplungsterm C(κ) nur einen
sehr schwachen Ein�uss sowohl auf den oberen als auch auf den unteren Zweig.

Darüber hinaus gilt für extrem relativistische Elektronen γµ & 1 (für den Lorentzfaktor
der Elektronen bedeutet das γ & 1836) und u� 1. In diesem Fall muss zur Auswertung
die volle Gleichung (8.33) herangezogen werden.

Für jedes z gibt es also einen oder mehrere erlaubte Werte für κ. Mit

1

Ωp

z

κ(z)
=

λ

Ωe

γe (8.47)

hat man daher Bedingungen für verschiedene Kombinationen der Parameter λ, γe, die
Ionen- und Elektron-Plasmafrequenzen und die Elektron-Zyklotronfrequenz Ωe, ausge-
drückt durch z und das zugehörige κ(z); diese Bedingungen müssen für das Auf�nden
von Neutralpunkten erfüllt sein.

Stabilitätsuntersuchung

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir das Verhalten sowohl der Oszillationen als auch
der Wachstums- und Dämpfungsraten, berechnet aus der Gleichung

ω2(κ)

Ω2
p

= −F (κ)

E(κ)
, (8.48)
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Abbildung 8.3: Die Variation von ω2/Ω2
p aus Gl. (8.48) für z = 1 (durchgezogene Linie),

z = 1,455 (gestrichelte Linie), z = 2 (Strichpunkt-Linie) und z = 5 (Punktlinie). Dabei ist
der ultrarelativistische Fall dargestellt (d. h. u = 1, λ = 1, γ = 0,9/µ). Die Neutralpunkte
für die jeweiligen vier Fälle sind mit gefüllten Quadraten, Kreisen, Dreiecken und Sternen

markiert.

wobei die Faktoren E(κ) und F (κ) durch die Gleichungen (8.38) de�niert sind. Drei
Punkte sollen hierbei besonders hervorgehoben werden:

� Für verschiedene feste Werte von z ist das Quadrat der Frequenz in Abb. 8.3 für den
ultrarelativistischen Fall (d. h. u = 1, λ = 1 und γ = 0,9/µ) gezeigt. Die Neutral-
punkte, an denen die Frequenz gleich null ist, sind mit unterschiedlichen Symbolen
markiert. Für z ' 1,0311 gibt es nur einen Neutralpunkt, wie in Abschnitt 8.4.1
bereits ausgeführt.

� Für z . 1,46 gibt es nur einen Neutralpunkt. Der Nenner E(κ) hat dann eine
Nullstelle, was einer Polstelle in ω2 entspricht, und das Quadrat der Frequenz ist
zwischen diesem Pol und dem verbliebenen Neutralpunkt positiv. Diese Situation
ist in Abb. 8.3 für z = 1 dargestellt.

� Für groÿe κ wechselt das Quadrat der Frequenz noch einmal das Vorzeichen �
diesmal an einer Polstelle �, da der Nenner E(κ) eine Nullstelle hat und das Vor-
zeichen wechselt. Für z = 2 ist diese Situation in Abb. 8.4 dargestellt. Aufgrund
des groÿen Faktors µ−3 in E(κ) tritt die Nullstelle in E(κ) erst für sehr groÿe κ
auf, zum Beispiel bei κr ' 1,2 · 105 für z = 2.

Da die Berechnung der Frequenz auf einer Entwicklung in ω2 beruht, sind alle voran-
gegangenen Überlegungen nur gültig, falls |ω2| < Ω2

i erfüllt ist. Wie Abb. 8.4 zeigt, ist
diese Bedingung für κ in der Nähe von κr nicht erfüllt. Auch für κ � κr, wo die Fre-
quenz positiv ist, sind die absoluten Werte von ω2 immer noch gröÿer als Ω2

i ; im Prinzip
müssten dann höhere Ordnungen in ω2 verwendet werden.

Anhand dieser Überlegungen können nun vier Bereiche unterschieden werden:

1. Für 0 < κ < κ`, wobei κ` entweder die erste Nullstelle von E(κ) oder den ersten
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Abbildung 8.4: Der Ein�uss des Pols durch die Nullstelle von E(κ) (die Position der Polstelle
ist durch die vertikale durchgezogene Linie markiert) auf ω2/Ω2

p . Die Strichpunkt-Linie
zeigt den Grenzfall |ω|2 � |Ωi|2, der den maximalen Gültigkeitsbereich der Entwicklung
in Potenzen von ω bezeichnet. Das linke Feld zeigt die Situation auf einer κ-Skala von 105,
während das rechte Feld das Regime 0 < κ < 1,2 · 105 zeigt, welches durch die Bedingung

|ω|2 � |Ωi|2 beschränkt wird.

Neutralpunkt bezeichnet, ist ω2 negativ und das Plasma daher instabil.

2. Für κ` < κ < κn, wobei κn den immer auftretenden zweiten Neutralpunkt bezeich-
net, ist das System stabil.

3. Für κn < κ < κr ist ω2 wieder negativ. Man beachte, dass für groÿe κ die Entwick-
lung in Potenzen von ω schlieÿlich ungültig wird, da die Voraussetzung |ω| � |Ωi|
verletzt wird (siehe Abb. 8.4).

4. Für κ > κr schlieÿlich liefert die hier vorgestellte Untersuchung keine gültigen
Werte für ω2.

8.4.2 Bewegtes Elektron-Positron-Plasma

Der untere und obere Zweig von Gleichung (8.40) sind einfach durch κ2
L(z) = T und

κ2
U = H gegeben, da keine Kopplung auftritt. Für ultrarelativistische bzw. nichtrelati-

vistische Teilchen sind diese beiden Zweige in den Abbildungen 8.5 und 8.6 dargestellt.
Man beachte, dass es in beiden Fällen stets mindestens einen Neutralpunkt κ(z) gibt. Im
relativistischen Fall gibt es zwei Neutralpunkte, wann immer J2

1 (z)λ2 > 2zJ0(z)J1(z); im
nichtrelativistischen Fall gibt es dagegen immer nur einen Neutralpunkt für alle z.

Die Auswertung des Quadrates der Frequenz ist in Abb. 8.7 dargestellt. Hier müssen
besonders diejenigen Werten für z beachtet werden, die zwei Neutralpunkte erlauben,
da das Plasma für 0 < κ < κ` (dabei bezeichnet κ` den ersten Neutralpunkt) und für
κr < κ < κ0 (wobei κr den zweiten Neutralpunkt und κ0 die erste Nullstelle des Nenners
E(κ) bezeichnet) instabil ist.
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Abbildung 8.5: Der obere Zweig κU (z) (durchgezogene Linie) und der untere Zweig κL(z)
(gestrichelte Linie) für ein ultrarelativistisches Elektron-Positron-Plasma mit U = 1, λ = 1

und γ ' 0,9× 1836.

Gibt es nur einen Neutralpunkt, so ist das System im Bereich 0 < κ < κn stabil, wobei
κn den einzigen Neutralpunkt bezeichnet, und instabil für κn < κ < κ0.

Für groÿe κ ist das Verhalten des Quadrates der Frequenz qualitativ vergleichbar mit
dem in Abschnitt 8.4.1 für den Fall eines Elektron-Proton-Plasmas beschriebenen, und
ist in Abb. 8.8 dargestellt.

8.5 Zusammenfassung

Die Entwicklung von kinetischen Plasma-Instabilitäten, die nur von den Bulk-Eigenschaf-
ten des Plasmas und nicht von resonanten Wechselwirkungen abhängen, weist über das
vergangene halbe Jahrhundert eine einigermaÿen kontroverse Vergangenheit auf. Unter
magnetohydrodynamischen Bedingungen wurden Plasma-Instabilitäten bereits früh als
die wichtigsten Akteure sowohl in Laborgeräten als auch in astrophysikalischen Plasmen
identi�ziert, wobei die kinetischen Plasma-Instabilitäten oft auÿer Acht gelassen wurden.

Das Aufkommen von astrophysikalischen Szenarien, in denen relativistische E�ekte
dominieren, hat das Thema der kinetischen Plasma-Instabilitäten wieder ins Blickfeld
gerückt, wie in Schlickeiser80 detailliert beschrieben. Das vorliegende Kapitel hat zu
der wachsenden Sammlung von nichtresonanten kinetischen Plasma-Instabilitäten eine
Vielzahl von Aspekten beigetragen:

� Die grundlegende Technik der Suche nach Neutralpunkten im Wellenzahlraum, bei
der Harris30 Pionierarbeit geleistet hat, wurde verallgemeinert, um sowohl relativis-
tische Plasma-E�ekte, die �uktuierenden Magnetfelder und Beiträge gleichermaÿen
von positiven (Ionen und/oder Positronen) als auch negativen (Elektronen) Ladun-
gen zu berücksichtigen und mit einzubeziehen. Alle drei genannten Punkte waren
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Abbildung 8.6: Der obere Zweig κU (z) (durchgezogene Linie) und der untere Zweig κL(z)
(gestrichelte Linie) für ein nichtrelativistisches Elektron-Positron-Plasma mit u = 1, λ = 1

und γ ' 1.

in Harris' ursprünglicher Herleitung, die sich nur auf longitudinale Oszillationen
bezog, nicht berücksichtigt.

� Die Einbeziehung der Ionenbewegung in die Dispersionsrelationen bedingt das Vor-
handensein eines groÿen Faktors, der in Harris' Herleitung durch seine Festlegung
einer unendlich groÿen Ionenmasse, bevor die Wellenfrequenz bei der Suche nach
Neutralpunkten gleich null gesetzt wurde, gänzlich abwesend ist. Das bedeutet,
dass die originale Herleitung eigentlich nur für Frequenzen oberhalb der Ionen-
Zyklotronfrequenz gültig ist.

� Die Kopplung zwischen longitudinaler und transversaler Mode hat sowohl auf die
Lage der Neutralpunkte im Wellenzahlraum als auch auf die Zahl der vorhandenen
Neutralpunkte einen wesentlichen Ein�uss.

� Die Neutralpunkt-Methode eignet sich zur Identi�kation von Plasma-Instabilitä-
ten bei niedrigen Frequenzen und erlaubt � wiederum im Gegensatz zu Harris'
ursprünglicher Herleitung � die quantitative Bestimmung von Wachstumsraten der
Instabilität. Dies haben wir am Beispiel eines Elektron-Proton-Plasmas, bei dem
die Protonen keine Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Hintergrund-Ma-
gnetfeld haben, und am Beispiel eines Elektron-Positron-Plasmas, bei dem beide
Teilchensorten die gleiche � monoenergetische � Geschwindigkeit senkrecht zum
Magnetfeld haben, veranschaulicht.

� Die allgemeine Methode für niederfrequente Instabilitäten ist in den beiden Anhän-
gen B.2 und B.3 für sich in einem beliebigen Winkel zum Hintergrund-Magnetfeld
ausbreitende Wellen und Verwendung beliebiger Verteilungsfunktionen dargestellt.
Die Gleichungen sind � bezogen auf eine analytische Untersuchung � jedoch äu-
ÿerst unhandlich, und man wird höchstwahrscheinlich auf numerische Verfahren
zurückgreifen müssen.
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Abbildung 8.7: Variation von ω2/Ω2
p aus Gl. (8.37) als Funktion von κ für ein ultrarelativis-

tisches Elektron-Positron-Plasma, für z = 1,5 (durchgezogene Linie), z = 2,5 (gestrichelte
Linie) und z = 4,5 (Strichpunkt-Linie).

Das Beispiel der Elektronen und Positronen ist aus drei Gründen besonders aufschluss-
reich: Zunächst ist der vom Massenverhältnis mi/me abhängige groÿe Beitrag der Ionen
zur Dispersionsrelation stark reduziert, da me+/me− = 1 anstelle von 1836 für den Fall
von Protonen und Elektronen ist. Dieser Umstand erlaubt es, die Wechselwirkungen von
Teilchen und Wellen viel klarer zu sehen; dies ist in den Abbildungen 8.5 bis 8.8 dar-
gestellt und kommentiert. Zweitens verschwindet die Kopplung zwischen longitudinaler
und transversaler Mode für senkrechte Wellen mit k‖ = 0, wenn die Elektronen und
Positronen den gleichen Impuls senkrecht zum umgebenden Magnetfeld aufweisen. Die-
ser Umstand erlaubt es, das Verhalten der Neutralpunkte und der sich entwickelnden
Instabilitäten betrachten zu können, ohne dass diese Entwicklungen durch die Kopplung
modi�ziert wären. Diese Vereinfachung bietet daher ein beträchtliches Maÿ an Einsicht,
das von groÿem Wert für die komplexeren Untersuchungen von Elektronen und Protonen
ist, bei welchen die Kopplung nicht verschwindet. Drittens zeigen sich die niederfrequen-
ten Instabilitäten auch im Falle eines Elektron-Ionen-Plasmas, was darauf hindeutet,
dass die beobachteten Instabilitäten robust sind und nicht ausschlieÿlich an spezielle
Plasmabedingungen gebunden sind.

Wir haben die Verteilungen in Form von Delta-Distributionen als einfache Beispiele
zur Illustration der Kopplungse�ekte zwischen longitudinaler und transversaler Mode
gewählt. Unsere Methode ist jedoch für fast jede beliebige (gyrotrope) Verteilungsfunk-
tion anwendbar � auch darunter anisotrope Geschwindigkeitsverteilungen, die Verlustke-
gel-Instabilitäten (loss-cone instabilities) erlauben, wie in Melrose und Dulk58 beschrie-
ben. Verlustkegel-Instabilitäten treten beispielsweise im Bugschock der Erde auf (Lob-
zin et al.49), aber auch in der solaren Korona, wo von Verlustkegel-Verteilungen stam-
mende Radiowellen in �Fischgrätenmustern� (herringbones) beobachtet wurden (Mann
und Klassen52). Für einige Verlustkegel-Verteilungen stabilisiert das parallele elektrische
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8.5 Zusammenfassung
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Abbildung 8.8: Der Ein�uss des Pols durch die Nullstelle von E(κ) (die Position der Pol-
stelle ist durch die vertikale durchgezogene Linie markiert) auf ω2/Ω2

p . Für die numerische
Veranschaulichung wurde ein Wert von z = 2,5 gewählt.

Feld die Welle, während für steilere Verlustkegel und höhere Temperatur-Anisotropien
die Wachstumsraten verstärkt werden (Mishra und Tiwari62). Niederfrequente, also un-
terhalb von Gyro- und Plasmafrequenzen auftretende Instabilitäten in einem Elektron-
Proton-Plasma können auch von energetischen Sauersto�-Ionen angeregt werden (Sin-
gh et al.95). Als ein weiterer Spezialfall können niederfrequente Whistler-Wellen in der
heiÿen Plasma-Komponente der Magnetosphäre erzeugt werden (Tripathi und Misra107).

Darüber hinaus gibt es für einige der speziellen Beispiele eine maximale Stärke des um-
gebenden Magnetfeldes, so dass bestimmte Neutralpunkte nur für Feldstärken unterhalb
dieses Maximums auftreten können. Ob es sich bei diesem Aspekt um ein allgemeines
Ergebnis handelt oder ob dies eine nur auf die spezi�schen Verteilungsfunktionen be-
schränkter Aussage ist, ist noch unklar, aber mit Sicherheit für weitere Untersuchungen
von Bedeutung. Die Stabilisierung einer Instabilität durch ausreichend starke magneti-
sche Felder � unter der Annahme, dass dieses starke Feld nicht selbst neue Instabilitäten
erzeugt � ist in relativistischen astrophysikalischen Jets mit ihrem enthaltenen Hinter-
grund-Magnetfeld von groÿem Interesse.

Weiterhin sind diese instabilen Situationen insofern mit dem Verhalten von Weibel-
Moden vergleichbar, als dass diese Wellen nur eine Wachstumsrate haben, aber keine
bevorzugte Ausbreitungsrichtung. Darüber hinaus sind diese Instabilitäten nur von den
Bulk-Eigenschaften des Plasmas und nicht von selektiven Welle-Teilchen-Resonanzen ab-
hängig. Schlieÿlich sind die Instabilitäten nicht mit magnetohydrodynamischen Methoden
herleitbar.

Während die in diesem Kapitel vorgestellten Methoden sogar bei kleinen Frequenzen
zwar nicht allumfassend sind, ist die vollständige Herleitung der Neutralpunkt-Methode
und damit verbunden die Entdeckung der Kopplungse�ekte für relativistische Plasma-
systeme dennoch hinsichtlich der Anwendbarkeit auf eine Reihe von astrophysikalischen
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8 Moden-Kopplung

Situationen ausgedehnt worden. Solch eine Anwendung, nämlich auf die Jets von Gam-
mastrahlungsausbrüchen, wird im nächsten Kapitel betrachtet.

Eine Schwierigkeit der Neutralpunkt-Methode besteht darin, dass sie nicht eindeu-
tig die Frage beantwortet: Was lässt sich über Plasmen aussagen, welche die Existenz
von Neutralpunkten nicht gestatten? Teilweise ist die Antwort bekannt, auch durch die
in diesem Kapitel vorgestellten Beispiele. Die Dispersionsrelation in niedrigster Ord-
nung, ω2E(k⊥) + F (k⊥) = 0, weist darauf hin, dass eine instabile Situation lediglich
E(k⊥)F (k⊥) > 0 erfordert, so dass es genügt, festzustellen, dass E negativ (positiv) ist,
falls F negativ (positiv) ist. Hat F eine Nullstelle, so ist Instabilität garantiert � falls
nicht E dieselbe Nullstelle hat �, ungeachtet des Vorzeichens von E(k⊥).

Angesichts des stetig wachsenden Interesses an astrophysikalischen Plasmen ist die
hier vorstellte vollständige und allgemeine Untersuchung von beträchtlichem Nutzen für
solche Szenarien, sogar wenn die volle Komplexität der in den Anhängen ausgeführten
Ergebnisse benötigt wird.
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9 Instabilitäten in g-ray Bursts

Nach einer Einführung in die Physik der γ-ray Bursts werden die in Kapitel 8 entwickel-
ten Methoden auf dieses Beispiel angewendet. Dabei werden die in den Jets möglichen
Plasmainstabilitäten und ihre charakteristischen Zeitskalen sowie Implikationen für die
Zusammensetzung der Jets untersucht.

9.1 Einleitung

Dieser Abschnitt ist im Wesentlichen dem Übersichtsartikel von Piran66 entnommen.
Andere ausführliche Einführungen in dieses spannende Gebiet bieten beispielsweise die
Übersichtsartikel von Mészáros57, Piran65, 66 und die darin enthaltenen Referenzen.

9.1.1 Beobachtungen

Gammastrahlungsausbrüche (γ-ray bursts, abgekürzt als GRB) sind kurze und intensive
Pulse weicher Gammastrahlung. Neben der Gammastrahlung wird gleichzeitig auch nie-
derenergetische Strahlung bis hin zu Röntgenstrahlung emittiert. Das nichtthermische
Spektrum hat dabei ein Maximum typischerweise bei einigen hundert keV und erstreckt
sich bis in den GeV-Bereich; dies variiert jedoch sehr stark bei verschiedenen GRB.

Die Dauer eines GRB beträgt typischerweise 0,01 bis 100 Sekunden, und er weist dabei
eine Variabilität auf der Zeitskala von Millisekunden auf. Zusätzlich ist jeder GRB aus
einzelnen Pulsen zusammengesetzt, die insgesamt mit der Zeit einen Übergang von harter
zu weicherer Strahlung zeigen und jeder für sich ein sog. FRED-Spektruma mit einem
Anstieg-zu-Abfall-Verhältnis von 1:3 aufweisen. Die Pulsbreiten und die zeitlichen Ab-
stände zwischen den einzelnen Pulsen folgen dabei der gleichen logarithmischen Normal-
Verteilung. Die Energiedichtespektren in den Lichtkurven der Pulse folgen weiterhin ei-
nem Potenzgesetz mit einem Spektralindex von etwa −5/3, mit einem scharfen Bruch bei
1Hz. Aus Beobachtungen des weiter unten beschriebenen Nachleuchtens weiÿ man, dass
GRB bei Rotverschiebungen zwischen 0,0085 und 4,5 auftreten, mit einem Medianwert
bei z ' 1.

Die Strahlungs�üsse eines Gammastrahlungsausbruches sind von der Gröÿenordnung
10−7-10−4 ergs/cm2. Dies führt � bei angenommenen Isotropie der Strahlungsquelle �
auf eine Gesamt-Luminosität von 1051-1052 ergs/s � damit wären sie die leuchtkräftigsten
Objekte im Universum. Da jedoch, wie man inzwischen weiÿ, ihre Strahlung stark gebün-

aFast-rise exponential decay: ein Spektrum mit einem steilen Anstieg und einem typischerweise lang-
samen exponentiellen Abfall
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9 Instabilitäten in g-ray Bursts

delt ist und in zwei sog. Jets abgestrahlt wird, beläuft sich somit die gesamte abgegebene
Energie nur mehr auf 1051 ergs, was vergleichbar zur Energieabgabe einer Supernova ist.

Bis zum Jahre 1997 war kein Gegenstück zu Gammastrahlungsausbrüchen in anderen
Wellenlängenbereichen bekannt; inzwischen weiÿ man jedoch, dass sie in einigen Fällen
von einem zwischen etwa 40 Sekunden und anderthalb Stunden nach Beginn des Aus-
bruchs gemessenen optischen Blitz (prompt optical �ash) begleitet werden. Weiterhin
beginnt einige zehn Sekunden nach dem Ende des ersten Ausbruchs der Übergang zum
frühen Röntgen-Nachleuchten (early X-ray afterglow). Das erstmals im Jahre 1992 be-
obachtete Phänomen des Nachleuchtens (diese Beobachtung wurde allerdings erst sehr
viel später bekannt), das manchmal sogar erst Jahre nach dem Ausbruch auftritt, kann
sowohl im Röntgen-, als auch im Optischen, im Infrarot- und sogar im Radiobereich auf-
treten � letzteres wurde zuerst im Jahre 1997 beobachtet. Jedoch zeigen nur etwa 50% der
Gammastrahlungsausbrüche der sofortigen Gamma-Emmission folgende optische Über-
gänge; auf der anderen Seite haben 90% der GRB Gegenstücke im Röntgenbereich. Die
fehlenden 40% werden auch als dunkle GRB bezeichnet, zu deren Erklärung drei haupt-
sächliche Hypothesen aufgestellt wurden: 1. Das Licht von durchschnittlichen GRB wird
durch staubige Molekülwolken ge�ltert und sie erscheinen somit im optischen Bereich
dunkel; 2. dunkle GRB treten bei höheren Rotverschiebungen mit z & 5 auf, wodurch
die Lyman-Kante in den optischen Bereich rotverschoben wird � dies wird jedoch durch
gemessene Rotverschiebungen dunkler GRB nicht bestätigt; oder 3. das optische Nach-
leuchten ist vorhanden, jedoch schlicht so schwach, dass es nicht nachgewiesen werden
kann. Des Weiteren tritt bei etwa 50% der GRB ein Radio-Nachleuchten auf, meistens
mit einem Maximum etwa bei 8GHz; etwa 80% der Radio-GRB weisen auch ein optisches
Nachleuchten auf und umgekehrt.

Für praktisch alle GRB sind mittlerweile Wirtsgalaxien beobachtet worden, die typi-
sche schwache, jedoch metallarme Feldgalaxien sind. Dies wurde anhand einer Studie
über nahe (z < 0,17) GRB nachgewiesen und demnach spekuliert, dass die Metalle das
Leben in der Milchstraÿe schützen (vgl. Stanek et al.99). Die räumliche Verteilung der
GRB am Himmel ist gleichförmig; dies war ursprünglich der erste Hinweis auf den kos-
mologischen Ursprung der GRB und darauf, dass sie nicht unserer Galaxie oder dem
lokalen Universum zugehörig sind. Ihre Raten betragen etwa zwischen 0,075 und 0,8 pro
Kubik-Gigaparsec und Jahr � dies ist jedoch der Wert für angenommene Isotropie der
Abstrahlung; bei einer Bündelung in einen Winkel θ wird dieser Wert um einen Fak-
tor 2/θ2 erhöht. Die � auf noch anderem Wege berechnete � korrekte Rate sagt einen
Wert von 33 ± 11h3

65 Gpc
−3a−1 voraus, wobei h65 die Hubble-Konstanteb in Einheiten

von 65 km s−1Mpc−1 bezeichnet, was somit einen Wert von etwa 43Gpc−3a−1 ergibt.

9.1.2 Das Modell

Die hier kurz beschrieben Zutaten für ein Modell zur Erklärung von Gammastrahlungs-
ausbrüche sind die folgenden. Zunächst wird � aufgrund der hohen Energiefreisetzung
von 1051 ergs, die vergleichbar zu einer Supernova-Explosion ist � ein kompaktes Ob-

bDie Hubble-Konstante wurde zuletzt durch die Daten des WMAP-Satelliten auf einen aktuellen Wert
von H0 = 71+0,04

−0,03 km s−1Mpc−1 eingeschränkt.
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jekt benötigt, da es sonst unmöglich wäre, in einer vergleichbar kurzen Zeitspanne eine
Energiemenge abzugeben, die der Dissipation von etwa einer zehntel Sonnenmasse in
ein paar Sekunden entspricht. Dies deutet bereits auf ein möglicherweise neu entstan-
denes schwarzes Loch hin. Die beobachtete Assoziation mit Sternentstehungs-Gebieten
und Supernovae, demzufolge GRB also in Galaxien mit einer hohen Sternentstehungsra-
te auftreten und die Verteilung der GRB der des Lichtes folgt, deutet darauf hin, dass
GRB vom Kollaps massiver Sterne verursacht werden. Dies wird durch unabhängige Be-
obachtungen bestätigt, die GRB mit Supernovae in Verbindung setzen. In Frage kommt
neben der Entstehung eines schwarzen Loches durch den Gravitationskollaps eines Sterns
oberhalb der Grenze von einigen Sonnenmassen möglicherweise auch das Verschmelzen
von Neutronensternen.

Als Nächstes liefern Beobachtungen von monochromatischen Brüchen in den Lichtkur-
ven des Nachleuchtens einen Hinweis auf die Bündelung der Strahlung und ihre Abgabe
in Form von Jets, wie sie auch bei Aktiven Galaktischen Kernen (AGN) auftreten.

Weiterhin wird eine hochrelativistische Bewegung der Quelle mit Lorentzfaktoren von
Γ > 100 benötigt. Dies ist zur Lösung des so genannten Kompaktheits-Problems er-
forderlich, das historisch den ersten Hinweis auf eine relativistische Bewegung lieferte.
Kurz gesagt wies das nichtthermische Spektrum der GRB auf eine optisch dünne Region
hin; jedoch ergab eine einfache Abschätzung der Zahl der Photonen mit Energien ober-
halb von 500 keV zusammen mit einer Abschätzung der aus der Variabilitäts-Zeitskala
δt berechneten Gröÿe der strahlenden Region, c δt, dass die strahlende Region optisch
sehr dick sein muss. Dieser Widerspruch kann nur aufgelöst werden, wenn eine relati-
vistische Bewegung der Quelle auf den Beobachter zu angenommen wird; dies wird als
das relativistische �Feuerball-Modell� (�reball model) bezeichnet. Wie genau diese hohe
Beschleunigung der Jets erlangt wird, bleibt aber derzeit noch genauso unklar wie ihre
eigentliche Natur.

Als vielleicht wichtigste Zutat ist Dissipation erforderlich. Dabei wird der gegenwär-
tigen Vorstellung zufolge die hohe kinetische Energie des Materiestroms durch Plasma-
Instabilitäten dissipiert. Dies geschieht zum einen in �internen� Schocks, bei dem in sich
überholenden Materieklumpen (blobs) eine Schockwelle ausgebildet wird, die für den pri-
mären Gammastrahlungsausbruch verantwortlich zu machen ist. Das Nachleuchten wird
in den �externen� Schocks erzeugt, bei dem die Jets auf das interstellare Medium tre�en
und mit diesem wechselwirken. Die genauen Prozesse der Dissipation sind jedoch noch
nicht vollständig geklärt. Dazu beizutragen ist daher Thema des vorliegenden Kapitels,
indem die Methoden aus Kapitel 8 auf die in den Jets vorliegenden Bedingungen an-
gewandt werden, um die Entstehung von Plasma-Instabilitäten auf analytischem Wege
nachzuweisen und somit die zur Ausbildung von Schockwellen notwendige Dissipation be-
reitzustellen, welche wiederum für das auf der Erde beobachtete Leuchten verantwortlich
sind.

Darüber hinaus tritt in GRB durch in den Schocks beschleunigte Elektronen Syn-
chrotronstrahlung auf. Als Alternativen dazu werden durch Selbst-Compton-Streuung
erzeugte Synchrotronstrahlung diskutiert sowie Compton-Streuung am Licht externer
Quellen, deren mögliche Natur jedoch unklar bleibt.
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9 Instabilitäten in g-ray Bursts

9.2 Instabilitäten

Das Hauptziel dieses Kapitels besteht darin, die Bedingungen an das Plasma und die
charakteristischen Zeitskalen zu untersuchen, auf denen aperiodische Fluktuationen an-
wachsen, um damit zu zeigen, dass die e-folding-Zeitskalenc von 10−6 s bis zu einigen
zehn Sekunden reichen � was präzise dem zeitlichen Bereich der GRB selbst entspricht.
Daher spielen solche aperiodischen Fluktuationen mit Sicherheit in den bereits durch
interne Schocks magnetisierten GRB eine wichtige Rolle, wie dies von Medvedev und
Loeb55 vorhergesagt wurde.

Wie in Schlickeiser et al.85 beschrieben, sind in den meisten theoretischen Modellen die
mikrophysikalischen Details der Jets nicht näher spezi�ziert, insbesondere hinsichtlich
der Umwandlung der kinetischen Bulk-Energie des Jets in individuelle Teilchenenergie.
Wir werden uns dieser o�enen Frage annehmen, indem wir explizit untersuchen, wie ape-
riodische Fluktuationen in den Jets von GRB erzeugt werden können, die dann durch
Dissipation zur Erzeugung von Schockwellen führen sollen, welche wiederum für die be-
obachtete Strahlung verantwortlich sind.

Plasma-Instabilitäten, darunter insbesondere die Filamentierungs-Instabilität, können
Magnetfelder erzeugen, wenn ausgestoÿenes Material mit relativistischen Geschwindig-
keiten durch das interstellare Medium strömt. Die Filamentierungs-Instabilität führt zu
einem Kollaps des Mediums in Filamente mit starkem Magnetfeld und hohen Elektro-
nentemperaturen (Brainerd8). Die in diesem Kapitel vorgestellte Methode geht bereits
von der Anwesenheit eines homogenen Hintergrund-Magnetfeldes vor der Entwicklung
der Instabilitäten aus; diese Herangehensweise ist durch das Modell gerechtfertigt, dass
Magnetfelder durch die Zweistrom-Instabilität in den internen Schocks von � durch die
Quelle mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ausgestoÿenen � Massenschalen (mass
shells) entstehen (Medvedev und Loeb55). Da diese Instabilität sehr schnell ist (vgl.
Medvedev et al.56), trägt das System bereits ein starkes magnetisches Feld, wenn es in
das interstellare Medium hineinläuft und dort die so genannten �externen� Schocks ver-
ursacht � dies kann als ein möglicher Ausgangspunkt unserer Untersuchung angesehen
werden.

Medvedev und Loeb55 haben ebenso wie Lyubarsky und Eichler51 lediglich den Fall
eines unmagnetisierten Plasmas untersucht. Die durch die Wechselwirkung des �Feuer-
balls� mit dem umgebenden Medium entstehenden externen Schocks tragen aber bereits
ein starkes Magnetfeld. Daher untersuchen wir in diesem Kapitel mit der in Kapitel 8
beschrieben Methode die allgemeine Komplexität eines dreidimensionalen Systems unter
Einbeziehung eines Hintergrund-Magnetfeldes, wobei sowohl durch die Kopplung verbun-
dene (quasi-)elektrostatische als auch (quasi-)elektromagnetische Wellenmoden berück-
sichtigt werden.

Wir werden die Methode auf den Spezialfall der Jets eines GRB anwenden, um dabei
insbesondere den E�ekt der Moden-Kopplung und der charakteristischen Zeitskalen der
Instabilität zu untersuchen. Das einfachste theoretische Modell, um die Plasma-Instabili-
täten in den Jets zu beschreiben, erfordert monoenergetische Elektronen und Ionen, und

cDer Begri� der e-folding-Zeitskala bezeichnet die Zeit, in der eine Exponentialfunktion auf einen
Faktor e anwächst und ist für eine Funktion exp(Γt) gegeben durch τ = Γ−1.
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bezüglich des homogenen Hintergrund-Magnetfeldes wird angenommen, dass es parallel
zur Strömungsrichtung des Jets liege. Die Rechnungen werden weiterhin im Ruhesystem
des Jets durchgeführt, und � für den Fall eines Elektron-Proton-Plasmas � wird zusätzlich
noch angenommen, dass sich nur die Elektronen aufgrund der Gyrationsbewegung kreis-
förmig senkrecht zur Strömungsrichtung bewegen. Darüber hinaus wird aber auch der
Fall eines symmetrischen Elektron-Positron-Plasmas untersucht. Da das Ruhesystem des
Jets verwendet wird, wird nur die Wellenausbreitung senkrecht zur Strömungsrichtung
betrachtet. Die Ausbreitungsrichtung im Beobachtersystem hängt somit vom Verhältnis
des � beobachtbaren � Bulk-Lorentzfaktors Γ‖ zum intrinsischen Lorentzfaktor der Gyra-
tionsbewegung, γe, ab. Im Falle Γ‖ � γe sind die ins Beobachtersystem transformierten
angeregten Wellen quasi-parallel, während sie im Falle Γ‖ � γe quasi-senkrecht bleiben.

9.3 Technische Herleitung

Der Übersichtlichkeit halber stellen wir hier noch einmal in aller Kürze die wichtigsten
Eigenschaften der in Kapitel 8 entwickelten Methoden zusammen, obwohl diese dort
bereits ausführlich hergeleitet wurden.

Wie in Kapitel 5 gezeigt wurde, sind die Dispersionsrelationen durch die Nullstellen
der Determinante des Maxwell-Operators gegeben, der de�niert ist als

Λlm =
c2

ω2

(
klkm − δlm k

2
)

+ δlm +
4πi

ω
σlm, (9.1)

wobei δlm das Kronecker-Symbol und σlm den relativistischen Leitfähigkeitstensor aus
Gl. (5.7) bezeichnet. Durch eine Taylor-Entwicklung der Determinante des Maxwell-
Operators in Potenzen der (komplexen) Frequenz ω wurde in Kapitel 8 gezeigt, dass sich
die Dispersionsrelation zur Ordnung ω2 durch die quadratische Gleichung

ω2E(k⊥) +Ω2
pF (k⊥) = 0 (9.2)

darstellen lässt; dabei ist

Ωp =
(
ω2
p,e/γe + ω2

p,i

)1/2
(9.3)

eine zur Normierung eingeführte Plasmafrequenz, in der ωp,e und ωp,i die Elektronen-
bzw. Ionen-Plasmafrequenzen bezeichnen.

Hier wird also der Grenzfall von Wellen betrachtet, die sich strikt senkrecht zum Hin-
tergrund-Magnetfeld ausbreiten; die allgemeinere Situation ist in Kapitel 8 dargestellt.
Unter Verwendung der dimensionslosen Variablen

κ = k⊥c/Ωp (9.4a)

λ = ξe /(γemec) < 1 (9.4b)

u = ω2
pe

/(
γeΩ

2
p

)
< 1 (9.4c)

µ = me/mi ' 1/1836 � 1 (9.4d)
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und

z = κλγe
Ωp

Ωe

(9.4e)

erhalten wir damit die Ausdrücke E(k⊥) und F (k⊥) in der folgenden Form:

E(κ) =

{
u

κ2

[
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z) +

z2

λ2γµ

]
− 1

}
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1 + κ2
) uz2

κ2λ2
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1

2
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)
+ 1− 2z J0(z)J1(z)

]
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1 + 2κ2

)}
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]2
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(9.5a)

F (κ) =
(
1 + κ2

){[
1− u

κ2

(
1− J2

0 (z) +
2z

λ2
J0(z)J1(z) +

z2

λ2γµ

)]

×
[
κ2 − u

(
λ2J2

1 (z)− 2zJ0(z)J1(z)
)]

+
u2z2

κ2λ2

[
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0 (z)− 1− J2
1 (z)

]2}
.

(9.5b)

Darin bezeichnet Jn(x) die Besselfunktionen erster Art der Ordnung n (s. Anhang C.1),
und es wurden die De�nitionen

Θa =
∞∑
n=1

J2
n(za)

n2
, (9.6a)

Θ′
a =

∞∑
n=1

Jn(za)J
′
n(za)

n2
=
maΩa

2k⊥

∂Θa

∂p⊥
(9.6b)

Θ′′
a =

∞∑
n=1

[
J ′n

2(za)

n2
+
Jn(za)J

′′
n(za)

n2

]
=
maΩa

k⊥

∂Θ′
a

∂p⊥
(9.6c)

=
1

2

[
1− J2

0 (za)
]
− Θ′

a + zaΘa

za
+

∞∑
n=1

J ′n
2(za)

n2
(9.6d)

eingeführt, da diese unendlichen Reihen nicht weiter vereinfacht werden können.

Gemäÿ Gleichung (9.2) sind Neutralpunkte im Wellenzahlraum durch F (k⊥) gegeben.
Diese Bedingung kann in die Form

H(k⊥)T (k⊥) = C(k⊥) (9.7)

gebracht werden, wobei die so genannte �Harris-Funktion�,H, longitudinale Moden und T
transversale Moden am Neutralpunkt in Abwesenheit von Kopplungse�ekten beschreibt.
Der Term auf der rechten Seite von Gl. (9.7) beschreibt die Kopplung zwischen lon-
gitudinaler und transversaler Mode. Im Falle eines symmetrischen, monoenergetischen
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9.4 Beispiele zur Veranschaulichung

Elektron-Positron-Plasmas gibt es jedoch keine Kopplung, es gilt also C(k⊥) = 0. Die
Konsequenz daraus ist die Existenz von abwechselnd einem oder zwei Neutralpunkten,
abhängig von der Stärke des Hintergrund-Magnetfeldes.

In Kapitel 8 wurde gezeigt, dass Neutralpunkte durch die Lösungen der Gleichung

κ2
T,L −

1

2λ2

[
H̃(κ) + λ2T̃ (κ)∓

{
4λ2C(κ) +

[
H̃(κ)− λ2T̃ (κ)

]2}1/2
]

= 0 (9.8)

gegeben sind, wobei die auftretenden Faktoren de�niert sind durch

H̃(κ) = u

{[
1− J2

0 (z)
]
λ2 + 2z J0(z)J1(z) +

z2

γµ

}
(9.9a)

T̃ (κ) = u
[
J2

1 (z)− 2z J0(z)J1(z)
]

(9.9b)

C(κ) = −uz2
[
J2

0 (z)− 1− J2
1 (z)

]2
. (9.9c)

Dabei beziehen sich die Indizes T und L in Gl. (9.8) auf transversale und longitudinale
Neutralpunkte.

Darüber hinaus gibt es eine Grenze für die Magnetfeldstärke, oberhalb derer keine
transversalen Neutralpunkte auftreten können. Daher ist � im Niederfrequenzbereich �
für starke Magnetfelder das Plasma stets stabil gegenüber der Anregung transversaler
Instabilitäten. Für schwache Magnetfelder und für den Fall eines Elektron-Ion-Plasmas,
was die Anwesenheit von Moden-Kopplung sichert, gibt es oftmals zwei Neutralpunkte
(s. auch Kap. 8).

Gemäÿ Gleichung (9.2) ist die Frequenz gegeben durch

ω2

Ω2
p

= −F (k⊥)

E(k⊥)
. (9.10)

Die Auswertung von Gl. (9.10) ergibt dann sofort Regionen von Stabilität (falls ω2 >
0) beziehungsweise Instabilität (falls ω2 < 0) in Abhängigkeit von der (senkrechten)
Wellenzahl k⊥, wenn F (k⊥) die Abszisse kreuzt.

9.4 Beispiele zur Veranschaulichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Neutralpunkte und das Verhalten der Frequenz
gemäÿ den Gleichungen (9.8) und (9.10) für den Fall eines monoenergetischen Elektron-
Proton-Plasmas. Der Fall schwerer Ionen wird nicht berücksichtigt, nicht zuletzt da GRB
bevorzugt in Galaxien mit niedrigem Metallgehalt vorkommen (Stanek et al.99). Zwei
Parametersätze wurden von Brainerd8 für die Elektronendichten und die Stärke des
umgebenden Magnetfeldes angegeben: Für Fall I gilt ne = 1 cm−3 und B = 0,14G; für
Fall II gilt ne = 105 cm−3 und B = 45G. Wir betrachten die beiden Fälle nacheinander,
indem wir die jeweiligen relevanten Abbildungen mit Fall I und Fall II bezeichnen. Für
den ersten Fall hat man damit

ωp,e = 5,6 · 104 Hz (9.11a)
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Abbildung 9.1: Neutralpunkte sind durch die Nullstellen von F (κ) (de�niert in Gl. 9.5b)
gegeben. Für die Position des Neutralpunktes ist der E�ekt des endlichen Kopplungsterms
für Werte γe ' 55 vernachlässigbar. Die untere durchgezogene Linie repräsentiert den Fall
verschwindender Kopplung (C = 0) für γe = 100. Für γe = 1,1 und γe = 100, wo keine
Neutralpunkte auftreten, ist der E�ekt der verschwindenden Kopplung nicht gezeigt. Der
Kopplungsterm C ist durch die rechte Seite von Gl. (9.7) gegeben. Die Parameterwerte

sind aus den Gleichungen (9.11a) und (9.11b) entnommen.

Ωe = 2,5 106 Hz (9.11b)

während sich für Fall II ergibt

ωp,e = 1,8 · 107 Hz (9.11c)

Ωe = 8,0 · 108 Hz, (9.11d)

wobei Ωe die Elektronen-Gyrofrequenz bezeichnet.

Darüber hinaus werden verschiedene Werte für den Elektronen-Lorentzfaktor γe ver-
wendet, die von 1,1 bis 150 reichen, um die Bewegung der Elektronen senkrecht zum
Hintergrund-Magnetfeld B zu veranschaulichen. Der Impuls der Zyklotronbewegung der
Elektronen, ξe, ist damit gegeben durch

ξe
mec

=
√
γ2
e − 1. (9.12)

Wie in den Abbildungen 9.1 und 9.2 dargestellt, gibt es überhaupt keine transversalen
Neutralpunkte für die Parameter aus den Gln. (9.11), und longitudinale Neutralpunkte
treten nur für Werte von γe & 49 (Parameter für Fall I) bzw. γe & 113 (Parameter
für Fall II) auf; dabei beziehen sich die hier verwendeten Notationen �transversal� und
�longitudinal'� jeweils auf die beiden Lösungen κT und κL von Gl. (9.8). Der E�ekt der
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Abbildung 9.2: Neutralpunkte (für verschiedene Werte von γe) sind durch die Nullstellen
von F (κ) aus Gl. (9.5b) gegeben. Die untere durchgezogene Linie repräsentiert den Fall
verschwindender Kopplung, d. h. C = 0, wobei C durch die rechte Seite von Gl. (9.7)
gegeben ist. Die Parameterwerte sind aus den Gleichungen (9.11c) und (9.11d) entnommen.

Moden-Kopplung (mit den in Kap. 8 diskutierten Schwächen der Namensgebung), der
hier nur für diejenigen Werte von γe dargestellt ist, für die er eine signi�kante Rolle spielt,
ist vor allem für hohe Werte von γe wichtig.

Das Quadrat der Frequenz in Einheiten von Ω2
p ist in den Abbildungen 9.3 und 9.4 für

die Parameter der Fälle I und II als Funktion der normierten Wellenzahl κ = k⊥c/Ωp

dargestellt. Für hohe Werte von γe treten Singularitäten im Quadrat der Frequenz auf,
die den Nullstellen von E(κ) entsprechen, und die Entwicklung in Potenzen von ω müss-
te daher bis zur vierten Ordnung durchgeführt werden. Für den Fall eines Elektron-
Proton-Plasmas treten daher instabile Oszillationen für jeden Wert des Elektronen-Lor-
entzfaktors auf, vorausgesetzt γe > 1 (der Fall stationärer Elektronen führt nicht zu
Instabilitäten), wie dies in den Abbildungen 9.3 und 9.4 klar zu erkennen ist. Aufgrund

γe Γ 2 Ω2
p [s−2] τ [s] τωp,e

1,1 1,8 · 10−5 2,86 · 109 4,4 · 10−3 246,4

5 8,2 · 10−7 6,29 · 108 0,04 2464

10 1,8 · 10−7 3,15 · 108 0,13 7431

100 stabil 3,30 · 107 � �

Tabelle 9.1: Charakteristische Anwachszeiten für den Fall I
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Abbildung 9.3: Das Quadrat der Frequenz in Einheiten von Ω2
p aus Gl. (9.10) als Funktion

von κ = k⊥c/Ωp für verschiedene Werte von γe. Die von Brainerd8 gegebenen Werte
ωp,e = 5,6 · 104 Hz und Ωe = 2,5 106 Hz wurden verwendet (Fall I). Werte für ω2/Ω2

p < 0
entsprechen aperiodischen instabilen Moden. Weiterhin ist der E�ekt der Kopplung mit

einbezogen.

des endlichen Kopplungsterms sind die Oszillationen weder rein longitudinal noch rein
transversal.

Die charakteristische e-folding-Zeitskala für die anwachsenden aperiodischen Fluktua-
tionen ist durch den Kehrwert der Wachstumsrate gegeben, d. h. τ = (ΓΩp)

−1, wobei
Γ 2 = −ω2/Ω2

p > 0 für negative ω2. Die Werte der Instabilitätsraten gelten für einen un-
gefähren Wert von κ ≈ 1; die normierte Plasmafrequenz Ωp ist weiterhin durch Gl. (9.3)
gegeben. Für die Fälle I und II sind die resultierenden Zeitskalen in den Tabellen 9.1
und 9.2 angegeben, beide Male sowohl in Sekunden als auch in Einheiten der Elektro-
nen-Plasmafrequenz. Die schnellste anwachsende Instabilität tritt für den niedrigsten
betrachteten Elektronen-Lorentzfaktoren von γe = 1,1 auf und wächst in nur einigen
hundert Plasmafrequenzen an.

γe Γ 2 Ω2
p [s−2] τ [s] τωp,e

1,1 4,4 · 10−5 2,95 · 1014 8,8 · 10−6 158,1

5 2,1 · 10−6 6,50 · 1013 8,6 · 10−5 1541

10 5,0 · 10−7 3,26 · 1013 2,5 · 10−4 4460

100 5,0 · 10−10 3,42 · 1012 0,024 435.600

Tabelle 9.2: Charakteristische Anwachszeiten für den Fall II
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Abbildung 9.4: Das Quadrat der Frequenz in Einheiten von κ = k⊥c/Ωp für verschiedene
γe. Die von Brainerd8 gegebenen Werte ωp,e = 1,8 · 107 Hz und Ωe = 8,0 · 108 Hz werden
verwendet. Werte für ω2/Ω2

p < 0 entsprechen aperiodischen instabilen Moden. Weiterhin
ist der E�ekt der Kopplung mit einbezogen.

In Abb. 9.5 ist der Ein�uss der Kopplung dargestellt, der durch die Terme proportional
zu 1 + J2

0 (z) − J2
1 (z) in den Ausdrücken für E(κ) und F (κ) aus den Gleichungen (9.5)

beschrieben ist, wobei Jn die Bessel-Funktion erster Art bezeichnet (s. Anhang C.1).
Die Kopplung verringert die Frequenz bei höheren Wellenzahlen, verglichen zur Situati-
on ohne Kopplung. Der Kopplungse�ekt kann daher als Mechanismus zur Beschränkung
der Oszillationen auf höhere Wellenzahlen, entsprechend kleineren Energien, verstanden
werden. (Für solche kleinen Wellenzahlen im Bereich 10−6 & κ & 1 treten keine aperi-
odischen Fluktuationen, sondern lediglich stabile Oszillationen auf.)

Der Fall eines symmetrischen Elektron-Positron-Plasma, in welchem Elektronen und
Positronen mit dem gleichen Impuls senkrecht zum Hintergrund-Magnetfeld eine Zyklo-
tronbewegung ausführen, ist in Abb. 9.6 dargestellt, wobei die normierte Plasmafrequenz
jetzt durch Ωp = (2ω2

p,e/γe)
1/2 gegeben ist. Niederfrequente Instabilitäten sind nur für

hohe Werte der Lorentzfaktoren γe von Elektronen und Positronen möglich, nämlich
γe & 637 bzw. 668 für die Parameter der Fälle I und II. Im Gegensatz dazu treten im
Falle eines Elektron-Proton-Plasmas mit stationären Protonen niederfrequente Instabili-
täten für jeden Wert des Lorentzfaktors γe > 1 auf.

9.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir gezeigt, dass Elektron-Proton-Jets, die sich parallel zu einem
Hintergrund-Magnetfeld auf einer Zyklotronbahn bewegen, aperiodische Fluktuationen
erzeugen � unabhängig davon, mit welchem Lorentz-Faktor die Elektronen senkrecht zum
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Abbildung 9.5: Das Quadrat der Frequenz in Einheiten von Ω2
p aus Gl. (9.10). Der E�ekt

der Kopplung zwischen longitudinaler und transversaler Wellenmode ist für zwei Werte
von γe dargestellt. Für die Plasma- und die Gyrofrequenz sind die Parameter aus den
Gln. (9.11a) und (9.11b) entnommen. Der Kopplungsterm ist durch die rechte Seite von

Gl. (9.7) gegeben.

Magnetfeld gyrieren. Dieses Feld kann entweder, wie in Medvedev und Loeb55 beschrie-
ben, durch vorherige Zweistrom-Instabilitäten erzeugt werden, oder kann das verbliebene
Feld der Quelle der Massenauswürfe sein, also wahrscheinlich eines sterbenden Sterns. Die
erzeugten aperiodischen Fluktuationen führen daraufhin zu Dissipation, die nach der ge-
genwärtigen Vorstellung eine Grundvoraussetzung für die Bildung einer Schockwelle ist,
welche schlieÿlich zur beobachteten Strahlung führt.

Wir haben zu diesem Zweck die niederfrequenten Instabilitäten sowohl in einem Elek-
tron-Proton-Plasma als auch in einem Elektron-Positron-Plasma in den Massenauswürfen
von GRB hinsichtlich sich senkrecht zum umgebenden Magnetfeld ausbreitender Plasma-
wellen untersucht. Um zu bestimmen, ob rein anwachsende instabile Moden vorkommen
können oder nicht, haben wir die in Kapitel 8 diskutierte verallgemeinerte Methode der
Neutralpunkte im Wellenzahlraum, welche verschwindender Frequenz entsprechen, auf
die beschriebene Situation angewendet. Diese Methode war ursprünglich von Harris30

aufgestellt worden und wurde in Kapitel 8 in dieser Arbeit erweitert, um relativisti-
sche E�ekte sowie die Ionenbewegung und die Störung des Magnetfeldes einzubeziehen.
Erlaubt eine bestimmte Verteilungsfunktion die Existenz von Neutralpunkten, so ist In-
stabilität zur einen oder anderen Seite des Neutralpunktes im Wellenzahlraum garantiert.
Erlaubt die Verteilungsfunktion dies nicht, kann das System sowohl stabil als auch in-
stabil sein.

Die Berechnungen wurden im Ruhesystem des GRB-Jets ausgeführt, wo nur die Zyklo-
tronbewegung der Teilchen senkrecht zur Strömungsrichtung berücksichtigt werden muss.
Wie von Medvedev und Loeb55 gezeigt wurde, werden in den internen Schocks von ausge-
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Abbildung 9.6: Das Quadrat der Frequenz in Einheiten von Ω2
p aus Gl. (9.10) als Funktion

von κ = k⊥c/Ωp für den Fall eines symmetrischen Elektron-Positron-Plasmas. Für die
Plasma- und die Gyrofrequenz sind die Werte aus den Gln. (9.11a) und (9.11b) für Fall I
verwendet. In dieser Situation tritt keine Kopplung zwischen longitudinaler und transver-

saler Mode auf.

stoÿenen Massepaketen, die sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, durch die
Zweistrom-Instabilität sehr schnell starke Magnetfelder erzeugt. Daher ist die Annahme
eines Hintergrund-Magnetfeldes parallel zur Strömungsrichtung gerechtfertigt. Weiterhin
haben wir die Diskussion auf Wellenausbreitung senkrecht zum Magnetfeld beschränkt,
und haben dabei die Fälle 1. eines monoenergetischen Elektron-Proton-Plasmas, wobei
die Protonen als stationär angenommen wurden, und 2. eines symmetrischen, monoener-
getischen Elektron-Positron-Plasmas betrachtet. Für zwei Parametersätze (die Fälle I
und II) für die Elektronendichte und die Stärke des Hintergrund-Magnetfeldes haben
wir gezeigt, dass in niedrigster Ordnung in der Wellenfrequenz und unter der Annahme
stationärer Protonen für alle Werte des Elektronen-Lorentzfaktors (die einzige Voraus-
setzung hierfür ist γe > 1, d. h. die Elektronen dürften nicht ebenfalls stationär sein)
sehr schnell instabile aperiodische Fluktuationen anwachsen � auf Zeitskalen, die kleiner
oder von der Gröÿenordnung der charakteristischen Zeiten des GRB selbst sind. Daher
sind die in diesem Kapitel beschriebenen Instabilitäten für die Entwicklung des GRB
von Bedeutung und müssen bei der Berechnung des weiteren Wachstums von Magnet-
feldern und Turbulenz durch (kinetische) Plasma-Instabilitäten in solchen Objekten mit
einbezogenen werden.

Im Kontext der in Kap. 8 beschriebenen Methode wurde ein weiterer E�ekt aufge-
deckt, nämlich die Kopplung zwischen longitudinaler und transversaler Wellenmode. Für
den Fall eines Elektron-Proton-Plasmas haben wir gezeigt, dass der Kopplungse�ekt das
System für kleine Wellenzahlen stabilisiert. Für den Fall eines Elektron-Positron-Plasmas
tritt dagegen keine Mischung der Wellenmoden auf, da für den Fall gleicher Energien von
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9 Instabilitäten in g-ray Bursts

Elektronen und Positronen die Kopplung mit der Abweichung des Massenverhältnisses
vomWert eins skaliert. Im Falle eines Elektron-Proton-Plasmas wird das System für hohe
Lorentzfaktoren der Elektronen bei kleinen Wellenzahlen durch den E�ekt der Kopplung
stabilisiert. Im Gegensatz dazu können Instabilitäten in einem symmetrischen Elektron-
Positron-Plasma, für das keine Moden-Kopplung existiert, nur für hohe Lorentzfakto-
ren auftreten. Wir können daraus die Schlussfolgerung ziehen, dass die Jets von GRB
wahrscheinlich nicht aus Elektron-Positron-Plasmen bestehen, da die erforderlichen Lo-
rentzfaktoren für instabile aperiodische Fluktuationen zu hoch sind. Aus dem Ergebnis,
dass in Elektron-Proton-Plasmen Instabilitäten besonders für nicht zu hohe Lorentzfak-
toren auftreten, die gerade etwa oberhalb von eins liegen, schlieÿen wir, dass die Jets
am wahrscheinlichsten aus eben solchen bestehen, damit aperiodische Fluktuationen er-
zeugt werden können. Letztere sind notwendig für das Vorhandensein von Dissipation,
welche wiederum eine Voraussetzung für das Entstehen von Schockwellen ist, wodurch
die sichtbare Strahlung des GRB entsteht.

Wesentliche Teilbereiche bedürfen noch der näheren Betrachtung, darunter zunächst
die Einbeziehung von warmen Plasmen mit einer Temperatur-Anisotropie in den Rich-
tungen parallel und senkrecht zum Hintergrund-Magnetfeld. Darüber hinaus sollte die
Ausbreitung von Wellen mit einer Komponente in paralleler Richtung, bezogen auf das
Hintergrund-Magnetfeld, erlaubt werden. Auch wenn die Wellenausbreitung durch die
Transformation aus dem Ruhesystems der GRB-Jets ins Beboachtersystem nicht mehr
strikt senkrecht ist, sollte die vorherige Berücksichtung quantitative und möglicherweise
qualitative Änderungen mit sich bringen. Die Einbeziehung der genannten Punkte wird
durch den Formalismus der in Kapitel 8 entwickelten und in diesem Kapitel angewandten
Methode in vollständig relativistischer Weise erlaubt.
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Diskussion & Anhänge
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10 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wird eine abschlieÿende Diskussion der Ergebnisse dieser Arbeit durch-
geführt sowie ein Ausblick auf zukünftige Forschungen und weiterführende Anwendungen
der hier vorgestellten Methoden gegeben.

10.1 Ergebnisse

Die vorliegende, aus zwei Teilen bestehende Arbeit beschäftigt sich sowohl mit dem
Transport kosmischer Strahlung mit Anwendung auf die Heliosphäre als auch mit In-
stabilitäten, die durch anisotrope Phasenraum-Verteilungsfunktionen verursacht werden
und in vielen Konstellationen in der Heliosphäre, aber auch in kosmischen Quellen wie
Aktiven Galaktischen Kernen und γ-ray Bursts auftreten und ihrerseits wiederum auf den
Teilchentransport zurückwirken. Das Ziel dieser Arbeit lässt sich also wie folgt zusam-
menfassen: Für die verschiedenen Fälle der Turbulenzgeometrie einerseits systematisch
die Übereinstimmung der gängigen Theorien � darunter in erster Linie die quasilineare
Theorie, aber auch die nichtlineare Führungszentrums-Theorie � mit numerischen Test-
teilchen-Simulationen zu prüfen und andererseits dazu beizutragen, die Beschreibung der
in einem Plasma auftretenden linearen Instabilitäten zu vervollständigen. Einen inter-
essanten gemeinsamen Anwendungsbereich �nden diese beiden Themen auf dem Gebiet
der nichtrelativistischen und relativistischen Schockwellen, wo mit Hilfe der in die Trans-
portgleichungen eingehenden Di�usionskoe�zienten das Energiespektrum der Teilchen
und somit ihre Beschleunigung berechnet kann (Du�y und Blundell20). Darüber hinaus
sind Instabilitäten im Vorläuferbereich von Schockfronten für die beobachteten Verstär-
kungen des Magnetfeldes verantwortlich (z. B. Reville et al.72).

Im ersten Teil wurde daher, nach einem einführenden Kapitel mit einer anschaulichen,
qualitativen Herleitung der quasilinearen Theorie und einer Herleitung der nichtlinearen
Führungszentrums-Theorie (NLGC-Theorie), eine genaue Überprüfung quasilinearer Er-
gebnisse in magnetostatischer Turbulenz vorgenommen. Dabei wurde festgehalten und im
Einzelnen begründet, in welchen Fällen die quasilineare Theorie ungültige Ergebnisse lie-
fert. Für isotrope magnetostatische Turbulenz ist diese Ungültigkeit absolut � hier ergibt
sowohl die parallele (unter der Voraussetzung, dass für den Spektralindex 1 < s < 2 gilt)
als auch die senkrechte mittlere freie Weglänge den Wert unendlich. Verantwortlich dafür
ist gleichermaÿen das Geometrie- sowie das bekannte 90°-Problem, demzufolge Streuung
im Anstellwinkel nicht durch die quasilineare Theorie beschrieben werden kann, falls
die Teilchen fast oder gar keine Bewegungskomponente in paralleler Richtung aufweisen.
Diese Probleme sind, zusammen mit der Tatsache, dass sich für senkrechten Transport
im Unterschied zu Simulationen di�usives Verhalten ergibt, durch die grundlegende For-
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mulierung der quasilinearen Theorie bedingt. Für senkrechten Transport wurde daher als
Alternative die nichtlineare Führungszentrums-Theorie diskutiert, die zunächst für den
Fall isotroper Turbulenz modi�ziert wurde und im Vergleich mit den Simulationen zu-
friedenstellende, wenn auch durchweg etwas zu hohe Ergebnisse lieferte. Im Unterschied
zur isotropen Turbulenz hängt in der magnetostatischen slab- und composite-Turbulenz
die Übereinstimmung der quasilinearen Theorie mit Simulationen dagegen stark von den
Voraussetzungen ab: Nur in slab-Turbulenz stimmt die parallele mittlere freie Weglänge
gut mit den Simulationen überein.

Im nächsten Kapitel wurde daraufhin untersucht, ob die Einbeziehung einer sich wie
magnetohydrodynamische Plasmawellen verhaltenden Turbulenz die quasilinearen Er-
gebnisse verbessern könne. Für slab-Geometrie ist die Übereinstimmung in der Tat � wie
bereits für statische Turbulenz � auch für relativ hohe Werte des Verhältnisses von tur-
bulentem zu Hintergrund-Magnetfeld sehr gut. Daher wurde im nächsten Schritt ein als
isotrop angenommenes Turbulenzspektrum mit sich nur in der x-z-Ebene ausbreitenden
Alfvén- oder schnellen magnetosonischen Wellen kombiniert � eine etwas problematische
Vorgehensweise, die jedoch aus der Literatur zunächst so übernommen wurde. Es zeig-
te sich daraufhin, dass zwar die parallelen und senkrechten mittleren freien Weglängen
nun nicht mehr unendlich sind, die Ergebnisse aber weder qualitativ noch quantitativ
sowohl für Alfvén- als auch für schnelle magnetosonische Wellen mit den Simulationen
übereinstimmen. Daher wurden die Grundzüge eines neuen Modells zur Einbeziehung
von Alfvénwellen mit beliebige Ausbreitungsrichtung entwickelt, und zwar unter Berück-
sichtung sowohl der magnetischen als auch der elektrischen Fluktuationen der Wellen.
Dies zieht jedoch bereits für die Korrelationstensoren der elektrischen und der elektrisch-
magnetischen Feldkomponenten unhandliche Ausdrücke nach sich, welche wiederum in
die in aller Allgemeinheit sehr komplizierten Fokker-Planck-Koe�zienten eingehen. Dies
weiter zu untersuchen, mögliche Vereinfachungen zu �nden und zu überprüfen, ob dieser
Ansatz die Übereinstimmung mit Simulationen möglicherweise verbessert, wird daher die
Aufgabe zukünftiger Arbeiten sein. Als erfolgversprechend wird darüber hinaus auch die
Berücksichtigung von Dämpfung und Anregung von Plasmawellen angesehen, da dies Re-
sonanzverbreiterung verursacht und somit � wie dies etwa auch die quasilineare Theorie
zweiter Ordnung (SOQLT) vermag � das Problem der sonst in der quasilinearen Theorie
stets zu niedrigen 90°-Streuung lösen könnte.

Insgesamt wurde im ersten Teil dieser Arbeit somit erstmals eine detaillierte Analyse
der quasilinearen Theorie vor allem in isotroper Turbulenz vorgenommen. Diese Theorie
ist nach wie vor eines der am meisten verwendeten Werkzeuge zur Beschreibung des
Teilchentransportes in allen Arten von Turbulenzgeometrien, liefert jedoch, wie gezeigt
wurde, grundsätzlich keine gültigen und mit Simulationen übereinstimmenden Werte �
weder quantitativ und in vielen Fällen auch nicht vom qualitativen Verlauf her. Für
senkrechten Transport in statischer Turbulenz wurde als Alternative die nichtlineare
Führungszentrums-Theorie vorgestellt, deren groÿer Nachteil jedoch darin besteht, dass
sie von den Werten der parallelen mittleren freien Weglänge abhängt und somit keine
fundamentale Theorie ist: Zunächst muss also stets die parallele mittlere freie Weglänge
mit Hilfe einer anderen Theorie bestimmt werden.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde zunächst, nach einer Einführung in die lineare
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10.1 Ergebnisse

Vlasov-Theorie kinetischer Plasma-Instabilitäten, eine Untersuchung gegenströmender
Maxwellscher Plasmen vorgenommen. Ziel war es dabei, die Ergebnisse der Diplomar-
beit102 des Autors zu nichtrelativistischen, unmagnetisierten Gegenstrom-Plasmen auf
den Fall zweier entlang eines Hintergrund-Magnetfeldes ineinanderströmender Plasmen
auszudehnen � ein bezogen auf die mathematischen Details zwar komplizierterer, aber
realistischer Ansatz, da viele Gegenstrom-Szenarien, darunter Schockwellen, Elektronen-
ströme in ein ruhendes Medium sowie Jets von Aktiven Galaktischen Kernen und γ-ray
Bursts, magnetisiert sind und die Einbeziehung dieses Magnetfeldes die Dispersionsre-
lationen und damit auch die möglichen Instabilitäten stark beein�usst. Die Ergebnisse
sowohl für parallele als auch für senkrechte Wellenausbreitung wurden mit vorherigen
Arbeiten verglichen, wobei sich im Falle paralleler Wellenausbreitung sowohl die prinzi-
pielle Übereinstimmung mit früheren Rechnungen und PIC-Simulationen als auch qua-
litative Verbesserungen durch die verwendeten exakteren kinetischen Methoden zeigten.
Für senkrechte Wellenausbreitung ergaben sich durch den Verzicht auf nur bedingt zu-
lässige und stark vereinfachende mathematische Näherungen quantitative Korrekturen
der Wachstumsraten. In diesem Sinne wurde für Maxwellsche Verteilungsfunktionen die
Untersuchung von Gegenstrom-Plasmen für die beiden betrachteten Fälle der Geometrie
der Wellenausbreitung vervollständigt.

Daran anschlieÿend wurden viele der zuvor verwendeten Einschränkungen � wie strikt
parallele bzw. senkrechte Wellenausbreitung und die Verwendung einer Maxwellschen
Verteilungsfunktion � zugunsten einer allgemeinen Untersuchung von Instabilitäten mit
Hilfe des Neutralpunkt-Konzeptes fallen gelassen. Neutralpunkte entsprechen dabei Null-
stellen der Wellenfrequenz, wobei das Auftreten von einem oder mehreren Neutralpunk-
ten Instabilität in der Nähe dieser Neutralpunkte garantiert. Dies wurde zunächst wie in
der Literatur unter den einschränkenden Voraussetzungen unendlich schwerer Ionen und
Vernachlässigung der �uktuierenden Magnetfelder durchgeführt, wodurch sich rein longi-
tudinale, elektrostatische Instabilitäten ergeben. An die Phasenraum-Verteilungsfunktion
wurde dabei auÿer der Bedingung, dass sie gyrotrop sei (also nicht vom Azimuth-Win-
kel um die � durch das Hintergrund-Magnetfeld vorgegebene � Symmetrieachse abhän-
ge) und der Forderung, dass keine Netto-Raumladungsdichte entstehen darf, keinerlei
Voraussetzung gestellt. Die so aufgestellte und durch die Einbeziehung relativistischer
E�ekte erweiterte Neutralpunkt-Methode ergab im Vergleich zu ihrer ursprünglichen
Formulierung bedeutende quantitative Korrekturen. Darüber hinaus wurden erstmals
analytische, näherungsweise gültige Ausdrücke für die Wachstumsraten in der Nähe von
Neutralpunkten angegeben. Die genannten Voraussetzungen bezüglich der Ionenmasse
und der Magnetfeld�uktuationen wurden in einem weiteren Kapitel unter Verwendung
einer allgemeineren, für beliebige Teilchenspezies � und somit auch beispielsweise für
staubige Plasmen gültigen � Herangehensweise aufgegeben. Diese erstreckte sich nicht
nur auf elektrostatische, sondern auch auf transversale, elektromagnetische Wellen sowie
eine Mischung dieser beiden Polarisationen; letztere wurde durch einen für ein symme-
trisches Paarplasma verschwindenden Kopplungsterm vermittelt. Dabei wurden in al-
ler Allgemeinheit und für jede Verteilungsfunktion gültige Ausdrücke zur Beschreibung
von Instabilitäten mit Hilfe des Neutralpunkt-Konzeptes für beliebige Wellenausbreitung
hergeleitet. Um angesichts der Komplexität dieser Rechnung weiter gehende analytische
Ergebnissen herleiten zu können, wurde für rein senkrechte Wellenausbreitung und unter
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Verwendung einer monoenergetischen Verteilungsfunktion gezeigt, dass es stets Parame-
ter gibt, die das Auftreten von Neutralpunkten erlauben � und somit instabiles Verhalten
auftritt. Dabei wurde angenommen, dass sich nur die Elektronen auf einer Zyklotronbahn
senkrecht zum Hintergrund-Magnetfeld bewegen.

Im letzten Kapitel wurde mit Hilfe der auf diese Weise verallgemeinerten Neutralpunkt-
Methode untersucht, ob für typische Parameter, wie sie in den Jets von γ-ray Bursts auf-
treten � und unter Verwendung des einfachen Modells monoenergetischer Elektronen
�, Instabilitäten entstehen können, und welches die Anwachszeiten dieser Instabilitäten
sind. Für die in der Tat vorhandenen Instabilitäten lieferte die Neutralpunkt-Methode
Anwachszeiten in der Gröÿenordnung des Bursts selbst, was auf die Bedeutung dieser In-
stabilitäten hinweist und darauf, dass die verwendete Methode qualitativ und quantitativ
zuverlässige Ergebnisse liefert.

10.2 Ausblick

Viele bislang noch o�ene Fragen bieten vielfältige Möglichkeiten für zukünftige For-
schungsarbeiten. So müssen die gegenwärtigen, zur Herleitung der mittleren freien Weg-
längen und Di�usionskoe�zienten in isotropen und anisotropen Turbulenzgeometrien
verwendeten Transporttheorien weiterentwickelt werden. Dabei ist neben der Arbeit an
nichtlinearen Theorien insbesondere auch die Berücksichtigung von Dämpfungs- und An-
regungsprozessen der Plasmawellen von Bedeutung. Die korrekte und vollständige Einbe-
ziehung selbst ungedämpfter Alfvénwellen zieht, wie gezeigt wurde, bereits komplizierte
Ausdrücke für die in die Fokker-Planck-Koe�zienten eingehenden Komponenten der Kor-
relationstensoren nach sich. Allerdings ist bislang nicht einmal die Frage, ob Plasmawellen
für die Berechnung des Teilchentransportes von Bedeutung sind, abschlieÿend geklärt.
Somit bleibt für das Ziel einer vollständigen Beschreibung des Transportes kosmischer
Teilchen durch turbulente Magnetfelder noch viel zu tun.

Die im zweiten Teil behandelte verallgemeinerte Neutralpunkt-Methode wurde zu-
nächst nur für den Fall senkrechter Wellenausbreitung soweit spezi�ziert, dass auf nu-
merischem Wege das Vorhandensein instabiler Parameterbereiche nachgewiesen werden
konnte. Dies für allgemeine Wellenausbreitung in einem beliebigen Winkel zum Hinter-
grund-Magnetfeld auszuwerten, bleibt eine groÿe Herausforderung, birgt aber die Chance
einer umfassenden und nicht auf Näherungen angewiesenen Beschreibung niederfrequen-
ter linearer Oszillationen und Instabilitäten. Die anhand des Beispiels senkrechter Wellen-
ausbreitung für monoenergetische Teilchen nachgewiesenen Instabilitäten werden durch
die Berücksichtung schrägwinkliger Wellenausbreitung einerseits und Temperaturaniso-
tropien im Plasma andererseits modi�ziert werden. Dies, aufbauend auf der in dieser Ar-
beit aufgestellten verallgemeinerten Neutralpunkt-Methode, quantitativ und qualitativ
zu untersuchen, bleibt eine nicht unbeträchtliche Aufgabe für die zukünftige Forschung.
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A Ergänzungen zu Teil I

In diesem Kapitel werden einige der etwas langwierigen Rechnungen ausführlich darge-
stellt, die zur Bestimmung quasilinearer Transportkoe�zienten � wie der mittleren freien
Weglänge oder der Di�usionskoe�zienten � erforderlich sind.

A.1 Quasilinearer paralleler Transport in
magnetostatischer Turbulenz

Die allgemein Form des Fokker-Planck-Koe�zienten Dµµ in der quasilinearen Näherung
ist z. B. durch Gl. (25) in Teufel und Schlickeiser106 gegeben. Mit Ri = πδ(k‖v‖ + nΩ),
wodurch die Resonanzfunktion für das magnetostatische Modell beschrieben wird, ergibt
sich der Koe�zient Dµµ als

Dµµ =
πΩ2 (1− µ2)

2B2
0

∫
d3k

∞∑
n=−∞

δ
(
k‖vµ+ nΩ

)
×
{
PRR J

2
n+1(w) + PLL J

2
n−1(w)− Jn+1(w)Jn−1(w)

×
[
PRL e

2iψ + PLR e
−2iψ

]}
, (A.1)

mit
w =

v

Ω
k⊥
√

1− µ2. (A.2)

Für isotrope Turbulenz erhalten wir für den Korrelationstensor

Pij =
G(k)

8πk2

(
δij −

kikj
k2

)
, (A.3)

wobei G(k) das isotrope Wellenspektrum bezeichnet und die magnetische Helizität σ als
verschwindend angenommen wurde. Die Transformation auf helikale Koordinaten, die
gegeben sind durch

δBL,R =
1√
2

(δBx ± iδBy) (A.4)

kann dann leicht durchgeführt werden:

PLL = PRR =
1

2
(Pxx + Pyy) (A.5a)

=
1

2

G(k)

8πk2

(
2−

k2
x + k2

y

k2

)
(A.5b)
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≡ G(k)

16πk2

(
2− k2

⊥
k2

)
(A.5c)

PLR =
1

2
[Pxx − Pyy + i (Pyx + Pxy)] (A.5d)

=
G(k)

16πk2

(
−
k2
x − k2

y

k2
− 2i

kxky
k2

)
(A.5e)

PRL =
1

2
[Pxx − Pyy − i (Pyx + Pxy)] (A.5f)

=
G(k)

16πk2

(
−
k2
x − k2

y

k2
+ 2i

kxky
k2

)
. (A.5g)

Unter Verwendung von Kugelkoordinaten (k, θ, ψ) im Wellenzahlraum,

kx = k⊥ cosψ = k sin θ cosψ (A.6a)

ky = k⊥ sinψ = k sin θ sinψ (A.6b)

kz = k‖ = k cos θ, (A.6c)

erhalten wir für Dµµ:

Dµµ =
πΩ2 (1− µ2)

2B2
0

∫
d3k

∞∑
n=−∞

δ
(
k‖vµ+ nΩ

)
× G(k)

16πk2

{(
2− sin2 θ

) [
J2
n+1(w) + J2

n−1(w)
]
− Jn+1(w)Jn−1(w)

×
[(
− sin2 θ cos2 ψ + sin2 θ sin2 ψ

)
e2iψ + 2i sin2 θ sinψ cosψ e2iψ

+
(
− sin2 θ cos2 ψ + sin2 θ sin2 ψ

)
e−2iψ − 2i sin2 θ sinψ cosψ e−2iψ

]}
. (A.7)

Die zweite eckige Klammer kann zu

[. . . ] = −2 sin2 θ (A.8)

umgeformt werden. Damit vereinfacht sich der Fokker-Planck-Koe�zient beträchtlich,
und mit der Abkürzung η = cos θ erhalten wir

Dµµ =
G0πΩ

2 (1− µ2)

16B2
0

1∫
−1

dη

∞∫
0

dk g(k)
∞∑

n=−∞

δ(kvµη + nΩ)

×
{(

1 + η2
) [
J2
n+1(w) + J2

n−1(w)
]
+ 2

(
1− η2

)
Jn+1(w)Jn−1(w)

}
, (A.9)

wobei jetzt

w =
kv
√

(1− µ2) (1− η2)

Ω
. (A.10)
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Mit Hilfe des Additionstheorems für Besselfunktionen (vgl. Anhang C.1) können die
geschweiften Klammern umgeschrieben werden als

{. . . } = η2 (Jn+1 − Jn−1)
2 + (Jn+1 + Jn−1)

2 = 4η2J ′n
2
+

4n2

w2
J2
n. (A.11)

Man kann leicht zeigen, dass der Beitrag für n = 0 der unendlichen Reihe in Glei-
chung (A.9) verschwindet. Daher �nden wir

Dµµ =
πG0Ω

2 (1− µ2)

4B2
0

1∫
−1

dη

∞∫
0

dk g(k)
∞∑

n=−∞
n6=0

δ(kvµη + nΩ)

×
[
η2J ′n

2
(w) +

n2

w2
J2
n(w)

]
,

(A.12a)

was sich weiter vereinfachen lässt zu

Dµµ =
πG0Ω

2 (1− µ2)

4B2
0

1

|vµ|

1∫
−1

dη

|η|

∞∫
0

dk g(k)
∞∑
n=1

[
η2J ′n

2
(w) +

n2

w2
J2
n(w)

]

×
[
δ

(
k +

nΩ

vµη

)
+ δ

(
k − nΩ

vµη

)] (A.12b)

=
πG0Ω

2 (1− µ2)

2 |vµ|B2
0

1∫
0

dη

η

∞∑
n=1

g

(
k =

nΩ

vµη

)[
η2J ′n

2
(nz) +

1

z2
J2
n(nz)

]
, (A.12c)

mit

z =

√
(1− µ2) (1− η2)

µη
. (A.13)

Um dieses Resultat zu vereinfachen, beschränken wir die weiteren Rechnungen auf
kleine Stei�gkeiten

R ≡ RL

`0
=

v

Ω`0
� 1, (A.14)

wobei RL den Larmorradius der Teilchen bezeichnet. Damit erhalten wir näherungsweise

g

(
k =

nΩ

vµη

)
=

[
1 +

(
nΩ`0
vµη

)2
]−ν

=

[
1 +

(
n

µηR

)2
]−ν

' (µηR)s n−s, (A.15)

wobei wir den Spektralindex des Inertialbereiches s = 2ν verwendet haben. Für Dµµ

ergibt sich somit näherungsweise

Dµµ =
πG0 (1− µ2)

2B2
0

vµs−1

`20
Rs−2

1∫
0

dη ηs−1

∞∑
n=1

n−s
[
η2J ′n

2
(nz) +

1

z2
J2
n(nz)

]
. (A.16)
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Das asymptotische Verhalten der Kapteyn-Reihen36 wurde bereits von Shalchi und
Schlickeiser93 (s. auch Anhang C.3) berechnet, die als Ergebnis erhielten

∞∑
n=1

n−s J2
n(nz) '


z2

4
, z . 1

ζ(s+ 1)

πz
, z � 1

(A.17a)

∞∑
n=1

n−sJ ′n
2
(nz) '


1

4
− z2

8
, z . 1

ζ(s+ 1)

πz
, z � 1.

(A.17b)

Untersuchen wir das Argument z = z(µ, η) aus Gl. (A.13) genauer, um zu entscheiden
wann es kleiner oder gröÿer im Vergleich zu 1 ist, so erhalten wir die folgende Überlegung:

z(µ, η)

{
> 1, für η <

√
1− µ2

< 1, für η >
√

1− µ2.
(A.18)

Mit den Näherungen für die Kapteyn-Reihen, Gln. (A.17a) und (A.17b), können wir die
Integration daher in zwei Teile aufspalten, und mit dem Anstellwinkel-Sinus u =

√
1− µ2

erhalten wir

Dµµ = D0

{
ζ(s+ 1)

π

u∫
0

dη
ηs−1

z

(
η2 +

1

z2

)
+

1∫
u

dη ηs−1

[
η2

(
1

4
− z2

8

)
+

1

4

]}
. (A.19)

Hier bezeichnet ζ(x) die Riemannsche Zeta-Funktion (z. B. Gradshteyn und Ryzhik28

und Anhang C.5). Für die Normierung haben wir

D0 =
2πv

`0
C(ν)

(
δB

B0

)2

µs−1 (1− µ)2Rs−2 (A.20)

eingeführt, wobei der Normierungsfaktor G0 = 4 (δB)2 `0C(ν) eingesetzt wurde.

Berechnen wir nun die beiden Integrale in Gleichung (A.19). Nachdem wir z(µ, η) aus
Gl. (A.13) explizit eingesetzt haben, so ergibt das erste Integral

A(u, s) ≡
u∫

0

dη
ηs−1

z

(
η2 +

1

z2

)
(A.21a)

=
µ

u

u∫
0

dη
ηs+2√
1− η2

+
µ3

u3

u∫
0

dη
ηs+2

(1− η2)3/2
(A.21b)

=
|µ|
2u
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(
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2
,
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)
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2u3 (u2 − 1)

[(
2u2 + s(u2 − 1)− 3

)
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×Bu2

(
3 + s

2
,
1

2

)
+ (4 + s)Bu2

(
3 + s

2
,
3

2

)]
. (A.21c)

In dieser Gleichung bezeichnet Bz(a, b) die unvollständige Eulersche Beta-Funktion
(z. B. Gradshteyn und Ryzhik28 und Anhang C.4), die gegeben ist durch

Bz(a, b) =

z∫
0

dt ta−1 (1− t)b−1 . (A.22)

Alternativ kann die Funktion A(u, s) auch mit Hilfe der hypergeometrischen Funktion
2F1 ausgedrückt werden als

A(u, s) =
µ

u

u3

s+ 3
2F1

(
1

2
,
s+ 3

2
;
s+ 5

2
;u2

)
+
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s+ 3
2F1

(
3

2
,
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2
;
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2
;u2

)
. (A.23)

Das zweite Integral ist dagegen elementar:

B(u, s) ≡
1∫

u

dη ηs−1

[
η2

(
1

4
− z2

8

)
+

1

4

]
(A.24a)

=
1

4

1∫
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dη ηs−1
(
1 + η2

)
− u2

8µ2
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dη ηs−1
(
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)
(A.24b)

=
2(s+ 1)− (s+ 2)us − sus+2

4s(s+ 2)
− u2

µ2

sus+2 − (s+ 2)us + 2

8s(s+ 2)
. (A.24c)

Damit erhalten wir schlieÿlich für den Fokker-Planck-Koe�zienten Dµµ:

Dµµ = D0

[
ζ(s+ 1)

π
A(u, s) + B(u, s)

]
. (A.25)

Die µ-Abhängigkeit des Fokker-Planck-Koe�zienten Dµµ ist in Abb. 3.1 auf S. 30
gezeigt, wobei wir die Normierung D0 aus Gl. (3.12) verwendet haben.

A.2 Quasilinearer senkrechter Transport in
magnetostatischer Turbulenz

Genau wie in der NLGC-Formulierung (Abschnitt 3.2.2) beginnen wir die Berechnung mit
der Relation der Geschwindigkeit des Führungszentrums in senkrechter Richtung, ṽx, zur
anderen Geschwindigkeitskomponente. Der Kraftterm gX , der mit der Geschwindigkeit
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des Führungszentrums in x-Richtung identi�ziert werden kann, ist daher gegeben durch
Gl. (12.1.9d) in Schlickeiser80

gX ≡ ṽx = −v
√

1− µ2 cosφ
δB‖

B0

+
ic√
2B0

[
δER − δEL −

iµv

c
(δBL + δBR)

]
, (A.26)

wobei die helikalen Koordinaten aus Gl. (A.4) verwendet wurden. Transformieren wir
den Kraftterm gX zurück auf kartesische Koordinaten, ergibt sich daraus

gX ≡ ṽx = vz
δBx

B0

− vx
δBz

B0

− c
δEy
B0

. (A.27)

Vernachlässigen wir die elektrischen Felder, �nden wir schlieÿlich

ṽx = vz
δBx

B0

− vx
δBz

B0

, (A.28)

was genau mit dem NLGC-Ansatz übereinstimmt.

A.2.1 Der Fokker-Planck-Koe�zient D⊥

Für achsensymmetrische Turbulenz ist der Fokker-Planck-Koe�zient für senkrechte Dif-
fusion einfach die Summe D⊥ = DXX + DYY . Daher ist er gegeben durch Gl. (36) in
Shalchi und Schlickeiser94

D⊥ =
v2

2B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3k R(k)

{(
1− µ2

)
P‖‖
[
J2
n+1(w) + J2

n−1(w)
]

+ 2µ2J2
n(w) (PRR + PLL)− µ

√
2 (1− µ2)Jn(w)

×
[
PL‖Jn+1(w) e−iψ + PR‖Jn−1(w) eiψ

+ P‖LJn+1(w) eiψ + P‖RJn−1(w) e−iψ
] }
, (A.29)

mit der Resonanzfunktion
R(k) = πδ

(
k‖v‖ + nΩ

)
. (A.30)

Der Korrelationstensor Plm ist in kartesischen Koordinaten wieder gegeben durch

Pij =
G(k)

8πk2

(
δij −

kikj
k2

)
, (A.31)

wobei wieder verschwindende magnetische Helizität angenommen wurde und G das Tur-
bulenzspektrum bezeichnet. Konvertieren wir die Komponenten des Korrelationstensors
zu helikalen Koordinaten, so erhalten wir

PLL =
1

2

(
2−

k2
x + k2

y

k2

)
= PRR (A.32a)

PLR =
1

2

(
−
k2
x − k2

y

k2
− 2i

kxky
k2

)
(A.32b)
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PRL =
1

2

(
−
k2
x − k2

y

k2
+ 2i

kxky
k2

)
(A.32c)

P‖‖ = 1− k2
z

k2
(A.32d)

PL‖ =
1

2

(
−kxkz + ikykz

k2

)
(A.32e)

PR‖ =
1

2

(
−kxkz − ikykz

k2

)
(A.32f)

P‖L =
1

2

(
−kxkz − ikykz

k2

)
(A.32g)

P‖R =
1

2

(
−kxkz + ikykz

k2

)
. (A.32h)

Unter Verwendung von Kugelkoordinaten (k, θ, ψ) ergibt sich der Fokker-Planck-Koef-
�zient zu

D⊥ =
πv2

2B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3k δ

(
k‖v‖ + nΩ

) G(k)

8πk2

×
{(

1− µ2
) (

1− cos2 θ
) [
J2
n+1(w) + J2

n−1(w)
]

+ 2µ2J2
n(w)

(
2− cos2 θ

)
− µ

2

√
2 (1− µ2)Jn(w)

×
[
Jn+1(w) e−iψ (− (sin θ cos θ cosψ + i cos θ sin θ sinψ))

+ Jn−1(w) eiψ (− (sin θ cos θ cosψ − i cos θ sin θ sinψ))

+ Jn+1 e
iψ (− (sin θ cos θ cosψ − i sin θ cos θ sinψ))

+ Jn−1(w) e−iψ (− (sin θ cos θ cosψ + i sin θ cos θ sinψ))
]}
. (A.33)

Vereinfachen wir diese Gleichung, so erhalten wir

D⊥ =
πv2

2B2
0

∞∑
n=−∞

∫
d3k δ

(
k‖v‖ + nΩ

)
G(k)

{(
1− µ2

) (
1− η2

)
×
[
J2
n+1(w) + J2

n−1(w)
]
+ 2µ2

(
1 + η2

)
J2
n(w)

+ µη
√

2 (1− µ2) (1− η2)Jn(w) [Jn+1(w) + Jn−1(w)]
}
, (A.34)

wobei wir η = cos θ verwendet haben.

Berechnen wir nur den Term mit n = 0 der unendlichen Reihe, erhalten wir

Dn=0 =

∞∫
0

dk g(k)

1∫
−1

dη δ(kvµη) {. . . } (A.35a)
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=
1

|vµ|

∞∫
0

dk
g(k)

k

1∫
−1

dη δ(η) {. . . } (A.35b)

=
1

|vµ|

∞∫
0

dk
g(k)

k

{(
1− µ2

) [
J2

1 (w) + J2
−1(w)

]
+ 2µ2J2

0 (w) + 2µ
√

2 (1− µ2)J0(w)J1(w)
}
, (A.35c)

wobei {. . . } für die geschweiften Klammern in Gl. (A.34) steht.

Wir müssen nun zwei verschiedene Fälle unterscheiden: Hat das Turbulenzspektrum
einen endlichen Wert für k = 0 und gilt also g(0) 6= 0, so kann man bereits aus Gl. (A.35c)
ersehen, das die k-Integration im Ausdruck für Dn=0 � und damit auch für D⊥ insgesamt
� unendlich ergibt, da J0(0) = 1 und g(0) = 1 gilt. Im Falle eines bei kleinen k abge-
schnittenen (cut-o�) Spektrums dagegen, d. h. g(k = 0) = 0 (was der realistischere Fall
ist), bleibt dieser Term zunächst endlich.

A.2.2 Die senkrechte mittlere freie Weglänge

Die senkrechte mittlere freie Weglänge ist gegeben durch

λ⊥ =
3

2v

1∫
−1

dµ D⊥(µ) =
3

v

1∫
0

dµ D⊥(|µ|) . (A.36)

Betrachten wir Gl. (A.35c), so sehen wir, dass zumindest ein Term proportional ist zu

2

|vµ|

∞∫
0

dk
g(k)

k
J2

1

(
kv

Ω

√
1− µ2

)
µ→0−−→ 1

µ
, (A.37)

woraus eine logarithmische Divergenz von λ⊥ folgt. Daher liefert die senkrechte mittlere
freie Weglänge im Falle eines abgeschnittenen Spektrums ebenfalls unendlich, da die
Integration über µ bei µ = 0 beginnt.

Wie in Kapitel 3.2 beschrieben, muss dies so interpretiert werden, dass die quasilinea-
re Theorie dabei versagt, die senkrechte Di�usion im Falle isotroper magnetostatischer
Turbulenz zu beschreiben.

A.3 Quasilinearer paralleler Transport in
Alfvénwellen-Turbulenz

Im Plasmawellenmodell, in welches vorwärts- und rückwärtslaufende Alfvénwellen mit
verschwindender Kreuzhelizität einbezogen werden, sind die quasilinearen parallelen und
senkrechten mittleren freien Weglängen und Di�usionskoe�zienten nicht länger unend-
lich, wie wir in diesem Anhang im Detail nachweisen werden.
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A.3.1 Der Fokker-Planck-Koe�zient Dµµ

Für den Fokker-Planck-Koe�zientenDµµ verwenden wir die folgende, in Abschnitt 13.1.4
in Schlickeiser80 hergeleitete Form

Dµµ =
G0πΩ

2 (1− µ2)

4B2
0

∑
ι=±1

∞∑
n=−∞

(1− ιµε)2

∞∫
0

dk g(k)

×
1∫

−1

dη
(
1 + η2

)2
δ(k[vµη − ιηVA] + nΩ)

n2

w2
J2
n(w), (A.38)

wobei ε = VA/v als das Verhältnis der Alfvén- zur Teilchengeschwindigkeit de�niert wurde
und ι = ±1 die beiden Propagationsrichtungen der Wellen (vorwärts und rückwärts)
berücksichtigt. Basierend auf den Rechnungen in Anhang A.1 erhalten wir

Dµµ =
G0πΩ

2 (1− µ2)

2B2
0 |v|

∑
ι=±1

(1− ιµε)2

|µ− ιε|

1∫
0

dη
1 + η2

η

×
∞∑
n=1

g

(
k =

nΩ

ηv |µ− ιε|

)
J2
n(nz)

z2
, (A.39)

wobei jetzt

z =

√
(1− µ2) (1− η2)

η |µ− ιε|
. (A.40)

Die Kapteyn-Reihe ergibt

∞∑
n=1

n−s J2
n(nz) '


z2

4
, z . 1

ζ(s+ 1)

πz
, z � 1,

(A.41)

wobei wir im Unterschied zur Rechnung in Anhang A.1 beachten müssen, dass jetzt für
die Grenze, wann z kleiner oder gröÿer als 1 ist, gilt:

z(µ, η)

{
> 1, für η < ũ

< 1, für η > ũ,
(A.42)

mit

ũ ≡

√
1− µ2

1− 2ιµε+ ε2
. (A.43)

Daher ergibt sich schlieÿlich für den Fokker-Planck-Koe�zienten

Dµµ = D0

∑
ι=±1

(1− ιµε)2

|µ− ιε|1−s

[
ζ(s+ 1)

π
Aι(u, ε, s) +

1

4
Bι(u, ε, s)

]
, (A.44)
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mit

D0 =
πv

2

(
δB

B0

)2
s− 1

k1−s
min − k1−s

max

Rs−2
L . (A.45)

Die Integrale Aι und Bι berechnen wir als

Aι(u, ε, s) =

ũ∫
0

dη
(
1 + η2

) ηs−1

z3
(A.46a)

=
|µ− ιε|3

2u3 (ũ2 − 1)

×
{[

3 + s− (2 + s)ũ2
]
Bũ2

(
3 + s

2
,
1

2

)
− (4 + s)Bũ2

(
3 + s

2
,
3

2

)
(A.46b)

+
[
5 + s− (4 + s)ũ2

]
Bũ2

(
s+ 5

2
,
1

2

)
− (6 + s)Bũ2

(
s+ 5

2
,
3

2

)}
,

wobei Bz(a, b) wieder die unvollständige Eulersche Beta-Funktion bezeichnet (siehe z. B.
Gradshteyn und Ryzhik28 und Anhang C.4). Das zweite Integral ist ebenfalls wieder
elementar und ergibt

Bι(u, ε, s) =

1∫
ũ

dη
(
1 + η2

)
ηs−1 (A.47a)

=
2(s+ 1)− (s+ 2)ũs − sũs+2

s(s+ 2)
. (A.47b)

A.3.2 Der parallele räumliche Di�usionskoe�zient

Der parallele räumliche Di�usionskoe�zient κ‖ ist gegeben durch

κ‖ =
v2

8

1∫
−1

dµ
(1− µ2)

2

Dµµ

, (A.48)

woraus sich mit Gl. (A.44) ergibt

κ‖ =
v

4π

(
δB

B0

)−2
k1−s
min − k1−s

max

s− 1
J (s, ε)R2−s

L , (A.49)

mit

J (s, ε) =

1∫
−1

dµ u2

{∑
ι=±1

(1− ιµε)2

|µ− ιε|1−s

[
ζ(s+ 1)

π
Aι(u, ε, s) +

1

4
Bι(u, ε, s)

]}−1

. (A.50)

Für beispielsweise s = 5/3 und ε = 0,15 liefert dies den Wert J (s, ε) ' 33,81. Die
exakte ε-Abhängigkeit des Integrals J (s = 5/3, ε) ist in Abb. A.1 dargestellt.
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Abbildung A.1: Die Funktionen J (s, ε) aus Gl. (A.50) (durchgezogene Linie) und aus
Gl. (A.60) (gestrichelte Linie), beide für s = 5/3.

Mit R = pc/e erhalten wir

v =
Rc√

R2 +R2
0

(A.51a)

ε =
VA

v
=
VA

c

√
R2 +R2

0

R
, (A.51b)

wobei R0 = 938MV die von uns so bezeichnete �Ruhe-Stei�gkeit� der Protonen bezeich-
net. Damit ergibt sich der parallele räumliche Di�usionskoe�zient schlieÿlich als

κ‖ =
J [ε(R)]

4πB0

(
δB

B0

)−2
Rs−1

max −Rs−1
min

s− 1

R3−s√
R2 +R2

0

. (A.52)

A.4 Quasilinearer senkrechter Transport in
Alfvénwellen-Turbulenz

Ausgangspunkt für die vorliegende Rechnung ist Gleichung (13.1.46) in Schlickeiser80.
Aus

DY Y =
G0πV

2
A

4vB2
0

∑
ι=±1

(1− ιµε)2

|µ− ιε|

1∫
−1

dη
(
1 + η2

)

×
∞∑

n=−∞

∞∫
0

dk δ

(
k +

nΩ

ηv (µ− ιε)

)
g(k)J2

n(w) (A.53)

kann man unmittelbar ersehen, dass der Term mit n = 0 der unendlichen Reihe ver-
schwindet, da für das in Gl. (4.6) gegebene Turbulenzspektrum g(0) = 0 gilt.
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Basierend auf unseren Untersuchungen in Anhang A.3.1 berechnen wir

DY Y = D0

1∫
0

dη ηs−1
(
1 + η2

) ∞∑
n=1

n−sJ2
n(nz), (A.54)

wobei z durch Gl. (A.40) gegeben ist und

D0 =
πV 2

A

2v

(
δB

B0

)2
Rs

L(s− 1)

k1−s
min − k1−s

max

∑
ι=±1

(1− ιµε)2

|µ− ιε|1−s
. (A.55)

Mit der Kapteyn-Reihe aus Gleichung (A.41) (siehe auch Anhang C.3) und Gl. (A.42)
erhalten wir

DY Y = D0

[
ζ(s+ 1)

π
A(u, ε, s) +

1

4
B(u, ε, s)

]
, (A.56)

wobei

A(u, ε, s) =
|µ− ιε|√

1− µ2

ũ∫
0

dη
(
1 + η2

) ηs√
1− η2

(A.57a)

=
|µ− ιε|

u

[
Bũ2

(
1 + s

2
,
1

2

)
+Bũ2

(
3 + s

2
,
1

2

)]
(A.57b)

und B(u, ε, s) durch Gl. (A.47b) gegeben ist.

Für den senkrechten Di�usionskoe�zienten κY Y , den wir gemäÿ

κY Y =
1

2

1∫
−1

dµ DY Y (µ), (A.58)

berechnen, erhalten wir daher unter Verwendung der Stei�gkeit R = RL/B0c schlieÿlich

κY Y =

(
δB

B0

)2
π

4B0

(
VA

c

)2
s− 1

Rs−1
max −Rs−1

min

J (s, ε)Rs−1
√
R2 +R2

0, (A.59)

mit dem Integral

J (s, ε) =
∑
ι=±1

1∫
−1

dµ
(1− ιµε)2

|µ− ιε|1−s

[
ζ(s+ 1)

π
A(u, ε, s) +

1

4
B(u, ε, s)

]
. (A.60)

Diese Funktion ist ebenfalls in Abb. A.1 dargestellt. Wie schon im vorherigen Abschnitt
gilt für Protonen wieder R0 = 938MV.
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B Ergänzungen zu Teil II

Dieses Kapitel stellt einige der Rechnungen aus den Kapiteln 6 und 8 ausführlich dar, die
aufgrund ihrer Komplexität den Rahmen dieser Kapitel sprengen würden. Zuerst wird der
Vergleich der in Kapitel 6.4 verwendeten Dispersionsrelationen mit denen von Bornatici
und Lee7 durchgeführt. Weiterhin ist als Anhang zu Abschnitt 8.2 die dort angesprochene
Verallgemeinerung auf den Fall k‖ 6= 0 behandelt.

B.1 Vergleich mit Bornatici und Lee

In diesem Abschnitt wird die in Kap. 6.4 verwendete Dispersionsrelation für die ordi-
nary-wave-Mode mit der in Bornatici und Lee7 (BL) verwendeten Dispersionsgleichung
verglichen. Dies führt auf eine unendliche Reihe über modi�zierte Besselfunktionen, die,
wie noch gezeigt wird, sich als hypergeometrische Funktion 2F2 schreiben lässt.

In BL wurde die Dispersionsrelation der ordinary-wave-Mode geschrieben als

c2k2 = ω2 −
∑
a

ωp,a2 + 2π
∑
a

ω2
p,aΩ

2
a

∞∫
−∞

dv‖ v
2
‖

∞∫
0

dv⊥
∂f

∂v⊥

∞∑
n=−∞

n2J2
n(z)

ω2 − (nΩ)2 . (B.1)

Nun verwendet man
∞∑

n=−∞

n2Ω2 J2
n(z)

ω2 − (nΩ)2 =
∞∑

n=−∞

nΩ J2
n(z)

ω − nΩ
, (B.2)

was sich durch Erweitern der rechten Seite mit ω + nΩ leicht beweisen lässt, wenn man
beachtet, dass die Summe anschlieÿend einen in n ungeraden und einen in n geraden
Anteil enthält, wovon ersterer wegfällt. Damit sieht man direkt, dass Gl. (B.1) identisch
zur in Kap. 6.4 verwendeten Dispersionsrelation (6.39) ist.

Für eine Gegenstrom-Verteilungsfunktion, die der aus Gl. (6.36) entspricht, erhalten
sowohl BL als auch Lee und Armstrong43 das Ergebnis

0 = ω2

[
1 +

w2
‖ + 2v2

0

w2
⊥

∞∑
n=−∞
n6=0

ω2
0

(nΩ)2 − ω2
e−µIn(µ)

]

+

[
ω2

0

(
w2
‖ + 2v2

0

w2
⊥

− 1

)
− c2k2 − ω2

0

w2
‖ + 2v2

0

w2
⊥

e−µI0(µ)

] (B.3a)

⇔ 0 = 1− c2k2 + ω2
0

ω2
+
ω2

0

ω2

w2
‖ + 2v2

0

w2
⊥

[
1 + α2e−µ

∞∑
n=−∞

In(µ)

n2 − α2

]
, (B.3b)
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wobei In(z) die modi�zierte Besselfunktion erster Art (s. Anhang C.1) bezeichnet und
µ = (k⊥w⊥/Ω)2/2 verwendet wurde.

Vergleicht man Gl. (B.3b) mit Gl. (6.39), so sieht man, dass

α2e−µ
∞∑

n=−∞

In(µ)

n2 − α2

!
= −F̂ (1) (B.4)

gilt, wobei die Notation F̂ (n) aus Gl. (6.47) verwendet wurde. Dies werden wir im Fol-
genden beweisen. Mit

w2
⊥
2

exp

(
−k

2
⊥w

2
⊥

2Ω2

)
In

(
k2
⊥w

2
⊥

2Ω2

)
=

∞∫
0

dv⊥ v⊥e
−v2⊥/w

2
⊥ J2

n

(
k⊥v⊥
Ω

)
(B.5)

(z. B. Gradshteyn und Ryzhik28) erhält man

e−µ
∞∑

n=−∞

α2 In(µ)

n2 − α2
=

2

w2
⊥

∞∫
0

dv⊥ v⊥e
−v2⊥/w

2
⊥

∞∑
n=−∞

α2 J2
n(z)

n2 − α2
(B.6a)

=
2

w2
⊥

∞∫
0

dv⊥ v⊥e
−v2⊥/w

2
⊥

∞∑
n=−∞

[
−J2

n(z) +
n2J2

n(z)

n2 − α2

]
(B.6b)

=
2

w2
⊥

∞∫
0

dv⊥ v⊥e
−v2⊥/w

2
⊥

[
−1 +

∞∑
n=−∞

nJ2
n(z)

n− α

]
(B.6c)

=
2α

w2
⊥

∞∫
0

dv⊥ v⊥e
−v2⊥/w

2
⊥S(α, z), (B.6d)

wobei z = k⊥v⊥/Ω und ξ = k⊥w⊥/Ω. Weiterhin ist S(α, z) durch Gl. (6.42) gegeben.
Unter Verwendung von Gl. (C.48) erhält man schlieÿlich

e−µ
∞∑

n=−∞

α2 In(µ)

n2 − α2
= −F̂ (1). (B.6e)

Dadurch wurde allgemein die Identität bewiesen

∞∑
n=−∞

In(z)

α2 − n2
=
ez

α2 2F2

(
1

2
, 1; 1 + α, 1− α;−2z

)
, (B.7)

was auch numerisch überprüft wurde für z ∈ C und α ∈ C\Z (d. h. α darf nicht ganz-
zahlig reell sein).
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B.2 Vereinfachung der Dispersionsrelation (8.1)

Mit 4πiω σlm = ζlm nimmt die Dispersionsrelation aus Gl. (8.1) die Form an

0 =
(
ω2 + ζxx

) (
ω2 − k2

⊥c
2 + ζyy

) (
ω2 − k2

⊥c
2 + ζzz

)
+ ζxyζyzζzx + ζxzζyxζzy − ζzxζxz

(
ω2 − k2

⊥c
2 + ζyy

)
− ζzyζyz

(
ω2 + ζxx

)
− ζyxζxy

(
ω2 − k2

⊥c
2 + ζzz

)
. (B.8)

Um fortfahren zu können, muss man die Terme ζlm auswerten. Eine allgemeine Be-
rechnung ist schwierig, aber wenn man ausschlieÿlich am Verhalten in der Nähe eines
Neutralpunktes (und daran, unter welchen Bedingungen ein solcher Neutralpunkt exis-
tieren kann) interessiert ist, dann ist die Auswertung der relevanten ζlm vereinfacht, aber
noch immer überaus mühsam.

Da wir hauptsächlich an der Umgebung von ω = 0 interessiert sind, betrachten wir
nun, um den gröÿten praktischen Nutzen aus der Neutralpunkt-Methode zu ziehen, die
Struktur der Terme ζlm ausschlieÿlich für kleine ω.

Aus den Gleichungen (8.3) erhält man

Ûf = A+
k‖
ω
B, Ŵf = C − m

ω
D, (B.9a)

mit

A =
∂fa
∂p⊥

, B =
∆

γma

, C =
∂fa
∂p‖

, D =
Ωa

γp⊥
∆, (B.9b)

wobei der Di�erenzialoperator ∆ in Gl. (8.3e) de�niert ist.

Betrachten wir nun die strukturelle Form

Slm =
∞∑

n=−∞

Tlm
ω − k‖v‖ + nΩ0/γ

. (B.10)

Zunächst separieren wir Tlm in bezogen auf n gerade und ungerade Anteile, d. h. Tlm =
Elm +Olm, wobei

Elm(n) =


v⊥ z

−2n2J2
n(z)X 0 −v⊥ (zω)−1n2J2

nD

0 v⊥J
′
n
2(z)X −iv⊥ Jn(z)J ′n(z)C

0 iv‖ Jn(z)J
′
n(z)X v‖ J

2
n(z)C

 (B.11a)

und

Olm(n) =


0 iv⊥ z

−1nJn(z)J
′
n(z)X v⊥ z

−1nJ2
n(z)C

−iv⊥ z−1nJn(z)J
′
n(z)X 0 iv⊥ nJn(z)J

′
n(z)ω

−1D

v‖ z
−1nJ2

n(z)X 0 −v‖ nJ2
n(z)ω

−1D

 ,

(B.11b)
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wobei X = A+B k‖/ω.

Damit kann man schreiben

Slm = 2γβ
∞∑
n=1

Elm(n)

β2 − n2Ω2
a

+
γ

β
Elm(0) + 2γΩa

∞∑
n=1

nOlm(n)

β2 − n2Ω2
a

, (B.12)

mit β = γ(ω − k‖v‖).

Das Verhalten von Slm in der Umgebung von ω → 0 hängt emp�ndlich von k‖ ab.
Dabei ist das Folgende zu beachten: Wird k‖ = 0 festgelegt, bevor man das Verhalten
der Dispersionsrelation in der Umgebung von ω = 0 untersucht, gilt Ûfa = A. Betrach-
tet man andererseits den Grenzfall k‖ → 0 gleichzeitig mit ω → 0, in dem Sinne, dass
k‖/ω = n‖ eine (komplexe) Konstante ist, so gilt Ûfa = A + n‖B. Hat man es dagegen
mit einem endlichen, festen Wert von k‖ zu tun und ist dann bestrebt, die Dispersions-
relation in der Umgebung von ω = 0 auszuwerten, so gilt Ûfa ' Bk‖/ω. Das Verhalten
der Wellenmoden in der Nähe eines jeden Neutralpunktes wird daher stark von der Wahl
des Grenzübergangs für k‖ → 0 beein�usst. Wir betrachten nun nacheinander die ver-
schiedenen Situationen.

B.2.1 Der Fall senkrecht propagierender Wellen (k‖ = 0)

In diesem Fall gilt β = γω.

Man kann nun die geraden und ungeraden Anteile (bezogen auf n) von Tlm in von ω
unabhängige Terme und solche, die von ω−1 abhängig sind, aufspalten. Daher schreiben
wir

Elm = Nlm +
Plm
ω

(B.13a)

Olm = Llm +
Mlm

ω
, (B.13b)

wobei die Identi�kation der Terme Nlm, Plm, Llm und Mlm direkt aus den Gleichun-
gen (B.11) folgt. Man beachte, dass Plm(0) ≡ 0 ist, was ebenso für Llm(0) und Mlm(0)
gilt, so dass Elm(0) = Nlm(0) folgt.

Entwickelt man daraufhin Slm in Potenzen von ω, so erhält man

ωSlm = Elm(0)− 2γ

Ω0

∞∑
n=1

Mlm

n

− ω
2γ

Ω0

∞∑
n=1

(
Llm
n

+
γ

Ω0

Plm(n)

n2

)
− ω2 2γ2

Ω2
0

∞∑
n=1

(
Elm(n)

n2
+

γ

Ω0

Mlm

n3

)
− ω3 2γ3

Ω3
0

∞∑
n=1

(
Llm
n3

+
γ

Ω0

Plm(n)

n4

)
− ω4 2γ4

Ω4
0

∞∑
n=1

(
Nlm(n)

n4
+

γ

Ω0

Mlm

n5

) (B.14a)

≡ Qlm. (B.14b)
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Daraus folgt

ζlm = 4πiωσlm = 8π2
∑
a

e2ana

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ p⊥Qlm (B.15a)

≡ ρlm + ωµlm + ω2τlm + ω3φlm + ω4ψlm + . . . (B.15b)

Setzt man den durch Gl. (B.15) gegebenen Ausdruck in die Dispersionsrelation (8.1)
ein, so ergibt sich bis zur Ordnung ω4

ω4E(k⊥) + ω2F (k⊥) = 0, (B.16)

da alle Terme der Ordnungen ω3, ω und unabhängig von ω identisch verschwinden. Somit
erhält man in der Nähe von ω = 0 die Dispersionsrelation in der Form

ω2E(k⊥) + F (k⊥) = 0, (B.17)

wobei E(k⊥) und F (k⊥) ∈ R durch die Gleichungen (B.28) (allgemeiner Fall) und
die Gleichungen (B.29) (symmetrische Verteilungsfunktionen) im Abschnitt B.3 gege-
ben sind.

B.2.2 Der Fall endlicher k‖/ω = n‖ und k⊥ für ω → 0

In dieser Situation können wir wieder schreiben

Elm = Nlm +
Plm
ω
, Olm = Llm +

Mlm

ω
, (B.18)

wobei nur die Terme Nlm und Llm im Gegensatz zum obigen Fall durch den Faktor
k‖/ωB = n‖B in den Elementen von Elm und Olm aus den Gln. (B.11) modi�ziert werden
müssen.

Allerdings ist die Berechnung von Slm in Potenzen von ω jetzt komplizierter, aufgrund
von β = γ(ω − k‖v‖) = γω(1− n‖v‖) ≡ γωq.

Dass die gleiche polynomiale Struktur in ω für Slm wie im vorherigen Fall auftritt ist
klar, durch die Anwesenheit des Faktors 1− n‖v‖ = q in β aus Gl. (B.12) unterscheiden
sich jedoch die Koe�zienten. Bis zur Ordnung ω4 können wir wieder schreiben

ωSlm =
N ?
lm(0)

q
− 2γ

Ωa

∞∑
n=1

M?
lm

n
− ω

2γ

Ω2
0

∞∑
n=1

qP?
lm + nΩaL?lm

n2

− ω2

[
2γ3q2

Ω3
a

∞∑
n=1

M?
lm

n3
+

2γq

Ω2
a

∞∑
n=1

N ?
lm

n2

]

− ω3 2γ3q2

Ω4
a

∞∑
n=1

qP?
lm + nΩaL?lm

n4

− ω4

[
2γ5q4

Ω5
a

∞∑
n=1

M?
lm

n5
+

2γ3q3

Ω4
a

∞∑
n=1

N ?
lm

n4

]
(B.19a)
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≡ Q?
lm, (B.19b)

wobei

N ?
lm = Nlm + n‖B


v⊥ z

−2n2J2
n(z) 0 0

0 v⊥J
′
n
2(z) 0

0 iv‖ Jn(z)J
′
n(z) 0

 (B.20a)

P?
lm = Plm (B.20b)

L?lm = Llm +
n‖
z
B


0 iv⊥ nJn(z)J

′
n(z) 0

−iv⊥ nJn(z)J ′n(z) 0 0

v‖ nJ
2
n(z) 0 0

 (B.20c)

M?
lm = Mlm. (B.20d)

Damit folgt

ζlm = 4πiω σlm = 8π2
∑
a

e2ana

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ p⊥Q?
lm (B.21a)

≡ ρ?lm + ωµ?lm + ω2τ ?lm + ω3φ?lm + ω4ψ?lm + . . . (B.21b)

Die allgemeine Dispersionsrelation, Gl. (8.1), ist jetzt durch die die Faktoren, die k‖
enthalten, ebenfalls komplizierter. Man erhält

0 =
[
ω2
(
1− n2

‖c
2
)

+ ζxx
] [
ω2
(
1− n2

‖c
2
)
− k2

⊥c
2 + ζyy

] (
ω2 − k2

⊥c
2 + ζzz

)
+ ζxyζyzζzx + ζxzζyxζzy − ζxzζzx

[
ω2
(
1− n2

‖c
2
)
− k2

⊥c
2 + ζyy

]
− ζzyζyz

[
ω2
(
1− n2

‖c
2
)

+ ζxx
]
− ζyxζxy

(
ω2 − k2

⊥c
2 + ζzz

)
. (B.22)

Berechnen wir Gleichung (B.22) in Potenzen von ω aus, so erhalten wir mit Hilfe von
Gl. (B.17)

ω2E?(k⊥, n‖) + F ?(k⊥, n‖) = 0, (B.23)

wobei jetzt E?(k⊥, n‖) und F ?(k⊥, n‖) (komplizierte) Funktionen nicht nur von k⊥, son-
dern auch von k‖/ω sind. Man beachte, dass, obwohl k⊥ reell ist, n‖ = k‖/ω im All-
gemeinen komplex sein wird. Die weitere Berechnung von Gleichung (B.23) wird Inhalt
zukünftiger Arbeiten sein.

B.2.3 Der Fall endlicher k‖ und k⊥ für ω → 0

Dies ist bei Weitem der komplizierteste der drei betrachteten Grenzfälle bei der Suche
nach Neutralpunkten und der Berechnung von Stabilität oder Instabilität in der Umge-
bung eines jeden solchen Neutralpunktes. Die Schwierigkeit bei der Berechnung von Slm
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geht auf den Faktor R ≡
[
(ω − k‖v‖)γ − nΩa

]−1
im Nenner zurück. Nullstellen von R

treten für(
k2
‖c

2 − ω2
) p‖
mac

= −k‖c nΩa ±
{
ω2
[
ε2
⊥
(
k‖c

2 − ω2
)

+ n2Ω2
a

]}1/2
(B.24)

auf, mit ε2
⊥ = 1 + p2

⊥/ (mac)
2.

Falls ω nicht rein reell ist, so gilt es zu beachten, dass in diesem Fall Gl. (B.24) für
reelle p‖ nicht erfüllt werden kann, es sei denn, es gilt exakt ω = 0. Eine Entwicklung
von Slm in Potenzen von ω um ω = 0 ist daher mit Schwierigkeiten behaftet, da man
um einen singulären Nenner herum entwickelt. Genau diese Art von Schwierigkeiten tritt
auch in der Berechnung von Integralen auf, wie sie in der Theorie der kinetischen Wei-
bel-Instabilität in Abwesenheit eines Hintergrund-Magnetfeldes vorkommen � und zwar
sowohl in der nichtrelativistischen (Weibel113) als auch in der relativistischen Situation
(Schaefer-Rol�s et al.77).

In solchen Situationen hat man es mit Funktionen zu tun, die einen Nenner der Form
(y2 + Γ 2/k2)

−1 beinhalten und über den Bereich 0 6 y 6 γ integriert werden, wobei
Γ = iω den Imaginärteil der Frequenz darstellt. Wird im Integranden Γ/k gleich Null
gesetzt, bevor die Integration ausgeführt wird, so resultiert dies in einem in der Tat
divergenten Integral mit einem Faktor ∝ y2 im Nenner, welches für y → 0 eine we-
sentliche Singularität aufweist. Sowohl im Falle der nichtrelativistischen wie auch der
relativistischen Weibel-Instabilität lag die Lösung darin, die Integration für endliches
Γ 2/k2 auszuführen und erst anschlieÿend, nach erfolgter Berechnung des Integrals, den
Grenzfall Γ/k → 0 zu betrachten. Dieses Vorgehen stellt die korrekte und vollständige
Lösung für das ansonsten singuläre Verhalten dar.

In unserem Fall, bei dem ein Hintergrund-Magnetfeld vorhanden ist, kann ein ähnli-
ches Verfahren angewandt werden, obwohl die mathematischen Einzelheiten sehr schnell
überaus kompliziert werden.

Das Grundprinzip der Argumentation ist wie folgt: Für jedes Integral, in dem R ent-
halten ist, schreibt man den Nenner mit p‖ und γ =

[
1 + (p2

⊥ + p2
‖)/(mc)

2
]1/2

als Basis-
koordinaten um, woraus sich ergibt(

ω − k‖v‖
)
γ − nΩa = ωγ − k‖p‖ − nΩa. (B.25)

Man muss jedoch vorsichtig sein � sowohl in Hinsicht auf die Integrationsgrenzen als
auch auf die Verschiebung des Volumenelements im Phasenraum, dp‖dp⊥ p⊥, zu dp‖dγ J ,
wobei J die Jacobi-Determinante der Koordinatentransformation bezeichnet.

Die allgemeine Struktur eines solchen Integrals ist dann von der Form[
ωγ − k‖p‖ − nΩa

]−1
F (γ, p‖, n)J dp‖dγ (B.26)

über einen Bereich im (p‖, γ)-Raum.

Den resonanten Nenner integriert man anschlieÿend zweimal partiell über p‖, wodurch
die folgende Struktur entsteht

(x lnx− x)
∂2F

∂p2
‖

dp‖dγ, (B.27)
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mit x = p‖ − (ωγ − nΩa)/k‖. Diese strukturelle Form ist für x→ 0 nicht-singulär.

Das hier angedeutete Muster ist genau das gleiche, wie es in der allgemeinen Proze-
dur bei der Berechnung von Integralen auftritt, wie sie für Weibel-Moden vorkommen.
Der hauptsächliche Unterschied besteht darin, dass wir es hier, im Vergleich zu Weibel-
Moden in Abwesenheit eines Hintergrund-Magnetfeldes, mit schwer handhabbaren Aus-
drücken zu tun haben, die sowohl durch das Magnetfeld als auch durch die in keiner
Weise eingeschränkte Wellenausbreitung bedingt werden.

B.3 Die Ausdrücke E(k⊥) und F (k⊥)

Die Darstellungen von E(k⊥) und F (k⊥) in der Gleichung (B.17), ω2E(k⊥)+F (k⊥) = 0,
sind für beliebige Verteilungsfunktionen kompliziert und werden daher in diesem Anhang
dargestellt.

Aus Gl. (B.17) erhält man E(k⊥) und F (k⊥), unter Berücksichtigung von Gl. (B.15b),
als

E(k⊥) = k2
⊥c

4ψxx + µ2
xy (1 + τzz)− k2

⊥c
2
[
2 (1 + τxx + φxyµxy)

+ ψxx (ρyy + ρzz) + (τyy + τzz) (1 + τxx)− φzxµxz − φxzµzx
]

+ (ρyy + ρzz) (1 + τxx) + τyy
[
ρzz (1 + τxx)− µzxµxz

]
+ τzz

[
ρyy (1 + τxx)− ρyzτzy

]
− τyz

[
ρzy (1 + τxx)− µxyµzx

]
+ ψxx (ρyyρzz − ρyzρzy) + φzx (µxyρyz − µxzρyy)− φxz (µxyρzy + µzxρyy)

+ φxy (µxyρyz + 2µxyρzz)− µxz (µzx + φxyρzy + µxyτzy)− ρyzτzy

(B.28a)

F (k⊥) = k4
⊥c

4 (1 + τxx)− k2
⊥c

2
[
µ2
xy + (ρyy + ρzz) (1 + τxx)− µxzµzx

]
+ (ρyyρzz − ρyzρzy) (1 + τxx) + ρzzµ

2
xy + ρyzµxyµzx + µxz (µyxρzy − µzxρyy) .

(B.28b)

Im Falle von in p‖ symmetrischen Verteilungsfunktionen fallen einige Terme weg, und
aus den Gleichungen (B.28) ergibt sich

Es(k⊥) = k4
⊥c

4ψxx − k2
⊥c

2 [2 (1 + τxx + φxyµxy) + ψxxρzz + (1 + τxx) (τyy + τzz)]

+ (1 + τzz)µ
2
xy + (1 + τxx) [ρzz (1 + τyy)] + φxy (µxyρyz + 2µxyρzz)

(B.29a)

Fs(k⊥) = k4
⊥c

4 (1 + τxx)− k2
⊥c

2
[
µ2
xy + (ρyy + ρzz) (1 + τxx)

]
+ ρzz

[
ρyy (1 + τxx) + µ2

xy

] (B.29b)

=
(
ρzz − k2

⊥c
2
) [

(1 + τxx)
(
ρyy − k2

⊥c
2
)

+ µ2
xy

]
. (B.29c)

Dieses für symmetrische Verteilungsfunktionen gültige Ergebnis wird im Hauptteil ver-
wendet. Die in den Gleichungen (B.28) und (B.29) auftretenden Faktoren sind gegeben
durch

ρyy = 2π
∑
a

ω2
p,a Î

p2
⊥
γa
J2

1 (za)A (B.30a)
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ρyz = 2πi
∑
a

ω2
p,a Î

p2
⊥
γa
J0(za)J1(za)

(
C − ∆

p⊥

)
(B.30b)

ρzz = 2π
∑
a

ω2
p,a Î

p‖p⊥
γa

[
J2

0 (za)C +
1

p⊥

[
1− J2

0 (za)
]
∆

]
(B.30c)

µxy = −2πi

k⊥

∑
a

ω2
p,ama Î p⊥J0(za)J1(za)A (B.30d)

τxx = −2π

k2
⊥

∑
a

ω2
p,am

2
a Î γa

[
1− J2

0 (za)
]
A (B.30e)

τyy = −2π
∑
a

ω2
p,a

Ω2
a

Î γa p
2
⊥A

[
1

2
− J2

1 (za)

]
(B.30f)

τzz = −4π
∑
a

ω2
p,a

Ω2
a

Î γa p‖p⊥

(
C − ∆

p⊥

)
Θa (B.30g)

φxy = −4πi
∑
a

ω2
p,ama

k⊥Ω2
a

Î p⊥γ
2
aAΘ

′
a (B.30h)

ψxx = −4π
∑
a

ω2
p,am

2
a

k2
⊥Ω

2
a

Î γ3
aAΘa, (B.30i)

wobei ωp,a = (4πnaq
2
a/ma)

1/2 die Plasmafrequenz bezeichnet. Der Integral-Operator

Î g(p‖, p⊥) =

∞∫
−∞

dp‖

∞∫
0

dp⊥ g(p‖, p⊥) (B.31)

wirkt auf von p‖ und p⊥ abhängige Funktionen. Weiterhin wurden für die Berechnung
von τyy die Relationen

∞∑
n=1

n2J2
n(z) =

z2

4
(B.32a)

∞∑
n=1

J ′n
2
(z) =

1

4
− 1

2
J2

1 (z) (B.32b)

verwendet, die in Anhang C.2 hergeleitet werden.

Für die anderen unendlichen Reihen haben wir die folgenden De�nitionen eingeführt

Θa =
∞∑
n=1

J2
n(za)

n2
, (B.33a)

Θ′
a =

∞∑
n=1

Jn(za)J
′
n(za)

n2
=
maΩa

2k⊥

∂Θa

∂p⊥
(B.33b)

und

Θ′′
a =

∞∑
n=1

[
J ′n

2(za)

n2
+
Jn(za)J

′′
n(za)

n2

]
=
maΩa

k⊥

∂Θ′
a

∂p⊥
, (B.33c)
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was sich schreiben lässt als

Θ′′
a =

1

2

[
1− J2

0 (za)
]
− Θ′

a + zaΘa

za
+

∞∑
n=1

J ′n
2(za)

n2
. (B.33d)

Diese drei Reihen können nicht in geschlossener Form geschrieben werden. Für nume-
rische Rechnungen genügt es jedoch normalerweise völlig, die ersten etwa hundert Terme
zu berücksichtigen, da diese bereits eine ausreichend gute Näherung darstellen. Die Sum-
me Θ′′

a taucht zwar nicht in den Gleichungen (B.30) auf; sie wird jedoch dann benötigt,
wenn man Ausdrücke mit Θ′

a partiell integriert, wie dies im Abschnitt 8.3 getan wird.
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C Mathematischer Anhang

Dieses Kapitel bietet eine Einführung und Übersicht zu in der Arbeit verwendeten spezi-
ellen Funktionen und unendlichen Reihen. Dabei werden ganz bewusst ausführliche und
allgemeine De�nitionen angegeben, auch wenn später nur Spezialfälle benötigt werden.

C.1 Besselfunktionen

Die Besselfunktionen erster Art, Jν(z), ergeben sich als Lösung der Besselschen Di�eren-
zialgleichung (siehe z. B. Abramowitz und Stegun1), welche die Form hat

z2 d2w(z)

dz2
+ z

dw(z)

dz
+
(
z2 − ν2

)
w(z) = 0. (C.1)

Eine Integraldarstellung lautet

Jν(z) =

(
1
2
z
)ν

√
π Γ
(
ν+ 1

2

) π∫
0

dθ cos(z cos θ) sin2ν θ. (C.2)

Im Falle eines ganzzahligen Index' ν = n ∈ N vereinfacht sich dies zu

Jn(z) =
1

π

π∫
0

dθ cos(z sin θ − nθ). (C.3)

Einige der wichtigsten Eigenschaften der Besselfunktionen erster Art sind

J−n(z) = (−1)nJn(z) (C.4a)

Jn(z) =
z

2n
[Jn−1(z) + Jn+1(z)] (C.4b)

J ′n(z) =
1

2
[Jn−1(z)− Jn+1(z)] (C.4c)

J ′0(z) = −J1(z) (C.4d)

und

e±iz sinα =
∞∑

n=−∞

Jn(z) e
±inα, (C.4e)

wobei die letzte Eigenschaft bei der Berechnung beispielsweise von Transportkoe�zienten
(Kap. 2) oder bei der Entwicklung der Neutralpunkte-Methode (Kap. 7) der Grund für
die Einführung der Besselfunktionen ist.
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Die modi�zierten Besselfunktionen erster und zweiter Art, I±ν(z) und Kν(z) sind die
Lösungen der modi�zierten Besselschen Di�erenzialgleichung, welche lautet

z2 d2w(z)

dz2
+ z

dw(z)

dz
−
(
z2 + ν2

)
w(z) = 0. (C.5)

Integraldarstellungen von Iν(z) und Kν(z) lauten

I±ν(z) =

(
1
2
z
)ν

√
π Γ
(
ν+ 1

2

) π∫
0

dθ e±z cos θ sin2ν θ (C.6a)

Kν(z) =

√
π
(

1
2
z
)ν

Γ
(
ν+ 1

2

) ∞∫
1

dt e−zt
(
t2 − 1

)ν− 1
2 . (C.6b)

Die modi�zierten Besselfunktionen erster und zweiter Art werden beispielsweise in den
Kapiteln 6.4 und 7.4 benötigt.

C.2 Reihen von Besselfunktionen

In diesem Abschnitt berechnen wir die Reihen
∑
n2J2

n(z) und
∑
J ′n

2(z), die wir in Ka-
pitel 8 benötigen. Der Summationsindex läuft dabei stets von n = 1 bis n = ∞.

C.2.1 Die Reihe
∑
n2J2

n(z)

Zunächst verwendet man (s. Gradshteyn und Ryzhik28)

J0(z sinα) = J2
0

(z
2

)
+ 2

∞∑
n=1

J2
n

(z
2

)
cos(2nα). (C.7)

Durch Di�erenzieren nach α erhält man daraus

− J1(z sinα)z cosα = −4
∞∑
n=1

nJ2
n

(z
2

)
sin(2nα). (C.8)

Nochmaliges Di�erenzieren nach α ergibt

−
[
J0(z sinα)− J1(z sinα)

z sinα

]
z2 cos2 α+ J1(z sinα)z sinα

= − 8
∞∑
n=1

n2J2
n

(z
2

)
cos(2nα). (C.9)

Aus Gl. (C.9) erhalten wir daher im Falle α → 0 und unter Verwendung des Grenz-
übergangs

J1(z sinα)

z sinα

α→0−−→ 1

2
(C.10)
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C.3 Kapteyn-Reihen

unmittelbar für die gesuchte Reihe
∞∑
n=1

n2J2
n(z) =

z2

4
. (C.11)

C.2.2 Die Reihe
∑
J ′n

2(z)

Zweimaliges Di�erenzieren der Identität

1 = J2
0 (z) + 2

∞∑
n=1

J2
n(z) (C.12)

nach z ergibt:

0 = J0(z)J
′′
0 (z) + J ′0

2
(z) + 2

∞∑
n=1

Jn(z)J
′′
n(z) + 2

∞∑
n=1

J ′n
2
(z) (C.13a)

= −J2
0 (z) +

J0(z)J1(z)

z
+ J2

1 (z) + 2
∞∑
n=1

Jn(z)J
′′
n(z) +

∞∑
n=1

J ′n
2
(z). (C.13b)

Löst man die Besselsche Di�erenzialgleichung

z2J ′′n(z) + zJ ′n(z) +
(
z2 − n2

)
Jn(z) = 0 (C.14)

nach J ′′n(z) auf, so ergibt der dritte Term auf der rechten Seite von Gl. (C.13a)

2
∞∑
n=1

Jn(z)J
′′
n(z) = −2

z

∞∑
n=1

Jn(z)J
′
n(z)− 2

∞∑
n=1

J2
n(z) +

2

z2

∞∑
n=1

n2J2
n(z) (C.15a)

= −J0(z)J1(z)

z
−
[
1− J2

0 (z)
]
+

1

2
, (C.15b)

wobei sich die erste Summe durch Di�erenzieren der zweiten berechnet; die zweite Sum-
me ergibt sich durch Umformen von Gl. (C.12). Die dritte Summe wiederum ist durch
Gl. (C.11) gegeben.

Dieses Ergebnis setzt man nun in Gl. (C.13b) ein und erhält damit schlieÿlich für die
gesuchte Reihe

∞∑
n=1

J ′n
2
(z) =

1

4
− 1

2
J2

1 (z). (C.16)

C.3 Kapteyn-Reihen

Dieser Abschnitt basiert auf Anhang E in Shalchi86.

Reihen über Besselfunktionen, in denen über die Ordnung summiert wird und diese
ebenfalls im Argument erscheint, die also von der Form

∑
n n

−sf
(
Jn(nz)

)
sind, werden

in der Literatur (z. B. Watson112) als Kapteyn-Reihen36 bezeichnet.

Wir beschränken uns auf den Fall von Besselfunktion erster Art, Jn(x), da wir in den
Kapiteln 3 und 4 nur diese benötigen.
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C.3.1 Die Reihe
∑
n−sJ2

n(nz)

Zur Berechnung der Reihe für kleine Argumente z . 1 verwenden wir nach Shalchi86

zunächst zwei Integraldarstellungen der Besselfunktionen (s. Watson112, S. 150 und S. 20):

J2
n(nz) =

2

π

π/2∫
0

dθ J2n(2nz cos θ) (C.17a)

Jn(y) =
1

π

π∫
0

dφ cos(nφ− y sinφ) . (C.17b)

Damit folgt für die betrachtete Reihe:

∞∑
n=1

n−sJ2
n(nz) =

2

π2

π/2∫
0

dθ

π∫
0

dφ
∞∑
n=1

n−s cos
[
n(2φ− 2z cos θ sinφ)

]
. (C.18)

Mit Hilfe von Gradshteyn und Ryzhik28,
∞∑
n=1

n−2k cos(nx) = (−1)k−1 (2π)2k

2(2k)!
B2k

( x
2π

)
, k ∈ N, (C.19)

wobei B2k(x) die Bernoulli-Polynome bezeichnet, ergibt sich schlieÿlich:

∞∑
n=1

n−2kJ2
n(nz) = −(−4)k

2k∑
m=0

πm−2Bm

m!(2k −m)!

π/2∫
0

dθ

π∫
0

dφ
[
φ− z cos θ sinφ

]2k−m
. (C.20)

Die Bernoulli-Polynome sind durch die generierende Gleichung

t ext

et − 1
=

∞∑
n=−∞

Bn(x)
tn

n!
, |t| < 2π (C.21)

gegeben; die Bernoulli-Zahlen wiederum sind durch Bn ≡ Bn(0) de�niert.

Das Integral (C.20) lässt sich exakt lösen, allerdings beinhaltet dies keine wesentliche
Vereinfachung. Jedoch ergibt sich für k ' 1 (und damit s ' 2), dass

∞∑
n=1

n−sJ2
n(nz) '

z2

4
, s R 2 (C.22)

eine sehr gute Näherung darstellt, falls s nicht zu stark von 2 abweicht. Für s = 2 gilt
Gl. (C.22) exakt.

Für z � 1 entwickeln wir die Besselfunktionen für groÿe Argumente (s. Abramowitz
und Stegun1):

J2
n(nz) '

2

πnz
cos2

(
nz − (2n+ 1)π

4

)
(C.23a)
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Abbildung C.1: Die Kapteyn-Reihe (C.24) (durchgezogene Linie) mit den angegebenen
Näherungen (gestrichelte Linien) für s = 5/3

=
1

πnz

[
1 + cos

(
2nz − (2n+ 1)π

2

)]
. (C.23b)

Somit folgt insgesamt, indem wir den oszillierenden Anteil der Näherung für groÿe
Argumente weglassen:

∞∑
n=1

n−s J2
n(nz) '


z2

4
, z . 1

ζ(s+ 1)

πz
, z � 1.

(C.24)

Dies ist in Abbildung C.1 dargestellt.Für ein Integral über z von 0 bis ∞ lässt sich
der Integrand daher nun in zwei Anteile aufspalten, wobei jeweils die entsprechenden
Näherungen eingesetzt werden.

C.3.2 Die Reihe
∑
n−sJn+1(nz)Jn−1(nz)

Für diese Reihe verwenden wir zunächst die Umformung (s. Gradshteyn und Ryzhik28)

Jn+1(nz)Jn−1(nz) =
2

π

π/2∫
0

dφ J2n (2nz cosφ) cos 2φ. (C.25)

und erhalten damit für k ∈ Z

Tk(z) ≡
∞∑
n=1

n−2kJn+1(nz)Jn−1(nz) =
2

π

π/2∫
0

dφ
∞∑
n=1

n−2kJ2n (2nz cosφ) . (C.26)
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Abbildung C.2: Die Kapteyn-Reihe (C.31) (durchgezogene Linie) mit den angegebenen
Näherungen (gestrichelte Linien) für s = 5/3

Mit Hilfe der Gleichungen (C.17b) und (C.19) ergibt sich die Integraldarstellung der
Reihe

Tk(z) = −(−4)k
2k∑
m=0

πm−2Bm

m!(2k −m)!

π/2∫
0

dθ

π∫
0

dφ cos 2θ (φ− z cos θ sinφ)2k−m . (C.27)

Für s > 1 und z . 1 folgt wieder eine näherungsweise Lösung:
∞∑
n=1

n−sJn+1(nz)Jn−1(nz) '
z2

8
. (C.28)

Wiederum gilt dies für s = 2 exakt.

Für z � 1 entwickeln wir die Besselfunktionen für groÿe Argumente (s. Abramowitz
und Stegun1):

Jn+1(nz)Jn−1(nz)

' 2

πnz
cos

(
nz − (2n+ 1)π

4
− π

2

)
cos

(
nz − (2n+ 1)π

4
+
π

2

)
(C.29a)

=
2

πnz

[
cos2

(
nz − (2n+ 1)π

4

)
cos2 π

2
− sin2

(
nz − (2n+ 1)π

4

)
sin2 π

2

]
(C.29b)

= − 1

πnz

[
1− cos

(
2nz − (2n+ 1)π

2

)]
. (C.29c)

Indem wir die oszillierenden Anteile jeweils weglassen, erhalten wir somit
∞∑
n=1

n−sJ2
n(nz) ' −

∞∑
n=1

n−sJn+1(nz)Jn−1(nz) '
∞∑
n=1

n−s−1

πz
=
ζ(s+ 1)

πz
, (C.30)
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Abbildung C.3: Die Kapteyn-Reihe (C.35) (durchgezogene Linie) mit den angegebenen
Näherungen (gestrichelte Linien) für s = 5/3

wobei ζ(p) die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet (s. Anhang C.5). Für einen Spek-
tralindex von s = 5/3 ergibt sich ζ(s+ 1) ' 1,284.

Somit ergeben die hergeleiteten Näherungen der Kapteyn-Reihe für kleine Argumente
z . 1 und groÿe Argumente z � 1 insgesamt:

∞∑
n=1

n−sJn+1(nz)Jn−1(nz) '


z2

8
, z . 1

−ζ(s+ 1)

πz
, z � 1.

(C.31)

Gleichung (C.31) ist in Abbildung C.2 dargestellt.

C.3.3 Die Reihe
∑
n−sJ ′n

2(nz)

Betrachtet man diese Reihe näher, so erkennt man unter Verwendung von

2J ′n(nz) = Jn−1(nz)− Jn+1(nz) (C.32a)

2

z
Jn(nz) = Jn−1(nz) + Jn+1(nz), (C.32b)

dass sie sich aufspalten lässt in
∞∑
n=1

n−sJ ′n
2
(nz) =

1

z2

∞∑
n=1

n−sJ2
n(nz)−

∞∑
n=1

n−sJ2
n+1(nz)J

2
n−1(nz). (C.33)

Mit der Entwicklung der Ableitung der Besselfunktion für groÿe Argumente,

J ′n
2
(nz) ' 2

πnz
sin2

(
nz − (2n+ 1)π

4

)
(C.34a)
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=
1

πnz

[
1− cos

(
2nz − (2n+ 1)π

2

)]
(C.34b)

und den vorangegangenen beiden Abschnitten folgt damit unmittelbar:

∞∑
n=1

n−sJ ′n
2
(nz) '


1

4
− z2

8
, z . 1

ζ(s+ 1)

πz
, z � 1.

(C.35)

Diese Reihe ist zusammen mit den Näherungen in Abbildung C.3 dargestellt.

C.4 Die Eulersche Beta-Funktion

Die Eulersche Beta-Funktion ist de�niert durch einen Quotienten von Gamma-Funktio-
nen:

B(a, b) =
Γ (a)Γ (b)

Γ (a+ b)
=

1∫
0

dt ta−1 (1− t)b−1 . (C.36)

Dabei gilt B(a, b) = B(b, a).

Bei der unvollständigen Beta-Funktion (incomplete Beta function) ist die obere Inte-
gralgrenze verschieden von 1:

Bz(a, b) =

z∫
0

dt ta−1 (1− t)b−1 . (C.37)

Der Vollständigkeit halber sei noch die verallgemeinerte unvollständige Beta-Funktion
(generalized incomplete Beta function) angegeben,

B(z0, z, a, b) =

z∫
z0

dt ta−1 (1− t)b−1 , (C.38)

sowie die normierte Beta-Funktion:

B̄z(a, b) =
Bz(a, b)

B(a, b)
, z ∈ [0, 1]. (C.39)

Für spezielle Parameter (s. Kap. 3.2.1) ist die Beta-Funktion in Abb. C.4 dargestellt.

C.5 Die Riemannsche Zeta-Funktion

Die Integraldarstellung der Riemannschen Zeta-Funktion lautet (s. Gradshteyn und Ry-
zhik28)

ζ(z) =
1

(1− 21−z)Γ (z)

∞∫
0

dt
tz−1

et + 1
, (C.40)
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Abbildung C.4: Die Eulersche Beta-Funktion für die speziellen Parameter u2, (s+3)/2 und
1/2 bzw. 3/2, wobei s = 5/3.

für Re(z) > 0.

Jeweils eine Summen- und Produktdarstellung sind gegeben durch

ζ(z) =
∞∑
n=1

1

nz
(C.41)

ζ(z) =
∏
p

1

1− p−z
, (C.42)

beide gültig für Re(z) > 1. Das Produkt erstreckt sich über alle Primzahlen p.

C.6 Die hypergeometrische Funktion

Bei der verallgemeinerten hypergeometrischen Funktion, F (n, d, z) bzw. pFq(n, d, z), wer-
den n = [n1, n2, . . . ] als die oberen Parameter und d = [d1, d2, . . . ] als die unteren Para-
meter bezeichnet. Führen wir weiterhin p = dimn und q = dim d ein, so ist pFq de�niert
durch

pFq(n; d; z) =
∞∑
k=0

zk

k!

p∏
i=1

(ni)k

(
q∏
j=1

(dj)k

)−1

, (C.43)

wobei (x)k das sog. Pochhammer-Symbol bezeichnet:

(x)k =
Γ (n+x)

Γ (x)
. (C.44)

Oft benötigt man die hypergeometrische Funktion 2F1, für die im Falle Re(c) > Re(b) >
0 eine Integraldarstellung lautet

2F1(a, b, c, z) =
Γ (c)

Γ (b)Γ (c− b)

1∫
0

dt tb−1 (1− t)c−b−1 (1− tz)−a . (C.45)
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Weitere Integraldarstellungen und viele Beispiele für spezielle Parameter a, b und c
�nden sich in Abramowitz und Stegun1 sowie in Gradshteyn und Ryzhik28.

Integrale über Kombinationen von Potenzen, Exponential- und Besselfunktionen führen
auf die regularisierte hypergeometrische Funktion 2F2:

∞∫
0

dz zne−z
2/ξ2Jα(z)J−α(z) =

ξn+1

2
Γ

(
n+ 1

2

) 2F2

(
1

2
,
n+ 1

2
; 1 + α, 1− α;−ξ2

)
Γ (1 + α)Γ (1− α)

,

(C.46)
wobei n ∈ N. Das in Kap. 6 benötigte Integral enthält die Funktion

S(α, z) = −Γ (α)Γ (1− α) Jα(z)J−α(z). (C.47)

Daher erhalten wir den allgemeinen Ausdruck

∞∫
0

dz zne−z
2/ξ2S(α, z) = −ξ

n+1

2α
Γ

(
n+ 1

2

)
2F2

(
1

2
,
n+ 1

2
; 1 + α, 1− α;−ξ2

)
. (C.48)

Die Taylor-Entwicklung der hypergeometrischen Funktion für kleine Argumente ξ er-
gibt

F̂ (n) ' 1− nξ2

4(1 + α)(1− α)
+

3n (n+ 1) ξ4

8(1− α)(2− α)(1 + α)(2 + α)
+O

(
ξ6
)
, (C.49)

wobei wir zur Abkürzung folgende Notation verwenden:

F̂ (n) = 2F2

(
1

2
, n; 1 + α, 1− α;−ξ2

)
, n ∈ N. (C.50)

Im Grenzfall α → 0, entsprechend ω → 0 und/oder B0 → ∞, vereinfacht sich die
hypergeometrische Funktion 2F2 zu

F̂ (n)
∣∣∣
α=0

=



I0

(
ξ2

2

)
e−ξ

2/2, n = 1

1

2

[
(2− ξ2) I0

(
ξ2

2

)
+ ξ2 I1

(
ξ2

2

)]
e−ξ

2/2, n = 2

1

4

[
(2− ξ2)

2
I0

(
ξ2

2

)
+ ξ2 (3− ξ2) I1

(
ξ2

2

)]
e−ξ

2/2, n = 3.

(C.51)
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