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Kapitel 1

Einleitung

Wir hatten den Himmel da droben, tibersdit mit Sternen, und
legten uns oft auf den Riicken und schauten zu ihnen hinauf
und unterhielten uns dariber, ob sie erschaffen oder nur
zufdllig da wdiren.

Mark Twain, Huckleberry Finn

1.1 Sonne und Heliosphire

1.1.1 Historischer Uberblick

Obgleich astronomisch betrachtet nur ein Stern unter vielen, ist die Sonne fiir uns Men-
schen doch das wichtigste Gestirn iiberhaupt. Seit Jahrmilliarden versorgt sie die Erde
mit einem konstanten Strom von Licht und Wéarme, und macht so die Entstehung und
den Fortbestand des Lebens erst moglich. Zahlreiche frithe Hochkulturen waren sich der
lebensspendenden Funktion der Sonne mehr als deutlich bewusst und verehrten sie in
Form von Gottheiten, allen voran die Agypter. Sie sahen die Sonne als Sonnengott RA
jeden Morgen im Osten geboren werden, in einem Boot iiber den Himmel nach Westen
fahren, wo er am Abend starb, um am Morgen darauf wiedergeboren zu werden.

Doch schon friith wurde auch {iber die physikalische Natur der Sonne nachgedacht. Bereits
um das Jahr 2000 v. Chr. wurden in China Sonnenfinsternisse gezielt beobachtet und
vorhergesagt. Einer von Priest [1982] zusammengestellten Zeittafel zufolge beobachtete
bereits THEOPHRASTUS VON ATHEN (um 350 v. Chr.) Sonnenflecken mit dem bloflen
Auge; ARISTARCH VON SAMOS, ein frither Verfechter des heliozentrischen Weltbildes,
bestimmte 280 v. Chr. die Entfernung Erde — Sonne zu acht Millionen km.!

!Der mittlere Wert dieses Abstandes, heute als Astronomische Einheit (Astronomical Unit, AU) be-
zeichnet und zu 1,496 - 108 km bestimmt, wurde erstmals von EULER in der korrekten Gréfienordnung
angegeben.
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Mit dem Ende der kulturellen Bliite des Altertums geriet der iiberwiegende Teil dieser Er-
kenntnisse in Vergessenheit, und konnte erst mit Beginn der Renaissance wiedergewonnen
werden.

1.1.2 Der Sonnenwind
Friihe Modelle der Sonnenatmosphére

Das erste physikalische Modell des Sonnenaufbaus geht auf Lane [1870] zuriick, der die
Sonne als Gaskugel im hydrostatischen Gleichgewicht beschrieb. Die spétere Erweiterung
um Energietransport durch Strahlung [Eddington 1926] festigte die Annahme, dass die
Sonne grofitenteils aus ionisiertem Wasserstoft besteht 2 Die Oberfliiche der Sonne ist dem-
nach nicht scharf begrenzt; vielmehr féllt ihre Dichte graduell mit der Entfernung vom
Zentrum ab. An die sichtbare Oberfliche der Sonne, die Photosphdre, schlieBen sich wei-
tere Schichten nach auflen diinner werdenden Gases an, darunter die Korona, die z. B.
wihrend einer totalen Sonnenfinsternis in Form eines Strahlenkranzes auch fiir das blofle
Auge eindrucksvoll sichtbar wird 3

Basierend auf der Erkenntnis, dass die von FRAUNHOFER 1814 im Sonnenlicht nach-
gewiesenen Absorptionslinien auf eine Koronatemperatur > 10¢ K hinweisen [Grotrian
1933, Edlén 1942], modellierte Chapman [1954] die Sonnenatmosphére als statisches Ge-
bilde, dessen Energietransport durch Warmeleitung bestimmt wird. Wenig spéter zeigte
Parker [1958] in seiner berithmten Analyse, dass dieses Gebilde nicht im hydrostatischen
Gleichgewicht mit dem interstellaren Medium sein kann, und postulierte die Existenz
des Sonnenwindes, einer radialen Abstromung solaren Plasmas. Zuvor hatte Biermann
[1951] aus der Orientierung von Kometenschweifen auf die Existenz eines solchen Windes
der Geschwindigkeit (500...1500) km/s geschlossen. Die erste in situ-Beobachtung des
Sonnenwindes durch die sowjetische Raumsonde LUNIK I wurde wenig spéter durch Mes-
sungen der Venus-Raumsonde MARINER II bestétigt [Neugebauer & Snyder 1966]. Auf
Grund seiner Bedeutung fiir das Versténdnis der vorliegenden Arbeit sind die Kernpunkte
des Parker-Modells in Anhang A.1l zusammengefasst.

Die Heliosphire

Dem Parker-Modell zufolge wird der Sonnenwind durch den Gradienten des Gasdrucks ge-
gen die Gravitationskraft der Sonne radial nach auflen getrieben. Er verdréngt die Materie
des interstellaren Raumes, und bildet in diesem so eine Blase aus Sonnenwind-Plasma, die

2Fiir weitere historische Details siehe z. B. [Chandrasekhar 1939)].

3 Die rdumliche Abgrenzung der Korona gegen die darunter und dariiber liegenden Schichten ist
in einem gewissen Rahmen willkiirlich. Wie Golub & Pasachoff [1997] anmerken, verlangt die Tendenz
des Sonnenwindplasmas zur Ausbildung turbulenter Strukturen eher nach einer phinomenologischen
Abgrenzung, zumal die lokale Temperaturschichtung nicht notwendig horizontal — gelegentlich sogar
vertikal — verlaufen kann.
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Koronale Basis 1 AU (Ekliptik) 1 AU (hohe Breiten)
Anzahldichte [m™?] 3-10M 7-10° 4-10°
Geschwindigkeit [m/s] ~ 10° 4-10° 8- 10°
Temperatur [K] 2-10° 1-10° 2-10°
Magnetfeld [T] 1-1072 5-1077 <5-1077

Tabelle 1.1: Typische Werte der wichtigsten Plasma-Parameter im Sonnenwind zu Zeiten
des solaren Minimums, nach Athay [1976] und Scherer et al. [2000].

sog. Heliosphdre. Grofle und Gestalt dieser Blase werden durch die Wechselwirkung bei-
der Medien bestimmt, wobei die Relativbewegung der Sonne gegen das lokale interstellare
Medium mit einer Geschwindigkeit von ca. 25 km/s zu einer Richtungsabhéngigkeit des
Heliosphéarenradius fithrt. Durch Vergleich der hydrodynamischen Druckterme beider Me-
dien kann der Radius der heliosphérischen Schockflédche (in Anstromrichtung) im Bereich
von etwa 100 AU lokalisiert werden. Die Bestéatigung dieses Wertes durch in situ-Messung
(etwa durch die VOYAGER-Sonden) steht derzeit noch aus, scheint sich aber anzudeuten
[Krimigis et al. 2003, McDonald et al. 2003].

Schneller und langsamer Wind

Generell hiangen die Eigenschaften des Sonnenwindes nahe der Oberfliche wesentlich von
der lokalen Struktur des Magnetfeldes ab: Gebiete, in denen sich magnetische Feldlinien
von der Sonnenoberfléche bis tief in die Heliosphére erstrecken (sog. koronale Locher) sind
gekennzeichnet durch schnelle (> 400 km/s), stetige Plasmastrome, wiahrend bogenformig
zur Sonne geschlossene Feldlinien die Quelle des langsamen (< 400 km/s) Sonnenwindes
bilden, der zudem im Vergleich zum schnellen Wind signifikante Unterschiede in der Ele-
mentzusammensetzung aufweist. Tabelle [1.1 stellt die typische Groflenordnung einiger
physikalischer Kenngrofien des Sonnenwind-Mediums zusammen. Allen Feldlinien gemein
ist ihre auf groflen Skalen spiralférmige Verdrillung, die durch das Zusammenspiel von
Expansion des Windes und Rotation der Sonne bewirkt wird, siche dazu Anhang |A.1.2
Befinden sich auf einem Breitengrad Quellen sowohl des schnellen als auch des langsa-
men Windes, so kommt es an den Kollisionsflichen beider Windtypen zur Ausbildung
(ebenfalls spiralférmiger) Schockfronten, der sog. Korotierenden Wechselwirkungszonen
(corotating interaction regions, CIRs), die eine wesentliche Rolle bei der Beschleunigung
energetischer Teilchen spielen. Fiir weitere Details siehe [Lang 2000, Velli et al. 2002].

Koronale Heizung

Die Temperatur des koronalen Gases von einigen 10° K {ibertrifft die Effektivtemperatur
seiner Quellregion, der Photosphére (5780 K) um ein Vielfaches. Der Grund fiir diesen
Umstand ist seit mehr als sechzig Jahren Gegenstand aktueller Forschung und noch immer
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weitgehend unverstanden. Unstrittig ist lediglich, dass die kinetische Energie oberflachen-
naher Konvektionsstromungen als primére Energiequelle der Heizung zu sehen ist. Fiir
den Transport dieser Energie in die Korona hinein wurden vor allem die folgenden zwei
Prozesse als wesentlich erkannt:

e Magnetische Strukturen, die aufgrund der vorherrschenden hohen elektrischen Leit-
fahigkeit in das photosphérische Plasma ,,eingefroren” sind, kénnen durch konvek-
tive Bewegungen so verformt werden, dass es in einem rdumlich eng lokalisierten
Bereichen zu Rekonnektion kommt. Dabei wird durch topologische Umgestaltung
magnetische Feldenergie in Joule’sche Warme umgewandelt.

e Die Konvektionsstromungen regen niederfrequente Alfvénwellen und lon-Zyklotron-
Wellen an, die entlang der magnetischen Feldlinien nach auflen laufen. Dabei werden
sie durch nichtlineare Wechselwirkungen zu hoheren Frequenzen verschoben, bis sie
einen merklichen Bruchteil der Proton-Zyklotron-Frequenz erreichen und dissipiert
werden !

Die von Biermann [1946] und Schwarzschild [1948] favorisierte Idee des Energietransports
durch Schallwellen hat sich hingegen als zu ineffizient herausgestellt, und wurde zu Gun-
sten der genannten magnetfeldbasierten Prozesse aufgegeben (siehe etwa [Priest 1982]).

1.1.3 Solare Aktivitat

Die neuzeitliche Wiederentdeckung der Sonnenflecken durch GALILET 1610 markiert den
ersten Bruch des auf ARISTOTELES zuriickgehenden Dogmas der ewigen Unverédnder-
lichkeit der Sonnengestalt. Wie wir heute wissen, zeigt die Sonne auf verschiedensten
Zeitskalen messbare Aktivitidten, die (mit Ausnahme der harmonischen Oszillationen des
Sonnenkdrpers als Ganzes und der Dynamik der photosphérischen Konvektionszellen, der
sog. Granulation) simtlich magnetischen Ursprungs sind. Wir nennen hier zwei fiir die
Arbeit wesentliche Aspekte.

Der solare Zyklus

Wie man heute weif}, korreliert das etwa alle elf Jahre auftretende Maximum der Sonnen-
fleckenzahl mit der Umpolung des globalen solaren Magnetfeldes. Dieses hat wihrend des
Minimums nahe der Oberfliche ndherungsweise die Gestalt eines Dipols, dessen Feldlinien
mit wachsendem Abstand durch den Sonnenwind zu einem néherungsweise radialen Feld
deformiert werden. Die gesamte Struktur ist in erster Ndherung rotationssymmetrisch zur

4Eine magnetohydrodynamische Beschreibung dieses Heizprozesses wurde von Tu et al. [1984] ent-
wickelt; siche dazu auch Abschnitt
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Rotations- bzw. Dipolachseﬁ, und weist in der Aquatorebene eine toroidale Stromschicht
auf. An jedem der Pole befindet sich somit je ein koronales Loch, wahrend sich um den
Aquator ein Band aus bogenformig geschlossenen Feldlinien (sog. helmet streamer) spannt.
Mit Beginn des Maximums verschwindet diese achsialsymmetrische Struktur zu Gunsten
einer hochgradig irreguldren Konfiguration, die zudem hochfrequenten Gestaltdnderungen
(in etwa auf der Zeitskala einer Rotationsperiode) unterworfen ist. Zu einem Zeitpunkt
konnen leicht zehn oder mehr koronale Locher vorhanden sein, die sich ohne erkennba-
re Symmetrie iiber die Sonnenkugel verteilen. Das nachfolgende Minimum entspricht in
seiner prinzipiellen Feldgeometrie dem Vorherigen, wobei die beiden magnetischen Po-
le nun vertauscht sind. Ein kompletter magnetischer Zyklus dauert also etwa 22 Jahre.
Abbildung 1.1/ zeigt einen qualitativen Vergleich der Feldstruktur beider Zusténde.

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des solaren Magnetfeldes im Minimum (links)
und Mazimum (rechts). Die linke Abbildung ist rotationssymmetrisch zur polaren Feldlinie
(senkrechte Achse) zu denken.

Koronale Masseauswiirfe

Als koronalen Masseauswurf (coronal mass ejection, CME, siehe Abbildung [1.2) bezeich-
net man eine ausgedehnte Blase koronalen Gases, die sich von der Sonne aus radial nach
auBen bewegt. CMEs kommen in unterschiedlichen Gestalten vor@, und gehoren sicher zu

5In einem neueren Modell propagiert ] eine deutliche Neigung der Dipolachse gegen die Ro-
tationsachse, um die beobachtete Migration niederenergetischer Teilchen zwischen verschiedenen solaren
Breiten zu erklédren. Dieser Umstand ist fiir die vorliegende Untersuchung ohne Belang, da hier die solare
Rotation vernachlissigt werden kann, und die Symmetrie des Problems damit einzig durch die Dipolachse
definiert ist.

6Uber die dreidimensionale Struktur eines CMEs besteht eine gewisse Unklarheit, da stets nur
zweidimensionale Projektionen zur Verfiigung stehen. Im Rahmen der STEREO-Mission (siehe z. B.
Portier-Fozzani & Inhester “2001‘] und http://stp.gsfc.nasa.gov/missions/stereo/stereo.htm im
WorldWideWeb) ist geplant, mit den Daten zweier baugleicher Sonden die volle dreidimensionale Struk-
tur von CMEs zu rekonstruieren.
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sol. Min. sol. Max.
Héufigkeit [pro Tag] 0,2 2,0
Heliosphérische Breite +10° +30°
Ausdehnung 20° - 60°
Startgeschwindigkeit [m/s] 1-10*—2-10°
Masse [kg] 2101 —4-10"
Kinetische Energie [J] 1-10%2 - 6-10*

Tabelle 1.2: Typische Eigenschaften koronaler Masseauswiirfe, nach [Kallenrode 200/).

den spektakuldrsten Manifestationen solarer Aktivitdt. Sie entstehen vermutlich in mag-
netischen Filamenten, deren Fufpunkte von konvektiven Stromungen der Photosphére
dergestalt deformiert werden, dass das Magnetfeld unter dem Filament einen sog. X-Punkt
bildet, in dem sich die Feldlinien X-formig kreuzen und die Feldstiirke” verschwindet. Tn
diesem wird durch Rekonnektion Feldenergie in thermische und vor allem kinetische Ener-
gie umgewandelt, bis das Feld die Masse des Filamentes nicht mehr halten kann und es
zur explosionsartigen Abstofung kommt. Tabelle[1.2 fasst einige physikalische Parameter
typischer CMEs zusammen.

Trifft ein CME auf einen Planeten, so kann er mit dessen Magnetosphére — soweit vorhan-
den — in Wechselwirkung treten und so ein weites Spektrum an Effekten (wie Polarlich-
ter, magnetische Stiirme, etc.) auslosen. Dies betrifft vor allem die Erde, die als einziger
der inneren Planeten eine hinreichend starke Magnetosphére aufweistﬁ Im Rahmen der
solar-terrestrischen Beziehungen (und hier vor allem unter dem Stichwort Weltraumwet-
ter) erhalten CMEs besondere Bedeutung durch den Umstand, dass diese Wechselwirkung
auch die Moglichkeit der Beeinflussung oder gar Zerstérung von Kommunikationseinrich-
tungen mit einschlieft [Valtonen 2005], und zudem potentielle Gefahren fiir bemannte
Weltraummissionen birgt.

1.1.4 Stand der Forschung

In den vergangenen 40 Jahren erfolgten zahlreiche Untersuchungen iiber die Struktur des
Sonnenwindes auf der Basis von in situ-Beobachtungen, die im Rahmen vieler interna-
tionaler Missionen mit interplanetaren Sonden gewonnen wurden. Wesentlich verbesserte
Messungen wurden und werden seit Beginn der 90er Jahre durchgefithrt. ULYSSES wur-
de im Oktober 1990 gestartet [Marsden 1996], YOHKOH im August 1991 [Ogawara et al.
1991] und SOHO im Dezember 1995 [Domingo et al. 1994]. Diese Missionen haben eine

"In dieser Arbeit werden die Begriffe magnetische Feldstirke und magnetische Flussdichte synonym
fiir ||B|| verwendet.

8Das Dipolfeld des Merkur ist ca. 100mal schwiicher als das der Erde [Neubauer 1991], das von Venus
und Mars sogar um den Faktor 10~° bzw. 10~% [Luhmann & Russell 1997].
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Abbildung 1.2: Diese spektakulire Aufnahme im optischen Spektralbereich wurde am
8. November 2000 durch den LASCO C2-Koronographen an Bord der Raumsonde SOHO
gemacht und zeigt zwei CMFEs, die sich in scheinbar entgegengesetzter Richtung zueinan-
der ausbreiten. (Quelle: http://sohowww.nascom.nasa.gov/ im WorldWideWeb.)

komplementére Instrumentierung, die uns Informationen {iber die Sonnenatmosphére und
ihr Magnetfeld bei hohen heliographischen Breiten, koronale Stérungen wie den genann-
ten Massenauswiirfen, koronale Locher, den Ursprung des Sonnenwindes und — indirekt
— auch iiber die innere Struktur der Sonne liefern (siche dazu m M] sowie die
Ubersichtsartikel von Suess EZOOO] und Srivastava & Schwenn | ﬁZOOO]). Diese weltraum-
gestiitzten Beobachtungen werden ergénzt durch Fernerkundungen der Korona (fiir ei-
ne Ubersicht siehe [Bird & Edenhofer ‘1990‘]), einschliefllich Radiosondierungstechniken
wihrend Raketenfliigen, sowie bodengestiitzten Beobachtungen bei optischen und Radio-
wellenlédngen.

Wiéhrend viele Modelle ein Verstédndnis lokaler Phédnomene wie koronaler Flussréhren
ﬂStronE et al. ‘1994], koronaler Streamer [Schultz M] oder der Sonnenwind-Expansion
von isolierten koronalen Lochern ﬂNeugebauer ‘1994J] ermoglichten, ist lediglich begrenz-
ter Fortschritt bei der Modellierung der globalen Expansion der Korona erzielt worden.

Gegenwiértige Sonnenwindmodelle konzentrieren sich auf Studien des so genannten chro-
mosphérischen und koronalen Netzwerks [Bocchialini & Vial 1996], den Beschleunigungs-
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mechanismus des Sonnenwindes [Marsch & Tu 2001, Laitinen et al. 2003] und die Bedeu-
tung von minoren lonenspezies wie z. B. Sauerstoff [Cramner 2001]. Die selbstkonsistente
Modellierung der globalen Korona, d. h. die simultane Berechnung von Plasmaexpansi-
on und Magnetfeldstruktur, die mit dem Modell von Pneuman & Kopp [1971] begonnen
hat, konnte in den folgenden Jahrzehnten nicht wesentlich verbessert werden. Die weni-
gen Verbesserungen, wie z. B. die Beriicksichtigung von Wérmeleitung [Robertson 1983],
von anisotropen Temperaturen [Fichtner & Fahr 1990] oder von komplizierteren Magnet-
feldstrukturen [Low 1988], die als 2D-Rechnungen nur fiir die inaktive Sonne anwendbar
sind, beinhalten immer noch merkliche Einschrankungen entweder der globalen Anwend-
barkeit oder der Selbstkonsistenz. Fiir die existierenden numerischen 3D-Modelle siehe
z. B. [Riley et al. 2001] oder [Usmanov & Goldstein 2003]; ein semi-analytischer Ansatz
mit Dodekaedersymmetrie wurde von Kalisch et al. [2003] vorgestellt. Erst in jiingerer
Zeit gestattet die rasante Entwicklung grofler Rechnerkapazititen eine Anndherung an
das Ziel des selbstkonsistenten, dreidimensionalen Modells, wie es etwa fiir die Beschrei-
bung koronaler Strukturen [Amari et al. 2003, Roussev et al. 2003] oder die Vorhersage
von solar-induzierten magnetosphérischen Storungen [Keller et al. 2002] erforderlich ist.

1.2 Motivation

In den letzten Jahren ist das Interesse an den physikalischen Vorgéngen im Inneren der
Sonne und in der Heliosphére stark gestiegen. Dies liegt zum einen an den — auch auf
Grund der technologischen Entwicklung — spiirbarer werdenden solar-terrestrischen Be-
ziehungen, und zum anderen an einem deutlich verbesserten Wissensstand. Eine Vielzahl
von Beobachtungen mit Raumsonden, insbesondere mit SOHO und ULYSSES, haben unsere
Kenntnis iiber die Physik der Sonne wesentlich erweitert. Zugleich wurde mit den Ergeb-
nissen dieser Missionen aber auch deutlich, dass viele der bisherigen Modellvorstellungen
zu vereinfachend sind und die nunmehr vorliegenden Daten nicht mehr im gewiinschten
bzw. notwendigen Detail beschrieben werden koénnen.

Im Hinblick auf solar-terrestrische Beziehungen interessieren besonders die Kopplung der
Sonnenatmosphére an das umgebende Medium, die Ausbreitung von CMEs von der Ko-
rona bis zur Erdmagnetosphére und ihre Wechselwirkung mit letzterer. Analytische Be-
schreibungen konnen nur sehr bedingt quantitative Modelldaten liefern, so dass der Ent-
wicklung numerischer Modelle eine tragende Rolle zukommt. Dies ist auch notwendig
hinsichtlich einer optimalen Vorbereitung zukiinftiger solarer Missionen, insbesondere der
geplanten SOLAR PROBE und dem européisch-amerikanischen STEREO-Projekt.

Eine umfassende Simulation von solar-terrestrischen Beziehungen, die die Entwicklung
von CMEs vom koronalen Entstehungsort bis zur Erdmagnetosphéire verfolgt, existiert
infolge extremster Anforderungen an die numerische Gitterauflosung noch nicht; viel-
mehr wird das Gesamtszenario auf die Teilaspekte Sonnennahe Dynamik und CME-
Entstehung — Ausbreitung im interplanetaren Raum — Wechselwirkung mit planetaren
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Kérpern heruntergebrochen. Fiir den letztgenannten Aspekt existieren MHD-basierte Stu-
dien beispielsweise von Ip & Kopp [2002] (Merkur), Murawski & Steinolfson [1996] (Ve-
nus), Walker et al. [1993] (Erde), Walker et al. [2001] (Jupiter) und Té6th et al. [2004]
(Uranus).

Die vorliegende Studie betrifft dagegen hauptséchlich den Kopplungsprozess und die nach-
folgende sonnennahe CME-Ausbreitung, wobei der neue Aspekt der symmetriefreien, voll
dreidimensionalen Behandlung im Vordergrund steht. Vor allem die Reproduktion CME-
induzierter Schockwellen stellt hohe Anforderungen an den verwendeten Simulationscode;
dies motiviert die Verwendung von Verfahren, deren Stéirke gerade in der Modellierung
diskontinuierlicher Losungen liegt. Hier sind neben dem FCT-Verfahren (,,flux corrected
transport”, z. B. [Sauer et al. 1994]) vor allem die sog. ENO-Schemata (siche Abschnitt
3.1) zu nennen. Mit der vorliegende Arbeit wird erstmals die Anwendung eines solchen

ENO-Verfahrens auf die MHD-Beschreibung der solaren Korona vorgelegt.

1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das primére Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Erstellung eines magnetohydrodynami-
schen Modells der Sonnenumgebung, welches in der Lage ist, Wechselwirkung zwischen
Magnetfeld und Fluidbewegung in selbstkonsistenter Weise zu beschreiben. Fiir die rele-
vanten physikalischen Groéflen wie Dichte, Gasdruck, Magnetfeld etc. miissen hierzu Va-
riationen in allen drei Raumdimensionen sowie in der Zeit zugelassen werden.

In einem zweiten Schritt soll die Ausbreitung CME-artiger ,,Storungen” simuliert werden.
Der vollstédndige Verzicht auf rdumliche Symmetrien gestattet es dabei erstmals, die Ex-
pansionsrichtung des CME beliebig (insbesondere unabhéngig von der Symmetrieachse
des Magnetfeldes) zu wéhlen, und bildet damit eine wesentliche Verbesserung gegeniiber
den existierenden achsialsymmetrischen Modellen.

Die Arbeit gliedert sich dazu wie folgt: Nach erfolgter Einfithrung in das astrophysi-
kalische Umfeld wird in Kapitel 2/ das Modell beschrieben; insbesondere wird hier das
zu losende Differenzialgleichungssystem abgeleitet und in eine dem Problem angepasste
Form gebracht. Kapitel 3/ widmet sich den zum Einsatz gebrachten numerischen Verfahren
und beschreibt die dabei auftretenden Probleme und deren Losung. Hierzu zéhlen insbe-
sondere die Implementierung der Quellterme, die Darstellung der Sonnenoberfliche als
innerer Rand sowie Verfahren zur Gewdahrleistung der Divergenzfreiheit des Magnetfel-
des. In Kapitel 4 werden schliellich die durchgefiihrten sonnenphysikalischen Simulationen
vorgestellt und ihre Ergebnisse diskutiert.
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Kapitel 2

Das Modell

Dieses Kapitel ist dem verwendeten physikalischen Modell gewidmet. Dies betrifft vor
allem das System der zu losenden Gleichungen, die Auswahl relevanter Effekte und die
geometrische Gestalt des Simulationsvolumens mit den zugehorigen Randbedingungen.

2.1 Einheiten und Notation

In dieser Arbeit wird durchweg dem MKS-Einheitensystem der Vorzug gegeniiber dem
GAUsS’schen cgs—System gegeben. Es finden ferner folgende Naturkonstanten Verwen-
dung:

c = 3,00-10% m/s Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
e = 1,60-107¥ C Elementarladung
me = 9,11-1073! kg Ruhemasse des Elektrons
m, = 1,67-107%" kg Ruhemasse des Protons
kg = 1,38-107% J/K Boltzmann-Konstante
o = 1,26-107% H/m Permeabilitidt des Vakuums
g = 8,85-1072 F/m Dielektrizititskonstante des Vakuums
G = 6,67-107" N m?/kg? Gravitationskonstante
My = 1,99-10% kg Masse der Sonne
R, = 6,96-10° m Photosphérenradius der Sonne

Weitere Formelzeichen werden am Ort ihres ersten Auftauchens definiert.
Vektorielle Grofien sind durch Fettdruck gekennzeichnet; ihr Absolutbetrag wird, wie an-
dere skalare Variablen auch, kursiv gesetzt:

B=|B|=vB-B. (2.1)
Gelegentlich wird bei partiellen Ableitungen eine der abkiirzenden Schreibweisen
ob(...,a,...) _0Ob

% = P (2.2)

Ob=0,b(...,a,...)

—_
—_
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verwendet, wenn dies iibersichtlichere Formeln ergibt. Bei Variablen mit mehreren Indizes
wird mitunter z. B. A;;;, statt A;;, geschrieben, wenn keine Verwechselung mit A ;. zu
befiirchten ist.

2.2 MHD-Grundgleichungen

Als Plasma wird allgemein ein (vollstédndig oder teilweise) ionisiertes Gas bezeichnet. Sind
die internen Léngenskalen des Plasmas (wie z. B. Teilchenabsténde, Gyrationsradien und
vor allem die Debyeldnge) sehr klein gegen die Léngenskala der makroskopischen Variatio-
nen, so kann durch Mittelung der Ubergang vom Einzelteilchen-Ensemble zum als konti-
nuierlich angenommenen Fluid vollzogen werden. Man erhélt so die Grundgleichungen der
Magnetohydrodynamik (MHD), die als Erweiterung der klassischen Hydrodynamik (HD)
um die Wechselwirkung mit (externen oder durch das Plasma selbst erzeugten) elektro-
magnetischen Feldern verstanden werden kann. Im Folgenden rekapitulieren wir diesen
Weg in seinen wesentlichen Punkten.

2.2.1 Bilanzgleichungen

Die vollstandige Information eines Ensembles von Teilchensorten o der Massen m,, und
den elektrischen Ladungen g, ist in den Einteilchen-Verteilungsfunktionen f,(r,v,t) ent-
halten. Dabei bezeichnen r und v den (mikroskopischen) Ort und die Geschwindigkeit
der Teilchen, ¢ ist die Zeit. Durch die Wirkung (externer oder interner) Kréfte F, sowie
als Ergebnis von Stéflen der Teilchen untereinander ergibt sich eine zeitliche Entwicklung
von f,, die durch die Boltzmanngleichung

(7 1 5fa
EJ_ v-V,f,+—F, -V,f, = | — 2.
ot ree My ¢ v < ot )COM ( 3>

beschrieben wird. Formal kann diese Gleichung durch den Satz von Liouville als Konti-
nuitéatsgleichung im Phasenraum hergeleitet werden. Die rechte Seite von (2.3) beschreibt
in dieser zunéchst rein formalen Weise die Stofiwechselwirkungen der Teilchen unterein-
ander. Durch sukzessive Momentenbildung von (2.3) (siehe etwa [Bittencourt 2004]) die
Massen-, Impuls,- und Energiebilanz in Form der magnetohydrodynamischen Grundglei-
chungen aufgestellt werden:

Opa

ﬁ +V. (/)aua) = S, (24)
% + V- (pauguy) +V-P,—F, = A, (2.5)
. %—FV'(Paua) +(Py-V)-u,+V-h, = M, (2.6)

vy—11] 0Ot
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Dabei bedeuten

Ne = / fo d®v  Teilchenzahldichte (2.7)
Po =My Ng = Mg / fo d@®v  Massendichte (2.8)
M 5 . o
u, = — [ fovd’v Fluidgeschwindigkeit (2.9)
Pa Ju
Pa = pa/fa |v —u,|* d*v skalarer Druck (2.10)
Po = pa | fo (V—1y)(v—u,)d*v Drucktensor (2.11)
h, = P_2a /fa (Vv —uy)||[v —u,|* d®v Wirmefluss (2.12)

Die in den Quelltermen enthaltenen Ausdriicke

._ Ofa 3
S, = ma/ < 57 )Cond v (2.13)

v

A, = ma/<%) v d%v (2.14)
ot coll

v

._ 0fa V-l
M, = ma/ < 57 )COH 5 d*v (2.15)

v

bezeichnen der Reihe nach den durch Kollisionen bedingten Gewinn oder Verlust an Mas-
se, Impuls und thermischer Energie.

Der Ausdruck V - P, fasst alle Krifte zusammen, die durch den nicht konvektierenden
Anteil v —u, der Teilchenbewegung v auf ein Fluidelement einwirken. Ist diese Bewegung
isotrop, und koénnen auferdem Scherkrifte (Viskositét) vernachléssigt werden (wovon im
Folgenden ausgegangen werden soll), so vereinfacht sich V- P, zum Gradient des skalaren
kinematischen Druckes Vp,.

Der Adiabaten-FExponent v ist definiert als das Verhéltnis der spezifischen Warmekapa-
zitdten bei konstantem Druck zu konstanter Temperatur; er hangt ferner iiber

L Op . ng + 2

T= CV N ne
mit der Zahl n¢ der Freiheitsgrade des einzelnen Teilchens zusammen, wobei der Index
« unterdriickt wurde. Fiir den hier relevanten Fall eines monoatomaren Gases ist ny = 3

und folglich v = 5/3. (Von einiger Bedeutung ist ferner der Fall eines isothermen Gases
mit v = 1.) Fiir ein ideales Gas mit der Zustandsgleichung

Do = N kg T, (2.17)

(2.16)
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héngen die beiden Warmekapazitédten iiber
Cp = CV —+ kB/ma (218)

zusammen. Die thermische Energiedichte ey, kann daher (z. B. [Priest 1982] folgend)

geschrieben werden als
Pa

v—1
Diese Beziehung gestattet es insbesondere, die Energiegleichung (2.6) durch p, auszu-
driicken. In Kapitel [2.3.1 wird von dieser Moglichkeit Gebrauch gemacht werden.

Die hier relevanten Kraftdichten sind die der elektromagnetischen Kraft und der Gravi-
tationsbeschleunigung g, daher:

etha = PaCoTa = (2.19)

Fa:na[Qa(E+uaXB)+mag] : (22())

Die Kenntnis aller Momente von f, ist dquivalent zur Kenntnis von f, selbst. Da aber
bei jeder Momentenbildung ein hoheres (bisher nicht durch eine Momentengleichung be-
stimmtes) Moment auftaucht, muss das System durch zusétzliche, physikalisch motivierte
Bedingungen geschlossen werden. So wird der Warmefluss h, meist mit einem empirischen
Wirmeleitungskoeffizienten « durch die Warmeleitung nach FOURIER:

h, = —x VT, (2.21)
an die Temperatur gekoppelt; hier beschrinken wir uns auf den Fall verschwindender

Wiérmeleitfahigkeit x = 0, also h, = 0.

2.2.2 Maxwellgleichungen

Die (externen und internen) elektromagnetischen Felder E und B gehorchen den Max-
wellgleichungen

VxE = -9,B (2.22)
VxB = puy(J+eg 0E) (2.23)
V-E = g/ (2.24)
V-B = 0, (2.25)

wobei Ladungsdichte ¢ und Stromdichte J durch
o= ) N ga (2.26)

J = Zna Ja Uq (2.27)
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definiert sind.

In gut leitenden Plasmen kann der Verschiebungsstrom ey 9, E in (2.23) vernachlissigt wer-
den, sofern die typischen Geschwindigkeiten klein sind gegen die Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit ¢ = (9 £9)~"/%. Damit werden die Maxwellgleichungen (wie auch schon die Fluid-
gleichungen) Galilei-invariant.

2.2.3 Reduktion der Variablen

Die beiden Spezies Elektronen (e) und Protonen (p) sind gekennzeichnet durch ihre je-
weiligen Anzahldichten n,, Geschwindigkeiten u,, Gasdriicke p, und Temperaturerﬁ T,
mit « € {e,p}. Durch die hohe elektrische Leitfahigkeit des koronalen Plasmas kann von
Quasineutralitit ausgegangen werden, d. h. eventuell vorhandene Raumladungen werden
durch Strome so schnell wieder ausgeglichen, dass zu jedem Zeitpunkt n. ~ n, gilt, oder
etwas préziser

[ne — np <1. (2.28)
Ne + Np

Dies rechtfertigt den Ansatz
Ne =Ny =:N . (2.29)

Der Beitrag der Elektronen zur Gesamtmassendichte ist dann wegen

P = pPe+ Pp = MeNe + Mmpny, = mpn (1 -+ %) A mpn (2.30)
p
als vernachléssigbar anzusehen. Die nach (2.26) definierte Ladungsdichte kann damit we-
gen ¢, = —¢e = —e als 0 ~ 0 angenommen werden.
Verwendet man fiir beide Teilchensorten die Zustandsgleichung des idealen Gases (2.17),
so ist der Gesamtdruck gegeben durch

p:p0+pp:nc kB Tc+np kB Tp%nkB (Tc—i-Tp):anBT (231)

mit der gemittelten Temperatur 7" := (T + 1) /2.
Die beiden Geschwindigkeitsfelder u, konnen zudem geméf
1 Pe

= (Pelle + ppup) =1, — — (Up — Ue) 2.32
e+ o pUp P p<p (2.32)

u:

= J/(en)

1 Streng genommen ist zusitzlich jeweils noch zwischen Temperaturen parallel und senkrecht zum
Magnetfeld zu unterscheiden. Nach Hundhausen [1968] ist in 1 AU Abstand von der Sonne 7! /T ~1,1
und TIU / TpL ~ 2, was zumindest fiir Protonen die Beriicksichtigung der Temperaturanisotropie sinnvoll
erscheinen ldsst. (Ein entsprechendes eindimensionales Modell wurde von [Fichtner & Fahr [1990] ent-
wickelt.) Nicht zuletzt wegen der in Abschnitt dargelegten Schwierigkeiten verzichten wir hier auf
diese Unterscheidung.
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zu einer gewichteten mittleren Geschwindigkeit u zusammengefasst werden (aus der die
individuellen Geschwindigkeiten dann durch

u, = u——-17 (2.33)
pe
m

= °J 2.34

u, u+ e (2.34)

zuriickgewonnen werden kénnen). Durch Summation iiber alle Teilchenspezies « iibertrigt
sich die Massen- und Impulsbilanz auf die soeben definierten gemittelten Fluidgrofien p
und u:

dp+V-(pu) = Y Sa=0 (2.35)

O (pu) + V- (puu) +Vp—F = ZAazo, (2.36)

wobel p := Y p, der (skalare) Gesamtdruck ist. Erhaltung von Masse und Impuls im-
plizieren das Verschwinden der Summen auf der rechten Seite; fiir Details siehe wiederum
[Bittencourt 2004]. Mit der Energiegleichung kann verschieden verfahren werden. Zum
einen kann in dhnlicher Weise aus (2.6) eine Gleichung fiir den Gesamtdruck abgeleitet
werden. Das Ergebnis ist
1 dp

%

S —1 +v‘(pu)}+(pV)-u:J-E—u-(J><B). (2.37)

Dabei heben sich die Stoiterme wieder gegenseitig auf; allerdings ist es damit nicht mehr
moglich, Elektronen und Ionen verschiedene Temperaturen zuzuordnen.

Soll andererseits auf die implizite Annahme T, = T}, verzichtet werden, so muss fiir beide
Spezies eine separate Energiegleichung verwendet und gelost werden. Da bei einem Stof3
keine Umwandlung in andere Teilchensorten geschieht, ist auch ohne Summation S, = 0.
Fiir A, und M, ist dies nicht der Fall; der Impulsiibertrag wird mit der Stofrequenz v,z
daher haufig als

A, = —pa Z Vas(Uq — ug) (2.38)
B

geschrieben; fiir den Energieiibertrag M, ist ein dhnlicher Ansatz notwendig. Eine Ablei-
tung der MHD-Gleichungen fiir Elektronen-lonen-Plasmen, die sogar den Fall anisotroper
Temperaturverteilungen beriicksichtigt, findet sich z. B. bei [Fichtner 1987].

2.2.4 Das ohmsche Gesetz

Der Zusammenhang zwischen den in einem Plasma vorhandenen elektromagnetischen Fel-
dern und dem durch sie bewirkten Stromfluss J wird durch das ohmsche Gesetz gegeben.
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Fiir den Spezialfall eines vollstdndig ionisierten Elektronen-lonen-Plasmas, dessen Kon-
stituenten untereinander durch Stofle der Frequenz v wechselwirken, kann es aus den
Einzelspezies-Gleichungen abgeleitet werden [Bittencourt 2004] und schreibt sich dann in
der gebrauchlichen (allerdings bereits genéherten) Form als

(me/e) 0 —Vpe=ne (E+uxB—-nJ)—JxB. (2.39)

Dabei ist —
=— 2.40
0= (2.40)

die (skalar angenommene) elektrische Resistivitit des Plasmas. In seine einfachsten und
gebrauchlichsten Form ist das ohmsche Gesetz durch den Klammerausdruck auf der rech-
ten Seite gegeben, also durch

E+uxB=nJ. (2.41)

(Zur Rechtfertigung dieser Vereinfachung siehe Anhang(B.) In dieser Gestalt kann es mit
(2.22) und (2.25) zur Induktionsgleichung kombiniert werden:

OB = -VxE=-Vx(nJ—-uxB) (2.42)
= Vx(uxB)+Mi[nV2B—Vn><(V><B)}. (2.43)
0

AufBlerdem vereinfacht sich der Quellterm der Energiegleichung zu

J-E—u-(JxB) = J-(nJ—uxB)+J-(uxB)
= 7 || (2.44)

und wird in dieser Form als ohmsche Heizung bezeichnet.

2.3 Vereinfachende Annahmen

Dieser Abschnitt diskutiert einige vereinfachende Annahmen, durch welche die Kom-
plexitéat der magnetohydrodynamischen Zwei-Fluid-Gleichungen weiter reduziert werden
kann.

2.3.1 Problematik des Zwei-Fluid- Ansatzes

Da in der Heliosphire die Coulomb-Stofifrequenz zwischen Elektronen und Protonen zu
niedrig ist, um die Annahme gleicher Temperaturen fiir beide Teilchenpopulationen zu
rechtfertigen [Hartle & Sturrock 1968], ist es wiinschenswert, beide Teilchensorten durch
ein Zwei-Fluid-Modell zu beschreiben. Leider stoft dieses Ansinnen bei seiner Realisie-
rung auf das folgende gravierende Problem:
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Die dynamischen Gleichungen fiir die Plasmavariablen leiten sich im Kern von physikali-
schen Erhaltungsgrofien ab; soll etwa die Masse erhalten sein, so kann sich der Masseinhalt
eines Volumens V' nur durch Massezu- oder -abfluss iiber den Rand 0V dndern. Es gilt

also
2/ dV——/ u-ndF:>/ 9 L. (pu)) AV =0 (2.45)
a )PP ot P 0 '
1%

%4 ov

und aus der Beliebigkeit von V' folgt das Verschwinden des Integranden, also die Giiltigkeit
der Kontinuitétsgleichung in der bekannten Form. Wiahrend aber die erste Gleichung von
(2.45) fiir beliebige Masseverteilungen p(x,t) gilt, erfordert der folgende Schritt offenbar
die Differenzierbarkeit von p. Dieser Umstand wird z. B. bei Schockfronten relevant, wo
es statt einer einzigen, wohldefinierten Losung mehrere sog. schwache Lisungen gibt, die
im mathematischen Sinne alle gleichberechtigt nebeneinander stehen. Die Auswahl der
physikalisch korrekten Beschreibung hat nun durch eine Entropie-Bedingung zu gesche-
hen. Dabei wird die zu l6sende Gleichung inklusive Dissipationsterm aufgestellt und dann
deren Losung im Grenzfall verschwindender Dissipation betrachtet. Wie etwa LeVeque
[1992] zeigt, fithrt dies auf die Schlussfolgerung, dass die die dynamischen Variablen als
Erhaltungsgréfien zu wéhlen sind[?

Im Ein-Fluid-Modell kann dies dadurch erreicht werden, dass die Energiegleichung iiber
die Gesamtenergie e (statt Druck oder Temperatur) formuliert wird. Auf Grund der Stofi-
wechselwirkung sind nun die Energien e, , des Zwei-Fluid-Modell fiir sich genommen leider
nicht erhalten, und es ist unklar, welche Erhaltungsgréfien statt dessen zu verwenden sind.
(Die Entropie ist bei Schocks bekanntlich ebenfalls keine Erhaltungsgrofe.) Es scheint hier
ein generelles Problem der Modellierung von Schocks in Multifluidmodellen vorzuliegen,
dessen Losung bisher noch aussteht. Da gerade die Ausbreitung von CMEs oft mit Schock-
wellen einhergeht (siehe z. B. [Leblanc et al. 2001]), stellt die Gefahr falsch reproduzierter
Schockfronten ein schwerwiegendes Problem fiir die Expansionsstudien dar. Aus diesem
Grund setzen wir pragmatisch 7, = T, = T" und begniigen uns mit einer einzigen Ener-
giegleichung fiir die Gesamtenergie

_pl® IBI*p

i 2.4
2 e Ty-1 (240
Nach einigen langeren Umformungen kann (2.37) in die Bilanzform
0 B||?
v, e+p+u u—(u-B)B|=p(Q+u-g) (2.47)
015 2,&0

gebracht werden. Der neu hinzugekommene Heizterm @) tragt der Tatsache Rechnung,
dass die Energiedichte des Plasmas wéihrend der Expansion nicht streng erhalten bleibt,

?Dieser Umstand wird in Abschnitt durch den exemplarischen Vergleich zweier Varianten illu-
striert.
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sondern durch verschiedene Heizprozesse (ohmsche Heizung, Wellenheizung, etc.) erhoht
wird. Auf die physikalischen und numerischen Aspekte der Heizfunktion wird in Abschnitt
2.6/ niher eingegangen.

2.3.2 Solare Rotation

Die sichtbare Oberfliche der Sonne rotiert differenziell mit einer Frequenz, die ndherungs-
weise wie

Q) = Qo(1 + asin® ¢ + bsin® ) (2.48)

von der heliographischen Breite ¢ € [—90°,490°] abhéngt. Da die beobachtete globa-
le Rotationsbewegung von anderen oberflichennahen Geschwindigkeitsfeldern {iberlagert
wird, differieren die Werte der Parameter 2y, a und b je nach Art des zu Grunde gelegten
Messverfahrens. Komm et al. [1993] etwa ermitteln anhand von Magnetogrammdaten

Qg = (14,42+0,01)°/d, a=~b=—-0,1454+0,1 (2.49)
entsprechend einer siderischen Rotationsdauer von
P() =27 /Q(¢) =~ (25...35) d . (2.50)

(Die innerhalb der Konvektionszone ebenfalls vorhandene Abhéngigkeit der Rotations-
frequenz von der Entfernung zum Zentrum der Sonne ist hier nicht von Belang, da das
Sonneninnere ,,auflerhalb” des betrachteten physikalischen Raumes liegt.) Die Beriicksich-
tigung dieser Rotation bedingt folglich entweder (im Inertialsystem) eine Zeitabhéngigkeit
der Randbedingung an der rotierenden Sonnenoberfliche, oder aber einen zusétzlichen
Coriolis- bzw. Zentrifugalterm in der Impulsbilanz (sofern ein rotierendes Bezugssystem
gewihlt wurde.) Im letzteren Fall verhélt sich die auf ein Fluidelement der Masse m
einwirkende, durch Rotation induzierten Zentrifugalkraft zur Gravitationskraft wie

Maenin () Q)27 _ Q02 (Ro)® [ 1\
mg(r) B GM@/T2 = GMg <R®>

~ 2:10—°

(2.51)

und kann daher im hier betrachteten sonnennahen Weltraum (bis etwa r < 10 Rg)
als vernachlédssigbare Grofle betrachtet werden. Gleiches gilt fiir die in Anhang |A.1.2
beschriebene Verdrillung der Feldlinien zur PARKER-Spirale.

2.3.3 Resistivitit

Nichtideale Effekte, wie Teilchenbewegungen senkrecht zu Magnetfeldlinien oder die als
Rekonnektion bezeichnete topologische Umstrukturierung von Magnetfeldern, erfordern
eine senkrecht zu B orientierte Komponente des elektrischen Feldes [Hesse 1988], was
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in der vorliegenden Situation (nach Wegfall aller anderen nichtidealen Terme) Gleichung
(2.41) zufolge nur durch eine Resistivitiat 1 # 0 geleistet werden kann.
Die Resistivitét eines vollionisierten Plasmas kann nach Spitzer [1962] zu

Me Vej

7N -3/
n= ~ 60In A (—) Qm (2.52)

K

n e?

abgeschétzt werden; der schwach temperatur- und dichteabhéngige Coulomb-Logarithmus
In A liegt dabei im Bereich 5...20. Fiir 7'~ 10° K ist demnach n = O(107" Qm).

Diese Abschétzung beriicksichtigt allerdings nur die Resistivitédt durch Stoe der Ladungs-
triiger untereinander. Uberschreitet die Stromdichte eine kritische Schwelle, so kommt
es durch Instabilitdten wie die Lower Hybrid-Driftinstabilitit zu Welle-Teilchen-Wechsel-
wirkungen, die sich als sog. anormale Resistivitit (siehe z. B. [Schlegel 1991]) bemerkbar
machen. Diese kann durchaus einige Groflenordnungen iiber der Abschétzung (2.52) lie-
gen.

Das Ausmaf} der durch 7 # 0 bewirkten Abweichung von der idealen Dynamik wird durch
die dimensionslose magnetische Reynolds-Zahl

po L v

bestimmt; siehe dazu die Normierungstabelle in Abschnitt [2.4. Wahrend 7 selbst Glei-
chung zufolge raumlich vergleichsweise homogen ist, hingt Rey (neben der Nor-
mierungsgeschwindigkeit v = ¢, sieche Abschnitt[2.4) vor allem von der Léngenskala L ab,
auf der sich z. B. das Magnetfeld merklich &ndert. Im hier betrachteten Fall ist L = O(R),
was auf (Rey )™ = O(1071) fiihrt. Wie in Abschnitt [3.3 gezeigt wird, wird dieser Wert
deutlich von der numerischen Resistivitéit des Codes iibertroffen. In diesem Sinne kann in
raumlich homogenen Gebieten in der Induktionsgleichung problemlos 1 = 0 gesetzt
werden. Andererseits findet Rekonnektion zwar i. d. R. auf kleinen rdumlichen Skalen
L < R statt, entfaltet aber (wie etwa im Falle der in Abschnitt [1.1.2/ beschriebenen
Ablosung eines CMEs) schnell auf wesentlich groBeren Skalen erhebliche Wirkung. Beim
Studium solcher Prozesse hat es daher ggf. durchaus Sinn, die Simulation lokal mit (un-
physikalisch) hohen Resistivitdten zu betreiben. Daher wird in der vorliegenden Arbeit im
Allgemeinen n = 0 gesetzt, die Option einer anderen Wahl (mit moglicher Abhéngigkeit
sowohl vom Ort als auch von anderen dynamischen Variablen wie der Stromdichte J) im
Modell aber explizit vorgesehen.

2.4 Normierung

Jede physikalische GroSe X kann als Produkt einer dimensionslosen Zahl X und einer
dimensionsbehafteten Normierungskonstanten X, dargestellt werden. Um die Modellglei-
chungen in eine dimensionslose Form zu iiberfiithren, wéihlen wir zunéchst fiir den (bis
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Physikal. Variable Wert der Bezugsgrofie
Linge L Ly = 6,96-10°m (Sonnenradius)
Anzahldichte n ng = 1,00-10"* m=3
Temperatur T’ To = 1,00-10°K
Gasdruck p 2no kg Ty = 2,76-1073 Pa
Massendichte p myng = 1,67-107%kgm™
(CME-) Masse M pe mp no (Lo)> = 5,63-10" kg
Geschwindigkeit u Cs:=/2 kg Ty/m, = 1,28-10°m s~ ' (Schallgeschw.)
Beschleunigung ¢ (cs)?/Ly = 2,36-10' m s72
Zeit Lo/cs = 5,45-10° s  (Schallzeit)
Energiedichte e mp no (cs)? = 1,38-1073 Jm™3
Stromdichte J (cs/Lo)v/myp no/pe = 6,75-107% A m™—2
magnet. Induktion B cs T M g = 4,17-1077 T
Gravitationspotenzial ® (cs)> = 1,65-10" m? 572
Heizrate Q (cs)®/Lo = 3,03-10° J kg ' s!
Resistivitat n po ¢s Ly = 1,12-108 Qm

Tabelle 2.1: Ubersicht der gewdihlten und abgeleiteten Normierungskonstanten.

zu einem gewissen Grade) willkiirlichen Satz Basisgroffen Lénge L, Teilchenzahldichte n
und Temperatur 7' der Reihe nach die konstanten Bezugsgréfien Sonnenradius R, die
mittlere Anzahldichte von ng = 10! Teilchen pro m® und eine mittlere Temperatur der
Korona von Ty = 10° K. Durch Dimensionsanalyse ergibt sich daraus das komplette Sy-
stem von BezugsgroBien. Tabelle [2.1] stellt die so entstandenen Normierungskonstanten in
einer Ubersicht zusammen.

Die dimensionslose Resistivitét 7 ist also gleich dem Kehrwert der magnetischen Reynolds-
Zahl (2.53).

Anstelle der Temperatur konnte auch das Magnetfeld als Basisgréfie dienen; in diesem
Fall wiirde statt der isothermen Schallgeschwindigkeit ¢, die Alfvéngeschwindigkeit

vp = __Do (2.54)

\V Mo My Mo

zur Normierung herangezogen werden. Wie wollen hier davon absehen, da der Bezug auf
va bei rein hydrodynamischen Studien keinen Sinn macht und daher auf diesem Wege
kein einheitliches Normengefiige fiir den Vergleich zwischen HD- und MHD-Simulationen
bereitgestellt werden koénnte.

Um das Gravitationspotenzial im Quellterm der Impulsbilanz in die dimensionslose Ge-
stalt

d=-T/r (2.55)
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zu bringen, bedarf es schliellich noch der zusétzlichen Definition
GMg
LO (Cs>2

Wie allgemein {iblich, werden die Balken {iber den Formelzeichen zur Vereinfachung der
Notation im Folgenden wieder weggelassen.

Ii= = 11, 489... (2.56)

2.5 Endgiiltige Form des Gleichungssystems

Wir fassen die endgiiltige, dimensionslose Form unseres Gleichungsystems zusammen. Zu
16sen ist

op+V-(pu = 0 (2.57)
dh(pu)+V-[puu+(p+|B|?*/2)11-BB] = pg (2.58)
0B+ V. (uB Bu) = nV’B-VnxJ (2.59)
de+V-[(e+p+|B|*/2) u—(u-B)B] = p(Q+u-g)+n|J|* (260)
mit der Gravitationsbeschleunigung
r r
g— Vb=V (——) -_I., (2.61)
r r
der Energiebezichung
plal IBI2 [ p/(v—1) : 5 £1
- 2.62
2 + 2 + 0 oy=1 "7 (2.62)
der Stromdichte
J=VxB (2.63)

und einer vorgegebenen Heizfunktion Q).

Der Fall v = 1 in Gl (2.62) ist nur der Vollsténdigkeit halber mit angegeben. Tatséchlich
kann im isothermen Fall auf die Integration von Gleichung komplett verzichtet
werden, wenn dafiir die isotherme Zustandsgleichung

p=cip (2.64)
Verwendung findet. Ahnliches gilt fiir den adiabatischen Fall @ = 0: Die Gleichung (2.60)
wird dquivalent zur adiabatischen Zustandsgleichung

p=Cp’ (2.65)

mit einer aus der Anfangskonfiguration zu bestimmenden Konstanten C'.

Eine mogliche Variante bestiinde noch darin, der Gesamtenergiedichte e in GL. noch
den Anteil aus der Gravitationsenergie egr,y = p ® zuzuschlagen; in diesem Fall wére der
Quellterm (p u-g) in Gl (2.60)) zu streichen. Da aber auch dann die beiden verbleibenden
Quellterme bestehen blieben und in jedem Fall separat behandelt werden miissten, wollen
wir es bei der angegebenen Form belassen.
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2.6 Wahl der Heizfunktion ()

Das koronale Plasma erfihrt wihrend seiner Expansion durch verschiedene Mechanis-
men (siehe Abschnitt eine deutliche Temperaturerhohung. Diese Effekte werden
vereinfachend in der Heizfunktion () zusammengefasst. Der ,,Sonnenrand” im Sinne der
Simulation wird dabei nicht an der Photosphére, sondern an der koronalen Basis ange-
setzt. Somit ist es nicht das Ziel, den steilen Temperaturgradienten zwischen Photosphére
und Korona nachzubilden; die Temperatur wird also nur méflig um Faktoren der Ordnung
eins variieren.

Es folgt eine kurze Diskussion der physikalischen Hintergriinde sowie der optimalen Im-
plementierung von Q.

2.6.1 Allgemeines zu Modellen koronaler Heizung

Die existierenden Sonnenwind-Modelle lassen sich nach ihren Strategien zur Behandlung
des koronalen Heizung grob in drei Klassen einteilen. In der Reihenfolge zunehmender
Realitdtsnidhe (und gleichfalls ansteigendem numerischen Aufwands) sind dies:

e Bei Verwendung einer isothermen [Parker 1958, Uchida 1967] oder adiabatischen
[Keppens & Goedbloed 1999] Zustandsgleichung kann auf eine Energiegleichung (und
damit auf eine Heizfunktion) komplett verzichtet werden.

e Bei expliziter Verwendung einer Energiegleichung muss ein Heizterm eingefiigt wer-
den, der den Energieverlust kompensiert, den das expandierende Plasma durch adia-
batische Kiihlung erleidet. Im einfachsten Fall kommen hier ad hoc-Heizfunktionen
zum Einsatz, die entweder (bis auf die Proportionalitét zur Dichte p) als reine Funk-
tion des Ortes vorgeschrieben werden, wie z. B.

p r—1
= Qo— — 2.66
Q) = e (<) (2.66)
mit Konstanten Qg und py [Wang & Wu 1998], oder dergestalt von anderen dynami-
schen Variablen abhéingen, dass die sich einstellende Plasmatemperatur einem aus
Beobachtungen ableitbaren Temperaturprofil nahe kommt. Ein typisches Beispiel
hierfiir ist das Modell von Manchester et al. [2004], dessen Heizfunktion

2
Q= p q (To —’YB> exp [— (T_RG)
p 00

die Konvergenz zu einer raumlich préizise vorgeschriebenen ,,Zieltemperatur” Ty (x)
erzwingt, die ebenso wie g und ¢q in subtiler Weise vom Ort abhéngt. Die funktio-
nelle Gestalt von () ist dabei i. d. R. nicht an tatséchliche physikalische Heiz- oder
Kiihlmechanismen angelehnt.

(2.67)
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e Schlieflich sind noch solche Modelle zu nennen, die sich um eine realitdtsnahe Mo-
dellierung der physikalisch ablaufenden Heizmechanismen bemiihen. Beispielsweise
haben Tu et al. [1984] die Standard-MHD-Gleichungen um die Wechselwirkung des
Fluids mit alfvénischen Fluktuationen 6B und du erweitert. Es ergibt sich ein zusétz-
licher Druckterm —Vp,, = —V [(6B)?/2] in der Impulsbilanz, sowie ein Heizterm
der normierten Form

Qu = —]}—; [m (J}—‘;)} h <u + %) Vi . (2.68)

Wellen werden durch photosphérische Wirbel der Frequenz fy erzeugt und laufen
entlang der Magnetfeldlinien nach auflen. Dabei werden sie durch nichtlineare Welle-
Welle-Wechselwirkung zu héheren Frequenzen verschoben, bis sie in den Bereich der
Ionen-Zyklotronfrequenz fy gelangen und dissipiert werden. Die zeitliche Entwick-
lung des Wellenspektrums f +— P(f), welches mit dem Wellendruck iiber

fu

b=y [ PUYAS (2.69)

fo

in Verbindung steht, muss mit einer separaten Gleichung beschrieben werden.

Als Kompromiss zwischen dem Wunsch nach moglichst weitgehender Selbstkonsistenz
des Modells und dem pragmatischen Bestreben, den Schwerpunkt der Arbeit auf dem
wesentlichen neuen Aspekt, der symmetriefreien Ausbreitung CME-dhnlicher Strukturen,
zu belassen, wird in dieser Arbeit der Mittelweg einer vollen Energiegleichung mit ad hoc-
Heizfunktion gegangen.

2.6.2 Anpassung an die Modellgeometrie

Grundsétzlich kann fiir ) jede funktionelle Abhéngigkeit von Ort, Zeit oder den anderen
physikalischen Groflen vorgegeben werden. Dabei ist zu beachten, dass der Wert von @)
am Sonnenrand eine zeitliche Anderung der Temperatur T verursachen wird, die im All-
gemeinen nicht mit der fiir 7" formulierten Randbedingung kompatibel sein wird; effektiv
springt ) dort also auf denjenigen Wert ()., der die Temperatur auf dem konstanten
Wert T halten wiirde.

Die funktionelle Form von @5, kann bestimmt werden, indem die isotherme Zustandsglei-
chung p = T p in das System —[2.62) eingesetzt wird. Auflésen nach @ liefert nach
langerer Rechnung das Ergebnis

Qiso =Ty VU—F(UB)(VB) : (27())
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Anders als bei rein analytischer Betrachtung ist der zweite Term numerisch nicht exakt
gleich Null, kann aber bei Verwendung entsprechender Korrekturverfahren? gegen den
ersten Term vernachléssigt werden.

Durch Wahl von @ = Q;is, kann damit auch im Fall v # 1 ein isothermes Plasma simuliert
werden; insbesondere ist jede Heizfunktion @, die die Bedingung Q|,—1 = Qjisolr=1 erfiillt,
mit der Randbedingung 7T'|,—; = T vertréglich.

Zur Sicherstellung von lim,_; Q = Qi legt diese Uberlegung zwei Strategien fiir die Wahl
der Heizfunktion nahe:

1. Eine rdumliche Mittelung der Form
Q - aQO + (1 - a)Qiso (2'71)

mit einer priméren Heizfunktion )y und einer zur Sonne hin monoton von 1 auf 0
fallenden Mittelungsfunktion r — «(r), oder

2. Verwendung einer auf Qis, bezogenen relativen Heizfunktion ¢(r), die die Bedingung
q(1) = 1 erfiillt und die Heizrate geméf

Q =q C2iso (272)

bestimmt.
Die zweite Methode (2.72) hat zusétzlich den Vorteil, dass durch @i, automatisch eine
sinnvolle Grolenordnung fiir (Q vorgegeben wird, und die Kontrolle iiber Nettoheizung

bzw. -kiithlung leicht durch ¢ > 1 bzw. ¢ < 1 erreicht werden kann. Daher kommt im
Folgenden dieser zweite Ansatz zum Tragen.

2.6.3 Explizite Parametrisierung

Die vorzugebende relative Heizfunktion ¢(r) sollte die folgenden Eigenschaften erfiillen:
1. Moglichst einfache analytische Gestalt
2. Am Sonnenrand stetig differenzierbarer Ubergang zu ¢(1) = 1 (also ¢/(1) = 0)

3. Annahme eines (aus Griinden der Einfachheit) einzigen Maximums an einem vor-
gegebenen Radius

4. Fiir r — oo sollte ¢(r) — 0 gehen.

3 Siehe dazu Abschnitt [3.6.
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Dies wird z. B. von der Funktion

1aog (F=d 2 A (r=l e >1
h—1 H+1\h—1 C =

1 or<l

q(r) = (2.73)

mit den freien Parametern h und H geleistet, die von ¢(1) = 1 ausgehend bei r =1+ h
den maximalen Wert 1+ H erreicht, bei r =1+ (h — 1)4/2(1 + H) auf 1 zuriickgefallen
ist, um dann weiter monoton fallend gegen 0 zu streben (sofern H # 0 ist). Im Folgenden
soll (2.73)) als relative Heizfunktion Verwendung finden. Abbildung 2.1/ zeigt eine Schar

ausgewéihlter Kurven von ¢(r).

3,
:q

H>0

0 1 2 3 4
;

Abbildung 2.1: Relative Heizfunktion q nach Gleichung (2.73) als Funktion der umskalier-
ten Radialkoordinate & :== (r—1)/(h—1), welche [1,h] auf [0, 1] abbildet. (£ = 0 entspricht
also dem Sonnenrandr = 1.) Der Parameter H wurde dquidistant im Intervall 0 < H < 2
variiert. Der Grenzfall H = 0 reproduziert q(r) = 1, also den isothermen Fall.

2.7 Geometrie des Simulationsraumes

2.7.1 Wahl des Koordinatensystems

Alle frithen (und die Mehrzahl der zeitgendssischen) Modelle des Sonnenwindes sind in
sphérischen Koordinaten formuliert. Diese Wahl ist der Geometrie der kugelférmigen Son-
nenoberfliche und der nahezu radialen Windexpansion optimal angepasst, und gestattet
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zudem leicht die Beschriankung auf kugel- oder zylindersymmetrische Betrachtungen. Au-
Berdem fiihrt die Diskretisierung des Simulationsvolumens automatisch auf Gitternetze,
deren Zellen nahe der Sonnenoberfliche eine héhere Auflosung in azimutaler Richtung
aufweisen, ein angesichts der gerade dort vorhandenen grofien Gradienten sinnvoll er-
scheinender NebeneffektE

Allerdings werden diese offensichtlichen Vorziige mit einigen gravierenden Nachteilen er-
kauft. Die bei jedem Zeitschritt auszuwertenden Gleichungen werden durch die zahlreichen
Skalenfaktoren deutlich komplizierter, was die Laufzeit der Simulationen merklich erhoht.
Bei expliziten Verfahren (siche Abschnitt wird der maximal zuldssige Zeitschritt durch
die kleinste Gitterzelle bestimmt, was den Gewinn an raumlicher Auflésung bei kleinen
Radien wieder schmaélert. Vor allem aber sind mathematische Singularitdten bei r = 0
und 9 € {0, 7/2} vorhanden, die in geeigneter Weise abgefangen werden miissen. Gerade
fiir globale Modelle, die fiir alle Richtungen ¢ € [0, 7] Giiltigkeit beanspruchen, liegt hierin
das wesentliche Manko sphérischer Koordinaten [Linker 1987]. Speziell fiir die vorliegen-
de Arbeit, deren Kernpunkt gerade der Verzicht auf jede Symmetrieannahme ist, kann
der wesentliche Vorteil sphérischer Koordinaten nicht genutzt werden. Aus diesem Grund
wird es hier bei der Verwendung kartesischer Koordinaten [z, y, z] bleiben.

Der Mittelpunkt der Sonne befindet sich dabei im Ursprung des Koordinatensystems,
das einen quaderférmigen Bereich aus der Heliosphére ausschneidet. Mitunter wird der
berechnete Bereich auf einen Oktanten oder Quadranten der Sonne beschrinkt und an
den Koordinatenflachen mit Hilfe von Symmetriebedingungen geeignet gespiegelt. Bei der
Diskussion und Darstellung werden, soweit sinnvoll, sphérische Polarkoordinaten [r, 4, ¢]
verwendet. Der Zusammenhang zwischen ¥ und der heliosphérischen Breite ¢ ist durch

9+ =m/2 = 90° (2.74)

gegeben; am Aquator ist also ¥ = /2 und 1) = 0°.

2.7.2 Randbedingungen
Wir haben zwei Klassen von Randern zu unterscheiden:

e Die duflere Berandung des quaderférmigen Simulationsvolumens hat kein Pendant
in der Realitdt und entsteht nur durch die Endlichkeit des praktisch simulierbaren
Volumens. Die Randbedingungen sind daher so zu wéahlen, dass die Existenz des
Randes moglichst keinen Einfluss auf das Verhalten der physikalischen Groéflen auf
seiner Innenseite hat.

e Die Oberflache der Sonne stellt eine innere Berandung des Simulationsbereiches dar,
die als Kugelform offenbar mit keiner kartesischen Koordinatenfliche zusammenfllt.

4Die radiale Richtung, in welcher die Gradienten noch ungleich gré8er sind, bleibt von diesem Effekt
allerdings unberiihrt. Gitterzellen mit variabler Lénge in r-Richtung sind moglich, wenn auch um den
Preis (noch) komplizierterer Gleichungen und eines entsprechend erhéhten Rechenaufwands.
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Dieser Umstand macht die in Abschnitt 3.5 diskutierten Extrapolationsverfahren er-
forderlich.

An dieser Grenze werden Dichte und Temperatur auf einem richtungsunabhéngigen
Wert festgehalten. Dies ist nur zuldssig bei Vernachléssigung der solaren Rotation;
fiir eine rotierende Sonne miisste sich ein Kriftegleichgewicht zwischen Gasdruck
und Zentrifugalkraft einstellen diirfen [Keppens & Goedbloed 1999]. Alle drei Kom-
ponenten des Magnetfeldes werden ebenfalls festgehalten.

Einige Autoren fixieren die Geschwindigkeit bzw. Impulsdichte in gleicher Weise,
z. B. Manchester et al. [2004], die die Zuweisung v(1) = 0 verwenden. Dieses Vorge-
hen ist problematisch, sofern die Parker-Windlosung (siche Anhang A.1) reprodu-
ziert werden soll, da dann die Losungskurve bereits durch den kritischen Punkt fest-
liegt und nicht mit einer weiteren Festlegung der Form v(1) = v, vereinbar ist. Eine
denkbare Rechtfertigung besteht darin, dass v dort hinreichend klein ist und die Ab-
weichung vom exakten Parker-Windprofil ebenso verschwindend ausfallen wird. Al-
ternativ bieten sich hier Extrapolationsverfahren an wie in [Keppens & Goedbloed
2000]. Beide Methoden werden in Abschnitt miteinander verglichen.

Als Quelle des Windes wird der innere Rand grofien Einfluss auf das von dort abstrémen-
de Plasma haben, wiahrend der duflere Rand, wo der Wind das Volumen wieder verlésst,
dagegen von deutlich geringerer Bedeutung sein diirfte. Dies gilt zumindest in dem Fall,
dass die Geschwindigkeit, mit der das Fluid diesen Rand passiert, grofler ist als die lokale
maximale Signalgeschwindigkeit (hier also die Geschwindigkeit schneller magnetosoni-
scher Wellen). Die konkrete numerische Implementierung der beiden Randklassen wird in
Abschnitt 3.5 besprochen.



Kapitel 3

Numerik

Die MHD-Gleichungen bilden einen Satz gekoppelter, nichtlinearer Differenzialgleichun-
gen in drei Raumdimensionen und der Zeit. Analytische Losungen sind nur fiir wenige
Spezialfélle bekannt (siehe z. B. [Neukirch & Priest 2000] und die Zusammenstellung von
Gleichgewichtslosungen in [Biskamp 1993] und [Priest 1982]), so dass man auf die numeri-
sche Approximation der gesuchten Losungen angewiesen ist. Dieses Kapitel stellt das dazu
herangezogene Verfahren vor und beschreibt die in diesem Zusammenhang auftretenden
Probleme und deren Losungen.

3.1 Der Algorithmus

3.1.1 Numerische Methodik

Die zu losenden Gleichungen sind sdmtlich von der Gestalt
0, U(r,t) + V- F[U(r,1)] = Q(r) , (3.1)

wobei die Komponenten des Vektors U von den einzelnen dynamischen Variablen gebildet
werden, hier also z. B. U = (p, pu,, puy, pu., By, By, B.,€)". In diesem Abschnitt bezeich-
ne u beispielhaft eine dieser Variablen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird zunéchst
der eindimensionale Fall besprochen, dessen multidimensionale Erweiterung Gegenstand
von Abschnitt (3.1.4] ist.

Zur numerischen Approximation der Losungen von (3.1) existiert eine Vielzahl von Ver-
fahren mit spezifischen Vor- und Nachteilen; fiir eine einfithrende Ubersicht sieche etwa
|Goldewski & Raviart 1996]. Allen gemein ist eine rdumliche und zeitliche Diskretisie-
rung, d. h. eine Parzellierung des d-dimensionalen Gebietes in Elementarzellen, in denen
die dynamischen Variablen u durch Punkt- oder Zellmittelwerte dargestellt werden. (Es
gibt also pro Zelle jeweils einen solchen Wert.) Die geometrische Form der Zellen ist so
gewihlt, dass sie von den Koordinatenflichen berandet werden. Fiir jede Dimension (bzw.

29
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Koordinate) m € {1,...,d} gebe es N,, Zellen der Lange h,,. Zur Vereinfachung der No-
tation sei im Folgenden N := (Vg --- Nm)l/ ™ vyereinbart. Im einfachsten Fall sind die h,,
iiber das Gitter konstant; eine nicht-dquidistante Aufteilung bietet sich z. B. dann an,
wenn die Grofle der aufzulosenden rdumlichen Strukturen einerseits eine obere Grenze
fiir die Zellengrofie vorgibt, diese Strukturen andererseits aber so stark lokalisiert sind,
dass die globale Beachtung dieser Grenze zu unvertretbar hohem Rechenaufwand fiithren
wiirde. Besonders die dynamische Anpassung der Auflésung an die lokalen Gradienten der
Variablen, die im Rahmen der sog. Adaptiven Gitterverfeinerung (adaptive mesh refine-
ment, AMR, siehe z. B. [Friedel et al. 1997, Grauer et al. 1998]) erreicht wird, hat in den
letzten Jahren grofle Bedeutung erlangt, und wird inzwischen auch fiir MHD-Modelle des
Sonnenwindes genutztﬁ Fiir das im vorliegenden Fall verwendete dquidistante, kartesische
Gitter in den drei Dimensionen [x,y, z| ist die Schreibweise (Ax, Ay, Az) fir (hq, ha, hs)
gebréuchlich.
Das numerische Schema D bildet die Werte uj der Zelle z; zur Zeit t" = n At durch

up ™ = D({u},ui i € In(j)}) (3.2)
auf die neuen Werte u;‘“ zur Zeit "t = " + At ab, wobei der Operator D aus den
(alten und/oder neuen) Werten der Zelle selbst und ihren Nachbarzellen eine geeignete
,,Prognose” des neuen Wertes erstellt. Die Indexmenge Ip(j) enthélt also je nach Schema
die Zelle j und einige (wenige) ihrer Nachbarzellen.
Man unterscheidet explizite und implizite Verfahren. Erstere verwenden in D nur die
bereits bekannten Zellwerte zur Zeit ¢"; sie sind einfach in der Anwendung, erlauben aber
nur Zeitschritte At mit

y Vd At

_— 1 .
min (] < Cerr, < 1, (3.3)

wobei der genaue Wert von Ccpy, verfahrensabhéngig ist. Gleichung (3.3) wird als CFL-
Kriterium [Courant et al. 1928] bezeichnet; es kann mathematisch durch Betrachtung der
Charakteristiken der Losung abgeleitet werden und besagt anschaulich, dass die maxima-
le physikalische Geschwindigkeit V im System nicht grofler sein darf als die ,,Geschwin-
digkeit” Az/At, mit der sich die neuen Werte auf dem Zellgitter ausbreiten. Implizite
Verfahren umgehen dieses Hindernis, indem sie die neuen Werte u;”rl simultan aus den
Werten zur Zeit "' berechnen. Dazu muss allerdings bei jedem Zeitschritt eine (wenn
auch diinn besetzte) N2?-Matrix invertiert werden.

Neben der Klassifizierung in explizite und implizite Verfahren liegt ein weiteres Unterschei-
dungsmerkmal in der Behandlung der Zellgrenzen, wo die Darstellung der Zellinhalte im
Allgemeinen diskontinuierlich verlduft. Schemata wie das GODUNOV-Verfahren [Godunov
1959] losen dort ein Riemannproblem, d. h. sie verwenden die (exakte oder geniherte)

! Als Beispiel sei der BATS-R-Us-Code genannt, siche http://www.cscamm.umd. edu/cmpd/batsrus.htm
im WorldWideWeb.
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Zeitentwicklung der Anfangsbedingung

u? o o< x;
u(x, t") = J 2 3.4
) {u S 34

Zentrierte Schemata vermeiden das wiederholte Losen von Riemann-Problemen, in dem
sie Ableitungen als Sekantensteigung in der gestaffelten Form
n ~ u?+1 - u;l
awu(‘T?t )|$j+1/2 ~ T (35)
o. &. diskretisieren, und das an der Zwischenstelle x, /o berechnete Ergebnis bei Bedarf
in geeigneter Weise (etwa durch Interpolation) wieder auf das Gitter abbilden.
Beginnend mit dem klassischen Lax-Friedrichs-Schema [Lax 1954, Friedrichs 1954]

u?j:ll/z = (uj +uj,,)/2 — (At/Ax) (F(U?_H) — F(u;)) (3.6)

wurden mehrere verbesserte zentrierte Schemata entwickelt. Zu nennen sind hier vor allem
das NT-Schema [Nessyahu & Tadmor 1990], welches mit seiner ENO-Rekonstruktion —
die Abkiirzung steht fiir essentially non-oscillatory — eine Strategie zur expliziten Ver-
meidung numerisch bedingter Oszillationen an starken Gradienten ausnutzt. Das in der
vorliegenden Arbeit verwandte CWENO-Schema — wiederum eine Abkiirzung fiir Cen-
trally weighted essentially non-oscillatory — nach Kurganov & Levy [2000] kann als eine
von zahlreichen Erweiterungen des NT-Schemas verstanden werden. Weitere Details zu
diesem Verfahren konnen z. B. bei [Kurganov & Tadmor 2000] nachgelesen werden.

3.1.2 Das CWENO-Schema

Im Folgenden soll das in der Arbeit zum FEinsatz gebrachte CWENO-Verfahren nach
Kurganov & Levy [2000] in seinen wesentlichen Punkten vorgestellt werden. Es dient wie
bereits erwdhnt der approximativen Lésung hyperbolischer Differenzialgleichungen vom
Typ (3.1). Aus Griinden der einfacheren Darstellung soll hier dessen eindimensionale Form

Opu(x,t) + O, fu(z,t)] = Qlu(x, t), z,t] (3.7)

betrachter werden; ferner beschréinken wir uns zunéchst auf den Fall mit verschwindendem
Quellterm @ = 0, also
Opu(z,t) + Op flu(z,t)] =0 . (3.8)

Mit @(z,t) definieren wir den sog. gleitenden Mittelwert von u(x,t) gemés

x+Az/2

(1) ;:Aix / w(C,t) dC (3.9)

z—Ax/2
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Einmaliges Integrieren von (3.8) iiber das Intervall z € [¢' — Az /2,2’ + Ax /2] liefert

oyu(x’ ) + ﬁ If (u(z' + Az/2,t)) — f (u(2’ — Az/2,t))] =0, (3.10)

nochmaliges (zeitliches) Integrieren iiber T € [t,t + At] ergibt

t+At

/ If (u(x 4+ Azx/2,7)) — f (u(z — Az/2,7))]dr, (3.11)

t

u(z,t + At) = u(x,t) — A

wobei statt x’ wieder x geschrieben wurde.

Gleichung (3.11) gilt exakt, kann im Allgemeinen aber nicht analytisch integriert werden.
Um eine Approximation der zeitlichen Entwicklung der Losung auf dem Gebiet £ := [0, L]
zu gewinnen, wird £ in NV dquidistante Zellen der Lange Az aufgeteilt. Bei Verwendung
der abkiirzenden Schreibweise z; := j Az, t" :=n At fiir 5 =0,..., N und

ul o= u(xj,t") (3.12)

wl = u(r,t") (3.13)

lautet (3.11) an der Stelle x = x4/, ausgewertet nun

L
W= = ay [ U e ) = £ (ulas, ) dr (3.14)

tn

Um mit dieser Gleichung fiir Zellmittel aus den zum Zeitpunkt ¢™ als bekannt angenom-
menen Zellmittelwerten u} die Werte zum néchsten Zeitpunkt t"tl = 4" + At zu approxi-
mieren, bedarf es einer Diskretisierungsvorschrift fiir den Integralterm. Dazu wé#hlt man
fiir jede Zelle I; := [ 1/2,%j41/2] ein Polynom z +— P7(z), welches die urspriingliche
Funktion u(x,t) in dieser Zelle aus den bekannten Zellmittelwerten approximiert. Mit der
Indikatorfunktion

M@%Z{é;iég (3.15)
wird also
u(e, ")~ 37 x5(@) () (3.16)
j
und damit
Tj+1/2 Tjt1
T~ 5o / P () da + / () da | (3.17)

(L'J .’L‘j+1/2
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Die Giite der Approximation héngt natiirlich wesentlich von der gewéhlten Integrati-
onsmethode und der Gestalt der P} ab. Die Wahl stiickweise konstanter ,,Polynome”

PP(z) = u} und einer Integration erster Ordnung

[ st v e~ g e (3.18)

liefert beispielsweise die Punktwerte des gestaffelten Lax-Friedrichs-Schemas (3.6).

Rekonstruktion nach CWENO

Das CWENO-Verfahren definiert die P; als konvexe Summe je dreier Polynome

Pi(x) := By, Pr(x) + Bc Po(x) + Br Pr(x) (3.19)
mit ), Br = 1, wobei

Pu(z) = U+ (U — ;) (x —2;)/ Az (3.20)

Pr(z) = uj+ (u; —uj—1)(z —xj)/Ax (3.21)

als lineare Funktionen so gewéhlt sind, dass sie den zentralen und linken bzw. rechten
Zellmittelwert erhalten, sie also die Bedingungen

/ P(z) dz = uj_, (3.22)
I 4
/ Pu(z)dz= u} = / Pr(x) dz (3.23)
I I
an, = / Pu(z) dz (3.24)
i+
erfiillen. Das zentrale Polynom Pg(x) hat die Gestalt

pc(.’lj’) = (1 — CL, — CR)il [Pex($) — CLPL(.’L') — CRPR(.’L')] s (325)

mit Konstanten ¢, und cg, wobei P (z) dasjenige Polynom zweiten Grades ist, das alle
drei Zellmittelwerte erhalt (Zur besseren Lesbarkeit wurde in P, ¢ g die Indizes n und
j unterdriickt.) Fir die im Folgenden verwandte symmetrische Wahi c, = cgp = 1/4

2 Anders ausgedriickt, P.,(z) erfiillt jede der drei Bedingungen (3.22] - [3.24).
3Levy et al. [2000] zeigen, dass fiir jede symmetrische Wahl (d. h. ¢, = cgr) der Koeffizienten das
resultierende Verfahren von der Ordnung drei ist.
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bedeutet dies
1

Pole) =@} = o5 (@ =20 +1),)
1, n T —xj

2
b (T

Bestimmung der Gewichte

Die Gewichte 8, k € {L, C,R} werden nun so bestimmt, dass das Polynom der Seite mit
den grofiten Variationen den geringsten Beitrag zur Rekonstruktion leistet. Als Maf fiir
diese Variationen werden die Indikatoren

Tjt1/2
Sy = / [(Ax) (Pi(2))* + (Az)* (P[(2))?| dz (3.27)
Tj-1/2
definiert, aus denen die Gewichte (§; dann geméfl

A . Ck ..
By = mit = EEAL fir k,m € {L,C,R} (3.28)

berechnet werden /4 (Die Wahl der Konstanten p und e wird im néchsten Unterabschnitt
diskutiert.) Durch Einsetzen von , (3.21) und in (3.27) folgt sofort

S.o= (w—ay,)” (3.29)
13 1

Se o= (@ —2a+ap,) 4 (a - a)” (3.30)

Sp = (@, —at)? (3.31)

als explizite Form der Indikatoren. Falls also die Variation zu beiden Seiten der Zelle gleich
ist, haben auch alle drei Sy den gleichen Wert, und es folgt 5y = ¢;. In diesem Fall wird u
einfach durch P.(z) approximiert, und die Rekonstruktion ist in diesen Bereichen folglich
von dritter Ordnung. Liegt dagegen ein starker einseitiger Gradient der Form

uy —u; = 0 (3.32)

- = du> /e

u J

4Es ist dabei ¢ := 1 — ¢1, — cg zu setzen.
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vor, so ist die resultierende Gewichtung offenbar durch

p
ap,~1 und acr=0 [( ) } <1 (3.34)

€
(0u)?
gekennzeichnet, und die Ordnung des Verfahrens reduziert sich lokal auf zwei. Auf diese
Weise werden die fiir Verfahren dritter Ordnung (oder allgemein ungerader Ordnung, siehe
Abschnitt typischen oszillatorischen Artefakte an starken Gradienten wirkungsvoll
unterdriickt.

Zur Wahl von p und ¢

Der Exponent p in (3.28) regelt die Stirke des Einflusses der S, auf die Gewichte Sy (wobei
fiir p = 0 offenbar unabhéngig von Sy stets Op = ¢, ist). Wir schlieflen uns Jiang & Shu
[1996] an, die den empirisch ermittelten Wert p = 2 empfehlen.

Die Konstante ¢ soll verhindern, dass bei sehr glatten Funktionen der Nenner von (3.28)
zu Null wird, und wird von Kurganov & Levy [2000] pauschal zu e = 107 festgesetzt.
Dies ist sicher nicht in allen Féllen die optimale Wahl, da die Sy proportional zu (u;)?
skalieren, und damit der Einfluss von ¢ von der jeweils im Problem relevanten Groflenord-
nung von v abhingig wird. In Anhang|C.2 wird noch etwas niher auf diese Problematik
eingegangen.

Das semidiskrete Schema

Die Rekonstruktion von u durch zellenweise polynomiale Funktionen ist im Allgemeinen
nicht stetig an den Zellgrenzen. Die dadurch bedingte Diskontinuitét zwischen den Zellen
I; und I;4, breitet sich in Form von Schocks mit einer Geschwindigkeit nach rechts und
links aus, die nach oben betragsméBig durch a;;, /2 abgeschétzt sei. Zum Zeitpunkt ¢" + ot
ist u(z, t™ + dt) damit in jedem Fall stetig auBlerhalb der Intervalle

VV]'_H/Q = [I‘j_H/Q — Clj+1/2 5t,$j+1/2 + Clj_,.l/g (St] . (335)

Im Weiteren ist zwischen dem wvolldiskreten und dem semidiskreten Schema zu unterschei-
den. Das volldiskrete Verfahren entsteht dadurch, dass auf der Vereinigung 4, W; und
dessen Komplement jeweils Polynomrekonstruktionen ;42 bzw. w; der beschriebenen
Art stattfinden. Diese werden dann auf das urspriingliche Gitter projiziert, und liefern
eine Vorschrift zur Bestimmung der neuen Zellmittelwerte 71}”1. Die verschiedenen Zell-
mittelwerte und ihre Lage zueinander sind in Abbildung (3.1 veranschaulicht.

Ein wesentlicher Nachteil volldiskreter Verfahren besteht darin, dass ihre numerische Dissi-
pation in ungiinstiger Weise vom Zeitschritt At anhéingtE Um dieses Problem zu umgehen,

SFiir das Lax-Friedrichs-Verfahren beispielsweise ist sie proportional zu (Az)?/(At).
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bietet sich der Ubergang zum (hier tatsdchlich zum Einsatz kommenden) semidiskreten
Verfahren an, indem zusétzlich der Grenziibergang At — 0 durchgefiithrt wird. Dadurch
geht die Intervalllinge der W1/, gegen Null, und man erhélt mit

U1/ P (1172, 1") (3.36)
Uiy = Bi(Eiay2, 1) (3.37)

das semidiskrete Verfahren in der Endform:

du;(t) @t -
@ - AmTar (3.38)
1
T 2Az [f(u;rl/?) + (Ui p) — f<“j—1/2) — fui_y)5)
1
T oAr [aj“/Q(t) <u;r+1/2<t) - “;+1/2(t)>} (3.39)

ﬁ [aj—l/z(t) <U;-tl/2(t) B uj_*l/2(t)>}

Ein zuséatzlicher Vorteil des semidiskreten Verfahrens besteht offenbar darin, dass so auf
die explizite Berechnung der Polynome auf den W;/, komplett verzichtet werden kann.
Die a;1/2 konnen dabei leicht nach

0
Ajy1/2 = MaXy {Qsp ((9_£ (u;.tH/Z)) } (3.40)

durch den Spektralradius gg, der Jacobi-Matrix von f bestimmt werden. Fiir die MHD-
Grundgleichungen wird diese Berechnung in Abschnitt [3.1.5 konkret ausgefiihrt.

Man beachte, dass bei CWENO nach (3.39) u? und «*" auf dem selben Gitter liegen (im
Gegensatz zum gestaffelten Lax-Friedrichs-Schema (3.6), welches uy auf das ,,Zwischen-
;@:11 /9 abbildet). Dies erleichtert besonders die Behandlung der Randbedingungen
und vermeidet die zusétzliche Diffusion, wenn (etwa zu diagnostischen Zwecken) ein Gitter

in das andere transformiert Wird@

gitter” u

3.1.3 Zeitintegration

Der durch At — 0 vorgenommene Ubergang vom volldiskreten zum semidiskreten Schema
hat den weiteren Vorteil, dass das Verfahren zur zeitlichen Integration der Gleichung
(3.39) nun beliebig gewéhlt werden kann. Im vorliegenden Fall kommt ein Runge-Kutta-
Verfahren dritter Ordnung zum Einsatz. In der speziellen Formulierung

6In der Regel ist es auch nétig, beide Gitter durch kiinstliche Diffusion aneinander zu koppeln, um
deren ,,Auseinanderlaufen” zu verhindern [Otto 1990].
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Abbildung 3.1: Gliltigkeitsbereiche der wverschiedenen Rekonstruktionen in der (x,t)-
Ebene. Erkennbar sind die Polynomrekonstruktionen P;, die auf den Zellmittelwerten u;
basieren. Auf den (auferhalb der keilformigen Segmente gelegenen) stetigen Teilstiicken
entstehen neue Zellmittelwerte wjyy 2, die im néchsten Schritt auf das urspringliche Git-
ter projiziert werden. Bei Ubergang vom volldiskreten zum semidiskreten Schema ist es
tatsdchlich nicht mehr erforderlich, die W;ji,/o explizit zu berechnen, da im Limes At — 0
die Breite threr Trager (keilformige Zonen) gegen Null geht.

v o— u"+ At G(u") (3.41)
B 3., 1 1 B
U o U +4v+4At G(0) (3.42)
1 2 2
a"tt — Zu" + S0+ At G(D) (3.43)

3 3 3

wird ausgenutzt, dass bei drei Funktionsaufrufen pro Zeitschritt fiir jede Variable nur je-
weils ein zusétzliches Feld zur Zwischenspeicherung des Feldes u™ erforderlich ist. (G steht

dabei fiir die rechte Seite von (3.39). Es wird also punktweise die Differenzialgleichung
owu(t) = Glu(t)] gelost.)
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3.1.4 Erweiterung 1D — 3D

Die Erweiterung des beschriebenen ENO-Rekonstruktionsverfahrens fiir mehrdimensiona-
le Gleichungen der Form

Ou(r,t) + Y Ouafalu(r,t)] =0 (3.44)

de{zy,z}

muss als nichttrivial bezeichnet werden. Verschiedene Ansétze dazu wurden z. B. von
Levy et al. [2000] vorgeschlagen. Balbds & Tadmor [2004] konstruierten ein CWENO-Ver-
fahren beliebiger Ordnung in 2D und diskutieren Beispielrechnungen idealer MHD mit
Rekonstruktionen dritter und vierter Ordnung. In der vorliegenden Arbeit folgen wir der
Einfachheit halber der bereits von Kurganov & Levy [2000] favorisierten Alternative, die
beschriebene 1D-Rekonstruktion nacheinander fiir jede der drei Richtung durchzufiihren
und die so berechneten Fliisse als Summe in (3.39) zu verarbeiten. In diesem Fall muss
einzig das zentrale Polynom (3.26) durch

n 1, ., . .
Po(x) = uy,, o (@ — 200 + Ty )
1, . n
B E (ui,j—i-l,k: - 2u¢7j7k + um-_l’k)
1, o
= g (e = 2005 + 0 ) (3.45)
1 =N _n r—T;
+ 2 (ui,j+1,k - Ui,j_Lk) ( s j)

2
€T — X
- - - J
+ (u”. —ar. +ualt. .
( i,j+1,k 1,5,k 1,3 17k) Ax

ersetzt werden, um die Beitrége in den zusétzlichen Richtungen zu beriicksichtigen.

3.1.5 Charakteristische Geschwindigkeiten

In diesem Abschnitt sollen die charakteristischen Ausbreitungsgeschwindigkeiten a; be-
rechnet werden, die fiir die Verwendung des semidiskreten CWENO-Schemas (3.39) er-
forderlich sind.

Die Quellterme gehen nicht in die Berechnung der Jacobi-Matrix ein. Daher kénnen wir
hier ebensogut () = 0 annehmen, und wie in Abschnitt (2.5) beschrieben, die Energie-
gleichung durch die Adiabatengleichung 9,(p/p”) = 0 ersetzen. Mit der Notation des
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vorherigen Abschnitts verbleiben danach

P p Uz
p Uy puz+(=Bi+Bj+B7)/2+p
P Uy p uy uy, — By B,
u= 1\ pu, und f, = p Uy u, — B, B, : (3.46)
B, 0
B, Uy By —uy, By
B, Uy B, —u, By

Die resultierende Jacobi-Matrix des Systems (2.58/—12.59) hat dann die folgende Gestalt:

0 1 0 0 0 0 0
—uZ +p/p 2u, 0 0 -B, B, B
— Uy Uy Uy Uy 0 -B, —B, 0
J, = — Uy U, U, 0 Uy -B, 0 -B, ) (3.47)
0 0 0 0 0 0 0
(uyBy —uyBy)/p By/p —B./p 0 —Uy Uy 0
(u,B, —u.B,)/p B./p 0 —B./p —u, 0 Uy
Mit den Abkiirzungen
dp p
s = — =, /7= 3.48
1 ) (3.48)
B,
VAg = —— (3.49)

/ B2
vp = g+ — (3.50)

fiir Schallgeschwindigkeit cg, (z-Komponente der) Alfvéngeschwindigkeit v, und schnelle
magnetosonische Geschwindigkeit vy lauten die Eigenwerte der Jacobi-Matrix (3.47)

)\273 = vszl:vm (352)

Ms = vet %\/ (0)? + /(o))" — (265 0an)? (3.53)

1
Xe7 = Up T —\/(Uf)2 — /(ve)4 — (2¢5 vaz)? . (3.54)
V2
Der gesuchte Spektralradius ist also offenbar gegeben durch

0sp(J) = max {\;} = max {Ay, As} (3.55)
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und kann betragsméfig durch

1
1] + ﬁ¢ (0r)?2 + /(1) — (22 0a0)? (3.56)

nach oben abgeschitzt werden. Dies ist die gesuchte obere Schranke fiir die Ausbreitungs-
geschwindigkeit in z-Richtung. Die entsprechenden Formeln fiir die y- und z-Richtung
ergeben sich in volliger Analogie.

3.1.6 Fazit: Vorteile von CWENO

Zusammenfassend besteht ein wesentlicher Vorteil von CWENO (und allgemein aller zen-
trierten Schemata) in der Tatsache, dass kein (exakter oder approximativer) Riemann-
Loser erforderlich ist. Die Verallgemeinerung auf den multidimensionalen Fall wird da-
durch wesentlich erleichtert, da fiir das mehrdimensionale Riemann-Problem keine exakte
Losung bekannt ist. Zudem minimiert CWENO bei méfig hohem Rechenaufwand sowohl
die numerisch bedingte Dissipation (durch die hohe Ordnung des Verfahrens in glatten
Bereichen) als auch die Dispersion (durch die ENO-Rekonstruktion zur Reduzierung os-
zillatorischer Artefakte). Die Vermeidung gestaffelter Gitter ist ebenfalls als eine nicht zu
unterschétzende Vereinfachung zu betrachten.

3.2 Tests

Zwischen der praktischen Implementierung eines numerischen Verfahrens in eine Rechner-
umgebung und der Anwendung auf die interessierende physikalische Fragestellung liegt der
unverzichtbare Zwischenschritt der Tests. Deren Sinn liegt — neben dem Aufdecken von
Programmierfehlern, etc. — darin, einen Eindruck von der Giite der erhaltenen Lésungen
zu liefern, und den Anwender iiber Art und Ausmaf der stets vorhandenen numerischen
Artefakte zu informieren. Auf Grund ihrer groflen Bedeutung existiert mittlerweile eine
beachtliche Auswahl von Testproblemen mit bekannter Losung (z. B. [Stone et al. 1992,
Fryxell et al. 2000]), die mit den Ergebnissen des zu testenden Codes zu vergleichen sind.
Im Folgenden sollen einige der mit CWENO durchgefiihrten Tests diskutiert werden.

3.2.1 Lineare Advektion (1D)

Um einen Eindruck von der Qualitdt der Reproduktion von Stromungsproblemen in pla-
narer Geometrie zu erhalten, betrachten wir das reduzierte System partieller Differential-
gleichungen fiir Dichte p = p(x,t) und Geschwindigkeit u = u(x,t)

Op+0.(pu) = 0 (3.57)
Oi(pu) +0u(pu*) = 0, (3.58)
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welches durch Einsetzen von ¢ = 0, p =0 und B = 0 in die eindimensionale Version der
Gleichungen (2.57) und (2.58) entsteht. Bei Verwendung der Anfangsbedingungen

p(x,0) = po(x) und u(z,0) = ug (3.59)

kann leicht gezeigt werden, dass dieses so genannte Advektionsproblem die analytische
Losung

plz,t) = po(z —uot) (3.60)
u(z,t) = wg (3.61)

besitzt. Das Dichteprofil wird also unter Beibehaltung seiner urspriinglichen Form mit
konstanter Stromungsgeschwindigkeit ug transportiert, weshalb jede wie auch immer ge-
artete Abweichung von der anfanglichen Form des Profils ein numerisches Artefakt sein
muss. Advektionstests dieser Art wurden u.a. von Boris & Book [1973] vorgeschlagen.
Abb. 3.2 zeigt die Ergebnisse von Advektionsldufen, die fiir die Kastenfunktion

(12 jx2[<1/3
po() = { 1,0 : sonst (3.62)

als Anfangsprofil fiir verschiedene rdumliche Auflésungen gewonnen wurden. Man beachte
hier insbesondere das vollige Fehlen der von konventionellen Verfahren bekannten oszil-
latorischen Artefakte.” Die Deformation des Dichtepulses spiegelt den Effekt numerischer
Diffusion an dem an der Stufe vorliegenden unphysikalisch starken Gradienten wieder.
Die im rechten Diagramm von Abb. erkennbare ,,Dissipationszone” erstreckt sich nur
iiber wenige Gitterzellen und wird zudem bei steigender Auflésung merklich kleiner.

3.2.2 Lineare Advektion (2D)

Bei den Betrachtungen des letzten Abschnittes waren sowohl die Richtung von u als auch
die des Gradienten von p parallel zur z-Achse (oder einer der anderen Koordinatenach-
sen) orientiert, so dass fiir diesen (auch numerisch) eindimensionalen Fall nur wenige
Gitterpunkte in y- und z-Richtung erforderlich waren)® Da aber die erzielten Ergebnisse
(zumindest im Falle hinreichend hoher Auflésung) unabhéngig vom konkret gewihlten
Koordinatensystem sein sollten, soll nun eine Variante des Advektionsproblem betrachtet

"Einen Eindruck von der typischen Gestalt solch artifizieller Oszillationen gewinnt man z. B. aus dem
linken Teilbild der Abbildung[C.1] auch wenn diese im dort geschilderten Fall aus Anschauungsgriinden
mit CWENO selbst erzeugt wurden.

8Die Natur der dreidimensionalen Implementierung bedingt, dass auch in einer invarianten Richtung
mehr als eine Zelle vorzusehen ist, da es andernfalls in diesen Richtungen zu Schwierigkeiten bei der
Berechnung der Fliisse kommen wiirde. Auch wird die Behandlung der Randbedingungen komplizierter,
wenn in einer Richtung weniger Zellen im Gebiet als Randzellen vorhanden sind. Nur bei ausdriicklichem
Verzicht auf mehrdimensionale Codierung kénnte hiervon abgesehen werden.



42 KAPITEL 3. NUMERIK

werden, bei der die Symmetrieebene des Systems mit der z-Achse einen Winkel ¢ # 0°
einschliefit. Obgleich die physikalische Situation natiirlich unveréndert bleibt, stehen dem
Code nun zunéchst keine a priori-Informationen iiber die Symmetrie des Problems mehr
zur Verfiigung. Dennoch miissen die generierten Daten ein korrektes Abbild der erwar-
teten Profile im rotierten Bezugssystem liefern. Wie Abb. 3.3 zeigt, ist dies in der Tat
der Fall; die durch die Rotation des Bezugssystems hervorgerufenen Abweichungen lie-
gen jeweils im Prozentbereich. (Man beachte, dass die dort gezeigten Graphen schréige
Schnitte durch das Rechengebiet darstellen, die im Allgemeinen nur wenige Gitterpunkte
exakt schneiden. Die dadurch notwendig gewordene Interpolation erklart zum Teil den
sehr glatten Verlauf der Profile.)

Wihrend die in den Abbildungen (3.2 und (3.3 dargestellten Situationen dasselbe phy-
sikalische Problem beschreiben, sind die zugrundeliegenden numerischen Probleme also
durchaus sehr verschieden.

1.25 T T T 0.15

init 256 ——
256 —---m 512 e
512 <o 1024
12} N 1024 1 o1l
115 F | , 0.05 |
| a
a 11 S o
105 |- ; 1 -0.05 |-
1 01
0.95 : : : -0.15

1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1
X X

Abbildung 3.2: Advektionsldufe mit dem Anfangsprofil (3.62) und ug = 0,5 auf dem peri-
odischen Gebiet x € [—1,1]. Links: Profile zur Zeit t = 4 (d. h. nach einem vollstindigen
Durchlauf durch das Simulationsgebiet, gepunktet) fir verschiedene Werte der rdumlichen
Auflosung (256, 512 und 1024 Gitterpunkte), im Vergleich zum Ausgangsprofil (3.62)
(durchgezogen). Rechts: Punktweise berechnete Abweichung von der idealen (d. h. un-
verdnderten) Form.

3.2.3 Das hydrodynamische Stofirohr

Das hydrodynamische Stofirohr-Problem (shock tube problem, Riemann-Problem) wurde
als numerisches Testproblem erstmals von Sod [1978] verwandt: zwei Bereiche, in denen
jeweils verschiedene homogene Gasdichten und -driicke vorliegen, sind durch eine planare
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Abbildung 3.3: Advektionsliufe mit Orientierungen von 9 € {0°,30°,45°} gegen die x-
Koordinatenrichtung. Die rdumliche Auflosung entspricht 256 Gitterpunkten in Bewe-
gungsrichtung (also 256/ cos ¥ bzw. 256/ sin ¥ in x- bzw. y-Richtung.) Links: Dichteprofile
nach einem kompletten Durchlauf durch das Gebiet. Rechts: Absolute Abweichung der Pro-
file fiir ¥ € {30°,45°} vom Referenzprofil 9 = 0°. Die Parameter sind identisch mit den

in Abschnitt verwendeten.

Membran getrennt. Fiir ¢ < 0 ist das Gas in beiden Halbraumen in Ruhe. Wird zur Zeit
t = 0 die Membran plotzlich entfernt, kommt es zur Ausbildung verschiedener Diskonti-
nuitéten, die sich mit charakteristischen Geschwindigkeiten von der urspriinglichen Grenze
beider Gebiete entfernen. Die resultierenden zeitabhéngigen (aber selbstéihnlichen@) Profi-
le kénnen mit der bekannten semi-analytischen Losung (siehe z. B. [Toro 1996]) verglichen
werden und geben so Auskunft {iber die Prézision, mit der der Code Diskontinuitéten ab-
zubilden vermag.

Abbildung [3.4 zeigt exemplarisch das sich entwickelnde Druckprofil fiir das sog. starke
Stofsrohr (strong shock tube, [Calder et al. 2002]), dessen Anfangsbedingung

lple) plz)] :{ 10010] & 550 (3.63)

noch etwas extremere Gradienten beinhaltet als die des klassischen Stofirohr-Problems.
Bei diesem Beispiel tritt die in Abschnitt[2.3.1 angesprochene Diskrepanz zwischen einer
Formulierung der dynamischen Gleichungen bei verschiedenen Variablen (hier Energie-
dichte und Druck) besonders deutlich hervor: Die Beschreibung durch die Dichten von
ErhaltungsgroBen (hier der Gesamtenergie) liefert eine korrekte Wiedergabe der Losung
auch an Diskontinuitéten, wihrend mit einer nicht erhaltenen Gréfie (hier der Druck)
unter ansonsten identischen Bedingungen Ergebnisse produziert werden, die in unakzep-
tabler Weise von der exakten Losung abweichen.

9Darunter ist hier zu verstehen, dass Druck und Dichte nur vom Quotienten z/t abhingen.
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Weitere erfolgreiche Testlaufe mit CWENO, die sich insbesondere des von Brio & Wu
[1988] um Magnetfelder erweiterten Stofirohr-Problems bedienen, wurden von Kleimann et al.
2004] durchgefiihrt; dort kommt zusétzlich ein Verfahren zur adaptiven Gitterverfeine-
rung zum Einsatz.

11
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-04 -0.2 0 0.2 0.4
X

Abbildung 3.4: Dichteprofil des SOD-Problems zur Zeit t = 0,08, jeweils berechnet mit
Druck p (+) und Energiedichte e (x) als Variable. Die e-Kurve gibt die exakte Losung
(durchgezogene Kurve) bereits bei der hier gezeigten Auflosung von 256 Gitterpunkten
mit annehmbarer Genauigkeit wieder, wihrend die p-Kurve in markanter Weise davon
abweicht.

3.2.4 Stromung quer zum Magnetfeld

Als einfaches Testproblem fiir die Fahigkeit des Codes, auch Konfigurationen mit einer
Resistivitiat n # 0 korrekt zu reproduzieren, wird nun die folgende Situation betrachtet:

Zwischen zwei planparallelen Platten bei z € {0, 1} befinde sich ein inkompressibles Fluid,
das sich mit der Geschwindigkeit u = sin(7z) e, in positive z-Richtung bewegt. Zur Zeit
t = 0 sei das Fluid senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung von einem homogenen Mag-
netfeld der Form By = By e, durchdrungen. Anders als in allen anderen betrachteten
Situationen werden Dichte und Geschwindigkeit an jedem Ort zeitlich konstant gehalten;
es handelt sich also um ein magnetokinematisches Problem, das keine Riickwirkung des
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Magnetfeldes auf das Fluid berﬁcksichtigtJTO Dies entspricht dem Grenzfall, in welchem
die Energiedichte B?/2 des magnetischen Feldes sehr klein gegen die kinetische Energie-
dichte pu?/2 ist. Das urspriinglich homogene Magnetfeld wird nun durch die Wirkung der
Stromung in charakteristischer Weise verformt. Anders als im idealen Fall existiert fiir die-
sen Vorgang ein stationérer Endzustand, der mit der Randbedingung B, |.—¢ = 0 = B,|.—1
als

B(2) By lCOS(?TZ) +22—1

nm

geschrieben werden kann [Kippenhahn & Mollenhoff 1975]; die bei z = 1/2 auftretende
maximale Auslenkung der Feldlinien kann zu

1 s
br=—(1-7) 3.65
=15 (365
bestimmt werden. Abbildung zeigt einige Momentaufnahmen der zeitlichen Entwick-
lung des Feldlinienbildes.

e, + ez} (3.64)

3.2.5 Alfvén-Fliigel

Als abschlieSendes Beispiel eines astrophysikalisch motivierten Testfalles soll nun die Be-
wegung eines massiven Hindernisses durch ein magnetisiertes Plasma betrachtet werden.
Drell et al. [1965] konnten zeigen, dass es in dieser Situation zur Erzeugung stehender
MHD-Wellen in der (u, B)-Ebene kommt. (Ein verfeinertes Modell (mit Beriicksichtigung
der Massen-, Impuls- und Energiebilanz) wurde von Wright & Schwarz [1990] vorgelegt.)
Dieses Phénomen spielt z. B. eine wesentliche Rolle bei der Wechselwirkung der Jupi-
termagnetosphéire mit seinem Mond I0 [Neubauer 1980, Linker et al. 1988] und der Io-
nosphére der Erde mit kiinstlichen Satelliten (z. B. [Kopp & Schréer 1998]).

Eine anfinglich homogene Stréomung u = ug e, der Dichte py, wird senkrecht von einem
ebenfalls homogenen Magnetfeld B = Bj e, durchsetzt; die Randbedingungen sind peri-
odisch in allen Richtungen. Im Mittelpunkt des Simulationsvolumens wird innerhalb eines
kugelformigen Bereichs die Geschwindigkeit bei jedem Zeitschritt um den Faktor

o(r,t) =1 —min{1,¢} [1 — tanh (4 max{0,r — 1})] (3.66)
vermindert. (siche Abbildung(3.6 unten links) Auf diese Weise wird dort fiir die Stromung
ein massives Hindernis erzeugt, und es kommt in der Folge zur Ausbreitung sog. Alfvén-
Fliigel, pfeilformige Strukturen, die sich (im Bezugssystem des Hindernisses) entlang der
beiden Charakteristiken der Alfvén- bzw. langsamen magnetosonischen Mode

ut (B/\/p) : (Geschwindigkeit)
cy = (3.67)
u+ (B/B) min{c, B/\/p} : (Gasdruck)

0Dje stationiire Losung des entsprechenden selbstkonsistenten Problems wurde erstmals von Hartmann
[1937] angegeben. Dort wird zusitzlich ein Viskosititsterm vpV?u in der Impulsbilanz verwendet; der
Grenzfall v — 0 fithrt auf 0,v,(2) =0 = 0,B;(2) und ist als Testproblem wenig interessant.
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magnetic field, t = 0.00/ 050/ 1.00 / 2.00
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Abbildung 3.5: Ausgewdhlte Feldlinien des wvereinfachten (magnetokinematischen)
Hartmann-Problems aus Abschnitt|3.2.4 zu den Zeitpunkten t € {0,1/2,1,2}. Der End-
zustand (3.64) ist durch die quadratischen Symbole gekennzeichnet. Die zunehmende De-
formation der anfinglich linearen Feldlinien und ihre Konvergenz zum stationdren Zu-
stand ist deutlich erkennbar. Die Auflésung betrdigt in jeder Richtung 100 Gitterzellen
pro Lingeneinheit (also 200 x 100 Zellen insgesamt, wobei wegen der Invarianz in x-
Richtung nur die Auflosung in z bedeutsam ist). Der Rand in x-Richtung ist periodisch,
in z-Richtung wird am Rand B festgehalten.

in der (u, B)-Ebene (hier also der (x, z)-Ebene) ausbreiten. Abbildung 3.6/ zeigt die Kon-
turen von Druck und Geschwindigkeit, sowie die Feldlinien des zugehorigen Magnetfeldes
zur Zeit t = 19,5 nach Einsetzen der Abbremsung. Die Parameter sind py = 1, ug = 1,
By = 1, po = 0,5; die Auflésung betrigt 60° Zellen. Die Deformation der Feldlinien
beschriankt sich ausschlieflich auf den Bereich der Alfvén-Fliigel, die in allen drei Ab-
bildungen klar hervortreten. Obgleich fiir das betrachtete Gesamtsystem keine exakte
Losung bekannt ist, konnen an diesem schon recht komplexen Beispiel doch wesentliche
physikalische Aspekte (vor allem Geometrie, Morphologie, Ausbreitungsgeschwindigkei-
ten) eindrucksvoll verifiziert werden.

3.3 Numerische Resistivitat

Die in Abschnitt 2.3.3 vorgenommene Bevorzugung idealer MHD (also der Setzung n = 0)
wurde dort mit der Dominanz der stets vorhandenen numerischen Resistivitat 1y, tiber
jeglichen astrophysikalisch motivierten Wert von 1 begriindet. Zur Untermauerung der
Sinnhaftigkeit dieser Annahme soll nun versucht werden, den fiir den verwendeten Algo-
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velocity Ivl, time = 19.50 gaos pressure P, time = 19.50
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Abbildung 3.6: Oben: Alfvén-Fligel in Geschwindigkeit (links) und Gasdruck (rechts) in
der (x,z)-Ebene bei t = 19,5. Die Ausbreitung geschieht (im Bezugssystem des Hin-
dernisses) entlang der Alfvén-Charakteristiken (durchgezogene Linien) mit der (Galilei-
transformierten) Geschwindigkeit u, = +/u®+ (¢s)? (Druck) bzw. w, = /u?+ B2?/p
(Geschwindigkeit). Ebenfalls deutlich erkennbar ist die Druckerhéhung in Anstromrich-
tung vor dem Hindernis, die sich dort durch die Komprimierung des gestauten Plasmas
bildet. Wegen w, = /2 und u, = +/3/2 erreichen die Fligel den Rand des dargestell-
ten Gebietes zur Zeit t, = 20\/§/uv = 20 bzw. t, = 20\/§/up = 40/\/§ ~ 23, was sich
vor allem in der linken Darstellung gut verifizieren lisst. Untere Reihe, links: Verlauf
der Magnetfeldlinien fir die obige Situation. Die Farbe entspricht (wie im Bild dariber)
dem Betrag der Geschwindigkeit. Rechts: Das zur Abbremsung verwandte Profil (3.66) fir
t € [0,1] in sechs dquidistanten Schritten.
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rithmus giiltigen Wert von 7., abzuschétzen.

3.3.1 Diskretisierungsfehler

Sollen Differenzialgleichungen durch Diskretisierung angenédhert und gelost werden, so
sind allgemein zwei Fehlerquellen von Bedeutung:

e Rundungsfehler entstehen dadurch, dass reelle Werte rechnerintern durch Dezimal-
zahlen mit einer endlichen Anzahl von Stellen représentiert werden.

o Abschneidefehler haben ihre Ursache in dem Umstand, dass Ableitungen durch Tay-
lorentwicklungen von Differenzenquotienten angenéhert werden, die aus praktischen
Griinden nur wenige Summanden umfassen konnen.

Erstere sind i. d. R. durch die Hardware vorgegeben, letztere konnen durch die Auswahl
des numerischen Verfahrens beeinflusst werden. Betrachten wir also die Abschneidefehler
etwas eingehender: Bezeichnet

D — utt (3.68)

den (diskreten) Operator, der die diskrete Losung uj zur Zeit t = t" auf jene zur Zeit

t = t"*! abbildet, so ist der lokale Abschneidefehler (local truncation error, LTE) durch
LTEp := u™ — D(u?) (3.69)

definiert, wobei u, die exakte Losung bezeichnet. Der LTE misst also die Abweichung von

der exakten Losung, die sich nach einem Zeitschritt eingestellt hat. Ist D ein Verfahren
der Ordnung [, so ist LTEp von der Gestalt

uttt — [D(uy)]; = At

e,J e

+ O [(Az)™] (3.70)
(jAz,nAt)

mit einer Konstanten C, die fiir einfache Verfahren explizit angegeben werden kann; sie-
he dazu etwa [Colella & Puckett 1994]. Die mittels D produzierte numerische Losung
verhilt sich demnach nidherungsweise so, als wére der zu losenden Gleichung ein Term
o< Oty /02!t hinzugefiigt worden. Das qualitative Erscheinungsbild der dadurch ver-
ursachten numerischen Artefakte steht daher in einem engen Zusammenhang mit der
Ordnung [ des Verfahrens. Dies soll an folgendem Beispiel kurz veranschaulicht werden.

3.3.2 Dispersion gegeniiber Diffusion

Betrachten wir Fletcher [1991] folgend die beiden Gleichungen

of ~af  *f
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und ,
of of  Lof
welche Losungen der Form
f(z,t) = fo exp[—y(k)t] coslk(z — u(k)t)] (3.73)

mit k € R zulassen. Fiir « = 0 bzw. = 0 erhalten wir die bekannte Advektionsgleichung,
welche das Profil f(x) transportiert, ohne dessen Form zu &ndern.

Gleichung (3.73) beschreibt eine ebene Welle, die sich mit der Geschwindigkeit v(k) in
der positiven z-Richtung ausbreitet, wihrend sich ihre urspriingliche Amplitude f, nach
der Zeit 1/v(k) um den Faktor 1/e verringert hat. Durch Einsetzen von (3.73) finden wir

u(k) = v N (k)= ak?® fir (3.71 374
wk)= v—08k* AN yk)= 0 fiir (3.72 (3.74)
Der a-Term lasst also die Ausbreitungsgeschwindigkeit unverdndert, bewirkt aber einen
Zerfall des Profils (Diffusion), der wegen der k*-Abhingigkeit fiir kurzwellige Profile
besonders ausgepragt ist. Der g-Term hingegen, der den Einfluss des Storterms drit-
ter Ordnung steuert, bewirkt Dispersion (d. h. ein Auseinandernlaufen des Profils), da
die kurzwelligen Moden sich nun langsamer ausbreiten. Allgemein haben Verfahren ge-
rader Ordnung Dispersion, Verfahren ungerader Ordnung (mit Korrekturterm der Form
(—1)™ V2™ f) dagegen Diffusion zur Folge. Numerisch bedingte Dispersion dufiert sich
in Oszillationen in der N&he starker Gradienten, Diffusion dagegen in einer scheinbar
erhohten Viskositdt bzw. Resistivitét.

3.3.3 Strategie

Da CWENO (zumindest in hinreichend ,,glatten” Gebieten) ein Verfahren dritter Ord-
nung darstellt, erwarten wir, dass die Wirkung des Abschneidefehlers sich in der Induk-
tionsgleichung durch einen diffusiven Korrekturterm der Form —(uumV*B beschreiben
ldsst. Die zur Abschéitzung von (., zugrunde gelegte Idee ist es, einen moglichst einfa-
chen Testfall zu betrachten, fiir den die modifizierte Induktionsgleichung

OB=Vx(uxB)-(V'B (3.75)

eine nichttriviale, analytisch darstellbare Losung besitzt. Durch Vergleich mit den Ergeb-
nissen der zugehorigen Simulation (in welcher der Code Gleichung (3.75) ohne explizite
Beriicksichtigung des resistiven Terms o ¢ 16st) kann dann auf denjenigen Wert von Cuum
geschlossen werden, bei dem die maximale Ubereinstimmung zwischen exakter und nu-
merisch gewonnener Losung besteht.
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3.3.4 Testszenario

Zunichst ist klar, dass hierfiir alle statischen Probleme (u = 0) ungeeignet sind, da der
Algorithmus nur die Losung 0; B = 0 liefern kann. (Samtliche Terme auf der rechten Sei-
te von berechnen sich aus u x B, skalieren daher mit ||u|| und verschwinden fiir
|lul| = 0.) Daher betrachten wir im Folgenden das an (3.57/—[3.58) angelehnte eindimen-
sionale Advektionsystem

Op+0.(pu) = 0 (3.76)
Oi(pu)+0x(pu?) = Ou(—p+ B*/2) (3.77)

welches wir aus dem allgemeinen System (2.57 —[2.60) fiir den Spezialfall

u = U(JT,t) €z, pP= p(mat) )

B= B(z,t)e,, p= p(z,t),

—_— y= 1 (3.79)
Q = 07 cs= 1

und unter Hinzufiigung des Terms —( Oz B geméaf erhalten. Wahlen wir als
Anfangsbedingung

o(2.0) = po— B2 (350)
w(z,0) = Uay (3.81)
B(z,0) = pB(x), (3.82)

so wird der magnetische Druck wegen p = p exakt durch den thermischen Druck kompen-
siert, und die auf das System einwirkende Gesamtkraftdichte verschwindet. Analog zur
hydrodynamischen Advektion (sieche Abschnitt gilt dann fiir alle ¢
p(‘ra t) - p(CL’ - uadvta O) (38?))
u(z,t) = u(x,0) = Uaay - (3.84)

Durch die Galilei-Transformation
¥ = = Uy t (3.85)
t =t (3.86)

gehen wir nun in das mit u,q, mitbewegte Bezugssystem iiber, wo die verbleibende DGL

(3.78)) des Magnetfeldes nun

OB'(a', 1)
ot

9 B'(a', 1)

=~ o (3.87)

lautet.
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3.3.5 Wahl der Testfunktion

Die Endlichkeit des periodischen Rechengebietes £ = [—\/2, A/2] impliziert, dass B'(2/, t)
als periodisch in 2’ angenommen und daher durch die Fourier-Reihe

2
Zb cos (kpt' — ) mit Ky :z%n (3.88)

dargestellt werden kann. Somit scheint es naheliegend, die Startfunktion
B(x) = cos (k x) (3.89)

fiir einige ausgewihlte Werte von k zu betrachten.
Einsetzen des Separationsansatzes

in (3.87) fithrt auf

- — —: AY 3.91
IO .
mit den Einzell6sungen
s(x) = s1 exp(Azx) + s9 exp(—Azx) + s3 sin(Az) + s4 cos(Ax) (3.92)
g(t) = q(0) exp(—cA*t) , (3.93)

wobei statt 2’ wieder x geschrieben wurde. ! Die allgemeine Losung ist also

Z exp CA4 [sl,n exp(A,x) + sa., exp(—A,7)

+53.5 SIN(ApT) + 4., cOs(A,7)]

(3.94)

Fir ¢t = 0 muss die Startlosung reproduziert werden. Wegen der linearen Un-
abhéngigkeit der Basisfunktionen in (3.92) bedeutet das fiir die (noch) freien Konstanten

in (3.94)

Si;n = S2n = S3n = 0
S4pm = Opo p V1, (3.95)
A, = k
was schlieBSlich auf
B(xz,t) = exp (—k* ( t) cos(k z) (3.96)

als Losung fiir die zeitliche Entwicklung von (3.89) fiihrt.

HDies ist unkritisch, da ab hier nur noch Zeitpunkte betrachtet werden sollen, bei denen = = a’ ist.
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‘ At N anN anN N3 ‘
0,004 100 0,000776 776,0
0,005 80 0,001534 7854
0,008 50 0,006287  785,9
0,01 40 0,011880  760,3
0,02 20 0,072803 5824
0,025 16 0,130355 533,9
0,04 10 0,493148 493,11
0,05 8 0901763 461,7

Tabelle 3.1: Parameter der magnetischen Advektionsliufe und die unter Verwendung der
Fitfunktion (3.103) ermittelten Zerfallskonstanten ay. Fir ein Verfahren exakt dritter
Ordnung sollte oy N3 in etwa gleich einer globalen Konstanten sein; die Abweichung von
dieser angenommenen Skalierung zu kleinen N hin wird in der letzten Spalte deutlich.

3.3.6 Ergebnisse

Zugfolge der allseitig periodischen Randbedingungen kann das Rechengebiet auf eine volle
Wellenlénge in = beschrinkt werden, die durch N Zellen der Gréfle Ax iiberdeckt wird.

Daher ist 9 9
T T
= — = ) 3.97
A N Az ( )
Fiir den in Tabelle 3.1 genannten Satz an Auflésungen N wird das System (3.76 —[3.78))
jeweils fiir 20 Advektionsperioden simuliert. Indem das Produkt N At = 0,4 konstant

gehalten wird, ist nach Gleichung (3.3) der (anfingliche) CFL-Wert

Cerr = (At/Az) v = (1+2v/3)/10 ~ 0,446 (3.98)
unabhéngig von N. Zu den Zeitpunkten
A
t":=n Py =n , n=0,1,2,... (3.99)
Vadv

passiert das Profil seine Ausgangslage, und (3.96) zufolge ist dann insgesamt eine Ampli-
tudenverminderung um den Faktor

B(z,t™)

d, =
" B(z,0)

= exp (—C k* Payn) (3.100)

zu erwarten.
Die direkte Quotientenbildung geméafl (3.100]) ist ungiinstig wegen der Nulldurchgénge
von B(z,0) bei kz = £7/2. Daher wird statt dessen die Funktion

bat(z,dy,) = d,, cos(kx) (3.101)
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mit dem freien Parameter d,, an das Profil angefittet, d. h. fiir jedes n wird derjenige Wert
von d,, bestimmt, der
> IB(wi,t") = b(i, o) (3.102)
x, €L
minimiert. Abbildung [3.7 stellt als Beispiel die Profile B(z,t") und die so ermittelten
Abklingfaktoren d,, dar.

1.0

0.5

By

0.0

< By(t) / By(0) >
+

-0.5 r
0.2

0.0 L L L

-1.0 . . . K o] 5 10 15
t / P_adv

Abbildung 3.7: Links: Das advektierte B-Profil zu den Zeitpunkten t" = n Py,
ne€{0,1,...,20} bei einer Auflosung von N = 20 Gitterzellen und der Advektionsge-
schwindigkeit v,qy = 0,5. Rechts: Relativer Abfall der mittleren Amplitude von B tiber der
Zeit (ebenfalls in Finheiten von Phgy ). Zusditzlich dargestellt ist die Kurve (3.103), deren
Parameter oy nach die Methode der kleinsten Quadrate (3.102) bestimmt wurde.

Fiir jedes N nach Tabelle 3.1 erhdlt man so einen separaten Satz an Abklingfaktoren
{d,}, die nun ihrerseits mit einer exponentiellen Fitfunktion der Form

t
d(t, ) = exp (—aN ) (3.103)
Padv

verglichen werden konnen. Abbildung 3.8 stellt die so ermittelten Wertepaare (N, ay) in
einem doppeltlogarithmischen Diagramm dar. Diesen kann in guter Naherung
(0% .
ay = Flg mit ay := 700 (3.104)
entnommen werden. Kombiniert mit (3.100) und den Ergebnissen von (3.103) ergibt sich

schliefllich
C- - (3 ()
B kA Padv B N3 )\ Uadv

700 /M)°
(27-(-)4 <N> Vadv ~ 07449 (AZ‘)3 Uadv - (3105)

Q

20
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Abbildung 3.8: Doppeltlogarithmische Darstellung der Wertepaare (N, ay) gemdafS Tabelle
8.1, Der Verlauf wird in offenbar in akzeptabler Weise durch ay = 7T00/N? (durchgezo-
gene Linie) wiedergegeben. Fir kleine N deutet sich eine Abflachung des Profils an; in
diesem Bereich wird B(x,t) nur durch wenige Gitterzellen reprdsentiert, wodurch in der
Polynomrekonstruktion der Zellwerte die linearen Polynome gegeniiber den Quadratischen
an Finfluss gewinnen und die formale Ordnung von drei in Richtung zwei absinkt.

Fiir allgemeines u konnen wir also das Mafl der im Code prisenten numerisch bedingten

Diffusion quantifizieren als

A 3

Diese Formel zeigt nochmals explizit, dass rein statische Losungen zur Bestimmung von
Coum nicht geeignet sind. Wollte man in den Simulationen eine explizite physikalische
Resistivitat n beriicksichtigen, so wéire die Zeitentwicklung der numerischen Lésung von
B im hier betrachteten Fall durch eine Gleichung der Form

OB(x,t)  0B(z,t) 0?B(x,t) 0'B(z,t)
= — —_— 1
o VT or g ST g (8-107)
bestimmt. Der zu (3.73) analoge Ansatz
B(z,t) = By exp|—(k)t] cos[k(x — ut)] (3.108)

fithrt auf einen Amplitudenzerfall der Stérke

(k) =k (n+kCum) - (3.109)
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Die Wirkung der numerisch bedingten Diffusion (o (uum) kann also in eine |, effekti-
ve” numerische Resistivitdt umgerechnet werden, die dann natiirlich von der Wellenzahl
abhéngig ist:

21\ * (Az)? u
eff num - — k2 num — | . A1
e ¢ ( : ) ; (3.110)
Als kleinste auf dem Zellgitter sinnvoll darstellbare Wellenlédnge sei Ay, := 6 Az ange-
setzt, die Grofite ist durch die Abmessungen des Simulationsvolumens als Ay (= L =
N Az vorgegeben. Bei u = O(1) iiberdeckt Negr num also etwa den Bereich
272 or \* (Az)? or \° (Az)® 72
2= Ar= < < =— Azx. 111
e X ()\max) 9 > Teff num > (Amin) 9 18 Zz (3 )

Typische Parameter fiir die Sonnenwind-Simulationen aus Kapitel |4 sind N < 100 und
Az > 0,05. Damit liegt dort die numerisch bedingte Resistivitit im Bereich 10~ (fiir
Amax) bis etwa 1072 im Falle von Api,. Wie schon in Abschnitt 2.3.3|angekiindigt, iibertref-
fen diese Werte die stoflbedingte SPITZER- Resistivitét (2.52) um einige GréBenordnungen.
Die dort vorgebrachten Griinde, nach denen ggf. die Beriicksichtigung expliziter physika-
lischer Resistivitdt dennoch sinnvoll sein kann, bleiben davon allerdings unbeeinflusst.

3.4 Quellterme

Die eingangs gegebenen Erlauterungen zum CWENO-Verfahren gelten zunéchst nur fiir
den Spezialfall (3.8), in welchem der Quellterm ) verschwindet. Es stellt sich nun die
Frage, wie die diversen Quellterme (Heizung, Gravitation, und in diesem Fall auch Resi-
stivitdt) auf der rechten Seite der dynamischen MHD-Gleichungen zu behandeln sind.

3.4.1 [Einige Strategien zur Implementierung

Viele alternative Verfahren, wie z. B. der klassische ROE-Loser [Roe 1981], sehen keine
expliziten Quellterme vor. Der iibliche Ausweg besteht in einem sog. Splitting- Verfahren,
welches statt eines Zeitschritts fiir

oU(x,t)+ V-F[U(x,t)] = Q(x, 1) (3.112)
jeweils abwechselnd je einen Zeitschritt fiir

U (x,t) + V- -F[U(x,t)] = 0 und (3.113)
oU(x,t) = Q(x,t) (3.114)

ausfiihrt; fiir den zweiten Schritt (3.114) muss ein weiteres Verfahren gefunden werden.
Durch STRANG-Splitting [Strang 1968] kann die formale Ordnung dieser Kombination von
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O(At) auf O(At?) verbessert werden (sofern beide Einzelverfahren mindestens zweiter
Ordnung sind), indem Reihenfolge und Schrittweite auf geeignet kombiniert werden.
Wiederholt man die CWENO-Herleitung aus Abschnitt|3.1]fiir Quellterme @ # 0, so zeigt
sich, dass deren Beriicksichtigung im Rahmen des Verfahrens einfach dadurch zu erreichen
ist, dass auf der rechten Seite des semidiskreten Schemas (3.39) der Term

Tjt1/2
Q:(t) ::Aix / Qlu(z, 1), 2,1 dz (3.115)
Tj—1/2

hinzugefiigt wird. Das geeignete Verfahren zur Diskretisierung dieses iiber die Zelle ge-
mittelten Quellterms kann in einfachen Féllen durch die Forderung gefunden werden, der
Algorithmus moge eine bekannte, hinreichend einfache, stationédre Losung moglichst ex-
akt reproduzieren. Beispielsweise betrachten Kurganov & Levy [2002] das eindimensionale
SAINT-VERNANT-System

Oh+ By(hu) = 0 (3.116)
0,(hu) + 9, (mﬂ + g h2> = —ghdK . (3.117)

welches die Zeitentwicklung der Wasserhohe h(z,t) und der FlieBgeschwindigkeit u(x,t)
iiber einem Flussbett des Profils K(x) bestimmt. (¢ ist die Schwerebeschleunigung.)
Fiir den statischen Fall v = 0 ist (nach einem Variablenwechsel) u;ﬁrl jo = Wi fiir
u € {h+ K, hu,a} zu setzen, wobei sich die Indizes auf die Notation des semidiskreten
CWENO-Schemas (3.39) fiir (3.116, 3.117) beziehen. Die Forderung, das Schema mége
den statischen Fall exakt reproduzieren, liefert so direkt eine Diskretisierungsvorschrift
fiir den Quellterm —g h 0, K.

Fiir den vorliegenden Fall der MHD-Sonnenwindgleichungen ist eine derartige simple
Losung nicht verfiigbar; insbesondere sind Losungen der Form u = 0 oder u = ug = konst.
nicht zu erwarten. Es bleibt also nur, die Quellterme moglichst prézise numerisch iiber
die jeweilige Zelle zu integrieren. Dieser Aspekt wird in Abschnitt 3.4.2 weiter vertieft.

Die CFL-Bedingung fiir Quellterme

Zu beachten ist ferner, dass sich durch das Hinzufiigen von Quelltermen zusétzlich zur
CFL-Bedingung (3.3) ggf. weitere einschrinkende Bedingungen der fiir den Zeitschritt At
ergeben konnen. Fiir einen resistiven Quellterm der Form nV?B in der Induktionsglei-
chung ist beispielsweise die Bedingung

n At < (Ar)? (3.118)

zu beachten, die leicht aus einer Stabilitidtsanalyse (sieche z. B. [Potter 1973]) abgeleitet
werden kann.
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Komplizierte Quellterme (wie nichtlineare Funktionen des Ortes, etc.) entziehen sich die-
ser einfachen Herangehensweise. In einem solchen Fall ist es sinnvoll, den Zeitschritt eher
konservativ zu wéahlen und bei Anzeichen numerischer Instabilitdten ggf. weiter zu ver-
kleinern. Simulationen mit 7 = 0 wurden i. d. R. mit etwa Ccpr, = 0,5 betrieben, sofern
nicht explizit abweichende Angaben gemacht werden.

3.4.2 Zellmittelwert gegeniiber Punktwert

Wie in Abschnitt 3.1 dargelegt, rechnet der Algorithmus nicht eigentlich mit den Punkt-
werten w;j; = u(r;;) am Ort des Gitterpunktes r = r;j;,, sondern mit den iiber das
Zellvolumen Vjj; gemittelten Groflen a;;, = ( f‘/ijk u(r) d3r> /Viji- Bei Verfahren zweiter

Ordnung, die zur Rekonstruktion der Zellinhalte lineare Polynome verwenden, sind die
Punktwerte gleich den Zellmittelwerten. Anders beim CWENO-Verfahren dritter Ord-
nung, wo dieser Unterschied zwischen w;;;, und @;;;, potentiell relevant wird, sobald u(r) in
anderer als linearer Weise vom Ort abhéngt. In diesem Fall stehen wir vor der Aufgabe,
eine moglichst gute Approximation an das Zellmittel

Qi = (Vigi) ™" / Q[r, u(r)] Vi (3.119)
Vijk
des Quellterms ) zu finden. Ist () eine Funktion des Ortes allein (also unabhéngig von

den Funktionswerten u), so bietet sich (falls moglich) die analytische Integration an,
andernfalls deren numerische Approximation, etwa durch Quadratur nach SIMPSON

+1
Qijr = Z me Q(ri+a/2,j+ﬂ/2,k+»y/2) (3.120)
a,B,y=—1

mit insgesamt 3% = 27 Stiitzstellen auf den Mittelpunkten aller Kanten und Seitenflichen
der Zelle, sowie im Mittelpunkt der Zelle und in allen acht Ecken. Die Gewichte der
Stiitzstellen sind in diesem Fall als

64 : |a|+1|8]+ |7 =0 (Zellenmitte)
s 1 16 : |af+ |68+ |y|=1 (Flichenmitte)
Yapy =516 ) 4 - la| + 8] + |7] =2 (Kantenmitte) (3.121)

I ¢ Ja|+|68]+ |y =3 (Eckpunkt)

zu wahlen.

Nun héngen die hier zur Diskussion stehenden Quellterme der Gravitation und Heizung

p T

Qgrav = _w (3122)

Qreis = q([|rl]) To p V- (%) (3.123)
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sowohl vom Ort als auch explizit von p und der Impulsdichte pu ab, zudem muss ein
Divergenzterm berechnet werden. Dies verlangt nach einer analytischen Ersatzfunktion
pijk(z,y, z) fur die Dichte und weiterer drei Funktionen fiir die Komponenten von pu, die
an den Stiitzstellen von (3.120) ausgewertet werden konnen. Hierzu wihlen wir fiir jede
Zelle Vi, eine Menge N von Zellen, die auler Vj;; selbst noch einige Nachbarzellen von
Vijr enthélt, und bestimmen p;;i(z,y, z) dergestalt, dass

1
v /ﬁijk(a:,y, Z)dedydz=pyr VVoeN (3.124)
Va

gilt, d. h. dass p;x(x,y, z) die Zellmittelwerte aller Zellen aus N erhilt. Sei z. B.
Nije = {Virjow| max{|i’ —il,|j" — jI, [K' — k[} <1} (3.125)

die Menge, die neben der Zelle V). selbst genau jene 3* — 1 = 26 Nachbarzellen enthilt,
die in jeder Richtung hochstens eine Stelle von Vjj, entfernt ist. In diesem Fall kann
pijk(x,y, z) sinnvollerweise als triquadratisches Polynom

2

ﬁijk('rayvz) = Z Clmn l’lymzn (3126)

I,m,n=0

gewidhlt werden, da es in diesem Fall genau 27 Bedingungen fiir die 27 Koeffizienten c;;y,
gibt.

Es stellt sich nun die Frage, wie die Werte an den Stiitzstellen aus p;;x(x,y, 2) berechnet
werden sollen. Die zellenweise Approximation durch

+1

Qijk ~ Z Wogy Pijk(Tivas2; Titp/2, Thir/2) (3.127)
a,B,y=-—1

allein hat den Nachteil, dass an den Réndern der Zellen merkliche Spriinge in den Werten
der beiden Funktionen entstehen. Es ist z. B. im Allgemeinen

Diie(Tj41/2: Yjs 2) 7 Pisje(Tj1)2: Yo 2)

obwohl beide Funktionen eine Approximation (z. B.) der Dichte am gleichen Punkt im
Raum liefern sollen. Wie das in Abbildung dargestellte Beispiel zeigt, ist die direkte
Verwendung von p(z,y, z) an den Stiitzstellen besonders dann problematisch, wenn die
zu approximierende Funktion deutlich stéirker als quadratisch steigt oder abfallt. Die so
berechneten Polynome neigen dazu, die Werte an den Stiitzstellen auf der Grenze zwi-
schen zwei Gitterzellen systematisch zu unter- bzw. zu iiberschétzen. Aus diesem Grund
erscheint es sinnvoller, auf den Zellenrdndern anstelle der Werte des einzelnen Polynoms
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Abbildung 3.9: Links: Die Funktion f(z) := 1/2* wird auf dem Intervall 0,6 <z < 1,6
durch N = 5 quadratische Polynome p;(x) (dick gezeichnet) approzimiert, wobei jedes
pi(z) jeweils die Integralmittelwerte von f(x) dber die eigene und die beiden Nachbarzellen
erhdlt. An den Intervallgrenzen x = x;11/2 werden die wahren Werte f(x;y1/2) systema-
tisch unter- bzw. tberschitzt. Die arithmetischen Mittelwerte [p;(2;41/2) + Dis1(Tiz1/2)]/2
(ovale Symbole) wiirden schon eine deutlich bessere Niherung fir f(xit1/2) liefern.
Tatsiichlich zum Einsatz kommen soll der Mittelwert [p;(x;) + piy1(xii1)]/2 der rekon-
struierten Punktwerte im Mittelpunkt der Zelle. Rechts: die gleiche Situation, aber zur
besseren Veranschaulichung normiert auf f(x). Effektiv wird f(x) also durch den dick
gestrichelten Kurvenzug angendhert (links nicht sichtbar).

den arithmetischen Mittelwert der Punktwerte der angrenzenden Zellmittelpunkte zu ver-
wenden. Dieser ist aus zwei, vier oder acht Summanden zu bilden, je nachdem, wie viele
Zellen an den zu berechnenden Punkt angrenzen.

Fiir die Zellmittelpunkte kann jeweils Gleichung (3.126]) herangezogen werden:

+1
p(0,0,0) =cono = Y wPy piji (3.128)
i k=—1
mit
263 = 17576 li| 4 [j] 4+ |k| = 0
1 262 =676 : |i| +|j|+ |k =1
it = 13821 1 12
Wik = 13324 ) 26" =26 il + || + k] = 2 (3.129)
26° =1 il + 171 + |k =3
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Gegeniiber einer direkten Auswertung des Quellterms am Ort r;;;, (also in der Zellenmitte)
hat das beschriebene Verfahren den Nachteil des massiv erhohten Rechenaufwandes, da
nun bei jedem Zeitschritt pro Zelle der Quellterm einmal fiir jede der 27 Zellen aus Ny,
auszuwerten ist. Vergleiche anhand der Konvergenzrechnungen aus Abschnitt|4 zeigen (bei
einem Anstieg der CPU-Rechenzeit um den Faktor 2..3) praktisch keinen Unterschied der
Ergebnisse im Hinblick auf Gitterartefakte o. 4. Aus diesem Grund scheint es sinnvoller,
die Quellterme punktweise je einmal pro Zelle auszuwerten und damit den Unterschied
zwischen Zellmittelwerten und Punktwerten aufler Acht zu lassen.

3.5 Behandlung der Randbedingungen

Dieser Abschnitt diskutiert, in welcher Weise die Randbedingungen auf den in Abschnitt
2.7.2 beschriebenen beiden Randarten konkret zu implementieren sind.

3.5.1 Der duflere Rand

Die Berechnung von ﬂ%l durch CWENO und das in Abschnitt 3.6.2] erlauterte Projek-
tionsverfahren erfordern die Existenz von Nachbarzellen in einer bzw. drei Zellen Entfer-
nung. Um das eigentliche Simulationsvolumen befindet sich daher eine b = 3 Zellen breite
Schicht aus Randzellen, denen vor jedem Zeitschritt gemafl den dort giiltigen Randbedin-
gungen entsprechende Werte zuzuweisen sind. Dazu ist fiir jede dynamische Variable

w € {p, (pus), (puy), (pu), By, By, B, e}

und fiir jede der sechs Randflichen X, Y., Z, jeweils eine der in Tabelle 3.2l aufgefiihrten
Randbedingung vorzuschreiben. Die vorgesehenen Moglichkeiten sind:

periodisch: Der Rand wird mit dem gegeniiberliegenden Rand identifiziert, der dann
ebenfalls periodisch zu wihlen ist. Das Gebiet kann als Ring (1D) bzw. Torus (2D)
veranschaulicht werden.

symmetrisch: Der Rand bildet eine Symmetrieebene fiir w.

antisymmetrisch: Am Rand wird w = 0, etwa wenn der Rand ein reflektierendes Hin-
dernis fiir die Stromung darstellen soll, so dass an diesem Rand die gleichnamige
Komponente der Geschwindigkeit (also z. B. u, an X ) antisymmetrisch vorgegeben
wird. Zuséatzlich wird w auf dem Rand explizit zu Null gesetzt.

extrapolierend: w wird linear in den Rand hinein extrapoliert. Dieses auch als ausflie-
flende Randbedingung bezeichnete Vorgehen kommt an freien Réndern zum Einsatz,
an denen die Stromung das Gebiet mdglichst stérungsfrei verlassen soll. Haben der
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Funktionswert w und seine zweite Ableitung w” auf der Innenseite das gleiche Vor-
zeichen, so kann es vorkommen, dass die Extrapolation einen unerwiinschten Vorzei-
chenwechsel erzwingt. (Konkret konnte z. B. ein Dichte- oder Geschwindigkeitsabfall
poxr~" n >0 auf der Auflenseite zu p < 0 extrapoliert werden. Aus diesem Grund
wird ein Vorzeichenwechsel oft zusétzlich durch explizite Setzung auf Null (fir die
Geschwindigkeit) bzw. auf einen Wert > 0 (im Falle der Dichte) abgefangen.

Die konkrete Auswahl ist dem jeweils zu simulierenden Problem anzupassen. Tabelle [3.3
gibt ein typisches Beispiel fiir eine solche Auswahl. Die entsprechenden geometrischen
Verhiiltnisse sind in Abbildung 3.10 veranschaulicht.

Abbildung 3.10: Veranschaulichung der Geometrie des Rechengebietes im Falle eines Ok-
tanten mit der Sonne im Ursprung. Dargestellt sind ferner ausgewdhlte Feldlinien eines
Dipolfeldes. Das Magnetfeld steht senkrecht auf dem Rand Z_ (bei z = 0) und parallel
zu den Rdandern X_ und Y_. Randbedingungen an Rdndern, die den Ursprung schneiden,
(grau schattiert) ergeben sich aus Symmetriebedingungen; die anderen drei Randflichen
(transparent) tragen extrapolierte Randbedingungen.
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Bezeichnung Bedeutung Vorschriften (i € [1,b])

(P) periodisch W_j — WN_; AN Wi — Wi

(S) symmetrisch w —0 W_; — W; AN WNi — WN_;

(A) antisymmetrisch w— 0 W_j +— —wj AN WNii — —WN_;

(E) extrapolierend W' —0 W_j— 2w —w; N WNii < 20N — WN_;

Tabelle 3.2: Im Code verwandte Randbedingungen und thre Realisierung. Es sei hierbei
{wil i=0,...,N} die Sequenz der Zellinhalte entlang einer Koordinatenrichtung. Die
Zellen des linken (i = —b,...,—1) und rechten (i = N + 1,...,N +b) Randes sind
entsprechend der letzten Spalte mit den bereits berechneten Werten zu fiillen.

Rand
X X, Y Y Z Z
p S E S E S E
Py A E S E S E
Py S E A E S E
U, S E S E A E
B, A E S E A E
B, S E A E A E
B, S E S E S E
ebzw. T | S E S E S E

Tabelle 3.3: Randbedingungen fiir das Beispiel des in Abbildung |3.10 dargestellten
Sonnenwind-Oktanten mit dipolartigem Magnetfeld. Durch Spiegelung an den (X/Y/Z)_-
Réndern (die den Ursprung enthalten) wird der komplette Wiirfel (dann mit der Sonne
im Zentrum) reproduziert. Die Vektoren u und B sollen an den Randfiichen parallel zu
diesen liegen, mit Ausnahme der Aquatorialebene Z_, auf der B senkrecht zu stehen hat.

3.5.2 Die Sonnenkugel als innerer Rand

Die Physik des Windmodells erfordert die Vorgabe physikalischer Randbedingungen auf
der Sonnenoberfliche, welche nach Abschnitt 2.7/ durch die Kugel § := {r | ||r|| = 1} im
Inneren des Simulationsvolumens dargestellt wird. Da S offenbar mit keiner der karte-
sischen Koordinatenflichen zusammenfillt, stellt sich die Frage, wie die auf & vorzu-
sehenden Randbedingungen auf die Punkte des Gitters zu tibertragen sind. (Motiviert
durch die in Abschnitt [3.4.2 festgestellte praktische Aquivalenz zwischen Zellmittelwer-
ten und Punktwerten wird fiir den Rest der Arbeit nicht mehr zwischen beiden Begriffen
unterschieden; die Bezeichnungen ,,Gitterpunkt” und ,,Gitterzelle” werden also synonym
verwendet. )
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Das Forcing-Prinzip

Das naive Verfahren besteht darin, einfach alle Punkte innerhalb von & auf ihrem An-
fangswert zu belassen. Damit wird § faktisch durch seine konvexe Hiille dargestellt.
Deutlich préziser ist das Forcing-Verfahren nach Fadlun et al. [2000], welches auf eine Idee
von Peskin [1972] fiir Randbedingungen an die Stromungsgeschwindigkeit zuriickgeht: Um
dem Fluid am Punkt r; eine Geschwindigkeit V() vorzuschreiben, wird auf der rechten
Seite der Navier-Stokes-Gleichung eine geeignete Kraftdichte der Form

£,(t) o V,(t) — wilt) (3.130)

eingefiigt, die die tatséichliche Geschwindigkeit u; zu V; hin  verschiebt” (und offenbar
verschwindet, sobald wie gewiinscht V;(t) = u;(t) gilt).

Deutlich vorteilhafter (weil numerisch stabiler und frei von der Notwendigkeit, fiir (3.130)
geeignete Skalierungskonstanten zu wihlen) ist das direkte Forcing [Mohd-Yusof 1997]: Ist
z. B.

n+1 _ "

St = (RHS) g (3.131)

die diskretisierte Fassung der Navier-Stokes-Gleichung
Ju = RHS +f | (3.132)
so erhilt man die Form von f 172 cinfach durch Einsetzen von u™ = VI in (3.131)

und auflésen nach £/* zu
Vit g

£H2 = (RHS)MV? 4 thuz . (3.133)

Fiir andere Zeitschrittverfahren — speziell fiir das Runge-Kutta-Schema (3.41) — ergeben
sich aus demselben Vorgehen Ausdriicke fiir f, die von (3.133) abweichen.

Das Forcing-Verfahren ist sinnvoll, wenn man an den tatséchlich an der Grenzfliche an-
greifenden Kriften interessiert ist, und ein direktes Setzen der Randbedingungen nicht
moglich oder nicht sinnvoll ist. Hier ist die Kraftdichte f allerdings nur Mittel zum Zweck,
und es macht keinen Unterschied, ob die gewiinschte Bedingung u; = V; durch direkte
Setzung oder durch die Wirkung von f zustande kommt. Aus diesem Grund spricht nichts
dagegen, Randgitterpunkte direkt auf den Wert von V; zu setzen. Dieser ist allerdings in
jedem Fall vorher zu bestimmen, da konkret nur V|s gegeben ist.

Geeignete Verfahren zur Interpolation

Dazu wird zunéchst eine Liste von Gitterpunkten G := {g,} erstellt, die aulerhalb, aber
noch hinreichend nahe an S liegen, um als ,,Ort” des Randes zu gelten. Das naive Vor-
gehen wére es, zu jedem Punkt g, einen ,,nahe” gelegenen Raumpunkt s, € S (z. B. die
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Projektion g, ||g.||~! von g, auf §) zuzuordnen und u(g,) := V(s,) zu setzen/'2 Es finde

dann keinerlei Interpolation statt, und & wire effektiv durch die Einhiillende der zu G
gehorigen Zellvolumina représentiert.

Eine weitere Moglichkeit ist es, den vorzugebenden Wert durch Interpolation zu ermitteln.
Beim von Fadlun et al. [2000] favorisierten Vorgehen wird zunéchst jedem g, ein benach-
barter, weiter auflen liegender Gitterpunkt n, zugeordnet. Der bei g, vorzugebende Wert
wird dann durch

||ga|| —1

a) = Va
w(ga) = Vot T

[u(ng) — Vi (3.134)

linear gemittelt. Die Interpolation (3.134) ist offenbar von erster Ordnung in radialer Rich-
tung und von Ordnung Null in allen Richtungen senkrecht dazu, da in (3.134) nur der
Abstand || - || = 1 zu S eingeht. Als Interpolationspunkt n,, sollte daher derjenige Nach-
barpunkt von g, gewihlt werden, der erstens weiter auflen liegt als dieser und dessen
Ortsvektor zweitens vom Ursprung aus gesehen in eine moglichst &hnliche Richtung zeigt.
Das Auswahlverfahren wird z. B. in [Spanier 2002] eingehender erldutert; die Beziehung
der Punkte g,, n, und s, zueinander ist in Abbildung(3.11 dargestellt.

Im Hinblick auf die &uflerst starken radialen Gradienten (v. a. der Dichte), die nahe
der Sonne auftreten, ist diese Vorgehensweise offensichtlich zu ungenau, und es wére
wiinschenswert, zur Interpolation weitere Punkte bei kleineren Abstinden heranzuzie-
hen. Das tatsdchlich zum Einsatz gebrachte Verfahren (im Hinblick auf die wiirfelformige
Anordnung der zur Mittelung herangezogenen Nachbarzellen hier als Kubus-Verfahren
bezeichnet) ist daher das Folgende:

1. Als erstes wird eine Liste G derjenigen Gitterpunkte erstellt, die selbst auflerhalb
von S liegen, aber mindestens zwei ihrer 3* — 1 = 26 Nachbarpunkte n,,; im Inneren
von § haben. Fiir alle innen liegenden Nachbarn wird n,; durch den Schnittpunkt
der Verbindungslinie zwischen ihm und g, ersetzt. (Anders ausgedriickt: Jeder innen
liegende Nachbarpunkt wird so lange auf g, zugeschoben, bis ||n, ;|| = 1 gilt, er also
genau auf der Oberfliche liegt.)

2. Nach jedem Zeitschritt wird jedem g, ein neuer Wert zugeordnet, der sich durch
gewichtete Mittelung geméf

ZA 18 — noz,iHil Ug
u(ga) == =
S e — todl

12Die in diesem Kapitel besprochenen Verfahren gelten grundsitzlich fiir alle dynamischen Variablen,
fiir die Randwerte vorzugeben sind. Der Einfachheit halber behalten wir die im Zusammenhang mit dem
Forcing-Verfahren eingefiihrten Bezeichnungen u fiir Variablen und V fiir die Randwerte bei.

(3.135)
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Radiales Zwei-Punkte-Verf. (3.134) Kubus-Verfahren (3.135)

Abbildung 3.11: Vergleich der beiden Interpolationsverfahren. Jedem der Gitterpunkte g,
(hier als Quadrat dargestellt) wird per Interpolation ein neuer Wert zugewiesen. Die Pfei-
le zergen auf die Raumpunkte, die zur Interpolation herangezogen werden. Es handelt sich
dabei entweder um auflerhalb von S liegende Gitterpunkte (X), oder um Schnittpunk-
te (o) der direkten Verbindungslinien zu innenliegenden Nachbarpunkten. Die Linge der
Pfeile ist gleich dem inversen Gewicht des Punktes, auf den er zeigt. Aus Grinden der
Ubersichtlichkeit ist jeweils nur das zweidimensionale Analogon (rechts mit 32 — 1 = 8
Nachbarpunkten) dargestellt.

aus den umliegenden Rand- bzw. Gitterwerten

u(n.) : |nag >1
U, = (3.136)
V(n,:) @ |n. =1

ergibt. Fiir Nachbarpunkte aulerhalb von § wird also der soeben von CWENO neu
berechnete Zellenwert verwendet, fiir die inneren Nachbarn dagegen der Randwert
auf S in Richtung des fraglichen Nachbarpunktes. Abbildung [3.11] stellt die beiden
Interpolationen (3.134) und (3.135) in einem schematischen Vergleich gegeniiber.

Die Gewichtung mit dem inversen Abstand [|g, —1ia,i|| ™' verallgemeinert die lineare Zwei-
Punkte-Mittelung (3.134) auf mehr als zwei Punkte und sorgt dafiir, dass u(g,) gleich
dem Randwert V(g,) wird, falls g, sich exakt auf dem Rand S befindet. (In diesem Fall
geht ||g, — N, ;|| 71 — oo fiir einige 7, und alle anderen Punkte liefern nach erfolgter Nor-
mierung keinen Beitrag mehr zu (3.135). Bei der praktischen Implementierung wird dieser
Fall durch eine Fallunterscheidung abgefangen.)
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Bei der praktischen Ausfithrung ist schliefilich noch zu beachten, dass i. d. R. einige der
Nachbarpunkte n,; selbst in der Liste G auftauchen. Um sicherzustellen, dass die Sum-
manden in (3.135) nicht bereits ihrerseits durch Interpolation verdndert wurden, ist die
Interpolation simultan fiir alle Punkte auszufithren, andernfalls wére das Gesamtergebnis
von der Reihenfolge abhéngig, in der die Liste G abgearbeitet wird. Der konkrete Ablauf
pro Zeitschritt ist dabei folgender:

1. CWENO berechnet fiir alle Gitterpunkte die neuen Werte und setzt diese anschlie-
Bend. Danach wird fiir jeden Punkt g, € G auf Grundlage dieser Gitterwerte die
beschriebene Interpolation durchgefiihrt. Der durch Interpolation gewonnene Wert
wird allerdings nicht gleich auf dem Gitter gesetzt, sondern zunéchst mit Hilfe von
G zwischengespeichert und bleibt somit fiir weitere Interpolationen desselben Zeit-
schritts ohne Einfluss.

2. Erst wenn auf diese Weise die Interpolationswerte fiir alle Punkte aus G im Zwi-
schenspeicher vorliegen, werden diese der Reihe nach auf das Gitter {ibertragen. Die
Liste wird G also zweimal durchlaufen (Interpolation und Ubertrag auf das Gitter);
die Reihenfolge ist in beiden Féllen beliebig.

Besonderheiten im Sonnenwind-Fall

Fiir die konkret vorliegende Situation kann die Giite des Verfahrens wie folgt noch etwas
verbessert werden:

e Die lineare Interpolation ist offenbar exakt fiir lineare Funktionen, und verschlech-
tert sich mit zunehmender Abweichung von der Linearitdt. Vermutet man z. B.
fiir die zu interpolierende Funktion u einen Verlauf wie ||u(r)|| o ||r||~™, so ist es
sinnvoll, alle Terme 4, ; in (3.135) mit ||f,;]|™ zu multiplizieren, um auch in ei-
ner nichtlinearen Situation eine moglichst glatte Approximation zu erhalten. Das
Ergebnis der Mittelung muss am Ende natiirlich wieder durch ||g,||™ dividiert wer-
den. Besonders fiir die Dichte bietet sich hier eine Multiplikation mit ||, ;||** an.
(Tatséchlich verwendet wird schlieflich der Exponent 3.)

e Der Natur der gewéhlten Beschreibung folgend, ist das Mittelungsverfahren fiir alle
drei kartesischen Komponenten von B (und ggf. auch fiir die von pu, s. u.) anzu-
wenden. Besonders wichtig ist dabei, dass weder die Bedingung V - B, noch eine
eventuelle Symmetrie des Feldes durch die Mittelung zerstort wird; ein rein radiales
Feld sollte z. B. durch die Interpolation in ein ebenfalls radiales Feld iibergehen. Da
die naive, komponentenweise Interpolation dies nicht leisten kann, wird zuvor jeder
Vektor u,; um die Achse n, ; x g, gedreht, bis n, ; und g, parallel sind; erst danach
wird die Mittelung (3.135) angewendet. Auf diese Weise wird lokal dergestalt auf die
gekriimmte Oberfliche korrigiert, dass im Falle eines Radialfeldes alle u,; parallel
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zueinander (und zu g,) orientiert sind. Der gemittelte Vektor u(g,) ist dadurch
ebenfalls parallel zu g, d. h. radial.

e Schlieflich ist noch zu beachten, dass der Zeitschritt aus den in Abschnitt [2.3.1
dargelegten Griinden die Energiedichte e als dynamische Variable verwendet, die
Randbedingung allerdings fiir die Temperatur 7' zu formulieren ist; dieser Umstand
wird vor allem bei der im néchsten Abschnitt besprochenen freien Interpolation
wichtig. Es wird daher nach jedem Zeitschritt die Variable e mittels

S P LT

P P 2p 2
durch T ersetzt, dann die Interpolation der Randwerte durchgefiihrt und anschlie-
Bend mittels der Umkehrung von (3.137) wieder der Ubergang T — e vollzogen. Auf
diese Weise ist die Randbedingung fiir 7" von der Behandlung von u (siehe Abschnitt
3.5.3) entkoppelt.

(3.137)

3.5.3 Freie Extrapolation der Impulsdichte

Wie schon in Abschnitt [2.7.2 erldutert, ist die Stromungsgeschwindigkeit am Sonnen-
rand bereits durch die Existenz des kritischen Punktes festgelegt und daher nicht mit
einer willkiirlichen Randbedingung bei » = 1 (oder einem anderen Radius) vereinbar.
Keppens & Goedbloed [1999] beriicksichtigen diesen Umstand, indem sie die Radialkom-
ponente des Impulsdichte p u,. linear in eine zwei Zellen breite Schicht aus Randzellen (sog.
ghost cells) hinein extrapolieren. Es stellt sich nun die Frage, wie ein solches Vorgehen
von sphérischen auf kartesische Koordinaten {ibertragen werden kann.

Was wird extrapoliert?

Der Verlauf von r +— wu(r) im Parker-Modell legt nahe, dass das Profil von pu in Son-
nennédhe durch den sehr steilen Anstieg zum Sonnenrand hin dominiert wird. Im Licht des
oben Gesagten wiirden sich danach eher die ,,sanfteren” Funktionen u, = u - e, oder der
radiale Massefluss s := pu,r? zur Interpolation anbieten. Fiir die letztere Wahl spricht au-
Berdem, dass im stationdren Zustand aus Griinden der Masseerhaltung 0,s = 0 zu gelten
hat. Die lineare Extrapolation von s ist also mit der Masseerhaltung vertraglich, anders
als die von pu, = s/r? allein, die systematisch zu kleine Geschwindigkeiten liefern wiirde.
Um den Aufwand in akzeptablen Grenzen zu halten, wird die Strémung am Sonnenrand
als radial angesetzt. Das allgemeine Vorgehen ist nun dieses:

1. Die bereits fiir die anderen Randbedingungen erstellte Liste G wird um alle Gitter-
punkte g, aus dem radialen Intervall ||g,|| € [1 — 2 min{Ax, Ay, Az}, 1] erweitert.
(Zellen, die noch weiter innen liegen, werden von der Zeitintegration nicht erfasst.)
Es ergibt sich eine Anordnung von Gitterzellen dhnlich der in Abbildung(3.12 dar-
gestellten.
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2. Jeder Gitterpunkt g, € G erhilt eine eigene Menge an Nachbarzellen NV, zugewiesen,

aus denen sein neuer Wert extrapoliert wird. N, nimmt alle Zellen auf, die erstens
weiter auflen liegen als g, und zweitens nicht weiter als § von g, entfernt liegen.
Eine geeignete Wahl ist 6 ~ 2 Az, so dass N, etwa 10...20 Elemente enthélt.

. Wiederum ist zu beachten, dass zahlreiche Gitterpunkte gleichzeitig sowohl in G als

auch in diversen N, enthalten sind. Um sicherzustellen, dass stets nur Information
von auBerhalb verwendet wird, ist G nach [|g,|| zu sortieren und von aufien nach
innen abzuarbeiten.

Die bis hierhin beschriebenen Schritte miissen nur einmal am Anfang ausgefiihrt
werden; danach bleiben G und die N, unverindert.

. Fiir die eigentliche Extrapolation wird nach jedem Zeitschritt fiir jeden Punkt

g, € G die Liste N, abgearbeitet, indem fiir jeden Punkt n; € N, die radiale Kom-
ponente seines Masseflusses

(8r)ai = [(PW)ai * Nai)] [[Maill (3.138)
berechnet wird. Dieser wird lokal als Polynom ersten Grades
sp(r) = s + 751 (3.139)

in r angesetzt, dessen beiden Koeffizienten sy und s; (der Index o wurde unter-
driickt) nach der Methode der kleinsten Quadrate an die Wertepaare [||nq.i|, (Sr)a.]
angepasst werden. Der gesuchte Wert der Impulsdichte am Ort g, ist folglich durch

So +ras .
(Pu)(ga):%ga mit  ra = gl (3.140)

gegeben.

3.6 Divergenzfreiheit des Magnetfeldes

Das Problem und seine Quantifizierung

Zufolge der Maxwellgleichung

V-B=0 (3.141)

miissen alle physikalisch sinnvollen Magnetfelder zu jedem Zeitpunkt frei von Quellen sein.
Fiir analytische Betrachtungen kann Gl. (3.141) als Anfangsbedingung formuliert werden,
fiir die wegen

% (V-B)=V-(0,B)=V-(-V xE)=0 (3.142)
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Abbildung 3.12: Dreidimensionale Darstellung der Zellen, in denen die Extrapolation
stattfindet. Der Sonnenrand ist in diesem Beispiel mit 10 Zellen pro Dimension aufgeldst,
entsprechend einer Zellengriffe von Ax = 0,1 in jeder Richtung. Die einzelnen Zellen
wurden hier verkleinert dargestellt, um durch den fiktiven Zwischenraum die rdumliche
Struktur der Anordnung klarer hervortreten zu lassen.)

aus der Giiltigkeit von (3.141)) zu einem Zeitpunkt deren Giiltigkeit zu allen Zeiten folgt.
Wird das kontinuierliche Feld B wie hier durch Komponentenwerte auf einem endlichen,
diskreten Gitter approximiert, so kann die Bedingung (3.141) im Allgemeinen nur bis auf
Rundungsfehler gelten. Diese Rundungsfehler kénnen sich im Verlaufe der Simulation zu
merklicher Grofle aufsummieren, und so schnell zu einer wachsenden Verfdlschung der
Magnetfeldtopologie fithren. Es ergibt sich daher die Notwendigkeit, durch zusétzliche
Mafinahmen zu gewahrleisten, dass (V - B)pum ,,klein” bleibt. Um diese Forderung zu
prézisieren, bedarf es eines Vergleichsausdrucks, der (wie V - B) proportional ist zu ||B||
geteilt durch eine Léngenskala, auf der sich B merklich dndert. Das dazu gelegentlich
verwandte Kriterium

IV - Bloun < |V % Bl (3.143)

ist leider ungeeignet in Situationen mit V x B = 0, wie sie gerade beim Sonnenwind (z. B.
bei der Dipol-Startlésung, sieche Abschnitt4.3.1) haufig auftreten. Aus diesem Grund soll
hier statt dessen der Ausdruck

|V Bloum < [[VVB - Bllunm (3.144)

zum Einsatz kommen.
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Auswahl der Verfahren

Aus der Vielzahl der existierenden Verfahren zur Reduzierung von Divergenzfehlern (fiir
eine Ubersicht siche T6th [2000]) wurden fiir diese Arbeit zwei Strategien ausgewéhlt:

e cine Erweiterung des bestehenden Gleichungssystems, die V - B durch Dampfung
und Advektion zum Rand hin vermindert, und

e cin Projektionsverfahren, welches das Magnetfeld auf den Unterraum der divergenz-
freien Felder projiziert.

Beide werden in den Abschnitten[3.6.1 bzw.[3.6.2 beschrieben und in Abschnitt [4.3.3] auf
ihre praktische Anwendbarkeit fiir das vorliegende MHD-Modell gepriift und verglichen.

Der Sonnenrand als Quelle von V - B

Neben der geschilderten Unvollkommenheit numerischer Verfahren stellen innere Rénder,
auf denen das Magnetfeld im Sinne einer Randbedingung fixiert wird, eine weitere Quelle
von V - B # 0 dar. An solch einer Grenzfliche S stofit das in der Zeit entwickelte Feld By
an das vorgegebene Magnetfeld By. Jedes Verfahren zur Aufrechterhaltung der Randbe-
dingung vereinigt in der Umgebung von S beide Felder zu einem ,,Mischfeld”

B,, = fBy+(1—f)B,. (3.145)

Diese Sichtweise schliefit die Moglichkeit von Interpolationen wie (3.135) ebenso ein wie
ein einfaches Uberschreiben im Inneren. (In diesem Fall wire f als

fr) =

{ 1 : rinnerhalb von S (3.146)

0 : r auBlerhalb von S

zu verstehen.) Selbst wenn By divergenzfrei gewihlt wurde, und nach jedem Zeitschritt
stets V - B; = 0 wire, so tragt das nach (3.145) gebildete Feld in der Umgebung von S

wegen

V- Bav - (v:(::go — V::?)t) f + (B(] — Bt) : Vf 7é 0 (3147)

dennoch eine massive Verletzung der Divergenzfreihei@, die hier zudem vom Sonnenwind
sehr schnell in vormals divergenzfreie Bereiche advektiert wiirde. Auch aus diesem Grund
sind Strategien zur Gewéhrleistung der Divergenzbedingung (3.141) unverzichtbar.

13Dieses Argument gilt unabhingig von der Grofle des Triigers von |V f||. Die Breite der Zone, in der
V[ # 0 ist, kann zwar durch Wahl von f beliebig klein gemacht werden; |V f|| selbst wird dort folglich
aber beliebig gro8.
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3.6.1 Das GLM-Verfahren

Beim sog. GLM-Verfahren — die Abkiirzung steht fiir Generalized Lagrange Multiplier —
wird die (V - B = 0)-Bedingung mit einem orts- und zeitabhéngigen Lagrange-Multipli-
kator ¥ an die dynamische Gleichung fiir B gekoppelt. Dedner et al. [2002] untersuchen
verschiedene Realisierungsmoglichkeiten dieses Prinzips und empfehlen ein Vorgehen, bei
dem die nicht-resistive Form der Induktionsgleichung (2.59) durch

9B+ V- (uB - Bu) = VU (3.148)

zu ersetzen ist; die neue Grofle V(r,t) wird — ausgehend von der Anfangsbedingung
U(r,0) = 0 — durch die zusétzliche Gleichung

2
OV + (c,)* V-B = — (Z—h) v (3.149)
P

zusammen mit den anderen dynamischen Variablen in der Zeit integriert. Die Wirkung
dieser Gleichung (3.149) auf ¥ (und V - B) besteht zum einen in einer Ddmpfung mit
der Zeitkonstanten 74 := (¢, /cn)?, wihrend andererseits eine Advektion (unter anderem)
zum Rand des Rechenvolumens stattfindet. ¢, ist dabei die Geschwindigkeit, mit der
U advektiert wird, und hat idealerweise den geméf des CFL-Kriteriums (3.3) maximal
zuléssigen Wert V. Die zweite Konstante ¢, wird Dedner et al. [2002] folgend durch

(cp)?=0,18 ¢y (3.150)

festgelegt.

Der wesentliche Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass die Gleichungen (3.148) und
(3.149) beide die fiir CWENO erforderliche Gestalt haben, und ihre Integration
daher leicht in den vorhandenen Code eingeschlossen werden kann, ohne dessen Struktur
dndern zu miissen; insbesondere bleiben Erhaltungssétze unveréndert giiltig.

3.6.2 Projektionsverfahren
Das Prinzip

Das so genannte Projektionsverfahren wurde von Chorin [1967; 1968; 1969] firr die nume-
rische Suche nach inkompressiblen Losungen der Navier-Stokes-Gleichung entwickelt; seine
Anwendung auf das Magnetfeld im Rahmen von MHD-Simulationen geht auf Brackbill & Barnes
[1980] zuriick. Die Idee besteht darin, das vorhandene Magnetfeld auf den Unterraum der
divergenzfreien Vektorfelder zu projizieren. Dazu wird in einem ersten Schritt zunéchst
die Poissongleichung

Vo=V -B (3.151)

fiir ® gelost. Dessen Gradient wird von B subtrahiert:

B :=B-Vd. (3.152)
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Das so bestimmte Feld B’ ist dann wegen
V-B=V.- (B-V®=V-B-V*®=0 (3.153)

nach Konstruktion divergenzfrei.

Diskretisierung

Die numerische Implementierung der Gleichungen (3.151) und (3.152)) verlangt nach einer
Diskretisierungsvorschrift fiir die Operatoren V, V- und V?, die durch die Wahl der
diskretisierten Form der Divergenzbedingung festgelegt ist. In unserem Fall entscheiden
wir uns fiir die einfache zentrierte Form

(B:c)i-i-Lj,k - (Bx)i—l,j,k

v ° B num
( ) 2 Ax
B,);. —(By)i.i—
+ ( y) J-&-LS A; y) J—Lk (3.154)
n (B.)ijk+1 — (B2)ijk-1
2 Az ’
Durch Einsetzen folgt sofort, dass wir die Operatoren V und V? gemés
D1k — Picijk
o num -— L 2k T
(Ve) ( 2 Ax ) ©
D, — P, i
o (Bt .
D; k1 — Pijr—1
+ < 2 Az e
und
Diroin — 2050+ Piojik
qu) um +2,7, 2 »J>
( ) (2 Ax)?
Do —2P; i1+ Py ok
+ J+ 2 A]y)Q J (3.156)
n D;inr2 — 20 55 + Pijr—2
(2 Az)?

zu diskretisieren haben.

Die Wahl (3.154) ist natiirlich keinesfalls eindeutig; statt der hier verwandten Form wéren
z. B. auch Diskretisierungen hoherer Ordnung denkbar. Ebenso konnte man etwa die
Komponenten von B in jedem Gitterpunkt (¢, j, k) durch Polynomfunktionen P, .) ap-
proximieren und fordern, dass das Volumenintegral des resultierenden Divergenzfeldes

/ (0. P, + 8,P, + 0.P.) dV = / P . dF (3.157)
|4 ov
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iiber die Gitterzelle V' (bzw. der Fluss des Vektors P = (P,, P,, P,)T durch die Oberfliche
der Zelle) verschwinden moge.

Die Diskretisierung der Poissongleichung (3.151) auf einem Gitter der GréBe N? fiihrt auf
ein gekoppeltes System von ebenfalls N? linearen algebraischen Gleichungen fiir @, ; ;. Die
direkte Losung dieses Systems wiirde fiir jeden Zeitschritt die Invertierung einer (N3 x N3)-
Matrix erfordern, was schon fiir moderate Werte von N schnell an praktische Grenzen
stoB3t. Aus diesem Grund sollen statt dessen iterative Losungsalgorithmen zum Einsatz
kommen, speziell die weiter unten beschriebenen Verfahren nach (GAUSS-SEIDEL bzw.
dessen durch successive overrelazation (siehe Abschnitt verbesserte Version.

Randbedingungen fiir ¢

Unabhéngig vom gewéhlten Projektionsverfahren erfordert die Losung der Poissonglei-
chung (3.151) die Vorgabe von Werten von ® auf dem (in diesem Falle zwei Zellen breiten)
Rand des Gebietes. Zwar wird das resultierende Feld B’ unabhéngig von diesen Randwer-
ten in jedem Fall numerisch (nahezu) divergenzfrei sein, allerdings werden dabei die an B
gestellten Randbedingungen i. d. R. zerstort (bzw. zerstort deren nachtrigliche Wieder-
herstellung die bereits erzielte Divergenzfreiheit). Soll eine fiir B geltende Randbedingung
auch fiir B’ Bestand haben, so miissen wir nach Gleichung (3.152) die Giiltigkeit der glei-
chen Randbedingung auch fiir V® fordern. Fiir jede Komponente u € {z,y, z} bedeutet
dies am Rand u € {tumin, Umax }:

periodisch periodisch
B, ist symmetrisch = ® ist ¢ antisymmetrisch » zu wéhlen.
antisymmetrisch symmetrisch

Zusammen mit der Diskretisierung ergeben sich hieraus die Vorschriften, nach
denen die Randwerte aus den Werten der innen gelegenen Punkte zu berechnen sind.
Einzig die Randbedingung ,,Extrapolation” kann nicht auf diese Weise behandelt werden,
da die Tterationsvorschrift in diesemn Fall numerisch instabil wird/!4 Anhang|C.1/motiviert
dies anhand eines Spezialfalls. Statt dessen wird ®; ;5 auf dem Rand nun so gewéhlt, dass
z. B. fiir die z-Richtung ®;_; j, = ®;11 ;, gilt, und der Projektionsschritt in Richtung des
Randes somit keinen Beitrag zu (V®),un, liefert.

14Tm Gegensatz zu den Randbedingungen des hyperbolischen Systems, die sich mit nur endlichen Ge-
schwindigkeiten im Gebiet ausbreiten, beeinflusst die ®-Randbedingung der elliptischen Poissongleichung
instantan das Verhalten von B im gesamten Gebiet. Daher ist das in Abschnitt [2.7.2] verwandte Argu-
ment, dem zufolge die dufleren Randbedingungen nur bei ,,langsamen” Fluidgeschwindigkeiten merklichen
Einfluss auf das Verhalten im Simulationsgebiet nehmen kénnen, hier nicht giiltig.
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Ablauf der Iteration

Die Differenzengleichung
(V2 ®)pum = (V- B)yum =: S (3.158)

kann zusammen mit (3.156) nach ®; ;; aufgelost werden, und fiithrt mit den Abkiirzungen

1 1 1 1
— = 3.159
2= e T e T e (3.159)
und
Divoin +Picoin  Pijrop +Pijor  Pijrre+ Pijr—2
DZ . :: 3T 5Js 5J 9 5J 9 sJs 5Js 3.160
(Ao Bpr T (A (3.160)
auf
/ GS h2
q)i,j,k — (bi,j,k = ?(Di,j,k — 4 S@jk) (3161)

als iterative BestimmungsgleichunﬁT5 fiir die neuen Werte @/ ,,. Das Verfahren besteht
also aus folgenden Schritten:

1. Initialisierung von ®; ;, mit Anfangswerten (z. B. Null)
2. Setzen der Randbedingungen geméfl des oben dargestellten Prinzips
3. Punktweises Anwenden der Iterationsvorschrift (3.161)

4. Wiederholung ab Punkt 2, falls

Z H(p;jk — Okl > &p (3.162)

.5,k

mit einer vorzugebenden Schranke €, > 0

5. Subtraktion des Gradienten der konvergierten Losung ® geméf (3.155) und (3.152).

5Der obere Index GS kennzeichnet (3.161) als sog. Gauf-Seidel-Verfahren, bei dem — im Gegen-
satz zum Jacobi- Verfahren — die neuen Werte <I>;7 ;. sequenziell statt simultan berechnet werden. Das
GauB-Seidel-Verfahren ist einfacher zu implementieren und konvergiert schneller. Der Umstand, dass die
Zwischenergebnisse von der Reihenfolge der Punkte bei der Berechnung abhéngen, fillt hier nicht ins
Gewicht.



3.6. DIVERGENZFREIHEIT DES MAGNETFELDES 75

Konvergenzbeschleunigung

Die Konvergenz des Iterationsverfahrens (3.161) kann erheblich beschleunigt werden, wenn
statt dessen die modifizierte Vorschrift

= (1—w) Pijp +w O, (3.163)
mit dem Relaxationsparameter w € [1,2[ verwandt wird. Der neue Wert @] ;, wird also
aus der alten Losung extrapoliert, wobei w = 1 das herkommliche GauB-Seidel-Verfahren

(3.161) liefert. Das Schema (3.163) wird in der Literatur als successive overrelazation be-
zeichnet. Fiir w > 2 konvergiert das Verfahren i. d. R. nicht mehr.

Die Wahl des optimalen Parameters w = wep gestaltet sich im Allgemeinfall schwierig;
siche dazu die detailreiche Analyse von Forsythe & Wasow [1960]. Fiir den Fall eines
rechteckigen Gitters der Grofle N7 x --- x Ny und verschwindendem Quellterm S konnte
allerdings von Young [1954] die Beziehung

(8 Wopt)? — 4(wopt — 1) = 0 (3.164)
gezeigt werden, wobei
d d -1
_ 1 1 ™
fi= 2 (Z ﬁ) Cos (m) (3.165)
k=1 |k \j=1 "7

zu setzen ist und hy (wie schon in Abschnitt [3.1.1) den Abstand der Gitterpunkte in
Richtung k bezeichnet. Gilt speziell N, = N und hy = h fiir alle k € {1,...,d}, so ergibt
sich also einfach i = cos(w/N) und damit

2 [1 - \/ﬁ} 2 [1 — /1= cos(r/N) 5

“opt = 72 - cos? (7 /N) ~ 1+sin(r/N)

(3.166)

Obwohl im vorliegenden Fall das Verfahren mit dem Quellterm (V - B),um # 0 betrieben
wird, verwenden wir im Folgenden dennoch den w-Wert nach bzw. (3.165). Die
so erzielte beachtliche Konvergenzbeschleunigung (siche Tabelle [4.1) rechtfertigt dieses
Vorgehen a posteriori.
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Kapitel 4

Sonnenwind-Simulationen

In diesem Kapitel werden die durchgefithrten Simulationsrechnungen des Sonnenwindes
diskutiert. Wahrend sich die bisher in der Literatur dokumentierten Anwendungen des
CWENO-Schemas praktisch ausschliellich auf klassische Numerik-Testfalle beschranken,
bildet die vorliegende Arbeit die erste Anwendung auf die dynamische Modellierung der
inneren Heliosphére, und stellt damit — zusammen mit den von Kissmann et al. [2005]
durchgefiihrten Simulationen zur interstellaren Turbulenz — die bisher einzigen CWENO-
Anwendungen auf astrophysikalische Problemstellungen iiberhaupt dar.

Ausgehend von einer Reproduktion des einfachsten aller Windmodelle, dem in Anhang/A.1
vorgestellten isothermen Parker-Sonnenwind, wird die Komplexitit des Modells stufen-
weise erhoht durch den Ubergang zu nichtisothermen, dann zu magnetisierten Szenarien.
Abschlieflend werden CME-Expansionsstudien fiir MHD-Winde vorgestellt.

4.1 Konvergenz zur Parker-Losung

Das allgemeine Vorgehen zur Herstellung stabiler MHD-Gleichgewichte besteht darin, aus-
gehend von einer (innerhalb gewisser Grenzen) willkiirlich gewdhlten Startkonfiguration
die dynamischen MHD-Gleichungen in der Zeit zu integrieren, bis schliellich ein hinrei-
chend stationérer Zustand erreicht ist. Dieser kann dann mit der bekannten Losung aus
Anhang [A.1] verglichen werden.

Aufgrund der radialen Symmetrie des Parker-Modells geniigt es, nur einen Oktanten zu
betrachten; die Geometrie entspricht somit der in Abbildung 3.10 dargestellten. Zuséatzli-
che Mafinahmen zur Beschleunigung der Konvergenz, wie z. B. kiinstliche Riickstellkréfte
oder formal konstante Dichten [Rastétter 1997], werden nicht verwendet.

4.1.1 Die Startkonfiguration

Zunéchst sind fiir die Variablen v(r,t) und p(r,t) sinnvolle Startprofile fir ¢ = 0 zu
wahlen.

7
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Das initiale Geschwindigkeitsprofil sollte der Randbedingung v(r,0)|,—1 = v(1,0) = 0
geniigen, nach auBen monoton und stetig differenzierbar ansteigen, und (aus Griinden der
Konvergenzbeschleunigung) in der Gréflenordnung der erwarteten Parker-Losung liegen.
Zur Vermeidung von Rand-Artefakten sollte am Rand einerseits eine Uberschall-Strémung
vorliegen, andererseits wirkt sich ein hoher Maximalwert durch die CFL-Bedingung
ungiinstig auf den zuldssigen Zeitschritt aus. Daher wird am Radius des innersten Rand-
punktes

Tm := min{(N,Az, Ny,Ay, N,Az} (4.1)

eine maximale Geschwindigkeit v,, vorgegeben und durch
0 cor<l1

X (r—1)7% : rell,?] (4.2)
2r—3 . r>2

Um

o(r,0) = 2rm — 3

ein stetig differenzierbares Profil konstruiert.

Das initiale Dichteprofil p(r,0) hat die Randbedingung p(1,0) = pg zu erfiillen und von
dort rasch nach aufien abzufallen. Eine einfache Wahl ist z. B. die Funktion p(r, 0) = py 772.
Deren Polstelle bei r = 0 wird aus praktischen Griinden innerhalb von r < r. := 1/2 durch
den stetig differenzierbaren Ubergang in eine geeignet gewshlte Polynomfunktion abge-

fangen. Insgesamt ergibt sich so:
1 2
323 (L) cr<re
p(r,0) = po x { 2(re) e : (4.3)

Alternativ konnte daran gedacht werden, p(r,0) durch

1

r2 v(r,0) (4.4)

p(r,0) o
festzulegen, was einem raumlich konstanten Massefluss entspréiche. Diese Moglichkeit muss
hier allerdings wegen v(1,0) = 0 verworfen werden. Als Temperaturprofil kommt nur die
isotherme Losung T'(r,0) = Tp in Frage.

4.1.2 Vergleich der Behandlung von ||ju|,-;

Nachdem in Abschnitt 2.7.2 die beiden moglichen Verfahren der Behandlung von u am
Sonnenrand — feste Dirichlet-Randbedingung u = 0 oder freie Extrapolation — diskutiert
wurden, und die konkrete numerische Extrapolationsmethode in Abschnitt [3.5.3| vorge-
stellt wurde, sollen nun beide Verfahren miteinander verglichen werden. Das fiir diese
Untersuchung verwendete Gitter teilt den physikalischen Raum [0, 3]*> C R? in 30% Zellen
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der Lange Ax = 0, 1; die Parameter der Startlosung sind pg = 1, Ty = 2,25 und v, = 2.
Der Zeitschritt At = 0,005 liefert anfanglich Ccpp, = 0, 16, einen im Sinne der numeri-
schen Stabilitéit eher konservativen Wert.

Abbildung 4.1 vergleicht die Geschwindigkeitsprofile der konvergierten Losungen sowie
einiger Zwischenschritte, indem zu einem Zeitpunkt fiir jede Zelle Geschwindigkeit gegen
Radius aufgetragen wird. Wie erwartet weicht das Dirichlet-Verfahren bei kleinen Radien
von der Parker-Losung ab, da diese nicht mit der Randbedingung v(1) = 0 vertriglich
ist. Da bei dieser Art der Darstellung tatsdchlich alle Gitterpunkte erfasst werden, lasst
sich auch der Grad der Abweichung von der radialen Symmetrie des Problems beurteilen.
Auch in dieser Hinsicht scheint das Extrapolationsverfahren der starren Bedingung v = 0
iiberlegen zu sein: Die Datenpunkte bei einem gegebenen Radius liegen deutlich enger
zusaminen.

Dennoch kann festgestellt werden, dass die stationéren Profile in beiden Féllen gut mit der
analytischen Losung iibereinstimmen, und die quantitativen Unterschiede zwar merklich,
doch insgesamt gering ausfallen. Die Uberlegenheit des Extrapolationsverfahrens wird mit
einer etwas aufwandigeren Implementierung erkauft.

4.2 Nicht-isotherme Winde

Eine erste Verallgemeinerung besteht in der Aufgabe der isothermen Zustandsgleichung
zugunsten einer expliziten Integration der Energiegleichung. Wie schon in Abschnitt 2.6.1
erldutert, bedarf es in diesem Fall einer Heizfunktion, um den Verlust an thermischer
Energie durch adiabatische Kihlung zu kompensieren.

Wirkung der Heizfunktion

Zunichst wird die vorhergegangene Relaxation zur Parker-Losung fiir den Fall v = 5/3
(statt v = 1) wiederholt, wobei die isotherme Heizfunktion (2.70) Verwendung findet.
(Dies entspricht einer relativen Heizfunktion (2.73) mit dem Parameter H = 0; im Idealfall
sollte die Temperatur also an jedem Ort konstant bleiben.) Die Simulation erstreckt sich
nun iiber das Volumen [0, 4]*> mit 40 Gitterzellen in jeder Richtung; die Zellengrofe liegt
also unverdndert bei Az = Ay = Az = 0, 1. Abbildung 4.2 zeigt die Temperaturprofile zu
verschiedenen Zeiten, sowie wiederum fiir die beiden Varianten Extrapolation/Dirichlet-
Randbedingung. Auch hier machen sich fiir letztere einige Rand-Artefakte bemerkbar.
Abgesehen davon liegen die maximalen Abweichungen bei ca. &1 %, also deutlich im
akzeptablen Bereich.

In Abbildung 4.3 ist die Wirkung der Heizfunktion fiir die Parameter H = 1 und h = 2
(entsprechend einer Heizwirkung nahe r = 2) dargestellt. Auch hier bleibt die radiale
Symmetrie des Problems erhalten. Durch die advektierende Wirkung der Windstrémung
verschieben sich die Maxima von T'(r) und ¢(r) leicht gegeneinander.
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Abbildung 4.1: Vergleich der beiden Varianten zur Behandlung der Geschwindigkeit am
Rand r = 1. Links Dirichlet-Randbedingung u(1) = 0, rechts freie Eztrapolation der ra-
dialen Impulsdichte pu,. Dargestellt sind jeweils die Wertepaare (||rixll, |[wi;xll) fir alle
Punkte v, des Gitters zu den Zeitpunkten t = 0 (blau), t = 1 (grin) und im Endzu-
stand t = 8 (rot), sowie die zugehdrige Parker-Lisung (schwarz). Der mazimale Radius

ist gleich ||(3,3,3)T|| = 3v/3 ~ 5, 2.

Azimutale Variation der Heizrate

Ebenfalls besteht die Moglichkeit, der Heizfunktion eine zusétzliche Winkelabhéngigkeit
zu verleihen. Obwohl in den CME-Expansionsstudien (Abschnitt [4.4) von dieser Moglich-
keit im Allgemeinen abgesehen wird, so stellt sie doch einen weiteren Test fiir die Stabilitét
der sich einstellenden Temperaturverteilung dar. Fiir diese Betrachtung wird die relative
Heizfunktion

G(r,9) = (1 +wcos?) q(r) (4.5)

mit einer Anisotropie-Konstanten w > 0 und den unverinderten Parametern H = 1, h = 2
verwendet; die Starttemperatur (und damit die Randbedingung fir 7'|,-;) ist Ty = 1, 2.
Nach der Zeit ¢ = 8 hat sich das in Abbildung 4.4 wiedergegebene Temperatur- und
Geschwindigkeitsprofil eingestellt. Deutlich ist zu erkennen, dass sich auch bei in azimu-
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Abbildung 4.2: Radiale Temperaturprofile fir v = 5/3, wie sie sich bei Verwendung der
isothermen Heizfunktion (2.70) ergeben, zu den Zeitpunkten t € {0,1,2,3,4}. Alle Profile
sind auf die Startlosung T'(r) = Ty = 2,25 normiert; aus Darstellungsgrinden sind jene
zur Zeit t = n um AT = 0,2 n nach unten verschoben. Wie schon im Falle von Ab-
bildung 4.1 wurden auch hier alle 40° Datenpunkte eingezeichnet. Links wurde wiederum
die freie Extrapolation, rechts die fize Randbedingung u(1) = 0 verwendet. Die schon aus
Abbildung 4.1 bekannten Artefakte ibertragen sich offenbar in recht direkter Weise auf die
Temperatur.

taler Richtung variierender Heizrate im Gleichgewicht eine stabile Temperaturverteilung
einstellt, die die genannte cos ¥-Abhéangigkeit von ¢ in der zu erwarteten Weise wiedergibt.

4.3 Konvergenz magnetisierter Winde

In den vorangegangenen Abschnitten und 4.2 konnte die Fahigkeit des im Rahmen
der vorliegenden Arbeit entwickelten CWENO-basierten Codes zur Generierung einfa-
cher, physikalisch sinnvoller Gleichgewichtslosungen hydrodynamischer Windmodelle er-
folgreich demonstriert werden. In einem néchsten Schritt folgt nun die wichtige Erweite-
rung um Wechselwirkung mit dem solaren Magnetfeld.
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q(r) & T(r)
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Abbildung 4.3: Die relative Heizfunktion (2.73) fir die Parameter H =1, h = 2 (schwarz
und durchgezogen gezeichnet) und das sich daraus ergebende Temperaturprofil zu ver-
schiedenen Zeiten. Die Farbzuordnung ist identisch mit der aus Abbildung|4.1. Das sich
einstellende Temperaturprofil (rot) entspricht qualitativ der Form von q(r), wobei die Lage
von Maximum und zweitem Nulldurchgang (gestrichelt) durch die Windstrémung merklich
nach auffen verschoben werden.

4.3.1 Das initiale Magnetfeld

Fiir die Wahl des ,,Startfeldes” By = B|;—o bieten sich verschiedene Moglichkeiten an. Fiir
das solare Minimum gebrauchlich sind u. a. Dipole mit und ohne explizite Stromschicht
[Banaszkiewicz et al. 1998], Quadrupolfelder [Manchester et al. 2004] sowie Kombination
von Monopol- und Dipolanteilen [Keppens & Goedbloed 1999]. Beliebt sind sog. Gleich-
gewichtslosungen, also kraftfreie Felder, die wegen

(VxB)xB=0 (4.6)

definitionsgeméf keinen Beitrag zur Kréftebilanz in der Impulsgleichung liefern. Soll (wie
in diesem Fall) die Riickwirkung von u auf B in vollem Umfang durch die Induktionsglei-
chung berticksichtigt werden, so wird die Kraftfreiheit (4.6) im Allgemeinen schon nach
kurzer Zeit nicht mehr gelten, und die Forderung, By moge die Bedingung (4.6) erfiillen,
verliert an Bedeutung.

Das Feld sollte achsialsymmetrisch sein, die Nord-Siid-Symmetrieverhéltnisse der ruhi-
gen Sonne (Ubergang (B,, By, B.) — (B, B,, —B.) bei Spiegelung an der Aquatorebene,
sieche Abbildung[1.1) wiedergeben, und dabei eine méglichst einfache Gestalt haben. Die
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Abbildung 4.4: Konturplot der stationdren Temperaturverteilung fir die anisotrope Heiz-
funktion (4.5), kombiniert mit einem Vektorplot der Geschwindigkeit fiir zwei verschiedene
Werte des Parameters w. Die Randtemperatur Ty = 1,2 (dimensionslos bzw. in Einheiten
von 10% K) ist als zusditzliche Hohenlinie gezeichnet.

Divergenzfreiheit von By wird sichergestellt durch Verwendung des zugehorigen Vektor-
potentials A, fiir welches im Hinblick auf die gewiinschte achsiale Symmetrie die Formu-
lierung

Ay = FY) sinv e, (4.7)

nach Tsinganos & Low ﬁ1989‘] mit einer frei wéhlbaren Funktion r — F(r) sinnvoll er-
scheint. Das dadurch definierte Magnetfeld

By =V x Ay = <2F(7’) cos 19) e — (F—(””) sin 19) es (4.8)

72 r

weist die gewiinschten Figenschaften auf und ist nach Konstruktion analytisch divergenz-
frei. Da die Startlosung By (im Gegensatz zu B) auch im Code durch (4.8) dargestellt
wird, gilt dies sogar numerisch bis zur Maschinengenauigkeit.

Der Fluss von By durch eine (z. B. die obere) Hemisphéare 2, am Radius r ist gerade

2T 7T/2

/BO e, dF = / / B, r?sind dv dp = 27 F(r) , (4.9)
o 00
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wodurch F(r) eine gewisse anschauliche Interpretation erhélt. (Der Fluss durch die ge-
samte Kugelfliche Q. U §)_ ist natiirlich Null.) Speziell fir F(r) = By/r ergibt sich

2cost sin 9
BOIP()( 3 er—l— 3 e§>,
r r

das Feld eines Punktdipols mit Dipolmoment P,. Die Wahl F(r) = Fj liefert hingegen

das radiale Feld oF p
B, — (ﬂ) e, (4.11)

r2

(4.10)

dessen Feldstédrke antisymmetrisch zu seiner dquatorialen Nullebene verlduft. Durch ge-
schickte Wahl von F(r) kénnen also verschiedene Mischformen erzeugt werden, die alle-
samt den oben an B gestellten Anforderungen geniigen.

Die (u || B)-Bedingung am Sonnenrand

Die Randbedingungen fiir Stromungs- und Magnetfeld sollten mit der Annahme ,,einge-
frorener” Feldlinien vertraglich sein, d. h. im Bereich von r = 1 sollte

Vx(uxB)=0 (4.12)

gelten. Zufolge der Induktionsgleichung ist damit insbesondere 0;B|,—; = 0.

Im einfachsten Fall wird die Geschwindigkeit dort im Rahmen der Randbedingung, wie in
Abschnitt[3.5.2 beschrieben, auf den Wert Null gesetzt. Dann gilt (4.12) fiir jedes beliebige
Feld B, und nichts spricht gegen eine méglichst einfache Wahl, wie z. B. den exakten Dipol
(4.10).

Werden die Randwerte der Geschwindigkeit u andererseits geméfi Abschnitt durch
freie Extrapolation nach innen bestimmt, so liegt dort ein Stromungsfeld der Gestalt
u(r) = u(r) e, mit u(r) > 0 vor. B sollte in diesem Fall also auf jeden Fall radial bei
r = 1 beginnen, und erst jenseits eines Radius ry glatt in die klassische Helmet-Struktur
einmiinden. Dieses Verhalten kann sehr leicht erreicht werden z. B. durch

FQ Dr<n
F(r):=< Fy+ (Fy— Fy) a(r) : r€[ro,m] (4.13)
F T >y

mit rg < 71, Fy < F} und einer Mittelungsfunktion « : [rg,r1] — [0, 1], wie etwa

a(r) = sin’ (f i ) . (4.14)

r —7To

Abbildung (4.5 stellt das Beispiel (4.13) und das resultierende Feldlinienbild grafisch dar.
Da das Feld fiir grofle r lediglich asymptotisch radial werden soll, wére z. B. auch

Fy D r <<

FO=9 B+ (R~ F) e [-(T_TO)QI P> (4.15)

. —7To
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Abbildung 4.5: Links: Die Funktion fiir die Parameter r¢ = 1,3, r1 = 2,5,
Fy = 1,5 und Fy = 1,0. Rechts: Feldlinienbild des resultierenden Magnetfeldes in der
(x,2)- bzw. (r,9)-Ebene. Die Feldlinien ergeben sich als Konturlinien der Flussfunktion
A, rsing = F(r)sin® 9. Die Radien ro und ry sind in beiden Fillen als gestrichelte Linien
dargestellt. Die Korrespondenz zwischen F'(r) =0 und B ~ e, ist deutlich erkennbar.

eine giiltige Wahl. Ebenfalls lassen sich auf diese Weise leicht flieBende Ubergiinge zwischen
radialem und dipolartigem Feld erzeugen, indem F'(r) in einer Ubergangszone sanft von
Fy auf P,/r wechselt.

Singularititenfreie Fortsetzung

Das Feld divergiert fiir » — 0. Dies ist unkritisch fiir die Integration beziiglich ¢ (die
im Inneren nicht stattfindet), stellt aber ein Problem fiir das Projektionsverfahren aus
Kapitel 3.6/ dar, welches auf dem gesamten Gitter operiertﬁ Daher soll das Magnetfeld im
Inneren einer kleinen Kugel mit Radius Ry < 1 um den Ursprung stetig differenzierbar
in ein divergenz- und singularitédtenfreies Ersatzfeld iibergehen. Zu dessen Konstruktion

I'Man kénnte natiirlich daran denken, eine geeignet gewihlte Umgebung des Ursprungs vom Iterati-
onsverfahren auszunehmen. Da der Projektionsalgorithmus aber einen beachtlichen Anteil der Gesamtre-
chenzeit beansprucht, sollten die in der Iterationsschleife eingeschlossenen Schritte so effizient wie méoglich
gestaltet und nicht durch zusétzliche Operationen wie die wiederholte Abfrage eines (evtl. krummfléichig
berandeten) inneren Ausschlussgebietes verkompliziert werden.



86 KAPITEL 4. SONNENWIND-SIMULATIONEN

soll die allgemeine Form (4.8) beibehalten werden, wobei allerdings F'(r) durch deine
Polynomfunktion der Form Fi(r) =) f, r" ersetzt wird.

Wegen (B,); o< Fi(r)/r* muss zuniichst einmal fy = f; = 0 gelten. Bei Forderung nach
Differenzierbarkeit des resultierenden Magnetfeldes bei r = 0 ist ebenfalls f3 = 0. Die
ersten drei nicht verschwindenden Koeffizienten f5, f; und f; werden nun so gewéahlt,
dass der Funktionswert von Fj(r) sowie die erste und zweite Ableitung bei r = Ry mit der
Funktion F,(r) des &uBeren Feldes tibereinstimmen. Fiir den Fall eines Dipolfeldes ergibt
sich so insgesamt

F.(r)=PFy/r >Ry
die analoge Betrachtung fiir das radiale Feld (4.11) fithrt auf
F.(r) = Fy Cor> Ry
B e O B G R e

Im Gegensatz zum rotationsfreien Auflendipol ist mit dem so konstruierten Feld eine
elektrische Stromdichte

2F(r) — r2F"(r)

VF (r r . ' B &
W, (E) [1 — (E)] sind e, : F(r)= .
_ (4.19)

2k (1 r _
??0 (E) {25 —24 (E)} sind e, : F(r)=F

verbunden. Damit diese die oberflichennahe Zeitintegration nicht in unphysikalischer Wei-
se beeinflusst, sollte Ry folglich hinreichend weit (mindestens drei Gitterzellen) unter der
Oberflache liegen. Abbildung4.6/stellt die diskutierten Magnet- und Stromfelder in einem
Vergleich gegeniiber. Anders als z. B. das von Keppens & Goedbloed [1999] verwendete
Startfeld, welches fiir die Aquatorzone |¢)| < 30° ein Dipolfeld und fiir deren Komple-
ment ein Monopolfeld verwendet, ist das hier verwendete Feld von einheitlicher Gestalt.
(Dadurch wird insbesondere die massive Verletzung der Divergenzbedingung ver-
mieden, die sich andernfalls unweigerlich an der Grenzflache zwischen Monopol- und Di-
polbereich einstellen wiirde.) Die Antwort auf die Frage, ob im Endzustand eine gegebene
Feldlinie zur Oberflache geschlossen ist oder sich ins Unendliche 6ffnet, ist also nicht
vorgegeben, sondern wird in selbstkonsistenter Weise allein durch die relative Stérke des
Magnetfeldes bestimmt.

Jo = Vx(VxAg)= ( ) sind e, (4.18)
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Abbildung 4.6: Die aus den Gleichungen und resultierenden Magnetfelder als
Vektorplot in der poloidalen Ebene. In der linken Halbkugel ist jeweils das unverdnderte
Feld nach (4.8) dargestellt, im rechten Teil die Kombination mit dem nach innen fortge-
setzten Feld. Die Linge der Pfeile ist auf Eins normiert, um die Feldgeometrie deutlicher
hervortreten zu lassen. Der Kreis kennzeichnet die Kugelfliche r = Ry. (Man beachte
nochmals Ry < 1.) Ferner ist die nach (4.18) berechnete Stromdichte als Konturbild hin-
terlegt. Die Farbskala ist in beiden Abbildungen auf die maximale Stromdichte des Dipol-
Falles von Jmax = (45/2)Py normiert, die an der Stelle [r,0] = [R./2,7/2] erreicht wird.
Die nicht verschwindende Stromdichte des Radialfeldes (4.11) im Aufenraum kann in der
Darstellung durch die Skalierung nicht aufgeldst werden.

4.3.2 Konvergenzlidufe

Ziel der nun folgenden Betrachtung ist es, analog zur hydrodynamischen Parker-Losung
auch fiir den magnetisierten Sonnenwind stabile Gleichgewichtskonfiguration herzustellen,
wobei zundchst wieder v = 1 gesetzt sei. Zusétzlich zur in Abschnitt [4.1 beschriebenen
Situation liege zur Zeit ¢ = 0 im Auflenraum r > 1 ein Dipolfeld der Stéarke Py = 4 vor.
Am Rand r = 1 wird die Geschwindigkeit auf dem Anfangswert v(1) = 0 festgehalten;
damit nehmen wir Ungenauigkeiten der in Abbildung links dargestellten Groéfenord-
nung in Kauf zu Gunsten einer einfacheren Implementierung des Magnetfeldes.

Abbildung 4.7 zeigt die Startlosung, sowie das Ergebnis der Konvergenzldufe mit verschie-
denen rdumlichen Auflésungen. Deutlich erkennbar ist die Ausbildung des dquatorialen
Helmet-Streamers (vergleiche dazu die Skizze in Abbildung[1.1links), sowie die von des-
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sen Feldlinien umschlossene statische Zone. Die Ergebnisse bei verschiedenen Aufléosungen
dhneln sich stark, lediglich die Geschwindigkeitskonturen nehmen bei 100 Zellen eine et-
was glattere Gestalt an.

Eine Reduzierung der Dipolstérke (hier um den Faktor 4) wirkt sich in der erwarteten Wei-
se aus: Der Einfluss des Magnetfeldes wird geringer, erkennbar an einer deutlich kleineren
statischen Zone sowie an einem Magnetfeld, welches nun weitgehend von der Stromung
dominiert wird und fast iiberall zu einem Radialfeld verformt wird. Speziell fiir die rechts
unten gezeigte Konfiguration (100® Punkte bei ¢ = 10) sind in Abbildung 4.8 fiir die
wesentlichen Groéflen Dichte, Geschwindigkeit, Magnetfeld und Stromdichte noch jeweils
zwei Schnitte entlang einer Achse dargestellt. Es sei hier besonders auf die im letzten Dia-
gramm hervortretende Stromschicht in der Aquatorebene hingewiesen, die aus der Form
der Feldlinien und der Symmetriebedingung an das Magnetfeld auch zu erwarten war.

4.3.3 Divergenzkorrektur: Vergleich und Bewertung

An dieser Stelle soll veranschaulicht werden, welche enorme Bedeutung dem Projektions-
verfahren aus Abschnitt[3.6.2 (bzw. generell einer jeden Strategie zur Gewéahrleistung der
Divergenzfreiheit des Magnetfeldes) bei Simulationen wie den hier geschilderten zukommt.
Dazu wurde der in Abbildung 4.7 dargestellte Lauf bei deaktivierter Projektionsroutine
unter ansonsten identischen Bedingungen wiederholt. Obwohl das Startfeld By quellenfrei
gewihlt wurde, kommt es schnell zu einem rapiden, rdumlich stark lokalisierten Anwach-
sen von V - B, verbunden mit irreguldren (und unphysikalischen) Fluktuationen der Ge-
schwindigkeit. Deren Anwachsen erzwingt schliellich den Abbruch der Rechnungen (hier
zum Zeitpunkt ¢ = 3,12), sobald die maximale Geschwindigkeit erstmals die voreinge-
stellte Schwelle von up., = 30 (!) iiberschreitet. Abbildung [4.9] (obere Reihe) zeigt eine
Momentaufnahme der Situation zur Zeit ¢ = 1,5. Die strahlenformige Gestalt der Struk-
turen von (V- B)/||VvB - B|| (rechts oben) legt nahe, dass der Sonnenrand als Quelle
divergenzbehafteter Feldstrukturen wirkt, die dann vom Wind in die dufleren Bereiche
advektiert werden. Diese Vermutung ist konsistent mit den Uberlegungen zu Gleichung
(3.147) und wird weiter erhértet bei Betrachtung der gesamten Zeitentwicklung der in
Abbildung 4.9 wiedergegebenen Situation. Es bleibt also festzuhalten, dass es ohne Kor-
rektur auf V-B = 0 nicht nur zu einer groben Verfilschung der Dynamik kommt, sondern
dass sogar die praktische Fortsetzbarkeit der Simulation ab einem gewissen Zeitpunkt
nicht mehr gegeben ist.

Zum Vergleich wurde die Simulation mit dem GLM-Verfahren nach Dedner et al. [2002]
(Abschnitt 3.6.1) nochmals wiederholt. Die dadurch erzielte Verbesserung (mittlere Reihe
in Abbildung ist offensichtlich; insbesondere kommt es nun nicht mehr zum vorzeiti-
gen Abbruch der Simulation. Dennoch muss die Groflenordnung des verbleibenden Fehlers
(hier < 30 %) als nicht akzeptabel angesehen werden/2 Aus diesem Grund kommt in allen

’Es muss betont werden, dass diese Bewertung zunichst nur fiir Situationen mit Interpolation an
inneren Réndern gilt und keine Riickschliisse auf die generelle Anwendbarkeit der GLM-Methode zuléisst.
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magnetic field, t = 0.00

magnetic field, t = 10.00

X
y =  0.0000 y = 00000

magnetic field, t = 10.00
ST T ey

magnetic field, t = 10.00

Abbildung 4.7: Schnitte entlang der Ebene y = 0 des Simulationsvolumens. Dargestellt ist
jeweils der Betrag der Geschwindigkeit als farbcodierter Konturplot, kombiniert mit den
Feldlinien des Magnetfeldes (in weifs). Links oben: Die Startlosung, bestehend aus einem
exakten Dipol in z-Richtung und dem radialsymmetrischen Geschwindigkeitsfeld (4.2).
Rechts daneben: Der Endzustand (zur Zeit t = 10) bei einer Auflésung von 50° Zellen;
darunter die gleiche Situation mit 100® Zellen aufgeldst. Links unten: Zum Vergleich das
konvergierte Ergebnis bei einer geringeren Dipolstirke Py (1 statt 4) bei ebenfalls 503
Gitterpunkten.
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Abbildung 4.8: Schnitte durch die konvergierte Losung (Abbildung 4.7 rechts unten) ent-
lang der x-Achse (Aquator, Symbol ,,+”) bzw. der z-Achse (Polrichtung, Symbol ,,0”) in
physikalischen Finheiten. Dargestellt sind Teilchendichte n sowie Betrag der Geschwin-
digkeit u, des Magnetfeldes B und der Stromdichte J. Zur Geschwindigkeit ist zusdtzlich
noch die Schallgeschwindigkeit (gestrichelt) und die Alfvéngeschwindigkeit (strichpunk-
tierte Linie) entlang der x-Achse dargestellt. Die Alfvéngeschwindigkeit in z-Richtung ist
fast dberall grofer als 400 km/s und daher in der Darstellung unterdrickt.

folgenden Simulationen das Projektionsverfahren zum Einsatz. Als willkommener Neben-
effekt kann der Speicherplatz fiir das Feld ¥ eingespart werden; andererseits erhoht sich
die Rechenzeit deutlich. Um dies zu quantifizieren, wurde wiederum die magnetisierte
Relaxation nach Abschnitt 4.3.2 herangezogen, und die pro Zeitschritt benotigte CPU-
Zeit ermittelt. Tabelle 4.1 gibt einen Eindruck von den Ergebnissen. Je nach Anforderung
an die Exaktheit, mit der die Divergenzbedingung erfiillt werden soll, kann sich die Ge-
samtrechenzeit ohne Weiteres verdoppeln. (Téth [2000] beziffert in seinem Vergleich ver-
schiedener Korrekturverfahren den Rechenaufwand des Projektionsverfahrens mit 30 %
der Gesamtrechenzeit. Es ist anzunehmen, dass die hier tabellierten Zeiten durch eine
weitergehende Optimierung des Codes noch deutlich verbessert werden konnen.)
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radial velocity v_Rad, t = 1.50

91

radial velocity v_Rad, t = 1.50

BN, time = .

Abbildung 4.9: Die zu Abbildung|4.7 oben rechts analoge Situation zum fritheren Zeitpunkt
t = 1,5 jeweils ohne Korrektur auf V- B =0 (oben), korrigiert durch GLM (Mitte) bzw.
das Projektionsverfahren (unten). Dargestellt als Farbkontur sind fir jeden Lauf die Ra-
dialkomponente von u (links, mit Magnetfeldlinien) sowie die Grifle (V-B)/||VvB - B]|
(rechts). Zu beachten sind die aus Darstellungsgrinden ggf. verschobenen Farbskalen.
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Projektionsverfahren
N | — ohne — | s. overrel. | Gauf3-Seidel
20 0,3 0,5 0,9
50 3,2 5,9 22,3
80 12,9 25,9 95,7
100 24,2 48.5 1928

Tabelle 4.1: Pro Zeitschritt bendtigte CPU-Rechenzeit auf einem 2,2 GHz AMD
OPTERON-Prozessor in Sekunden, tabelliert fiir ein wiirfelformiges Gitter mit N3 Zel-
len und verschiedene Varianten des Projektionsverfahrens (ohne Korrektur — successive
overrelaxation — Standardverfahren nach Gauf-Seidel). Die Abbruchkonstante fir die
Iteration wurde 2u g, = 107°N3 gewdhlt; ® darf sich im Mittel diber alle Zellen al-
so pro Schritt um hichstens 1072 dndern. Auf diese Weise wird eine obere Grenze fiir
IV -B|/||VVB - B|| von etwa 10~° erreicht. Die Konvergenzbeschleunigung durch Uber-
relaxation ist beachtlich; dennoch muss ein grofier Teil der Rechenzeit fiir das Korrektur-
verfahren eingesetzt werden.

4.3.4 Problemfall (v # 1,||B| > 0)

Als logische Fortsetzung der bisherigen Strategie, die Modellierung stufenweise von einfa-
chen zu komplexen Beschreibungen hin zu erweitern, verbleibt abschlieSend die Betrach-
tung der nicht-isothermen, voll magnetisierten Sonnenwind-Expansion. Nachdem gezeigt
werden konnte, dass jeder der beiden Teilaspekte fiir sich genommen zufriedenstellende
Ergebnisse produziert, scheint zunéchst nichts dagegen zu sprechen, beide Aspekte in ei-
nem einzigen Modell zusammenzufiihren. Es zeigt sich allerdings, dass diese Kombination
nicht in der Lage ist, die Temperatur mittels der (isothermen) Heizfunktion (2.70) auch
nur ndherungsweise konstant zu halten: Nach kurzer Zeit kommt es zu einer Temperatur-
verteilung &hnlich der in Abbildung [4.10 dargestellten. Der Grund fiir dieses Phdnomen
konnte im Rahmen der vorliegenden Untersuchungen leider nicht abschlieBend geklart
werden. Bis zur Klarung dieser Frage bleibt zunéchst nur, die vorldufige Unvereinbarkeit
der Aspekte v # 1 und ||B|| > 0 zur Kenntnis zu nehmen, und die Expansion magneti-
sierter Winde und ihrer ,,Stérungen” weiterhin im isothermen Grenzfall zu untersuchen.

4.4 CME-Modellierung

Bei Vorgabe einer dipoldhnlichen Startkonfiguration des Magnetfeldes kommt es (zumin-
dest fiir v = 1) schon nach kurzer Zeit zur Ausbildung einer radialen Feldstruktur bei
hohen heliographischen Breiten, wihrend die dquatornahen Feldlinien (bei hinreichend
hoch gewéhlter Feldstéirke) geschlossen bleiben und dort eine statische Zone formen, in
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Abbildung 4.10: Die (unphysikalische) Temperaturentwicklung einer magnetisierten,
nicht-isothermen Sonnenwind-Simulation zu verschiedenen Zeitpunkten, veranschaulicht
als Konturplot in der (x, z)-Ebene. Die Parameter sind pg =1, Py = 4 und Ty = 2,25.

welcher der Plasmafluss fast vollsténdig zum Erliegen kommt (siehe Abbildung/4.7). Das
so erzeugte stabile Gleichgewicht soll nun seinerseits als Startlosung fiir die Expansion
CME-artiger Dichtestérungen genutzt werden.

4.4.1 Initialisierung der Eruption

Die Komplexitéit des CME-Phénomens und die traditionell schwierige Beobachtungssitua-
tion hat zu einer Fiille an Modellen zur Erklarung des Eruptionsvorganges gefiihrt, die
sich jeweils auf spezielle Aspekte konzentrieren; fiir eine Ubersicht siche [Manchester et al.
2004] und die Referenzen darin. Entsprechend zahlreich sind die Methoden, mit denen in
den diversen numerischen Modellen eine Eruption herbeigefiihrt wird.

Nach einer kurzen Ausfiihrung zur (mutmafllichen) Natur des Prozesses soll im Folgenden
die hier gewéhlte Variante der Initiierung beschrieben werden.
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Der physikalische Prozess

Allgemein wird angenommen, dass CMEs in sog. Protuberanzen entstehen. Hierbei han-
delt es sich um dichte, relativ kiihle Materieballen, die auf einem arkadenartigen Band
bogenformig geschlossener Magnetfeldlinien aufsitzen, und von der (J x B)-Kraft der
gekriimmten Feldlinien gegen ihre eigene Gravitationskraft im Gleichgewicht gehalten
werden. Durch verschiedene Effekte, wie z. B. den Abfluss von Materie nach unten, die
Verscherung der Fu3punkte der Protuberanz durch photosphérische Konvektionsstromun-
gen oder das Auftauchen zusétzlicher Masse aus der Photosphére kann ein Teil der Ar-
kade instabil werden und die in ihm enthaltene Materieblase nach auflen abstoflen. Des
Weiteren stellt magnetische Rekonnektion in Helmet-Streamern [Wiegelmann 1998] einen
wesentlichen Beschleunigungsprozess dar.

CMES lassen sich (bei ansonsten grofier morphologischer Vielfalt) einteilen in sog. schnel-
le CMEs, die sich mit deutlich iiber 400 km/s (aber ohne weitere Beschleunigung) von
der Sonne entfernen, und beschleunigte CMFEs, die sich mit anféanglich geringer, dann aber
steigender Geschwindigkeit bewegen. Numerische MHD-Experimente von Wu et al. [2004]
legen den Schluss nahe, dass diese Unterscheidung nicht zwingend an eine bestimmte In-
itilerungsvariante gekoppelt ist.

Dichteexzess als Randbedingung

Im vorliegenden Fall liegt der Schwerpunkt des Interesses eher auf dem Aspekt der Aus-
breitung als der eigentlichen Entstehung des CMEs. Aus diesem Grund kommt hier der
vereinfachende Ansatz nach Groth et al. [2000] bzw. Keppens & Goedbloed [2000] zum
Einsatz, bei dem am Sonnenrand kurzzeitig eine isotherme Dichte- (und damit Druck-)
Erhohung als Randbedingung vorgegeben wird. Diese kann bei hinreichender Stérke den
dquatorialen Helmet-Streamer aufbrechen und zur Ablosung des Dichteiiberschusses in
Form einer rasch expandierenden Blase fiihren.

Alternative Ansitze wie die zuséatzliche lokale Heizung des Plasmas erfordern sowohl
B > 0 als auch v # 1 und koénnen aufgrund der in Abschnitt [4.3.4 dargestellten Proble-
matik vorerst nicht verfolgt werden. Auflerdem scheint es naheliegend, als Ausgangspunkt
der Untersuchung ein moglichst einfaches Verfahren mit einer iiberschaubaren Zahl freier
Parameter zu wéhlen.

Um zum Zeitpunkt t = ¢, eine Eruption der Dauer 7., zu initiieren, wird also an einem
vorzugebenden Ort auf der Sonnenoberfliche wihrend des Zeitintervalls

T = [tcmea teme + 7—cme] (420)

ein zeitlich und rdumlich begrenzter zusétzlicher Massefluss der Form

p(rat”r:l - pcme(rat) (421)
U_(I‘,t)|7«:1 = Ucme €r (422)



4.4. CME-MODELLIERUNG 95

vorgegeben. Das Zentrum des Ausbruchsgebietes liege ohne Beschréankung der Allgemein-
heit in der Ebene ¢ = 0, also bei

Leme sin 19cme
Teme ' = Yeme - 0 . (423)
Zceme COs 19cme

Der Funktionswert von peme(r,t) hinge fiir feste Zeit ¢ nur vom Winkelabstand
(T, Teme) 1= arccos(r - Teme) (4.24)

zwischen r und reye ab, d. h. peye(r, ) sei rotationssymmetrisch beziiglich der Achse reye.
In Anlehnung an Keppens & Goedbloed [2000] verwenden wir die Funktion

t— tcme ' Teme
fo sin? (71' ) cos? <zu> st €T Ao < Oeme

Tcme 2 5cme

Peme (T, 1) := (4.25)

0 . sonst.

die in Ort und Zeit glatt aus dem ungestorten Zustand hervorgeht und ebenso wieder
in diesen einmiindet. Dabei bezeichnet 2., den Winkeldurchmesser der kreisformigen
Ausbruchsregion 2., die somit den Anteil

6C1’1’1C

1 1 - 5cme
Weme 1= 7~ / 2rsina da = # (4.26)
0

der Sonnenoberfliche bedeckt. Die Gesamtmasse des durch den Ausbruch freigesetzten
CMEs berechnet sich zu

Mepe = //pcme(r,t) Veme dw dt (4.27)

T Qcme
teme+Teme (Scmc
t— tcme .
= o Veme / sin? (7 dt / cos? [ 22 ) orsina da (4.28)
Tcme 2 5cme
to 0
T (Beme/ )% + cO8(Feme)
= cme Tcme 1 4.29
w2 —4 9 4
= f[) Veme Teme 4—(6Cme) -0 [(5Cme) } . (430)
s
Fiir deme = 30° = /6 betrigt diese Masse in physikalischen Einheiten also
Memme phys. & Jo Veme Teme 15 1, (4.31)

16
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ein typischer Wert fiir einen starkeren CME.

Zu beachten ist allerdings, dass es entgegen der obigen Formel auch bei vene = 0 zur
Ablosung eines CMEs kommen kann, ebenso wie sich trotz der Randbedingung v(1) = 0
(aus numerischen Griinden) eine Windlosung mit merklichem Massefluss einstellt; siehe

dazu die Vergleichsrechnungen aus Abschnitt Die Abschéitzung (4.31) ist in diesem
Sinne also eher als eine untere Schranke zu verstehen.

4.4.2 Parameterstudien

Aus der Menge der durchgefiihrten Expansionsstudien sollen im Folgenden die in Tabelle
4.2 aufgefithrten Simulationslédufe ndher beschrieben und diskutiert werden. In allen vier
Fillen wurden die CMEs bei Yepme = /2 (also am Aquator) gestartet, da diese Breite

(vor allem wihrend des solaren Minimums) dem generischen Fall entspricht, siehe dazu
Tabelle [1.2. Die Ausdehnung der Ausbruchsregion betrug in allen Féllen ¢, = 30°, ein
ebenfalls typischer Wert. Die Amplitude des Startpulses wurde zu fy = 16 gewéhlt, seine
Dauer lag stets bei 7., = 1. Alle alle anderen Parameter entsprechen denen des Konver-
genzlaufes aus Abbildung 4.7 oben rechts (also pg = 1, Ty = 2,25 und Py = 4), wobei
die Ausdehnung des Simulationsvolumens in z-Richtung (d. h. der Richtung der CME-
Ausbreitung) auf zehn Sonnenradien verdoppelt wurde, um dem CME mdoglichst lange
folgen zu konnen. Unter Beibehaltung der Punktedichte von Ax = 0.1 in jeder Richtung
ergibt sich die Dimensionierung des Gitters somit zu [N,, N,, N,] = [100, 50, 50].

Die beiden Abbildungstafeln [4.11] und [4.12] zeigen exemplarisch fiir Lauf 4 ausgewihlte
Momentaufnahmen der Expansionsdynamik in Form von Feldlinien- und Konturplots der
Geschwindigkeit sowie der (logarithmierten) Massendichte. Nach Tabelle handelt es
sich um einen ,langsamen” CME (der Startgeschwindigkeit Null), der nach kurzer Zeit
von einem ,,schnellen” CME gefolgt wird. Die initiale Zeitdifferenz zwischen beiden Er-
eignissen betrdgt teme2 — temer = 1; da sich jeder der Startvorgénge iiber den Zeitraum

1. CME 2. CME

Lauf Nr. Ucme tcme Uceme tcme

1 0 100 — —
p —  — | 4 100
3 0 100 4 115
4 0 100] 4 11,0

Tabelle 4.2: Liste der Parameter Startzeitpunkt tene und -geschwindigkeit veme fiir die
CME-Simulationen. Als erstes wurden ein ,,langsamer” CME (Lauf 1) bzw. ein ,,schnel-
ler” CME (Lauf 2) jeweils einzeln gestartet. Danach wurden beide in einem gemeinsamen
Lauf mit einem zeitlichen Abstand von 1,5 (Lauf 3) bzw. 1,0 (Lauf 4) Zeiteinheiten kom-
biniert.
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Teme = 1 erstreckt, ist die Ausbruchsregion allerdings nur fiir einen verschwindenden Zwi-
schenzeitraum tatséchlich in Ruhe. Die Einzelbilder lassen sich wie folgt kommentieren:

Bild 1 (¢t =10,0): Zu diesem Zeitpunkt ist das System durch Konvergenz dem Gleich-
gewichtszustand hinreichend nahe gekommen, um seinerseits als Startlosung fiir die
CME-Simulation zu dienen. Die beiden aus Abschnitt [4.3.2| bekannten Bereiche —
Helmet-Streamer mit statischer Zone in Aquatornihe, schneller Wind aus den po-
laren offenen Feldlinien — haben sich deutlich ausgebildet. Der erste CME beginnt,
ist aber noch nicht sichtbar.

Bild 2 (¢t = 11,0): Der am Sonnenrand vorgegebene Dichteexzess (4.25) erreicht kurz-
zeitig wieder den Wert Null, bevor die Initiierung des zweiten CMEs einsetzt. In
der vormals statischen Zone beginnt der erste CME zu beschleunigen, wobei er die
Feldlinien des Helmet-Streamers vor sich her schiebt und diese dabei komprimiert.

Bild 3 (¢ = 11,5): Fortgesetzte Ausbreitung und Beschleunigung von CME 1; der Dich-
teexzess des zweiten CMEs erreicht seinen maximalen Wert.

Bild 4 (t = 12,1): Die Massendichte von CME 2 erreicht ihr Maximum. Beide CMEs
sind (besonders in der Geschwindigkeit) als klar getrennte Einzelobjekte erkennbar.

Bild 5 (t = 12,5): Die mit der Dichtekonzentration von CME 2 einhergehende Erhéhung
des Gasdrucks treibt eine nach auflen gerichtete Expansion an. Im Vergleich zu Bild
4 ist die weitaus groBlere Gesamtmasse des schnellen CMEs deutlich erkennbar.

Bild 6 (¢ = 12,9): Die Frontfliche von CME 2 schiefit zu CME 1 auf; die Kontaktregion
ist in allen drei Variablen von starken Gradienten gekennzeichnet.

Bild 7 (t = 14,0): Unter fortgesetzter Beschleunigung erreicht auch der schnelle CME
den Rand bei zehn Sonnenradien, wobei er die Feldlinien hinter sich her zieht und
sie damit nahezu radial verformt.

Bild 8 (¢ = 22,0): Beide CMEs haben das Simulationsgebiet vollsténdig verlassen; das
System ist in eine dem Ausgangszustand vergleichbare Lage zuriickgekehrt.

Zu den Zeitpunkten der Bilder 1, 3, 5, 6 und 7 werden in Abbildung 4.13 fiir die Dichte
p (bzw. Teilchendichte n) sowie fiir die beiden Komponente u, und B, zusétzlich ein-
dimensionale Schnittprofile entlang der Ausbreitungsachse der CMEs gezeigt.

3 Aus Symmetriegriinden sind auf der Achse y = 0 = z nur diese beiden von Null verschieden.
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t = 10.00

t=11.00

Abbildung 4.11: Ausgewdhlte Momentaufnahmen von Simulationslauf 4 als Schnitt durch

die Ebene y = 0. Den Konturen fir die Geschwindigkeit ||u|| (farbcodiert in Einheiten

der Schallgeschwindigkeit) sind die Feldlinien des solaren Magnetfeldes tiberlagert. Die
Zeitpunkte sind oberhalb der Einzelbilder vermerkt.
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t = 10.00 t=11.00

-0.20

-0.95

-0.90

-1.25

Abbildung 4.12: Die zur Abbildungstafel|4.12 analogen Schnitte (zu identischen Zeitpunk-
ten), wobei statt des Betrages der Geschwindigkeit nun der dekadische Logarithmus der
Massendichte als farbcodierte Kontur dargestellt ist. Wiederum sind ausgewdhlte Magnet-
feldlinien tberlagert.
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Abbildung 4.13: Profile von Geschwindigkeit (oben), Dichte (Mitte) und Magnetfeld (un-
ten) entlang der x-Achse fir Lauf 4 zu den Zeitpunkten t = 10,0 (schwarz, gestrichelt),
11,5 (violett), 12,5 (blau), 12,9 (griin) und 14,0 (rot), entsprechend den Einzelbildern Nr.
1, 8, 5, 6 und 7 der Abbildungstafeln 4.11] und|4.12. Aufgrund ihrer starken Gradien-
ten sind Dichte und Magnetfeld auf das entsprechende Profil firt = 10,0 (d. h. auf den
ungestorten Zustand) normiert; nur die Geschwindigkeit ist in physikalischen Einheiten
angegeben. (Tatsdchlich wire eine Normierung hier ungiinstig wegen der sehr kleinen Ab-
solutwerte der Gleichgewichtslosung nahe der Sonne.) In der direkten Gegeniiberstellung
von Magnetfeld und Geschwindigkeit wird der Vorgang des ,, Aufsammelns” und Mittrans-
portes von magnetischem Fluss besonders gut deutlich.
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4.4.3 Anschluss an die Beobachtung

Aufgrund des Absorptionsverhaltens der Erdatmosphére kénnen nur der sichtbare und der
Radiobereich des elektromagnetischen Spektrums zur erdgebundenen CME-Beobachtung
genutzt werden. Optische Beobachtungen durch Koronographen liefern Bilder dhnlich der
Abbildung(1.2 und geben Auskunft iiber die (projizierte) Geometrie eines CME sowie iiber
seine (ebenfalls projizierte) Geschwindigkeit. Wegen ihrer wesentlich geringeren Auflésung
werden Radiobeobachtungen oft mit optisch gewonnenen Daten kombiniert, und gestat-
ten — mit Hilfe verschiedener Modellannahmen — eine Abschétzung der physikalischen
Parameter am Ort des CMEs. Durch Satellitenmissionen konnte der zugéngliche Spektral-
bereich wesentlich erweitert werden; auflerdem stehen auf diesem Wege in situ-Messungen
zur Verfiigung, die einen direkten Zugang zu den Plasmaparametern des Sonnenwindes
gestatten, ohne dass ein Sichtlinien-Integral invertiert werden muss.
Abbildung 4.14] zeigt die Zusammenstellung der zeitlichen Variation der MHD-Grofen
im erdnahen Sonnenwind, wie sie vom ADVANCED COMPOSITION EXPLORER (ACE)
fiir eine sog. magnetische Wolke gemessen wurde. Die ACE-Sonde wurde 1997 gestartet
[Stone et al. 1998] und befindet sich nun stationédr im Lagrange-Punkt Ly, also auf der
direkten Verbindungslinie Erde — Sonne bei einem heliozentrischen Radius von 0,99 AU.
Um zumindest eine qualitative Verbindung der hier vorgestellten Simulationen zu Be-
obachtungsdaten der in Abbildung [4.14 exemplarisch wiedergegebenen Form herzustel-
len, wurden fiir alle vier Félle aus Tabelle entlang der CME-Trajektorie (d. h. der
x — Achse) finf feste Punkte mit den Radien r, € {2,4,6, 8,10} gewihlt, zu jedem Zeit-
schritt die aktuellen Werte der drei an diesen Punkten nicht verschwindenden Variablen
[B,,n,u,| ausgelesen und in den Diagrammen [4.15/und [4.16| gegeniibergestellt. Auf diese
Weise entsteht ein Zeitprofil der Groflen, wie sie ein stationédrer Beobachter registrieren
wiirde, wéhrend die CMEs seinen Ort passieren. (Zu beachten ist, dass die Profile fiir
Dichte n und Magnetfeld B, am Radius 7, mit (r,/Rs)® bzw. —(r,/Rs)? multipliziert
wurden, da ansonsten bereits der radiale Verdiinnungseffekt die kompakte Darstellung
der Kurven fiir verschiedene Radien in einem einzigen Diagramm unmoglich gemacht
hétte. Diese Mafinahme beeinflusst offenbar nur die relative Grofle zweier Profile zuein-
ander, nicht aber die Gestalt des einzelnen Profils.)
In der Tat lassen sich einige Parallelen zwischen Beobachtung und Simulation identifizie-
ren; vor allem der steile Anstieg und das langsame Abklingen der Geschwindigkeitsmaxima
ist in beiden Fillen deutlich erkennbar. Auch die scharfen, fast nadelférmigen Maxima
der Magnetfeldprofile haben eine auffillige Ahnlichkeit.
Die deutlichen Unterschiede in der Gesamtdauer einer Passage (ca. ein Tag fiir die magne-
tische Wolke gegeniiber ca. einer Stunde in der Simulation) kann ohne weiteres durch die
sehr unterschiedlichen Beobachtungsorte erkldrt werden, da die Wolke wesentlich mehr
Zeit hatte, sich von einem vermutlich deutlich kompakteren Gebilde auf die beobachtete

4Darunter versteht man einen interplanetaren CME, dessen iiberdurchschnittlich starkes Magnetfeld
iiber die gesamte Linge des Gebildes eine sanft rotierende, moglicherweise helikale Struktur hat.
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Abbildung 4.14: Zeitliche Profile von Magnetfeldstirke, Teilchenzahldichte, Plasmatem-
peratur und Stromungsgeschwindigkeit des erdnahen Sonnenwind-Plasmas, in situ gemes-
sen von der ACE-Sonde im September 1998 wdihrend eine magnetische Wolke tiber den
Satelliten hinwegzog; nach Burlaga et al. [2001]. Die von diesen Autoren vorgeschlage-
ne Abgrenzung der Wolke bzw. der ihr vorausgehenden Schockfront ist durch senkrechte
Markierungen gekennzeichnet.

Lange von bis zu 1 AU auszudehnen; auch wird die Transitdauer eines simulierten CMEs
nicht génzlich unabhéngig sein von der Dauer seiner Initiierung (die hier eben gerade bei
ca. 1,5 h Echtzeit liegt).

Die simulationsbasierten Profiltafeln [4.15 und 4.16 lassen auch fiir sich genommen einige
interessante Feststellungen zu. So zeigt das untere Diagrammpaar in 4.15 deutlich die
Erhohung der Feldstédrke durch die Kompressionswelle des CMEs, die sich mit dessen
nach auflen zunehmender Geschwindigkeit noch weiter verstarkt. Wie erwartet ist dieser
Effekt beim schnellen CME doch ausgepriigter (und das Feld kurzzeitig um den Faktor
~ 2 hoher). Im Fall von Lauf 4 kann die Kollision der beiden CMEs besonders gut anhand
der Verschiebung der Maxima der Profile von Magnetfeld und Geschwindigkeit verfolgt
werden. Bemerkenswert ist auch hier die kurzzeitige, deutliche Erhéhung des Magnetfeldes
im Moment der Kollision.
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Abbildung 4.15: Zeitkurven fiir Magnetfeld —B,, Dichte n und Geschwindigkeit v, an aus-
gewdhlten Radien entlang der Ausbreitungsrichtung des einzelnen CMEs, links veme = 0,
rechts Veme = 4. Das Minuszeichen vor B, kompensiert den Nord-Stid-Polaritit des Mag-

netfeldes (mit B, < 0 bei z =0).



104

- By, (1/R)” [uT]

n (/R)% [10* m¥

700
600
500
400
300

u [km/s]

200
100

-100

KAPITEL 4. SONNENWIND-SIMULATIONEN

t - teme [N]

Lauf 3 (tcme,Q - Zfcme,l = 17 O)

1 2 3 4 5 6 7 8
t--teme [N]
T T T T T .
r=2
r=4 i
I —
N\ ok |
) e
N X AN
1 1 ! L \ \

- B, (R)? [uT]

n (/R)% [10% m¥

u [km/s]

r=2
r=4
r=6
r=8
r=10

w A
o~

= N
N oW

o
o wu

700
600
500
400
300
200
100

-100

t == teme [N]

Lauf 4 (tcme,Q - tcme,l = 07 5)

Abbildung 4.16: Die zu Abbildung 4.15 analoge Tafel fiir zwei kurz aufeinander folgende
CMEs: Ein langsamer CME (veme2 = 0) startet bei teme 1 = 10, ein schnellerer (Vemes = 4)
folgt bei temeo = 11,5 (links) bzw. temea = 11,0 (rechts), also im tatsdchlichen Abstand

von 2,25 bzw. 1,5 h.




Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand der vorgelegten Arbeit ist die Erstellung eines magnetohydrodynamischen
3D-Modells der sonnennahen Heliosphére, sowie dessen numerische Implementierung und
Anwendung auf die Beschreibung der Expansion sog. Koronaler Masseauswiirfe (CMEs).
In einem ersten Schritt wurden die MHD-Gleichungen der Natur des Problems und seines
astrophysikalischen Umfeldes angepasst, und verschiedene mogliche Einfliisse auf ihre phy-
sikalische Relevanz und praktische Modellierbarkeit gepriift. Diese Untersuchung miindete
insbesondere in der Festlegung auf eine Ein-Fluid-Beschreibung zu Gunsten einer korrek-
ten Wiedergabe diskontinuierlicher Losungen.

Die numerische Realisierung des Modells in einer bestehenden C++ -Rechnerumgebung
geschah unter Verwendung des kartesischen CWENO-Schemas, welches nach Sichtung ver-
schiedener Alternativen durch seine hohe Wiedergabetreue in der Nihe grofler Gradienten
und die vergleichsweise unproblematische Verallgemeinerung auf Systeme von Gleichun-
gen in mehreren Dimensionen {iberzeugte. Dieser neu erstellte Code wurde einer Anzahl
numerischer Tests ansteigender Komplexitéit in ein, zwei und drei Raumdimensionen un-
terzogen. Es konnte gezeigt werden, dass die analytischen Losungen — sofern bekannt —
stets mit hoher Genauigkeit reproduziert wurden. Auch die Ergebnisse jener Testrechnun-
gen, deren exakte Losungen nicht bekannt sind, waren konsistent mit dem physikalisch zu
erwartenden Verhalten.

Neben der Implementierung der nichtlinearen Quellterme (fiir Gravitation und Heizung)
stellte die Approximation der Sonnenoberfliche als innere Berandung des Rechengebietes
eine wesentliche Herausforderung dar. Den dort auftretenden hohen Gradienten (vor al-
lem der Dichte) sowie der Notwendigkeit, die Randbedingungen von einer kugelférmigen
Fléche auf das kartesische Gitter zu iibertragen, konnte mit einer entsprechend angepas-
sten Interpolationsmethode begegnet werden. Im Falle der Geschwindigkeit wurde die freie
Extrapolation nach innen mit der Alternative einer klassischen Dirichlet-Randbedingung
verglichen. Die dabei festgestellte iiberlegene Genauigkeit des Interpolationsverfahrens
liegt im Prozentbereich und ist gegen den hoheren Rechenaufwand abzuwiegen.

Zur Wahrung der (numerischen) Divergenzfreiheit des Magnetfeldes wurde ein klassisches

105
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Projektionsverfahren mit einer Variante der sog. GLM-Methode verglichen und dem (al-
lerdings numerisch aufwindigeren) Projektionsverfahren schlielich der Vorzug gegeben,
da die beim GLM-Verfahren verbleibenden relativen Divergenz-Fehler von ca. 10 % als
nicht akzeptabel eingestuft werden mussten. Deren Ursache wird in der rdumlichen Mitte-
lung des Magnetfeldes am Sonnenrand vermutet; die Aussagekraft dieses Vergleiches fiir
andere Geometrien oder Szenarien ist folglich sehr begrenzt.

Zur Herstellung stationédrer Sonnenwind-Losungen wurden das System ausgehend von ei-
ner jeweils geeignet gewihlten Startkonfiguration in der Zeit integriert, bis sich in selbst-
konsistenter Weise eine stabiles Gleichgewicht einstellte. Beginnend mit dem klassischen
hydrodynamischen Parker-Wind konnten auf diese Weise sowohl nicht-isotherme als auch
magnetisierte Windlosungen generiert werden.

Die so gefundene Gleichgewichtslosungen wurde nun ihrerseits als Startkonfiguration fiir
die Simulation der Expansion CME-artiger Materieblasen genutzt. Dabei ist vor allem der
Aspekt der vollstandig dreidimensionalen Modellierung hervorzuheben, der es gestattete,
die Expansionsrichtung des CMEs génzlich unabhéngig von der Symmetrieachse des Ma-
gnetfeldes zu wahlen; insbesondere konnte die Ausbreitung in der Ekliptik studiert werden.
Die aus den Simulationsdaten erstellten Zeitprofile fiir Dichte, Stromungsgeschwindigkeit
und Magnetfeldstirke zeigen zumindest qualitative Ubereinstimmungen mit typischen sa-
tellitengestiitzten Beobachtungsdaten; ein quantitativer Vergleich ist problematisch, da
fiir den hier betrachteten geringen Abstand zu Sonne (noch) keine in situ-Messungen vor-
liegen; zudem stellen die immer noch zahlreich vorhandenen Vereinfachungen des Modells,
insbesondere die noch notwendigerweise vorausgesetzte isotherme Zustandsgleichung, ein
Hindernis dar.

Ausblick

Es ist klar, dass die Modellierung eines hochkomplexen und dynamischen Systems wie
der inneren Heliosphére und ihrer Wechselwirkung mit transienten Storungen in vielerlei
Hinsicht unvollstéandig bleiben muss, zumal im Rahmen einer Arbeit wie der hier vorge-
legten die Konzentration auf einige wesentliche Kernpunkte geboten ist. Fiir zukiinftige
Arbeiten bieten sich so zahlreiche mogliche Erweiterungen an. Als vorrangiges Ziel ist
hier die Zusammenfithrung geheizter (d. h. nicht-isothermer) Szenarien mit magnetisier-
ten Windmodellen zu nennen, die aufgrund numerischer Probleme derzeit noch nicht ab-
schlieend vollzogen werden konnte. Diese Stofirichtung scheint um so naheliegender, als
beide Teilaspekte fiir sich genommen erwiesenermafien bereits zufriedenstellende Losun-
gen produziert haben. Ferner kann daran gedacht werden, das Simulationsvolumen durch
adaptive Gitterverfeinerung und/oder Parallelisierung des Codes deutlich zu vergrofiern.
Modellseitig kénnte z. B. die Topologie des Magnetfeldes mit in die Initialisierung der
CME-Eruption einbezogen werden; gerade hier stellt der bereits im Code vorgesehene
Ubergang von der idealen zur resistiven MHD eine vielversprechende Option dar.



Anhang A

., Klassische” Sonnenwind-Modelle

In dieses Kapitel werden die wesentlichen Kernpunkte der frithen Modelle des Sonnenwin-
des rekapituliert, sofern sie fiir die vorliegende Arbeit relevant erscheinen.

A.1 Das Parker-Modell

Dieser Abschnitt stellt das urspriingliche HD-Modell des Sonnenwindes nach [Parker 1958]
vor, welches trotz seiner Einfachheit eine ndherungsweise korrekte Vorstellung von der
globalen Struktur der heliosphérischen Uberschall-Plasmastromung liefert.

A.1.1 Hydrodynamik

Als isothermes, radialsymmetrisches, nichtmagnetisiertes und zeitunabhéngiges Modell
geht das Parker-Modell aus vom Gleichungssystem

1 d,,
0 = ol (r* pu) (A1)
du 1 dp GMg
“Yar T p dr 2 (4.2)
p = &p, (A.3)

bestehend aus der Kontinuitéatsgleichung, der Impulsbilanz und der isothermen Zustands-
gleichung, wobei (A.1) sofort zu
r* p u = konst. (A.4)

integriert werden kann. Nach Elimination von p und p durch (A.4) bzw. (A.3)) kann Glei-

chung als
u? — 2 du 2, GM; (A5)

U dr r 72
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geschrieben werden. Von besonderer Bedeutung ist der sog. kritische Radius

GM,
22 7

(A.6)

Teris. -=

an welchem die rechte (und natiirlich auch die linke) Seite von verschwindet und
u'(r) somit entweder Null wird oder (im Fall u = ¢,) nicht eindeutig festgelegt ist.
Mit den normierten Variablen

vi=" und z:=— (A.7)
c

Terit.

ergibt sich daraus schliellich die dimensionslose Form

v2—1 do 1 1

- A.8

2v dx =z a2 (A.8)
Deren Integration fithrt auf die impliziteﬁ Gleichung
2 2 1

v —ln(v)—4<lnx+—)+0, (A.13)
x

wobei sich je nach Wahl der Integrationskonstanten C' die in Abbildung A.1l dargestellten
Losungstopologien ergeben.

Losungen mit C' < —3 sind physikalisch irrelevant, da sie nicht jedem x ein eindeu-
tiges v(z) zuordnen. Fiir C' > —3 ergeben sich komplett super- oder subsonische Profile.
Erstere stehen nicht im Einklang mit dem Beobachtungsbefund kleiner Geschwindigkei-
ten naher der koronalen Basis; letztere miissen ebenfalls verworfen werden, da sie (wie
alle abstromenden Losungen mit lim, .., v = 0) zu einem divergierenden Gasdruck im
Unendlichen fiithren. (Die Kombination von Kontinuitatsgleichung und isothermer
Zustandsgleichung (A.4) liefert sofort

lim p(r) = ¢ lim p(r) = oo (A.14)

S
r—ro r—70

'Wie Cramner [2004] bemerkt, kann diese Beziehung mit
D(z) =z exp(—4/x — C) (A.9)

auch als
v? = —W[-D(z)] (A.10)

geschrieben werden, wobei W (z) die LAMBERT ’sche W-Funktion bezeichnet, welche definitionsgemif die
transzendente Gleichung
W(z) exp[W(z)] =z (A.11)

16st. Speziell fiir C = —3 ist die Losungskurve wie folgt aus den beiden reellwertigen Asten Wy und W_
zu kombinieren:

(A.12)

2 _ —Wo[-D(x)] : z<1
v _{ -W_1[-D(x)] : z>1
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Abbildung A.1: Das sog. Parker-Bondi-Diagramm stellt ausgewdhlite Losungskurven der
impliziten Gleichung (A.13) in der (x,v)-Ebene dar. Die dick hervorgehobene Kurve (fiir
C = =3, 0,v > 0) setzt sich aus zwei Teilisten zusammen und kennzeichnet den hier
relevanten Sonnenwind-Fall.

fiir alle Orte rg, an denen das Gas zur Ruhe kommt.)

Fiir den verbleibenden Fall C' = —3 ergeben sich zwei Losungskurven, die sich im kriti-
schen Punkt (z,u) = (1,1) kreuzen. Die monoton fallende Kurve wurde von Bondi [1952]
fiir den Fall sphérisch-symmetrischer Akkretion auf ein zentrales Objekt gefunden; sie ist
fiir v > 0 instabil und daher als Windlosung wenig interessant. Tatséchlich ist die zwei-
te, monoton wachsende Losung als einzige dynamisch stabil [Velli 2001] und zeichnet ein
ndherungsweise korrektes Bild des tatséchlich vorliegenden Stromungsverhaltens.

A.1.2 Wirkung auf das solare Magnetfeld

Unter der Annahme, dass das solare Magnetfeld im idealen Plasma des Sonnenwindes
,,eingefroren” ist und von diesem passiv nach auflen transportiert wird, konnte Parker die
resultierende Feldstruktur in der Aquatorialebene angeben.

Jenseits von der sog. Quellfidche, einer gedachten Kugel mit Radius ro =~ 2...3 R,
hat das rdumlich hochkomplexe photosphérische Magnetfeld ndherungsweise die Gestalt
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eines radialen Feldes angenommen. Im mit der Winkelgeschwindigkeit €2 mitrotierenden
Bezugssystem ist die Bahnkurve eines solchen Fluidelements der radialen Geschwindigkeit
Usyw (und damit die Gleichung fiir die zugehorige Feldlinie) durch

o(t) = o+ Ot (A.15)
r(t) = 7o+ Usyl (A.16)

gegeben. Elimination von t gibt
P() = 7o + tigy o2 ;fo (A.17)

und zeigt, dass die Feldlinien die Form archimedischer Spiralen annehmen.
Divergenzfreiheit in sphéarischen Koordinaten bedingt
10
OZVB:—— ZBT = Br:
r2 Or (r )
ferner folgt aus der Induktionsgleichung (2.42) fiir ein stationéres (0; = 0), ideales (n = 0)
Plasma

Ci

5
r2

(A.18)

1
0= [V X (11 X B)] cey = ;% [T(ugoBr - uchp)] = Uchfr - UTB@ = % .

(A.19)

Bei Auswertung der beiden Integrationskonstanten an r = rq folgt

B, = By (1)_2 (A.20)

To

r\ 2 u, — Q)
B<P = BO <—) Ld 5 (A21)

To Uy

da dort u, = roQ2 und B, = 0 gilt. Fiir groe Radien r > u, /) vermindert sich die
Feldstérke also wie

Byr? rQ \?
B(r) ~ 1 A.22
=2 e () (A22)
und fiir den Winkel 1), den die Feldlinie mit dem Radiusvektor einschlief3t, gilt
B — () Q
tony = |2 = o TR s e (A.23)

Am Erdorbit ist tant) ~ 1, also ¢ ~ 45°. Abbildung A.2 gibt einen qualitativen Ein-
druck von der Feldlinienstruktur in Aufsicht (d. h. entlang der Rotationsachse blickend).
Innerhalb der Quellfliche (d. h. fiir » < r¢) ist die obige Formel nicht anwendbar; da dort
magnetische und kinetische Energiedichte etwa von gleicher Gréflenordnung sind, kann in
diesem Bereich von starrer Rotation ausgegangen werden.
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Abbildung A.2: Ausgewdhlite Feldlinien des dquatorialen Magnetfeldes jenseits der Quell-
fliche v = rq (durchgezogener Kreis). Am Erdorbit (gestrichelter Kreis, nicht mafstabs-
getreu) ist die Ablenkung der Feldlinien aus der radialen Richtung etwa gleich 45°.

A.2 Magnetisierte Winde nach Weber & Davis

Das Modell von Weber & Davis [1976], welches zusétzlich zu den Gleichungen (A.1 —/A.3)
noch die azimutale Impulsbilanz

p(u-Vu), = (J x B), (A.24)

in der Aquatorebene betrachtet, bestétigt die Annahme starrer Rotation im Bereich r < g

anhand der Formel
P\
— ) A.25
() ] (4.25)

ra bezeichnet den Alfvén-Radius, an dem v, gleich der radialen Alfvén-Geschwindigkeit
up := B,./\/lop wird. Fiir groe Absténde gilt also niherungsweise

uy(r) ~ rag (1 - U—A) , (A.26)

wie aus Griinden der Drehimpulserhaltung auch zu erwarten war. Der exakte Wert von
ra ist nicht bekannt; die Extrapolation von HELIOS-Daten weist auf ry, ~ 12 Rs hin
[Pizzo et al. 1983]. Im Kontext der vorliegenden Arbeit liegt die Bedeutung dieses Modells
in erster Linie darin, dass es die in Abschnitt vorgenommene Vernachléssigung der
solaren Rotation rechtfertigt.

Uy (r) = urfup =1 = (1=,
o) = ) ) —1 (1«M)Q+O
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Anhang B

Das ohmsche Gesetz in der
Heliosphéare

Wie in Abschnitt dargelegt, kommt das allgemeine ohmsche Gesetz (2.39) in dieser
Arbeit in der stark vereinfachten Form (2.41) zum Einsatz (wobei in allen hier vorgestell-
ten Simulationen n = 0 gesetzt wurde). Fiir den hier vorliegenden Fall des heliosphérischen
Wasserstoff-Plasmas kann diese Form wie folgt begriindet werden:

Unter Verwendung der Normierungstabelle [2.1] folgt aus (2.39) fiir die dimensionslosen
Felder E, @ und B der Ausdruck

_ _ 1 - 1= Jo By 1= ~ eJo 1. =
E+uxB = [noJoﬁJ— B _Up+ L0 B e g
uo By ngpe Lo n nge n ng ety n
) _ - M\
= pJ+=-|(Z2)(-Vp.+I xB — . B.1
= (Lo)( Ve +J x )+(L0) (9t] (B.1)

Die Eindringtiefen A\, o € {e,p} héngen dabei definitionsgeméf iiber die Beziehung

Y (B.2)

Wa

mit den fiir Elektronen und Protonen jeweils relevanten Plasmafrequenzen

2
o = |0 (B.3)
Eg My

zusammen. Mit den Normierungskonstanten aus Tabelle 2.1 findet man

Ae 0,5m

Diese Abschitzung rechtfertigt die Vernachlidssigung aller Summanden auf der rechten

Seite von bis auf den resistiven Term, dessen Relevanz fiir die vorliegenden Unter-
suchungen bereits in Abschnitt 2.3.3 diskutiert wurde.
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Anhang C

Erginzende Betrachtungen zur
Numerik

C.1 Der Poisson-Schritt bei extrapolierten Rand-
bedingungen

Wie in Abschnitt [3.6.2 dargelegt, werden fiir das Projektionsverfahren die Randwerte von
® so gewdhlt, dass V;® und B; die gleichen Randbedingungen erfiillen. Es soll nun moti-
viert werden, warum dieses Vorgehen bei extrapolierten Randbedingungen nicht geeignet
ist. Dazu betrachten wir den Spezialfall verschwindender Quelle S = (V - B)yum und be-
schrinken uns auf eine eindimensionale Betrachtung.

Extrapolierte Randbedingung fiir V® bedeutet

0 = (V@)1 = 2(VO); + (V®)in

D, — ;9 iy — Dy DPipo — Py
= -2 C.1
2 Ax 2 Ax + 2 Ax (C.1)

oder
(I)H_Q - (I),‘_Q + 2(1)1'4-1 - 2(1)1'_1 (CQ)

sobald einer der vier Punkte auflerhalb des Gitters liegt. Sei nun ¢ = N der letzte Punkt
des Gitters. Der Iterationsschritt (3.161) zur Losung von V2® = 0 lautet dann

Dy = [Pny2+ Pr-o] /2 (C.3)
(Do + 2Dy — 2By 1)+ Dy ] /2 (C.4)
= [Pn_o+2(Py_3+2Py — 2Dy o) —2Pn_1 + Pn_o] /2 (C.5)
— 2By — By — Dyt Py, (C.6)

wobei .o und ®p,q mittels (C.2) durch Werte im Inneren des Gitters ausgedriickt
wurden.
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Im Sinne einer VON NEUMANN-Stabilitdtsanalyse (siehe z. B. [Potter 1973]) setzen wir ®
nun als Fourier-Mode der Form

O,(t) = A, exp(ikAz) =: A, exp(jif3) (C.7)

an. Dabei ist k die Wellenzahl der Mode, n zdhlt die Iterationen, ¢ ist der Index der
Gitterzelle und j bezeichnet die imaginére Einheit (0,1) € C. Durch Einsetzen ergibt sich
die Amplitudenverstiarkung pro Iterationsschritt zu

A, d/
' A“ = cI)—N = |2 —exp(—)B) — exp(—2)3) + exp(—3)3)| (C.8)
n N
= \/1—4sin25(4cos5—3) (C.9)
> 1 fur |§] > arccos(3/4) = 0, 7227... (C.10)

Sobald also die inneren Werte von ® Moden im durch (C.10) bezeichneten Bereich ent-
halten, wird das Verfahren numerisch instabil. Anschaulich kann man sich vorstellen, dass
® nach auflen quadratisch extrapoliert wird, wodurch die so berechneten Randwerte im
Einzelfall betragsméflig grofler werden konnen als die inneren Werte, aus denen sie be-
stimmt wurden. Die nachfolgende Mittelung erhoht dann den Betrag von 5, was
die extrapolierten Werte weiter erhoht usw.

C.2 Zur Wahl der Konstanten ¢

Wie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben, ist bei der Berechnung der Gewichte der Fall
abzufangen, dass im Falle einer einseitig konstanten Losung durch Null dividiert wird, da
dann der zugehorige Indikator Sy (3.27) verschwindet. Zu diesem Zweck wird eine ,,kleine”
Konstante ¢ > 0 zu Sy addiert, die von Kurganov & Levy [2000] pauschal zu 10~* ange-
setzt wird. Da die Wirkung von ¢ von der Groflenordnung der @; abhéngt (also sozusagen
,,dimensionsbehaftet” ist), ist die Wahl dieser Konstante dem jeweiligen Problem anzupas-
sen. Um die Wichtigkeit dieses Punktes zu unterstreichen, werden zwei Advektionslaufe
der in Abschnitt3.2.1 beschriebenen Art bei unterschiedlichem e durchgefiihrt: Das schon
bekannte kastenformige Dichteprofil (3.62) wird mit der Geschwindigkeit u,q, = 0,5 iiber
den periodischen Bereich = € [—1, 1] advektiert. Abbildung C.1 zeigt zwei exemplarische
Ergebnisse. Der von Kurganov & Levy [2000] empfohlene Wert muss danach offensicht-
lich als ungeeignet fiir diese Problemklasse bezeichnet werden. Deutlich bessere Ergebnisse
werden hingegen mit der Wahl ¢ = 107!2 erzielt, die aus diesem Grund in allen durch-
gefithrten Simulationen Verwendung findet.

Das hier geschilderte Beispiel macht deutlich, dass CWENO zwar ein méchtiges Werk-
zeug zur Vermeidung oszillatorischer Artefakte darstellt, es diese Wirkung aber nicht
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167 161
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Abbildung C.1: Advektionsliufe fiir zwei verschiedene Werte der Konstanten e fiir die
Indikatoren (3.28). In beiden Fillen betrdigt die Auflosung 400 Gitterzellen in x-Richtung
und der Zeitschritt At = 0,0025, entsprechend einem CFL-Wert von 0,25. Dargestellt
sind jeweils das Dichteprofil zur Zeit t1 = 4 = 2/uqqy (also nach genau einem Durchlauf),
sowie das (um 0,6 Einheiten nach unten verschoben gezeichnete) Startprofil po(x) nach

Gleichung (3.62) (gestrichelt gezeichnet).

immer und automatisch entfaltetﬁ Vielmehr sind die gewéhlten Parameter der Natur des
Problems anzupassen, und eine geeignete Wahl kann oft erst durch numerische Parame-
terstudien gefunden werden.

!Gerade vor diesem Hintergrund scheint die Bezeichnung des Verfahrens (ENO = , essentially non-
oscillatory”) sehr passend gewihlt.
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