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Kapitel 1

Einleitung

Durch Beobachtungen der modernen Astronomie/Astrophysik sind kompakte
massive Objekte (kollabierte Sterne, aktive galaktische Kerne) in den letzten
Jahren besonders interessant geworden. Die letzten Erkenntnisse der Astrophy-
sik liefern immer mehr Indizien, dass diese ,,Schwarzen Locher® wirklich exi-
stieren [1], [2]. In diesem Zusammenhang riickt auch das Verhalten der Materie
im starken Gravitationsfeld dieser Objekte immer mehr in den Mittelpunkt des
Interesses. Auch wenn die beobachteten Signale oft Schwankungen mit kurzer
Zeitskala ausweisen und damit auf eruptive Prozesse hindeuten, stellt sich hier-
bei vor allem die Frage, ob es Plasmagleichgewichte, also stationére Strémun-
gen von Plasma in der unmittelbaren Umgebung eines Schwarzen Lochs geben
kann. Dies wiirde mit den Erfahrungen der gewohnlichen Plasmaphysik iiber-
einstimmen, wonach schnelle zeitliche Verdnderungen, wie z.B. Eruptionen auf
der Sonne oder Instabilitdten im Laborplasma, ein globales Gleichgewicht zwar

storen konnen, aber nicht immer beseitigen miissen.

Somit steigt das Bediirfnis an theoretischen Konzepten und Modellen, die
solche Gleichgewichte beschreiben, bzw. mogliche Entwicklungen der Materie
voraussagen konnen. Das bisherige Vorgehen zur Berechnung solcher Gleichge-
wichte in der Nihe eines Schwarzen Lochs bestand darin, zwei Traditionslinien

zusammenzufithren: Auf der einen Seite kennt man seit 1963 die Gravitati-



onskraft, die ein rotierendes Schwarzes Loch auf seine Umgebung ausiibt. Sie
wird durch die Kerr-Losung der Einsteinschen Feldgleichungen gegeben [3], [8].
Auf der anderen Seite sind die Gleichgewichtsbedingungen eines gewéhnlichen
Plasmas bekannt, wenn es als ideale Fliissigkeit mit Magnetfeld (im Rahmen
der Magnetohydrodynamik) beschrieben wird. Es lag also nahe, diese Gleichge-
wichtsbedingungen fiir die Kerr-Geometrie abzuleiten und numerisch zu losen.
Die meisten Arbeiten [12]-[20] beschéftigten sich dabei mit der Beschreibung
eines ideal leitendes MHD-Plasmas in der Nihe eines Schwarzen Lochs. Ein re-
sistives MHD-Plasma wurde von Bekenstein und Oron [4] diskutiert und spéter
in Ref. [21]-[24] auf die Akkretionsscheiben um ein Kerr-Loch angewendet.
Fiir ein ideal leitendes Gleichgewichtsplasma hat sich jedoch gezeigt, dass der
Rahmen der Magnetohydrodynamik zu eng ist, um das Plasma in der Né&he
eines rotierenden Schwarzen Lochs widerspruschsfrei zu beschreiben. Die cha-
rakteristische Eigenschaft der MHD-Beschreibung ist der Erhaltungssatz des
magnetischen Flusses in dem mitbewegten Koordinatensystem!. Diese Glei-
chung wurde fiir die relativistischen stationéren und rotationssymmetrischen
Plasmen zum ersten Mal von Bekenstein und Oron [4] integriert. Die Diskus-
sionen iiber den Flusserhaltungssatz eines MHD-Plasmas um ein Schwarzes
Loch wurden bei Camenzind [15], Mobarry und Lovelace [5], Nitta, Taka-
hashi Tomimatsu [6] und Beskin und Par’ev [19] fortgefiihrt. Das wichtigste
Ergebnis war dabei, dass die Komponenten des Viererpotentials Ay und A
auf den Flidchen konstanten magnetischen Flusses auch konstant sein miissen,
und demnach auch Funktionen voneinander sind. Dies wird aber in der Kerr-
Geometrie durch den gravitomagnetischen Effekt verhindert. Die Kerr-Metrik
ist ndmlich zwangsldufig nichtdiagonal, da das Element g;, sich unter keinen
Transformationen zu Null bringen 148t [7]. Dadurch werden die Poisson- und
Amperegleichung gekoppelt, was im Widerspruch zur MHD steht.

Somit ist man auf die Mehrfliissigkeitsgleichungen eines Plasmas angewiesen,

Ld.h. in einem Koordinatensystem, das sich mit der Vierergeschwindigkeit u* des Fluid-
schwerpunkts bewegt



in denen die starre Bindung des elektrischen Potentials an die magnetische
Flussfunktion aufgehoben ist. Der nichste logische Schritt, den man in dieser
Richtung unternehmen miisste, ist die Modellierung eines Zweifliissigkeitsplas-
mas in der Kerr-Geometrie, das aus dem Fluss der Elektronen und der einfach
geladenen Ionen besteht. Genau dies stellt auch den Schwerpunkt dieser Arbeit
dar.

Das zweite Kapitel ist dem Flusserhaltungssatz gewidmet. Der Flusserhal-
tungssatz ist ein duflerst wirksames Instrument bei der Suche nach einem Plas-
magleichgewicht und ist der Dreh- und Angelpunkt der gesamten Theorie, die
die Grundlage fiir das in dieser Arbeit beschriebene Modell liefert. Das dritte
Kapitel steht im Zentrum der Arbeit. Hier wird das eigentliche Zweifliissig-
keitsmodell in der Kerr-Geometrie zunéchst fiir ein ideales Plasma vorgestellt,
und anschlieend auf den schwach dissipativen Fall erweitert. Das vierte Ka-
pitel stellt das Verfahren fiir die numerische Losung des Plasmagleichgewichts
in dem erwédhnten Modell vor.

In dem fiinften Kapitel werden die Ergebnisse der numerischen Computersimu-
lation fiir das Zweifliissigkeitsmodell in der Kerr-Geometrie vorgestellt. Dabei
gingen die Simulationen in zweierlei Richtungen: Zum einen wurde versucht,
die Frage iiber die Existenz, Berechenbarkeit und Form eines Plasmagleich-
gewichts in einem geschlossenen System (also ohne Materieaustausch mit der
Umgebung) zu beantworten. Zum anderen wurden offene Systeme simuliert.
Hierbei stellte sich vor allem die Frage, ob ein Plasmagleichgewicht moglich ist,
das die aus den Diskussionen in der Astrophysik bekannten sogenannten ,,Jets
(schnelle Stromungen des Plasmas entlang der Rotationsachse) [1],[44],[43] be-

schreiben konnte.






Kapitel 2

Flusserhaltungstheorem

Das in dieser Arbeit behandelte Modell bezieht sich auf ein rotationssymme-
trisches, stationires Plasmagleichgewicht in einer Kerr-Metrik fiir ein nahezu
ideal leitendes, schwach dissipatives Plasma.

Fiir ein ideales Fluid 148t sich immer ein Flusserhaltungssatz konstruieren, der

in dem Viererraum die Form

Quu’ =0 (2.1)

erhilt. Geht man den gewohnlichen Weg und behandelt das Plasma im Rah-
men der idealen MHD-Beschreibung, die auf der Bewegungsgleichung eines
magnetisierten Fluids und dem Ohmschen Gesetz fiir ein ideal leitendes Plas-

ma basiert:

E+vxB=0

so ergeben sich dabei fiinf Flussfunktionen [32]. Allerdings sind deren Beziehun-
gen zu den Erhaltungssitzen noch nicht zufriedenstellend aufgeklért, und man
erhélt keinen Vorteil aus dem Flusserhaltungssatz. Auflerdem, wie es spéter

gezeigt wird, ist die ideale MHD-Beschreibung zu eng, um das Plasma um



ein rotierendes Schwarzes Loch widerspruchsfrei zu beschreiben. Angemessene
Ausgangsbasis scheint deshalb das Mehrfliissigkeitsplasma zu sein. Die Erwei-
terung der MHD-Beschreibung fiir ein Zweifliissigkeitsplasma sowie das genera-
lisierte Ohmsches Gesetz wurde in Ref. [35] fiir den 341 Split der Kerr-Metrik
gegeben. In dieser Arbeit wird aber von einem allgemeinen Mehrfliissigkeits-
modell des Plasmas in einem 242 Split der Kerr-Metrik ausgegangen, das fiir
ein Zweifliissigkeitsplasma spezifiziert wird.

Die Gleichung (2.1) ist dabei eine der Hauptgleichungen, die sowohl fiir die
MHD- als auch fiir die Mehrfliissigkeitsbeschreibung benutzt wird, und ver-
dient daher besondere Aufmerksamkeit. In diesem Kapitel werden die Flus-
serhaltungsséitze fiir ein MHD- und Mehrfliissigkeitsplasma diskutiert. Der
néchste Abschnitt beschéftigt sich zunéchst mit der allgemeinen Lésung des
(4-dimensionalen) Flusserhaltungssatzes fiir das Magnetfeld eines ideal leiten-
den Plasmas. Aus der Losung fiir diesen speziellen Fall ergibt sich dann die
allgemeine Losung des Flusserhaltungssatzes (2.1) durch Umbenennung der
entsprechenden Groéfien.

2.1 Allgemeine Losung der Gleichung Q) ,u" =
0 in einem rotationssymmetrischen, stati-
oniren Gleichgewicht am Beispiel fiir ein
ideal leitendes Plasma

In einem rotationssymmetrischen, stationdren Plasmagleichgewicht sind alle
physikalischen Gréflen unabhingig von der Zeit ¢ und dem toroidalen Winkel
¢. Diese Eigenschaften sind insbesondere auch fiir den metrischen Tensor g,,
giiltig. Als Koordinatensystem wihlen wir (z#) mit 2° = ¢t (c=1), z! = ¢
und zwei Koordinaten 22, 2® in der Poloidalebene. Ferner erscheint es bei
der Beschreibung eines rotierenden Mediums als sinnvoll anzunehmen, dass

alle physikalischen Gréflen unter der gleichzeitigen Koordinatentransformation



( fp : :; ) invariant sind. Unter allen diesen Annahmen hat der metrische

Tensor g, die Gestalt [8]:

goo g1 O O

go 91 0 0
L, = 2.2
In 0 0 g2 go3 ( )

0 0 g3 gs3

was zum Linienelement der Form
(ds)2 = g;,dx"dz® + gupdzdz® (2.3)

fiihrt. Dabei verlaufen die Indizes r, s vom 0 zu 1 und a, b von 2 bis 3.

Der elektromagnetische Feldstirketensor F),

0 —FE, —E, —FE4

_| B2 0 By -B
e I (2.4)

Es By, —B; 0

1:iBt sich mit den Vektoren des elektrischen E = (E, Fs, F3) und magnetischen

B = (By, By, B;) Feldes auch wie folgt ausdriicken [27]:

Fu. =0, Fio=FE;, Bi=Fj (2.5)

Es ist auch eine weitere Darstellung des F),, durch das Viererpotential moglich:

Fo=A,—Auy (2.6)

wobei das Komma die partielle Ableitung bedeutet. Wir konstruieren die Kom-

ponenten zweier Vierervektoren E, und B, die sich beim Ubergang in ein

ldiese Wahl der Indices wird in der ganzen Arbeit beibehalten



anderes Koordinatensystem nach den bekannten Regeln dndern [9]. In dem
momentan mitbewegten System werden die zeitlichen Komponenten gleich 0
gesetzt, wihrend die rdumlichen identisch mit den entsprechenden Komponen-

ten des elektrischen bzw. magnetischen Feldes sind:

E'=0 B! =0
( Ez{oz z'lo ) und < Bz{(): j,k >

Durch den Strich wird hier stets das momentan mitbewegte System gekenn-
zeichnet. An dieser Stelle muss betont werden, dass die Ubereinstimmung der
rdumlichen Komponenten von Eu und Eu mit den Komponenten des elektri-
schen bzw. magnetischen Feldes auf diese Weise nur in dem momentan mitbe-
wegten System moglich ist. Beim Ubergang in ein anderes Koordinatensystem
verlieren die Vierervektoren E, und B, den Bezug zu den physikalischen Vek-
toren E und B.

Durch die so konstruierten Vierervektoren 148t sich nun die Losung fiir das
behandelte Problem herstellen. Als erstes 148t sich hierbei leicht {iberpriifen,
dass die folgenden Beziehungen zwischen den Vierervektoren E, und B, und

dem Tensor F),, giiltig sind:

E,=F,u" (2.7)
» 1 v o
By = —Seuspm " F? (2.8)
F,, = E“ u, — E, Uy — €pvpo U B (2.9)

Dabei ist der Tensor €,,p,0 = \/—9€ups und €,,,, ist das Levi-Civita-Symbol

2 Diese Beziehungen sind offenbar in einem mitbewegten, also mit (u*) =

-1 (w,v,p,0) = ungerade Permutation von (0,1,2,3)

+1 (u,v,p,0) = gerade Permutation von (0,1,2,3)
gy,l/pa - =
0 sonst

10



(1,0,0,0), System giiltig. Da sie aber bereits in der Tensorschreibweise dar-
gestellt sind, sind diese Ausdriicke auch allgemein, also in einem beliebigen
Inertialsystem giiltig. Auf diese Weise haben wir die kovariante Darstellung

fir die von uns konstruierten Vierervektoren E, und B,, sowie die Darstel-

I3
lung des Tensors F),, durch Eu und Bu erhalten.

Die Annahme eines ideal leitenden Plasmas schliefit ein, dass der elektrische
Widerstand im Plasma vernachléssigbar klein ist. Damit aber das betrachte-
te Problem physikalisch sinnvoll bleibt, darf der Strom nicht unendlich grof§
werden, was sicherlich in Anwesenheit eines elektrischen Feldes der Fall ware.
Dies kann in dem Modell nur vermieden werden, indem man verlangt, dass das
elektrische Feld in einem mitbewegten System verschwindet: E~I[IL = 0. Da der
Vektor E, ein Vierervektor ist, kénnen wir diese Gleichung allgemein fiir ein

beliebiges Koordinatensystem iibernehmen:
EN =F,u =0 (2.10)

Somit vereinfacht sich die allgemeine Darstellung des Tensors F),, (2.9) zu:

Fly = —€upe u’ B° (2.11)

Aus (2.10) und (2.11) folgt also, dass in einem ideal leitenden Plasma der Ten-
sor F),, orthogonal sowohl zur Vierergeschwindigkeit " als auch zum Vierer-
vektor B* ist. Um nun die Komponenten des Tensors F},, in einem bestimmten
Geschwindigkeitsfeld (u*) ausrechnen zu kénnen braucht man nur die Losung
fiir den Vierervektor B* zu finden.

Wir fiihren die Einheitsvektoren, die sogenannten Killingvektoren, & ein:

&t =k*=(1,0,0,0); & =mt=(0,1,0,0)

11



Fiir die beiden Vektoren gilt, dass in dem betrachteten Problem (rotations-
symmetrisch, stationéir) die Ableitung einer beliebigen physikalischen Griofile A
in die Richtung (&) verschwindet:

£ A,=0 (2.12)

Ferner nehmen wir an, dass diese Eigenschaft auch fiir das Viererpotential A,
gilt.

Wir kénnen nun die Gleichung fiir B* konstruieren. Dafiir betrachten wir
zunichst die Komponenten F;, des elektromagnetischen Feldstédrketensors. Fiir

sie gilt offenbar in der gegebenen Symmetrie:

Fo= Aa,r - Ar,a = _Ar,a (213)

Leitet man diese Beziehung zusiitzlich nach z° ab, so bekommt man: F,,;, =
—Arap = —Arpa = Frpa. Damit ergibt sich fiir B* nach (2.11) die folgende
Gleichung:

0= Fra,b — Frb,a = grsab [(\/__guséb) .

- (\/—_gubés),b + (vV=gu'B*) - (vV=gu'B*)

,a »a

(2.14)

In dieser Gleichung sind alle Indizes fixiert. Es wird hier nicht {iber ¢ und
b summiert. Fiihrt man die Summenkonvention wieder ein, so 1a8t sich die

Gleichung (2.14) wie folgt umschreiben:

(V=gu'B*) —(V=gu'B*) =0, s=0,1 (2.15)

Aus (2.8) sehen wir, dass B* senkrecht zur Eulerschen Vierergeschwindigkeit
u,, ist. Dies konnen wir zugleich als Nebenbedingung fiir die Gleichung (2.15)

interpretieren:

12



Btu,=0 (2.16)

Fiir die Losung der Gleichung (2.15) benutzen wir den Ansatz:

B* = aut + b (2.17)

wobei b* wiederum eine Losung von (2.15) ist. Wegen der Nebenbedingung
(2.16) erhalten wir

0= B“u“ = avufu, +u, bt = o+ u,bt
und daraus fiir die Konstante «:
a = —u,bH.

Da mit dem Ansatz (2.17) fiir B* die Gleichung (2.15) linear in b* wird, kénnen
wir sie getrennt fiir den poloidalen und symmetrischen Teil behandeln. Die
Losung in der poloidalen Ebene ergibt sich aus der Betrachtung der Kompo-
nenten F,; (r,s = 0,1) des elektromagnetischen Feldstérketensors. Einerseits
sind alle diese Komponenten wegen der Symmetrieannahmen gleich Null, auf
der anderen Seite gilt die allgemeine Darstellung (2.11) fiir F},,. Man erhélt

somit die Bedingung:

0= F’rs = _ersabuaBb

b

Damit sie erfiillt ist, muss B? ~ 4’ sein. In dem gewiihlten Ansatz hat es zur

Folge, dass der poloidale Teil von b* verschwindet. Somit ergibt sich die Losung

fiir b¢:

b =0 (2.18)

13



Folglich liegt der Vektor v* in der Symmetrie-Ebene. Da sich aber jeder Vektor
in der Symmetrie-Ebene durch die Linearkombination beider Killingvektoren
darstellen 148t, konnen wir fiir die Losung der verbliebenen Gleichung in der

Symmetrie-Ebene

(vV=gut®) =0 (2.19)

,a

den Ansatz fiir b* in folgender Form schreiben:

b = —nCK" = —nC (k" + fmH) (2.20)

Hier wurde der Vektor K* = k* + fm* mit noch zu bestimmendem Skalar 3
eingefiihrt. Durch den Faktor n wird es spiter erméglicht, die Gleichung fiir b
mit Hilfe des Massenerhaltungssatzes zu vereinfachen. Die Lésung wird somit
durch die beiden Koeffizienten C' und 8 bestimmt.

Die beiden Koeffizienten sind natiirlich Flussfunktionen. Dies folgt aus der
Gleichung (2.19) und dem Massenerhaltungssatz. Betrachtet man z.B. die Glei-
chung (2.19) fiir s = 0, so erhdlt man:

0=—(v=gut®) =(V=gu™nC)
= (\/—_gnua)ﬂ C+ (\/—_gnua) Ca (2.21)

Wegen des Massenerhaltungssatzes, der sich in unserem Problem auf die po-
loidale Ebene reduzieren 1a8t ((\/ —gnut) = (/—gmu?) , = 0), verschwindet
der erste Term auf der rechten Seite. Um die Gleichung (2.21) zu erfiillen, muss

dann auch der zweite Term gleich Null sein oder:

u'Cy =0 (2.22)

14



Die analoge Bedingung fiir den anderen Koeffizienten

u'B, =0 (2.23)

erhilt man, wenn man die Gleichung (2.19) fiir s = 1 betrachtet.

Die Bedingung (2.22) bzw. (2.23) ist die notwendige und ausreichende Bedin-
gung fiir eine Flussfunktion. Damit werden die beiden Koeffizienten C' und g
konstant entlang der poloidalen Flusslinien.

Wir konnen jetzt die Grossen E’“, Bt und F w fiir ein vorgegebenes Geschwin-

digkeitsfeld u# durch diese zwei Parameter C' und [ darstellen:

E,=F,u" =0 (2.24)
B* = au* + b* = —nC [K“ - (KAu,\) u“] (2.25)
Fly = —€upett” BY = nCepeu’ K° (2.26)

Dabei ist nur eine der Funktionen wilkiirlich. Die Funktion § 148t sich aus der
Bedingung bestimmen, dass F},, orthogonal zu u* und B* bzw. zu u* und K*
ist. Mit der Definition von K* und F),, aus (2.26) bekommt man die Gleichung
fiir 8 nach der expliziten Ausrechnung der Bedingung K*F},, = 0:

€uwpott’ (K7 + Bm?) (K" + Bm*) =0

Noch anschaulicher 148t sich die Bedingung fiir 5 darstellen, wenn man von

der Potentialdarstellung fiir den Tensor F), ausgeht:

0=K"F,, = K"(A,,— Auy) = — (Ao + BAL) (2.27)
v=20,1,2,3

15



Diese Gleichung kann nur dann erfiillt werden wenn die beiden Potentiale A,
und A; voneinander abhéngig sind. Da auflerdem [ eine Flussfunktion ist,
miissen auch sie Flussfunktionen und damit konstant entlang den Stromungs-
linien sein. Mit anderen Worten, die Potentiale Ay und A; sind Konstanten der
Bewegung. Dies folgt auch unmittelbar aus der Annahme idealer Leitfdhigkeit
und der damit verbundenen Bedingung (2.10), wenn man sie fiir p =7 =0, 1
betrachtet:

0=F,u" =—-A, u" = —A,u" (2.28)

Als Beispiel wenden wir die erreichten Ergebnisse auf ein konkretes Modell an.
Es wird eine Flussfunktion ¥ eingefiihrt. Damit sind die Linien ¥ = const
auch die Strémungslinien. In der poloidalen Ebene fiihren wir die Koordina-

ten 22 = U, 13 = 0 ein. 0 definiert man dabei als eine winkelartige Koordinate.

Da nach (2.28) die A,, (r = 0,1) die Flussfunktionen sind, miissen sie auch
die Funktionen von ¥ sein: A, = A, (¥). Die noch verbliebene Eichfreiheit von
A, nutzen wir an dieser Stelle aus, um eine von den Komponenten, z. B. A,
mit der Koordinate ¥ zu identifizieren, wihrend die andere Komponente sich

dann aus der Gleichung (2.27) bestimmen l#8t:

dA, (7)
dv
Aus der Potentialdarstellung des elektromagnetischen Feldstérketensors und

A =0, B=-— (2.29)

(2.29) bekommen wir fiir Fi3 und Fj, sofort:
Fi3=0; Fip=-1

AuBerdem ist unter den von uns gewihlten Koordinaten u?> = 0. Setzt man
Fi5 = —1 in die Darstellung fiir F),, (2.26) ein, so bekommt man den folgenden
Ausdruck fiir die Konstante C":

1

¢= V/—gnu?

(2.30)

16



Mit (2.26) und (2.30) erhalten wir nun fiir Fj;:

(2.31)

Die iibrigen nicht trivialen Werte von F),,, Fy, a = 2,3 bekommt man aus der
Gleichung (2.27) und den schon bekannten Werten von Fj5 und Fi3, wenn man
beriicksichtigt, dass wegen der Symmetrieannahmen F,, = —A,,, (r = 0,1)

ist:

F()a = —/BFla (232)

Demnach haben wir alle Komponenten des Tensors F),, und somit auch des
Vektors B* fiir die vorgegebene Geometrie (n, g,,) und das Geschwindigkeits-

feld u* mittels einer einzigen Flussfunktion £ dargestellt.

17



2.2 Flusserhaltungssatz in einem MHD-Plasma

Flusserhaltungssétze gelten normalerweise in einem Plasma, in dem keine Dis-
sipationsprozesse stattfinden. Das klassische Beispiel hierfiir ist das Kelvin-
Helmholtz Theorem in einem neutralen Fluid mit der Zustandsgleichung p =
p (p). Die kriiftefreie Eulersche Bewegungsgleichung hat in diesem Fall die Form
[36]:

dv 1

Mit dem durch w = V x v definierten Wirbel 148t sich die linke Seite schreiben

dv _ 0v _Ov 1,
@ Vv ey (07)

Die Eulersche Bewegungsgleichung wird damit zu

ov 1, 1
- _Vp = 2.34
at—|—w><v—|—V<21))-1—pp 0 (2.34)

In einem dissipationsfreien Plasma gilt fiir die Entropie ds = 0. Der Term %Vp

aus (2.34) 148t sich damit aus der bekannten thermodynamischen Beziehung

1
;dp =dh—Tds (2.35)

ausdriicken, wobei A die Enthalpie pro Masse und 7T die Temperatur ist. Mit
ds = 0 wird damit %dp = dh oder:

1
-Vp =Vh
p

so, dass wir endgiiltig fiir die Eulersche Bewegungsgleichung:

18



aa—z+wxv+VU:0 (2.36)

bekommen, wobei die Bernoulli-Funktion U = %02 + h eingefiihrt worden war.
Die Helmholtzgleichung erhélt man nun, indem man die Rotation von (2.36)
bildet:

%—j—FVx(wxv):O (2.37)

Diese Gleichung ist ein spezieller Fall der Gleichung fiir ein eingefrorenes Vek-
torfeld 2 = V x V| das sich mit der Fluidgeschwindigkeit v bewegt:

%—?+Vx(ﬂxv):o; Q=VxV (2.38)

Die Gleichung fiir V erhélt man dabei durch die Integration von (2.38):

%¥+va+v¢:0 (2.39)

mit einem skalaren Potential ®. Wihlt man V = A und dementsprechend
2 = B, so bekommt man mit dem bekannten Ausdruck E = —% — Vo fiir
das elektrische Feld (¢ = 1) die Gleichung:

E+vxB=0 (2.40)

Es ist leicht zu sehen, dass diese Gleichung der nichtrelativistische Limes von
(2.10) ist. Wie wir aber im letzten Abschnitt gesehen haben ist die Glei-
chung (2.10) eine Folge der Annahme eines ideal leitenden Plasmas. Somit

gilt auch (2.40) nur in einem solchen Plasma. Hier haben wir aber (2.40) als
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die Helmholtz-Gleichung fiir das magnetische Feld B erhalten. Damit wird der
Fluss des magnetischen Feldes durch eine mitbewegte Schleife erhalten. Viel-
mehr kann man behaupten, dass die ideale Leitfihigkeit die notwendige und
ausreichende Bedingung fiir die Erhaltung des magnetischen Flusses durch ei-
ne mitbewegte Schleife ist. Das Kelvin-Helmholtz Theorem 148t sich auch fiir
die anderen Modelle eines idealen Fluids finden. Meistens haben aber die ent-

sprechenden Vektoren V und €2 eine viel kompliziertere Gestalt.

Ein weiteres Problem bei der MHD-Beschreibung, der sich nicht zufriedenstel-
lend zu l6sen scheint, rithrt von der starren Bindung des elektrischen Potentials
an die magnetische Flussfunktion her. Wie wir bereits gesehen haben, folgte
aus (2.27), dass die Funktionen Ay und A; die Flussfunktionen sind, und damit
voneinander abhingig. Zu einer kompletten Beschreibung des Plasmas in einer
Kerr-Metrik gehoren aufler der Gleichung fiir die Bestimmung der Flussfunk-
tion x und der Normierungsgleichung auch die Ampere-Gleichung, durch die
das Viererpotential A, bestimmt werden soll. Wie es in den spéteren Kapiteln
gezeigt wird, lassen sich dabei die daraus resultierenden vier Gleichungen ge-
trennt fiir die poloidale Ebene und fiir die Symmetrie-Ebene behandeln. Das
System zweier Gleichungen fiir 4 = r = 0,1 setzt aber zwei voneinander un-

abh#ngigen Funktionen A, voraus, was im Widerspruch mit (2.27) steht.

Es ist daher zweckvoll die MHD-Beschreibung zu verlassen, und das Plasma
im Rahmen der Mehrfliissigkeitstheorie zu behandeln. Der erste Schritt, den
man hierbei machen kann, ist ein Plasma zu beschreiben, das aus zwei Fliisse
besteht, dem Fluss der Elektronen e und dem Fluss der Ionen . Fiir jede

Teilchensorte gilt dabei die Bewegungsgleichung:

0

wobei die beiden Fliisse durch das elektromagnetische Feld miteinander wech-
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selwirken.

Es gibt hierbei die formale Briicke vom Zweifliissigkeitsplasma mit Elektro-
nen und einfach geladenen Ionen zu dem MHD-Plasma [27]. Vernachléssigt
man die Elektronenmasse (m, ~ p. — 0) so wird die Ionengeschwindigkeit v;
zugleich auch die Schwerpunktsgeschwindigkeit v. Nimmt man zusétzlich die
Quasineutralitit (ne = n; = n) an, so 148t sich die Elektronengeschwindigkeit

v, wie folgt ausdriicken:

j
L=V — 2.42
Ve =V e (2.42)
Die Summe beider Bewegungsgleichungen ergibt die aus der MHD-Theorie mit
p = p; + pe bekannte Bewegungsgleichung, wihrend die Bewegungsgleichung

der Elektronen zum generalisierten Ohmschen Gesetz anstelle von (2.40) fiihrt:

1
E+VXB:W(jXB_Vpe) (243)
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2.3 Flusserhaltungssatz in einem isothermen
Mehrfliissigkeitsplasma

In allen Modellen einer idealen Fliissigkeit héingt die exakte Form des Flus-
serhaltungssatzes in erster Linie von der jeweiligen Zustandsgleichung p =
p(p, s) ab. Die im nichtrelativistischen Fall meist verbreitete Annahme kon-
stanter Entropiedichte im ganzen Fliissigkeitsvolumen fiihrt zur gewéhnlichen
Helmholtz-Gleichung (2.37). Die entsprechende Gleichung im Rahmen der ART
wurde vom Taub [25] abgeleitet. Soll die Entropiedichte im Fliissigkeitsvolu-
men sich im Laufe der Zeit d&ndern, so ben6tigt man ein raffinierteres Vorgehen.
Diese Situation wurde bereits bei Eckart [26] und spéter bei Elsésser [28] dis-
kutiert. Das Ergebnis war, dass der Vektor V, dessen Wirbel erhalten bleibt,
sich von der Geschwindigkeit v durch den Vektor (—rVs) unterscheidet. Be-
trachtet man nun das nichtrelativistische Mehrfliissigkeitsplasma, so muss man
fiir V den Ansatz

Vj = Vj — TjVSj —+ e—JA (244)
m;

wéihlen. Damit wird, entsprechend den drei Sumanden des Vektors V, das
,drei-Wirbel Theorem*“ festgelegt. In der ART hat man fiir jede Teilchensorte
anstelle von (2.39) (die zu (2.38) fiihrt) die Gleichungen, die (2.10) und (2.6)

entsprechen:

u Q=0 (2.45)
=V, -V, (2.46)

w = 782

Fiir ein dissipationsfreies (s = const) Mehrfliissigkeitsplasma wurde der Vie-
rervektor V, bei Lichnerowicz [33] und Carter [34] gegeben. Fiir ein Plasma,
in dem die Entropie nicht erhalten bleibt, wurde der Vektor V,, in [37] gegeben

und zwar:
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o e
V,=— —A 2.47
7 p“u T TS+ e ( )

wobei o die relativistische Enthalpie pro Volumen und u* die Eulersche Vie-
rergeschwindigkeit ist.

In dieser Arbeit wurde aber eine etwas andere Situation betrachtet, die vor
allem fiir die Diskussionen in der Astrophysik interessant erscheinen diirfte.
Es wird angenommen, dass das Strahlungsfeld um das Plasma herum wie ein
Wirmebehilter fiir die Elektronen und Ionen wirkt, wodurch ihre konstante

Temperatur gewihrleistet ist.

Zur Ableitung der Flusserhaltungsgleichung (2.45) beginnen wir mit dem Energie-
Impuls Tensor 77 fiir ein ideales Elektronen- bzw. Ionenfluid. Die beiden Fluide
wechselwirken miteinander nur iiber das elektromagnetische Feld, so dass die

relativistische Bewegungsgleichung fiir jede Teilchensorte sich wie folgt

T, = enkFyu” (2.48)

schreiben 148t. Mit dem Semikolon wird hierbei die kovariante Ableitung be-
zeichnet. Die Kopplung der beiden Fliisse durch das elektromagnetische Feld
auf der rechten Seite von (2.48) hat jetzt zur Folge, dass der magnetische Fluss
weder fiir die Bewegung der Elektronen noch der lonen erhalten bleibt.

Die Form des Energie-Impuls Tensors in einer idealen Fliissigkeit ist von vielen
theoretischen Biichern bekannt (z.B. [38], [36], [9]):

T, = ouyu” — pd,, (2.49)

Der letzte Term in dieser Gleichung ist das skalare Druck p in dem mitbewegten

System multipliziert mit dem Kronekersymbol. Der Skalar ¢ hingt von der
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jeweiligen Zustandsgleichung ab. Um den zu bestimmen, betrachten wir die

kovariante Divergenz des Energie-Impuls-Tensors:

1= (Su) o+ o), =y (2.50)
"), p
Dabei haben wir zunéchst den ersten Term auf der rechten Seite von (2.49)
gleichzeitig mit der Dichte p multipliziert und geteilt. Wegen des Massener-
haltungssatzes verschwindet der zweite Term auf der rechten Seite von (2.50).
Betrachten wir nun das Produkt 7}/ ,u#. Wegen (2.48) muss es gleich Null sein,

auf der anderen Seite haben wir mit der Normierung u,u” = ¢* und (2.50):

T, ut = p (%) v’ + ouyutu” —utp (2.51)

’

wegen der Normierung ist auflerdem

(uput).,, = 2uyut = 2uyul, =0 (2.52)

3

wonach der zweite Term auf der rechten Seite von (2.51) verschwindet, so dass

wir die Bedingung fiir o erhalten:

p (f) u” —ufp, =0 (2.53)
P/ v
Fiihrt man die Eigenzeit 7 ein, so wird diese Bedingung mit u"p, = j—ﬁ und
v g —d (c .
u (p),u T dr (p) zu-
o 1
d{—|=—d 2.54
(%) = 2 (2.54)
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Um nun (2.54) integrieren zu konnen, muss die rechte Seite als totales Diffe-
rential dargestellt werden. Das 148t sich in gewissen Fillen durch die thermo-
dynamischen Potentiale machen. So haben wir fiir die Enthalpie h bzw. fiir die

freie Enthalpie p die bekannten thermodynamischen Beziehungen [10]:

1
dh =Tds + ;dp (2.55)
1
dp = —sdT + ;dp (2.56)

Damit kénnen wir (2.54) fiir ein adiabatisches (ds = 0) bzw. ein isothermes

(dT = 0) Plasma integrieren:

p (1 + Ch—Z) i adiabatisches Plasma
o= (2.57)
p (1 + Jc%) : isothermes Plasma

In anderen Fillen wiirde ein zusétzliches Clebschpotential benétigt.

Hierbei haben wir fiir die Integrationskonstante 1 gewiithlt. Damit erhilt oc?
im Falle h = 0 bzw. = 0 den physikalischen Sinn der Ruhenergie. In einem
isothermen Plasma wird ¢ somit die relativistische freie Enthalpie pro Volumen
in einem mitbewegten System (mit ¢ = 1).

Den Flusserhaltungssatz erhalten wir jetzt aus der Gleichung (2.48), indem wir
fiir den Tensor F),, die Potentialdarstellung einsetzen und fiir die linke Seite
den Ausdruck aus der Bewegungsgleichung (2.50) nehmen. Geteilt durch die
Dichte p ergibt sich daraus mit p = mn

o e e 1
v — —A,.,——A,,] —-p,=0 2.58
u <<pUM> i} + m ; m ,/J) pp, ( )

)

Mit (2.54) und diesmal ¢ = 1 erhalten wir
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1
Py = (g) =u” (guu> (2.59)
P pl r /).

3

wobei wir in dem letzten Schritt die Normierung fiir u” ausgenutzt haben. Mit
(2.59) 148t sich (2.58) umschreiben:

o e o e
u || —u,+—A ) - (—u,, + —A,,) =0 2.60
((p cre) ~(Tmr i) (2.60)

was der Gleichung der Form

Quu’ =0 (2.61)
mit
Quw = Vo = Vi = Vi = Viw (2.62)
und
o e
V,=— —A 2.63
W puu + T ( )

entspricht. Fiir jede Symmetrierichtung p = r gilt dabei:

dv,
YOy = —uV,y = — T 2.64
U u-V, ar ( )

Auf diese Weise haben wir den Vierervektor V, konstruiert, fiir dessen Wir-
bel €2, der Flusserhaltungssatz (2.61) gilt. Schreibt man diese Gleichung fiir

die rdumlichen Komponenten der kanonischen Geschwindigkeit V¢ (u = 1) in
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einem spezialrelativistischen Fall (ohne Gravitation) um, so lassen sich diese

drei Gleichungen (i = 1,2, 3) wie folgt zusammenfassen:

%—Y—i—ﬂxv—i-VU:O (2.65)

mit V= (V}, V5, V3), @ =V xV und U = ¢V} - der relativistischen Bernoulli-
Funktion. Diese Gleichung ist die Helmholtz-Gleichung (vgl. (2.39)), so dass
der Fluss des rdumlichen Wirbels € durch eine mitbewegte Schleife erhal-
ten bleibt. Es muss dabei betont werden, dass, da die durchschnittliche Ge-
schwindigkeiten der Elektronen und Ionen unterschiedlich sind, die Flusserhal-
tungssitze ihrer kanonischen Wirbel in verschiedenen Koordinatensystemen
gelten.

Die Losung von (2.61) fiir ein rotationssymmetrisches Gleichgewicht erfolgt
nun genauso wie es in dem vorigen Kapitel beschrieben wurde, wobei man F,,
durch Q,, und A, durch V, ersetzt.
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Kapitel 3

Plasmagleichungen

Fiir die Beschreibung des Plasmas definieren wir die folgenden Grofien [27]:
e 1 - die Teilchendichte

e u® wu, - die Fluidgeschwindigkeit in der poloidalen Ebene bzw. in der

Symmetririchtungen.

e o - die relativistische freie Enthalpie wie sie in dem vorigen Kapitel ein-

gefithrt worden war.

e Y - die Flussfunktion, also die Funktion, die konstante Werte entlang der
Stromungslinien annimmt. Es erweist sich als sehr bequem, die Plasma-

parameter durch eine solche Funktion darzustellen.

e V.(x) - die Komponenten der kanonischen Geschwindigkeit in den Sym-
metrierichtungen, die sich als Flussfunktionen und somit als Funktionen

von x zeigen.
e A, - die Komponenten des Viererpotentials.

Jede der Teilchensorten und damit der Fliisse besitzt dabei einen eigenen Satz

dieser Groflen.
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Fiir die Bestimmung der Zusammenhinge zwischen diesen Groflen stehen uns

zur Verfiigung die folgenden Gleichungen [30]:

Der Massenerhaltungssatz. Mit Hilfe des Massenerhaltungssatzes wer-
den die poloidalen Komponenten der Fluidgeschwindigkeit u® durch die

Flussfunktion x ausgedriickt.

Die Normierungsgleichung. Die Normierungsgleichung, die die Tatsache
beschreibt, dass in einem Viererraum das Skalarprodukt der Viererge-
schwindigkeit mit sich selbst eine feste konstante Grofe fiir alle Objekten
ist, wird im folgenden als die Dichte-Gleichung, also die Gleichung fiir
die Bestimmung der Teilchendichte n, bei bekannten Werten der Vierer-

geschwindigkeit u, interpretiert werden.

Die Bewegungsgleichung. Die Bewegungsgleichung ist die Schliisselglei-
chung, in der alle obengenannten Plasmagréfien auftreten. Sind die
Abhéngigkeiten der Plasmagrofien von der Flussfunktion x bekannt, so

148t sich die Bewegungsgleichung zur x-Gleichung umformen.

Die Zustandsgleichung. Die Zustandsgleichung liefert den Zusammen-
hang zwischen der relativistischen freien Enthalpie und der Teilchendich-
te. Fiir die Zustandsgleichung wurde in dieser Arbeit das Modell eines

idealen Gases angenommen.

Ferner stehen fiir die Bestimmung der elektromagnetischen Gréflen die

folgenden beiden Gleichungen zur Verfiigung:

- Die Kontinuitétsgleichung fiir die Ladungsdichte. Die Kontinuitéts-
gleichung wird &hnlich wie der Massenerhaltungssatz durch die
Einfiihrung einer passenden Stromfunktion ¥ gelost. Nach der An-
nahme eines bestimmten Modells wird dann spéter der Zusammen-
hang zwischen dieser Stromfunktion mit den Flussfunktionen y;

verschiedener Teilchenfliisse ermittelt.
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- Die Ampere-Gleichung. Die Ampere-Gleichung dient grundsétzlich
fiir die Bestimmung des Viererpotentials A,. Die Annahme der Qua-
sineutralitit erlaubt jedoch spéter die Betrachtung der Ampere-
Gleichung zu vermeiden, indem man sie durch die einfacheren alge-

braischen Gleichungen ersetzt [29].

3.1 Gleichungen fiir das Mehrfliissigkeitsplas-
ma in einem Rotationssymmetrischen Gleich-
gewicht

Fiir jede Fliissigkeitssorte 148t sich die Losung des Massenerhaltungssatzes

(\/—_gnu“) :(\/—_gnu“) =0 (3.1)

Y »a
in einem rotationssymmetrischen Gleichgewicht durch die Wahl einer geeigne-

ten Flussfunktion x darstellen [27]:

ut = —Py (3.2)

mit €% dem Permutationssymbol. Die poloidalen Flusslinien sind demnach
durch xy = Const gegeben.
In der Symmetrieebene p = r = 0,1 wird die Helmholtzgleichung (2.61) zu:

0=-V, u’" =-V, u’ (3.3)

Ahnlich wie in der Gleichung (2.28) konstatieren wir, dass die Komponenten

V, Flussfunktionen, und damit Funktionen von Y, sind:
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Zusammen mit den entsprechenden Komponenten von A, legen die beiden
Flussfunktionen bis auf den Faktor % die beiden Komponenten der Viererge-

schwindigkeit u, in die Symmetrierichtungen fest:

w =2 (V00 - Sa,) (3.4)

o

Der Zusammenhang zwischen - und der Teilchendichte n wird aus der Zu-

standsgleichung abgeleitet. Fiir das Modell eines idealen Gases ist die Zu-
standsgleichung durch

p=nkgT (3.5)

bzw. p = Const - p?, v = C,/C, fiir den adiabatischen Prozess gegeben [11].
Zusammen mit den Beziehungen (2.54) bzw. (2.56) und p = mn erhilt man

die einfachen Differentialgleichungen:

dh = Const - ym”"*n"2dn; adiabatisches Plasma

(3.6)
dp = %%”; 1sothermes Plasma
mit der offensichtlichen Losung:
h = Const - ——m?~p?~1 (3.7)
v—1
fiir ein adiabatisches Plasma bzw.
kgT
p=-""1In a (3.8)
m Un

fiir ein isothermes Plasma. Zusammen mit (2.57) bekommt man endgiiltig die

Beziehung:
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1+ =1+ %,;%3 adiabatisches Plasma

g _ (3.9)
p 1+4 =1+ %nBC—f Ints isothermes Plasma

Nimmt man jetzt an, dass die Funktionen y und A, bekannt sind, so 14}t sich

die Normierungsgleichung als die Gleichung fiir die Dichte n interpretieren:

1= ¢"u,uy + gapuu® (3.10)

wobei die Komponenten der Vierergeschwindigkeit u, nach (3.4) Funktionen
der Dichte n sind.

Damit werden die Flussparameter bis auf die Flussfunktion x und die Vorgabe
von V,. durch die Gleichungen (3.2), (3.4) und (3.10) festgelegt. Unter anderem

werden auch alle Komponenten von (2, bis auf (2, bestimmt:

Q’rs =0; Qra = _V;",a = _V;-IX,a (311)

wobei der Strich die Ableitung nach x bedeutet. Allerdings gibt es analog zu
(2.26) und (2.27) auch die allgemeine Losung fiir €2,

Qu = nC (X) €upou’ K° (3.12)
Vo (x)

= — 3.13

’ Vi (x) (313)

Dabei wurden die Koeffizienten von (2.26) und (2.27) iibernommen. Vergleicht
man diese Losung mit den Ergebnissen (3.2) und (3.11), so findet man den

Zusammenhang:

C(x)=-V(x) (3.14)
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Speziell fiir 4 = 2 und v = 3 ergibt sich damit die allgemeine Losung fiir €2,,,:

Qo3 = /—gnV! (x) u” (3.15)

Auf der anderen Seite ist €2, durch (2.62) und V,, durch (2.63) definiert, so
dass gilt:

QggE(gu;g) —<2U2> +£F23 (316)
p )y, \p ), m

’ )

Setzt man die beiden Ausdriicke fiir Q53 (3.15) und (3.16) gleich, so bekommt

man die Gleichung fiir die Bestimmung der Flussfunktion y.

Der komplette Satz der Gleichungen (3.2), (3.4), (3.10) und (3.15)-(3.16) fiir
die Bestimmung der unbekannten Variablen u,, n und x ! ist damit fiir ein
beliebiges Koordinatensystem gegeben, so dass eine beliebige Anzahl der Teil-
chensorte erlaubt bleibt.

Fiir eine komplette Beschreibung des Plasmas miissen noch das Viererpoten-
tial A, und die Flussfunktionen V, bestimmt werden. Die Flussfunktionen V,
lassen sich dabei im Rahmen eines idealen Modells des Plasmas nicht eindeu-
tig festlegen. Es wird hierfiir ein Dissipationsmodell benétigt. Darauf wird in
dieser Arbeit spéter eingegangen.

Das Viererpotential A, 148t sich aus der Ampere-Gleichung ermitteln, wobei
wir noch die Freiheit haben, ein bestimmtes Koordinatensystem und eine be-
stimmte Eichung zu wéhlen. Zu diesem Zweck fiihren wir in der poloidalen
Ebene die neue Funktion ¥ ein, und zwar so, dass die Linien ¥ = Const die
Projektionen des Viererstroms j* auf diese Ebene sind. ¥ wird damit eine

Stromfunktion. Weiterhin wihlen wir das Koordinatensystem so aus, dass z2

ldie Funktionen A, und V, (x) werden hier als bekannt vorausgesetzt
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die ,radiale“ Koordinate mit 22 = ¥ wird, wihrend 3 eine winkelartige Ko-

ordinate ist.

Es gilt die Kontinuitétsgleichung

(\/—_gj”) =0 (3.17)

W

die dhnlich wie der Massenerhaltungssatz durch die Einfiihrung einer Strom-

funktion I = —54%2 gelost werden kann:

<o
)
Il
[}
N
N
w
—_
~
w
I
[an)

1 - 1
§3 = é'3? I,= I' (D) (3.18)

Die Stromfunktion I(¥) héingt natiirlich in gewisser Weise von den Flussfunk-
tionen verschiedener Teilchensorten ab. Fiir den Viererstrom j* haben wir nach
der Definition den Ausdruck:

g* =" enut (3.19)
J

Zusammen mit den Gleichungen (3.18) und (3.2) ergibt sich daraus die folgende

Beziehung zwischen der Stromfunktion I(¥) und den Flussfunktionen y;:

I(¥
Y ex = _Hw) + const (3.20)

7 AT
wobei iiber alle Teilchensorten summiert wird. Fiir das Viererpotential A,
erscheint es bequem, die Eichung zu wihlen, in der das Vektorpotential A

tangential zu den Oberflichen des konstanten W ist:
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A-VU=0 (3.21)

Ist U eine radiale Koordinate, so 148t sich diese Gleichung normalerweise durch

die Wahl einer geeigneten Eichfunktion erfiillen. Damit wird

AQ =0 und F23 = A3’2 (322)

Nun kénnen wir zur Ampere-Gleichung {ibergehen:

(V=99"9" (Asy = Ayo) ) , = —4mv/=gj" (3.23)

um die Komponenten von A, zu bestimmen. In der Symmetrieebene (u = r =
0, 1) entkoppelt sich diese Gleichung von den poloidalen Komponenten des Vie-
rerpotentials A,. Driickt man ;" durch die Flussgrolen aus, so bekommt man
aus der Ampere-Gleichung fiir = r = 0,1 einen Satz aus zwei Gleichungen

fiir die Bestimmung der zwei Komponenten des Viererpotentials A (s = 0, 1):
rs _a T8 p €
(\/ —99°9 bAs,b) W= 4Am\/—gg E en_ (Vs (x) — EAS) (3.24)
’ J

wihrend in der poloidalen Ebene die Ampere-Gleichung (3.23) sich alleine mit

den Indizes a, b, ¢, d, die nur von 2 bis 3 laufen, umschreiben l48t:

(V=99"9""Fia) = —4m\/=gj" (3.25)

,C
Die linke Seite kann man dabei wegen der Antisymmetrie von Fj4 leicht abschéitzen.

Dafiir werden zunichst die Determinanten von g, und g, eingefiihrt:

Gpot = det (gab) 5 Gsym = det (grs) (3.26)
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Mit diesen Bezeichnungen wird die Ampere-Gleichung fiir a = 2 zu:

( —gsymF23> = —dn\/—gj? (3.27)
3

'pol

und fiir a = 3

—< —gsﬂF%) = —dny/—gj® (3.28)
2

Gpol

Setzt man hier die Losung der Kontinuitétsgleichung (3.18) ein, so kann man

den Ausdriick in Klammern als die Stromfunktion I(¥) identifizieren:

_Isvm gy = I() (3.29)
Gpol

Somit kommen wir dem physikalischen Sinn der Stromfunktion I(¥) néher:
in einem nichtrelativistischen Fall ist diese Funktion die kovariante toroidale
Komponente des magnetischen Feldes.

Die Komponente A3 148t sich aus den Gleichungen (3.29) und (3.22) ermitteln.
Die ist keine Stromfunktion und kommt in den anderen Gleichungen sowieso

nicht vor, so dass auf sie verzichtet werden kann.

Auf diese Weise haben wir die Gleichungen fiir die Beschreibung eines ideal
leitenden Plasmas konstruiert. Sind die Flussfunktionen V,.(x) vorgegeben, so
lassen sich alle iibrigen Plasmaparameter, wie x, n, u, und A,, durch die
Gleichungen (3.2), (3.4), (3.10), (3.15)-(3.16) und (3.23) eindeutig bestimmen.
Die eindeutige Festlegung der Flussfunktionen V; () ist fiir ein ideales Plasma
nicht moglich, und wird spiter im Rahmen eines schwachdissipativen Plasmas
eingefiihrt.
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3.2 Das Variationsprinzip

Die numerische Losung der Potentialgleichungen (3.15), (3.16) fiir x und (3.24)
fiir A, kann mit Hilfe des Variationsprinzips erheblich vereinfacht werden. Es
wird dabei nach einem Funktional W von x, A, und o gesucht, das in einem
Gleichgewicht stationér ist, d.h. es gilt 0W = 0, wenn man W in Bezug auf
diesen Groflen variiert. Die Variation in Bezug auf x bzw. A, fiihrt hier zu
x-Gleichung (3.15) und (3.16) bzw. zur Ampere-Gleichung (3.24). Durch die
Variation in Bezug auf die freie Enthalpie o soll hier die Normierungsbedin-
gung (3.10) generiert werden. Die Teilchendichte, die bei den Variationen als

konstant angenommen wird, ermittelt man spéter aus der Zustandsgleichung.
Fangen wir mit der Normierungsbedingung (3.10) an. Die poloidale Geschwin-
digkeit u® ist dabei durch (3.2) und die Komponenten der Vierergeschwindig-

keit in die Symmetrierichtung wu, sind durch (3.4) gegeben. Variiert man die

letzte Gleichung nach o, x und A,, so erhélt man fiir die Variation von u,.:

1
du, = ——u,00 + g‘/;'(x)éx - %(51% (3.30)

o

Die Variation von u® hingt dagegen nur von dy ab:

ou® = —&"* (6x),, (3.31)

Es 148t sich damit leicht iiberpriifen, dass das gesuchte Funktional von der

Form:

Wio, x, Ar) = /d2x _92% (gabu“ub — g " urus — 1) + ... (3.32)
J
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sein muss, wobei die durch ,,...“ angedeuteten Terme von ¢ unabhéngig sind.
Nach der Variation des Funktionals (3.32) ergibt der Faktor vor do ndmlich ge-
rade die Normierungsbedingung. Die Integration wird hierbei iiber einen festen
Bereich in der poloidalen Ebene (z?, %) durchgefiihrt. Bemerkenswert ist hier,
dass die Invariante u,u” aus der Normierungsbedingung in dem Funktional
durch den Ausdruck u,u® — u,u® ersetzt wird, der nur unter den Transfor-
mationen in der poloidalen Ebene invariant ist. Ein dhnliches Verfahren kann
man anwenden, um den Teil des Funktionals abzuleiten, deren Variation die
Ampere-Gleichung wiedergeben soll [27]. Hierbei gehen wir von der Invariante
—ﬁFuyF“” aus. Mit (3.29) sowie den Beziehungen F,; = 0 und F,, = A, ,
erhalten wir dafiir:

1 1 I*(9) 1
——F, F" = — — g g% A, A, 3.33
167 " 87 (—gsgm)  8mo 7 mafisd (3:33)

Nun wechseln wir das letzte Vorzeichen und , hingen“ dies an unser Funktional

an:

g
W(Ua X Ar) = /d2x\/ —g [Z §(gabuaub - gmurus - 1)

J

1R 1,
_ w Lgrsgma g 3.34
87 (—gsym) grd I Cratisd (3:34)

Bei der Variation dieses Funktionals in Bezug auf x und A, wird ggf. die
partielle Integration angewendet, wobei die Werte von x und A, an der Grenze
des betrachteten Gebiets festgehalten werden (wodurch §y und 6 A, am Rande
verschwinden). Fiir die Variation von I(¥) bekommen wir entsprechend der
Gleichung (3.20):

0I(V) = (—4me)dx (3.35)
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Die totale Variation des Funktionals W (o, x, A,) ergibt dann:

W = /de\/—g {Z % (gabu“ub + g™ u,u, — 1) do
J
1 _
+3 —— [Ax+ el (¥) + gaymp"V; (x)] 0x
j (_gsym)

> enu” — 47T\1/_—g (V=999 Asp)
J

+

s

5A,} (3.36)

mit dem sogenannten Grad-Shafranov Operator

gS m ~ ~
Ax = _g—yl > (GabXp — GwvX.a) 4 (3.37)
pol gb

- o

Da die Variationen do, 6y und 0 A, unabhéngig voneinander und i. a. ungleich
Null sind, mufl die Bedingung 6W = 0 bedeuten, dass die Koeffizienten vor do,
0x und 0A, gleich Null sein miissen. Die Bedingungen, dass die Koeffizienten
vor 0o und J A, verschwinden konnen dabei leicht mit der Normierungsbedin-
gung bzw. mit der Ampere-Gleichung in der Symmetrieebene (u = r = 0,1)
identifiziert werden. Um die Bedingung fiir das Verschwinden des Faktors vor

dx interpretieren zu konnen, betrachten wir zunichst die Gleichungen (3.2),
(3.16) und (3.29), wonach folgt:

M3 = 3 (FasX — FnXoa)a + €, /—jﬂf(\lf) (3.39)
a,b sym

Setzen wir das in die Gleichung (3.15), so erhalten wir nach einigen Umfor-

mungen

Ax + el (V) + gsympu"V/(x) = 0 (3.40)
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Unter der Annahme, dass gy, endlich in jedem Punkt ist, ist das genau die
Bedingung, dass der Koeffizient vor dy verschwindet, bzw., dass das von uns
konstruierter Funktional W (o, x, 4,) stationdr in Bezug auf die Variationen

von Y ist.
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3.3 Quasineutralitit

Die Beziehung (3.24) stellt ein Gleichungssystem dar, woraus man bei den
sonst bekannten Plasmaparametern i.a. die Komponenten A; (s = 0,1) des
Viererpotentials ermittelt. Die Suche nach der Losung des Systems gestaltet
sich dabei duflerst miithsam, da hier viele Abhéngigkeiten der Plasmaparame-
ter voneinander auftreten. Dieses Problem kann jedoch dadurch umgangen
werden, dass man die Annahme der Quasineutralitit voraussetzt. Explizit ge-
staltet sich die Losung des Systems (3.24) besonders einfach. Wie wir weiter
unten sehen werden, sind die Voraussetzungen fiir eine solche Annahme in
dieser Arbeit auf jeden Fall gegeben und sehr gut erfiillt.

An dieser Stelle sollen die Folgen dieser Annahme erldutert, sowie die daraus

folgende Losung fiir das Gleichungssystem (3.24) gegeben werden.

Die Annahme der Quasineutralitit ist von den nichtrelativistischen Plasmen
bekannt [49]. Wir gehen von der typischen konstanten Teilchendichte ny der
Elektronen bzw. Ionen, der konstanten Elektronentemperatur 7, und dimen-

sionslosem elektrischen Potential ® [29]:

ed
kB Te

)

(3.41)

aus. Das elektrische Potential ® wird dabei so gewihlt, dass ® von der Ordnung
1 ist.
Die Poisson-Gleichung

V20 = —dmpg (3.42)
148t sich nach der Einfiihrung der sogenannten , Skintiefe“ (skin depth) w—;
,/% und der durch die Skintiefe ausgedriickten Debye-Linge [49] \% =

kpTe c
mec? \ Wpe

)2 wie folgt umschreiben:
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Ne — 1y

M2 V20 = (3.43)

U0

Dabei ist n; - die Teilchendichte der Sorte j, j = i,e. Betrachtet man ein
Plasma, dessen Ausdehnung grof8 verglichen mit der Debye-Linge Ap ist, so
kann man die linke Seite der Poisson-Gleichung vernachléssigen, wodurch man
die einfache algebraische Gleichung n, = n; erhélt. Zusammen mit den Fluid-

gleichungen legt sie das elektrische Potential fest.

In dem relativistischen Fall mit der Kerr-Metrik (go; # 0) werden die Kom-
ponenten des Viererpotentials A,, uv.a. fiir 4 = r = 0,1, durch die Ampere-

Gleichung in der entsprechenden Form bestimmt (vgl. (3.24)):

1 b Adm
—— (V=99 g®A,,) = —j" 3.4
7= (V=999 ,b)’a o (3.44)

Multipliziert man (3.44) zunichst mit dem Faktor J—cl—z, so erhélt man auf der

€
Me

rechten Seite der Gleichung:

At . |e| Wy M UG
20 — Zpe 1)y 22 3.45
c J MeC2 c? EJ:( ) ng ¢ ( )
wobei der Symbol:
; +1 fiur j=1
1) =
(-1) = { 1 far j=e (3.46)

eingefithrt worden war. Fiir 7 = 0 ist die rechte Seite von (3.45) von der
Ordnung des Quadrates der reziproken Skintiefe. Dies gibt offensichtlich den
MaSfstab fiir die linke Seite von (3.44) an, wobei Ay durch
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i, =1

As 3.47
o (3.47)
ersetzt wird. In einem zweidimensionalen Bereich in der poloidalen Ebene, der
sowohl von dem Horizont als auch von der Rotationsachse weit genug entfernt
ist, darf man fiir die Abschiitzung der Griéflenordnung ¢%° = O(1), ¢" =
O(1/r), g*' = O(1/r?) annehmen. Fiir die linke Seite von (3.44) ergibt sich

damit in den gewohnlichen Boyer-Lindquist Koordinaten die Abschitzung:

= ([10 + %Al) : t — Komponente
(3.48)
1 ([10 + %Al) ;o — Komponente

Die Abschiitzung des Betrags von A; erfolgt am einfachsten durch das aus der

ﬂ .
2e| mit R

und a - den entsprechenden #usseren und inneren Radien [50]. In unserem Fall

Tokamak-Literatur bekannte poloidale magnetische Feld B,,; =

ersetzen wir die beiden Radien durch r und erhalten mit der durch Qg,, =

—Bf;’:Le‘ definierten Gyrofrequenz die folgende Abschitzung:

1 - Q
Ay o B o Ty, (3.49)
T C Tgpol

Hier ist 74,0, der entsprechende Gyroradius und

2 __ kBTe

?)th =

(3.50)

M C2

die dimensionslose thermische Geschwindigkeit.
Das Plasmagleichgewicht hingt entscheidend von der Gréfienordnung der ein-
zelnen Terme in (3.48) ab. Fiir die Existenz einer Losung des Gleichungssy-

stems (3.44) erscheint es natiirlich (wenn nicht sogar notwendig) zu sein, dass
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die beiden Terme in den Klammern von (3.48) von der gleichen Gréflenord-
nung sein miissen. Diese GroBenordnung kénnen wir ohne Einschriankung der
Allgemeinheit als 1 annehmen. Somit erhalten wir fiir die linke Seite von (3.44)

die folgende Abschétzung *: 750(1) fiir r = 0 bzw. —5O(1) fiir 7 = 1. Ferner

0 do
dr

Multipliziert man nun die Gleichung (3.44) zusétzlich mit ;—22, so bekommt
pe

nehmen wir an, dass fiir die beiden Teilchensorten u® ~ ¢, ru' = r% ~ c gilt.

man:

U]

(w,,iL) 0(1) ;(—1)120(1) (3.51)

Damit erhalten wir die folgende Formulierung der Quasineutralitét:

Plasmagleichgewichte, deren rdumliche Skala in der poloidalen Ebene grof$ ver-

glichen mit der Skintiefe wLpe ist, sind quasineutral in dem Sinne, dass

j"=0oder j,=0; r=0,1 (3.52)

In cgs-Einheiten haben wir:

£ —531x 10°n; /% [em)]
Wpe
so, dass die Skintiefe 5km fiir n, = 1 betriigt, und viel kleiner fiir n, > lem =3

wird.

Im folgenden wird das Plasma zwischen zwei konzentrischen Sphéren betrach-

tet, wobei die innere Sphire auflerhalb des Ereignishorizonts und die duflere

lel
mec?

2nach der Multiplikation mit
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immer noch in dem Bereich mit geniigend grofier Teilchendichte ® liegt. Die
Beziehungen (3.52), (3.19) und (3.4) geben damit zwei algebraischen Gleichun-
gen fiir die Darstellung von A, (und damit auch Ay) durch die Flussfunktionen
V¥(x;) und V,¢(x.) der Ionen und Elektronen sowie ihre Teilchendichte an. Das
Ergebnis 148t sich am besten durch die Einfiihrung der ,generalisierten Teil-
chendichte“ N fiir die beiden Teilchensorten j:

ve(D)O-()ran()

sowie der generalisierten Geschwindigkeit U, statt u,:

U,

< 1 Q

Uy (3.54)

o\’ Y\ 2
UU" = (—) upu’ = (1 +v2 In (—)) (1 — uqu?) (3.55)
p no

darlegen. Hierbei haben wir die Zustandsgleichung fiir das Modell eines idealen
Gases (3.9) verwendet.

Somit erhalten wir

— N'LV;Z (Xz) - Ne‘/re (Xe)

A, 3.56
N, + 2= N (3.56)

o VEOG) F 22VE (xe)

J = N, mi "

Ul = N; N, BN, (3.57)

<« [ N, fiur j=i

Nf:{Néfm ie (3.58)

3damit die Quasineutraltiitsannahme immer noch giiltig ist

46



Fiir die Abschéitzung der x-Gleichung fiir ein quasineutrales Plasma gehen
wir von der Gleichung (3.40) aus, die natiirlich auch unter der Annahme der
Quasineutralitéit giiltig bleibt. Um die einzelnen Terme von (3.40) einfacher
abschitzen zu konnen, wihlen wir die poloidalen Koordinaten mit der Di-
mension einer Linge (z.B. Zylinderkoordinaten R und z) aus. In diesem Fall
ist gpos dimensionslos, wiahrend /—ggym und /—g die Dimension einer Lange
haben. Es ist dann offensichtlich, dass (%2) Ax die Dimension von 75 hat,
wobei L eine typische Lénge ist, auf der die Metrik bzw. die Flussgrofien sich
wesentlich dndern. Wir nehmen an, dass L fiir alle Parameter gleich ist. Mit
¢ = 1 =dimensionslos und u* aus (3.2) sehen wir sofort, dass x die Dimension

von ngL? hat. Damit kénnen wir die dimensionslose Funktion

~-_ X
X = o2 (3.59)
einfiihren. Multipliziert man nun die Gleichung (3.40) mit M{‘iZOLQ, so erhélt
pe
man mit Y = x; — X fiir jede Teilchensorte j die folgende Beziehung:
1 n?. m Q 1
= Ay = (=1 N, [y = fgtr  ~
Xj = (=1))—N (x )
w;ge 0j " m; ! Wpe wpeL
1 _gsym 2 d i/~
b (TR (VRO Vi () (3.60)
wgeLQ L2 J J de J
mit Qg or = fli‘: der Gyrofrequenz der Elektronen in dem toroidalen magneti-

schen Vakuumfeld.

Es ist bequem, die Gleichungen fiir die Beschreibung des Plasmagleichgewichts
durch einen Kleinheitsparameter ¢ = w,,% darzustellen, der das Verhéltnis der
Skintiefe zu den Abmessungen des Plasmas angibt und somit ein geeignetes

Mafl dafiir ist, wie gut die Quasineutralititsannahme erfiillt wird. Hierfiir

47



a

fithren wir in der Gleichung (3.60) die Koordinatentransformation z* — %

L
durch. Die linke Seite von (3.60) veridndert sich demnach zu
1 0} 1 n?s
— TR = ——— LAY, 3.61
W2, 7 i X3 (wpeL)? 7 i X3 ( )

damit 148t sich die Abschétzung fiir die x-Gleichung (3.60) wie folgt darstellen:

TL2 < jlite —Ysym d 1
@ IR = (F)TEN; @ S EENU V() (362)

g; m; L? dx;
Unter anderem folgt daraus, dass |[x_| = O(€?) oder
Xe = Xi + O(€?) (3.63)

ist.
Fiir die Darstellung der Ampere-Gleichung (3.44) erhalten wir mit (3.45),

(3.47) und der obengenannten Koordinatentransformation:

Vg9 g Ay = 3 (-1 (), (3.64)

e 1o

GQ.L[
V=9

Vollstandigkeits halber fiilhren wir hier noch die Normierungsbedingung vor,
die allerdings auch unter der Quasineutralitdtsannahme die gleiche Gestalt wie

im allgemeinen Fall hat:

1 = ¢"u,uy + gepuu® (3.65)

48



Die Quasineutralitdtsannahme hat die Abschitzung der x-Gleichung (3.40) so-
wie der Ampere-Gleichung in der Symmetrieebene (u = r = 0,1) ermdglicht.
Diese Abschétzung wurde in (3.62) und (3.64) durch den Kleinheitsparameter
€ dargestellt, der als ein Mafi dafiir angesehen werden kann, wie gut die Qua-
sineutralititsannahme realisiert ist, wobei ¢ — 0 dem Fall entspricht, in dem
diese Annahme ideal erfiillt wird. Die fiir die Bestimmung der Teilchendichte

notwendige Normierungsgleichung (3.10) bleibt dabei allerdings unverédndert.

Fiir den Zusammenhang der Flussfunktionen x der Ionen und Elektronen folg-
te dabei unter der Annahme der Quasineutralitit die Beziehung (3.63). Laut
(3.63) sieht man, dass man, je besser die Quasineutralititsannahme fiir ein
Zweifliissigkeitsplasma erfiillt ist, desto sicherer behaupten kann, dass die bei-

den Flussfunktionen gleich sind.

Ferner wird mit (3.56) die durch die Quasineutralititsannahme mdoglich ge-
wordene analytische Losung fiir A, (und damit auch fiir A,) gegeben, so dass
die explizite Losung der Ampere-Gleichung (3.64) in diesem Fall nicht mehr
notwendig ist.

Die Flussfunktionen V,(x) miissen auch hier entweder vorgegeben oder aus

einem schwach dissipativen Modell ermittelt werden.

49



3.4 Gleichgewichtsbedingungen fiir ein schwach
dissipatives Plasma

Das Modell eines idealen (nichtdissipativen) Plasmas setzt die bekannten
Abhingigkeiten der Flussfunktionen V;(x) und Vi(x) voraus. Sind die Vj(x)
und Vi(x) vorgegeben, so werden die iibrigen Plasmaparameter durch die
Ampere-, Normierungs-, Zustands- und y-Gleichung festgelegt. Allerdings lie-
fert das Modell eines idealen Plasmas keine Erkenntnisse iiber die Form von
Vo(x) und Vi(x). Damit das gegebene Modell auch die Aussagen iiber diese
Funktionen machen kann, muss es auf nichtideale, schwach dissipative Plasmen
erweitert werden. Mit anderen Worten legt der Dissipationsmechanismus, der
in dem Plasma stattfindet, die Flussfunktionen V4(x) und Vj(x) fest.

Wie in den friitheren Abschnitten, fangen wir mit der Bewegungsgleichung

(2.48) an, die wir diesmal folgendermafien schreiben:

(7,7 + A1) =0 (3.66)
Dabei ist 7, der Energie-Impuls Tensor einer idealen Fliissigkeit und AT "
enthilt alle Terme, die die dusseren Krifte sowie die Dissipation beschreiben
[38]. In dem in dieser Arbeit behandelten Modell eines schwach dissipativen
Zweifliissigkeitsplasma der Elektronen und einfach geladenen Ionen stellt die
Divergenz von AT," fiir die beiden Fliisse die Summe dar, die aus der nicht-
dissipativen Lorentzkraft und einem allgemeinen Ausdruck F), fiir die Beschrei-

bung der dissipativen sowie dufleren Kréfte besteht.

14 € 14
T}, = pu F. +F, (3.67)
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In dem zweiten Kapitel wurde bereits die Losung fiir ein ideales Fliissigkeits-
modell (F,, = 0) angegeben. Wie man dort sieht, erhélt man die Losung mit
Hilfe der Kelvin-Helmholtz Darstellung (2.61). Beriicksichtigt man nun die

Dissipationskrifte, so muss man die Gleichung (2.61) durch

—pu’Qy,, = F, (3.68)

ersetzen. Die Kraft F), kann dabei aber nicht willkiirlich sein. Wie jede andere
Kraft, darf sie die Erhaltung der Normierung nicht verletzen bzw. es muss

gelten *:

u!F, =0 (3.69)

Eine weitere Bedingung fiir F, erhalten wir fiir jede Symmetrierichtung r,
wenn wir die Gleichung (3.68) fiir y = r mit \/—¢ multiplizieren und anschlie-
Bend iiber ein Gebiet Dy integrieren [31]. Sind die Linien y = const entweder
geschlossen oder offen, jedoch ohne Ergodizitéit in einem beliebigen Gebiet, so
ergibt sich fiir die linke Seite mit (2.64), (3.1) und dem Gauss’schen Satz (mit
d*z = dz?dx®):

—/ d*z\/—gpu”' Q. :% df o/ —gpu’V; (3.70)
Do 9Dy

wobei df, ein nach auflen gerichtetes eindimensionales Oberflichenelement der
Doménegrenze 0D, ist. Die Bedingung fiir F}, in einer beliebigen Doméne 148t

sich damit in der folgenden Form darstellen:

“dies folgt auch unmittelbar aus (3.68)
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/de\/—gF,«Zj{ df ur/—gpu®V, (3.71)
D, 8D,

Wihlt man die Doménen D, in Abhéngigkeit von der y-Funktion so aus, dass
sie entweder von der Linie x = const oder, im Falle einer offenen x-Linie, von
der Linie x = const und einer imaginédren Linie in der Unendlichkeit einge-
schlossen sind, so sieht man, dass wegen df, ~ x, und (3.2) die rechte Seite
von (3.71) verschwindet. In diesem Fall kénnen wir 72 = x als die radiale und
2 = 0 als die winkelartige Koordinate, die von 0 bis 27 verlduft, wihlen.
Durch das Differenzieren von (3.71) nach x erhalten wir demnach fiir die ge-

schlossenen y-Linien:

/ do/—gF, = 0 (3.72)
x=const

Fiir die offenen x-Linien ist eine analoge Abschétzung von (3.71) méglich, wenn
die Integranden fiir » — oo geniigend schnell gegen Null gehen, bzw. fiir das Va-
kuum in dem asymptotischen Bereich. In diesem Fall ist die Gleichung (3.72)
wieder korrekt, wobei die Integration diesmal zwischen den asymptotischen
Werten von 6 vorgenommen werden muss. Sollte der asymptotische Bereich
die Materie enthalten, so muss man iiber eine endliche Doméne integrieren,
die durch eine Flusslinie y = const einerseits, und einem abschliessenden Teil
C' (x) andererseits eingeschlossen ist. In diesem Fall ergibt sich fiir die rechte
Seite von (3.71) allerdings ein nichtverschwindender Beitrag. Ein solcher Fall

wurde aber in dieser Arbeit nicht betrachtet.

Das allgemeine Verfahren fiir die Berechnung eines schwach dissipativen Plas-
mas ist dann das folgende: Als erstes wird die Gleichung (3.68) fiir F,, = 0

gelost, wobei man fiir die Flussfunktionen einen Ansatz macht, den man fiir
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das betrachtete Modell erwartet. Fiir 4 = a ergibt sich dabei die y-Gleichung,
die man zusammen mit der Ampere- und Normierungsgleichung mit Hilfe des
Variationsprinzips numerisch 16sen kann. Als néchstes wird die daraus resul-
tierende Losung fiir x in (3.72) fiir das angenommene Dissipationsmodell ein-
gesetzt, woraus sich die entsprechenden Gleichungen fiir V,(x) ergeben. Lost
man diese Gleichungen, so bekommt man den neuen Ansatz fiir V,(x) den
man in die x-Gleichung einsetzt und die neue y-Funktion ermittelt. Mit dem
neuen x geht man dann wieder in (3.72) und fiihrt diese Iterationen solange
fort, bis man eine selbstkonsistente Losung erzielt. Das Ergebnis ist dann ein
ideales Gleichtgewicht, dessen Flussfunktionen V;(x) durch die ,Ldsbarkeits-
bedingung“ (3.72) festgelegt sind.

93



3.4.1 Quasineutrales Plasma mit Reibung und Ring-
spannung

In diesem Abschnitt wird ein Versuch unternommen, das einfachstmogliche
Modell zu entwerfen, das die eindeutige Festlegung aller Plasmagrofien um
ein Kerr-Loch erlaubt. Es wird hierfiir von einem quasineutralen, isother-
men Zweifliissigkeitsplasma der Elektronen und einfach geladenen Ionen (mit

m®) < m®) ausgegangen. Die Bedingung fiir die Quasineutralitit verlangt,

c
wpeLL

dass das Verhiltnis der Skintiefe zu den Abmessungen des Plasmas € =
eine vernachléssigbar kleine Gréfie ist. Wie in dem Abschnitt 2.3 gezeigt wor-
den ist, ist diese Voraussetzung in unserem Beispiel auf jeden Fall gegeben. Die
weitere Annahme eines isothermen Plasmas kann in dem Modell erfiillt wer-
den, wenn man sich das Plasma in einem Feld der Photonen denkt, das als ein
Wairmereservoir wirkt. In diesem Fall ist es plausibel, als Dissipationsmodell
die Reibung der Ionen mit den Photonen anzunehmen. Ferner braucht man
fiir einen stabilen Gleichgewichtszustand eine Energiequelle, um den Energie-
verlust infolge der Dissipation auszugleichen. Dies wird in dem Modell durch

die Einfiihrung einer sogenannten Ringspannung erreicht.

Geht man von einem quasineutralen Plasma aus, so hat man wegen (3.63)
X9 ~ x® = x. Zusammen mit der Losung des Massenerhaltungssatzes (3.2),
ergibt sich daraus, dass die Teilchenfliisse der Elektronen und der Ionen in
der poloidalen Ebene gleich sein miissen: (nu,)® = (nu,)®. Wir verallgemei-
nern dies auch auf die Symmetrierichtungen und betrachten damit den fiir die
Quasineutralititsannahme charakteristischen Fall eines Plasmas, in dem kein

elektrischer Strom vorhanden ist:

(n,)® = (nu,,)® (3.73)
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Fiir die beiden Teilchenfliisse gilt natiirlich die Normierungsbedingung:

(u“u“)(i) = (uuu“)(e) =1 (3.74)

Teilt man (3.73) durch n(®) und bildet das Skalarprodukt mit u* ) so bekommt

marn:

M g,(€) (0) (3.75)

— = ul(f)u“ ©) = g““ul(f)u,(f) (3.76)

Die rechten Seiten von (3.75) und (3.76) sind offensichtlich gleich. Damit

miissen auch die linken Seiten gleich sein, oder es muss gelten:

(4) (e)
n n
W = W (377)
Dies ist aber nur dann der Fall, wenn
n =nl =np (3.78)

ist. Somit miissen in unserem Modell die Teilchendichten der Ionen und Elek-
tronen gleich sein. Die relativistische freie Enthalpie % wird hingegen aus der

Zustandsgleichung (3.9) ermittelt:

() -
knT (4)
(5) —1+ 2 (ﬁ) (3.79)
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und sind i.a. fiir die verschiedenen Teilchensorten mit verschiedenen Massen

mY) unterschiedlich.

Ferner folgt aus (3.73) und (3.78) sofort:

ul) = uld =, (3.80)
Normiert auf die Konstante ng kann man den Teilchenstrom fiir die beiden
Teilchensorten durch die generalisierte Dichte NU) (3.53) wie folgt darstellen:

()
G) — NG (v vy — €
u?) =N (V (x) m(j)Ar> (3.81)

Sind die GréBen N N@ und V() (x), V.?)(x) von der selben Ordnung, so

r

konnen wir die Gleichung (3.81) wie folgt 16sen:

- N@
A= 10a = Mo —vow (3.8

m(e)

Diese Losung ist wieder von der GréSenordnung von V,%) (). Daraus folgt fiir

die GroBenordnung von A,:

Cm®

O(A,) O(V9(x)) (3.83)

€]
Fiir den Teilchenfluss der Ionen (j = i) hat es zur Folge, dass der Beitrag
vom ,elektromagnetischen“ Anteil (der zweite Term auf der rechten Seite von
(3.81)) um % mal kleiner als der Gesamtfluss ist, und somit nur eine unter-

geordnete Rolle bei der Behandlung der Ionen spielt. Die Bewegung der Ionen
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erfolgt damit in der niedriegsten Ordnung unabhiingig von A, und folglich auch

von der Bewegung der Elektronen.

Im folgenden werden nur die Gleichungen fiir die Ionen betrachtet und der

Index (7) wird unterlassen. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

n\?2 1
U2 = (n_o) (—uaua) — __g > [gabX,aX,b . gbb(X,a)Q] (384)
o\ 2

V= P upu” = gV (x)Vs(x) (3.85)

g n
v=s= 1+ vj In (n—o) (3.86)

kgT
2 B

wobei die Gleichungen (3.2), (3.79) und (3.81) fiir j = ¢ benutzt wurden.

Die Normierungsbedingung 148t sich damit umschreiben:

V2 U2
l=uu" +uu® = — — —— 3.88
2 (njno) (388)
oder
2 U? \/_2

FlyU) =y - |1+ —-=VV 3.89
(y ) Yy (n/no)Q ( )

n y—1
o exp [ o7 ] (3.90)

Ist die Flussfunktion x (und V;.())) bekannt, so kénnen wir die Gleichung (3.89)

in Bezug auf y 16sen und daraus ne bzw. N ausrechnen. Die entsprechende

Gleichung fiir x erhalten wir durch die Variation des Funktionals (3.34) in
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Bezug auf y, wobei die Metrik und N festgehalten werden. Wir schreiben das

Funktional wie folgt um:

_ 20— L — ot
W(X)—//da: dx’+/ gmno 2(uru uqu®)

1 1
_ P B el 2 ~gr2
= //da: dx g 5 (NV + NU ) (3.91)

Da die Losung ausserhalb des Ereignishorizonts gesucht wird, sind die bei-
den Terme in Klammern von (3.91) positiv. Die Minimierung des Funktionals
W (x) erfolgt nach der Methode der finiten Elemente, die in dem néchsten Ka-
pitel vorgestellt wird. Durch die Iterationen der Gleichungen (3.90) und (3.91)

erhilt man die vorldufige Losung bei einem gegebenen V().

Die Flussfunktionen V;(x) werden nun durch die Losbarkeitsbedingung (3.72)
mit Hilfe der Dissipations- und Zwangskrifte festgelegt. Diese Krifte stellen
die Divergenz von AT} in (3.66) dar.

Der allgemeine Ausdruck fiir AT,” aus (3.66) ist aus [38] bekannt. Mit dem
Schertensor Wop = g, + Uga — %gaﬂuﬁ, dem Wérmeflussvektor Q, = Ty +
Tuqpu? und dem Projektionstensor auf die zu u® normale Hyperfliche H,5 =

Jop — Uqup Wiirde AT " zu
ATMU = —77Hu7HU6W75 — A (HZUU + HV’YUM) Q7 - CHuuu;y'y (3'92)

mit den Koeffizienten der Warmeleitung A, Scherviskositiat n und Volumenvis-
kositéit ¢ bestimmt. In einem Fluss, der mit den Photonen mit der mittleren

Zeit T zwischen den Stéfen wechselwirkt, sind diese Koeffizienten laut [39]:

4
A= gaT% (3.93)
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n=—aT'r (3.94)

cal-@] e

mit der Stefan-Boltzman Konstante a.

Fiir das in dieser Arbeit behandelte Modell scheint es aber einfacher, die
Zwangskraft F, direkt zu konstruieren. Fiir die Reibungskraft wird der An-
satz (—prup) gewéhlt, wobei v die konstante Frequenz der Sté8e der Ionen
mit Photonen ist. Die Ringspannung U, die fiir die zum Ausgleich des Ener-
gieverlusts infolge der Dissipation bendétigt wird, verlangt ein zeitabhéngiges
magnetisches Feld entlang der Rotationsachse, das natiirlich nicht immer gege-
ben ist. Falls die Ringspannung nicht vorhanden ist, wiirde das Gleichgewicht
sich dann langsam auflésen. In diesem Modell wird aber eine Ringspannung
angenommen, um die Reibungskraft zu kompensieren und damit einen stabilen

Gleichgewichtszustand zu erzielen.

Vernachléssigt man die poloidalen Komponenten F,, so wird nur eine Kom-
ponente, z.B. Fi, benétigt. Die andere Komponente 148t sich dann durch die
Gleichung (3.69) festlegen.

Ein konstantes elektrisches Feld

F§t = B = —U = const (3.96)

fiihrt zu der folgenden dufleren Kraft fiir die Ionen:

ext __ M 'Uzl fU'f' r=0
Er _me{ —u® fir r=1 (3.97)
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die offensichtlich orthogonal zu u" ist. Fiir die toroidale Reibungskraft der
Ionen bekommen wir mit (3.69) und (3.10):

uou'—1 fur r=20
— uo
R, = ,01/{ w fiir r=1 (3.98)
Die gesamte Kraft ist durch
F. =R, + F* (3.99)

gegeben. Laut (3.72) erhalten wir somit die Losbarkeitsbedingung fiir r = 0

und r =1

=1 e

/d@s/—gp l—u% + —UUI] =0 (3.100)

m

/de\/—_gp l—l/ul - %Uu()] —0 (3.101)

Wie bereits erwidhnt worden ist, gestaltet sich die Bewegung der Ionen in der
niedrigsten Ordnung unabhingig von dem elektromagnetischen Feld, welches
die Bewegung der Elektronen an diejenige der Ionen ankoppelt. Folglich kann
man bei der Betrachtung der Gleichungen fiir die Ionen in dieser Ordnung die

Abschitzung

e

A, =0 (3.102)

m(®)

vornehmen. Fiir die niedrigste Ordnung folgt dies auch aus (3.82), wenn man
die GroBen N N® und V() (x), V.)(x) von derselben Ordnung annimmt.
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Damit wird die Vierergeschwindigkeit der Ionen u, zu:

ur =2V, (x) (3.103)
o
u" = g’"sg‘/s(x) (3.104)
o
Die unbekannten Flussfunktionen sind konstant entlang des Integrationsweges

in (3.100) und (3.101), so dass man eine einfache algebraische Beziehung fiir sie

bekommt. Das Ergebnis 148t sich am besten durch die gewichteten Mittelwerte

Jdov=g(2) ()

((...)) = L (3.105)
Jdov=3 (%)
und eine fiir die Messung der Ringspannung eingefiihrte Grofie
I (3.106)
mv

darstellen. Teilt man die Gleichung (3.101) durch vV (x) und lést sie anschlie-

Bend fiir das Verhéltnis vy (x) = %&% auf, so bekommt man:

Vig _ _ 1{g™)
Vo(x) 1+1(g%)

v(x) = (3.107)
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Ringspannung in einem solchen
Modell von der Reibungskraft abhéingt. Wire keine Reibungskraft vorhanden
(v — 0), so wiirde wegen (3.101) auch die Ringspannung U verschwinden. Der
reibungsfreie Fall wird hier durch v — 0 bzw. U — 0 beschrieben.
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Setzt man das Ergebnis (3.107) fiir v1(x) in (3.100) ein, so folgt daraus der
Ausdruck fiir [V (x)]*:

Vool = ! -<g (9/) > (3.108)

1—1(g"%) — w1 (x) (g")  \ g% + ¢°wi(x)

Man bekommt eine Losung fiir V() nur, wenn der Ausdruck 1 — [ (g'%) —
vy (x) {(g"') positiv ist. Ist I positiv, so ist v; () laut (3.107) negativ. Fiir nicht
zu grosse [ ist damit die rechte Seite von (3.108) positiv, und V5(x) 148t sich
in diesem Fall bestimmen.

Fiir den Fall [ — 0 erhélt man wegen (3.107) auch v;(x) — 0 und demnach
Vi(x) = 0. Die Bewegung findet in diesem Fall rein poloidal statt.

Sind die Strémungslinien offen und verlaufen ins Unendliche, so lassen sich
die Flussfunktionen Vj(x) und Vi(x) bereits auf dem analytischen Wege leicht

ausrechnen. Fiir ein quasineutrales Plasma gilt in dem asymptotischen Bereich

kT __
me?

o — 1 und damit wegen (3.79) ¢ — 1 (mit vy, = 1). Die asymptotische

Werte der Kerr-Metrik sind unter anderem: g% — 1, ¢°* — 0, ¢'! — 0. Damit

erhilt man fiir die offenen Strémungslinien:

(™y=1; (¢")=0; (g")=0

Fiir V4 (x) und Vi(x) ergibt sich somit der folgende Ausdruck:
Vo) =1 Vilx) = —1Vo(x) = I (3.109)

Fiir die offenen Stromungslinien erhalten wir damit unabhéngig von der Gréfie
der Reibungskraft die konstante Flussfunktion Vj(x) = 1, wihrend V;(x) al-
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leine durch das Verhiiltnis der Ringspannung zur Reibungskraft festgelegt wird.

Fiir die geschlossenen Strémungslinien sind die Ausdriicke fiir (¢°°), (¢°'), (¢*!)
sowie % nicht mehr trivial, und man ist auf die numerische Durchfiihrung der

Integration angewiesen.
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Kapitel 4

Numerische Losung

4.1 Der Loésungsalgorithmus

Fiir die Bestimmung des Plasmagleichgewichts stehen uns die x-Gleichung
(3.40), die Dichte-Gleichung (3.89), die Losbarkeitsbedingung (3.100), (3.101)
und die Zustandsgleichung zur Verfiigung. Wahrend die Zustandsgleichung al-
leine von der Teilchendichte 7?—0 und der relativistischen freien Enthalpie %
abhingt und damit eine feste Beziehung zwischen den beiden Groflen angibt,
ist die Situation bei den anderen drei Beziehungen komplizierter. Alle drei
Gleichungen enthalten némlich x, ;- und V;(x) als Parameter. Damit gibt die
Losung der x-Gleichung die Flussfunktion y in Abhéngigkeit von -t und V;(x),
die Losung der Dichte-Gleichung ;* in Abhéngigkeit von x und V;(x) und die
Losung der Losbarkeitsbedingung die V;(x) in Abhéngigkeit von x und ;- an.
Da wegen der komplizierten Struktur der Gleichungen die Losung eines solches
Systems aber analytisch nicht moglich ist, ist man auf das numerische Ver-
fahren angewiesen. Fiir den Algorithmus bietet sich hierfiir das zweifach ver-
schachtelte Iterationsverfahren an (Abb.4.1). Ausgegangen wird dabei zuerst
von der nullten Niherung x(©, nﬂo(o), Vi (x) ©) . In der inneren Iteration ¢ wird

danach die Losung der y- und Dichte-Gleichung bei den bestimmten, vorgege-
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benen Flussfunktionen V; () gesucht. Man 16st dabei erst die x-Gleichung fiir
nﬂo(o), VT(X)(O) auf. Die Losung x(V setzt man danach in die Dichte-Gleichung
ein, wonach die Teilchendichte fiir (Y, V,(x)© bestimmt wird. Die neue Teil-
chendichte (nﬂo)(l) setzt man nun wieder in die x-Gleichung ein und l6st sie
wieder auf. Mit dem neuen x geht man nun wieder in die Dichte-Gleichung usw.
Diese Prozedur wird solange fortgesetzt, bis das System selbstkonsistent ist,
d.h. bis die Unterschiede zwischen den alten und neuen Werten der x-Funktion
und der Teilchendichte vernachléssigbar klein sind (|| ( )(ZH) - (n”—o)(z) || <e,

no
wobei € die Grofle des erlaubten Fehlers darstellt).

Ist die Losung fiir y und e auf diese Weise gefunden, so wird sie in die Losbar-
keitsbedingung (3.100) und (3.101) eingesetzt, die anschlieend nach Vj(x)
und Vi(x) aufgelost wird. Fiir die neuen Flussfunktionen V() wird danach
die innere Iteration wieder durchgefiihrt. Diese zweite (duflere) Iteration er-
folgt damit dhnlich wie die innere, diesmal jedoch zwischen der yx-Gleichung
und der Dichte-Gleichung einerseits und der Losbarkeitsbedingung anderer-
seits. Die Bedingung fiir die Beendigung der dufleren Iteration ist demnach
VI (x) = VOl < e

Damit der Iterationsprozess angefangen werden kann, muss man die Anfangs-
werte, die nullte Naherung fiir x, ;t und Vi (x), vorgeben. Bei der Wahl der

nullten Néherung sollte man dabei darauf achten, dass sie einerseits moglichst

nah an der zu erwartenden Losung liegt, andererseits aber auch konsistent mit
den Gleichungen (3.40) und (3.89) ist.

Fiir die grobe Abschitzung der erwarteten Losung, die man als nullte Nahe-
rung annehmen kénnte, sind die folgenden Uberlegungen hilfreich: Betrachtet
man ein nichtrelativistisches Plasma, so gilt fiir die Komponenten der Vierer-
geschwindigkeit: u® ~ 1, u’ ~ ¢, mit € - einer kleinen GroBe. Laut (3.2) ist
aber u® ~ x. Auch wenn es nicht zwingend sein miisste, erscheint die Annah-

me eines kleinen y ~ € als sinnvoll. Daraus ergibt sich die naheliegende grobe
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Vorgabe von Vg, V1 und nlo

x unbekannt

Y

x-Gleichung
Ausgabe: (D) (V()(a‘),‘/l(j) l(i))

Jno

Dichte-Gleichung

Ausgabe: 20+ (X““’, v, Vl(j))

Losbarkeitsbedingung

Ausgabe: VI (x), 2.0))

nein

ja

Ende

Abbildung 4.1: Der Algorithmus.
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Abschétzung bzw. nullte Ndherung fiir x

X9 =0 (4.1)

Die Art der Abhéngigkeit der Flussfunktionen V, von x ist fiir die offenen
Stromungslinien bereits analytisch abgeleitet worden (vgl. (3.109)). Bei der
Suche nach der Losung fiir das offene Strémungslinienbild entfillt damit die

duflere Iteration.

Fiir das geschlossene Strémungslinienbild erscheint die Wahl der Flussfunktio-
nen V,(x) in der Theorie vollig offen. Es ist aber zweckméflig, von dem Fall der
offenen Stromungslinien auszugehen und den Ansatz fiir die nullte Ndherung
von V;(x) in kleinen Variationen von (3.109) zu suchen. Ein sinnvoler Ansatz

wére hier zum Beispiel:

Volx) =1, Vi(x) = kx (4.2)

mit nicht zu grofem k. Wird die nullte Ndherung fiir x laut (4.1) gewéhlt, so
folgt daraus fiir die Flussfunktionen V; ():

Vo)@ =1, vi()@ =0 (4.3)

Mit (4.1) und (4.3) erhélt man ferner aus (3.88) fiir die nullte Nidherung der

relativistischen freien Enthalpie (mit U? =0 und y = 2):

<5> Y e (4.4)
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und aus der Zustandsgleichung (3.86) die entsprechende N#herung fiir die Teil-
chendichte:

(ﬁ)w) — exp (@) (4.5)

Die eindeutige Losung fiir das Plasmagleichgewicht erhilt man jedoch erst
dann, wenn die Randbedingungen - die Werte der y-Funktion an den Réndern
des betrachteten Gebiets - vorgegeben sind. Dies ist auch zugleich ein wirk-
sames Instrument dafiir, die moglichen Gleichgewichtssysteme zu simulieren.
Auch die Teilung der Systeme in offene und geschlossene erfolgt mafligeblich
durch die Vorgabe der Randbedingungen. Ein geschlossenes System wird dabei
durch die Vorgabe eines konstanten Wertes an den Réndern des betrachteten
Gebiets simuliert. In diesem Fall sind die Rénder zugleich auch die Strémungs-
linien, so dass die Materie weder in das System einfliesst noch aus dem System
austritt. Fiir die Simulation eines offenen Systems bieten sich verschiedene
Méglichkeiten. Ein vielversprechender Ansatz wire hierfiir x ~ sin(29) mit ¢
- dem Winkel zur Rotationsachse. Fiir die r-Komponente der Vierergeschwin-
digkeit ergibt sich damit (mit u” = u? ~ ¥ 4) u" < 0 fiir die Aquatorebene und
u” > 0 auf den Polen. Damit wire es denkbar, mit diesem Ansatz ein System
zu simulieren, das auf der Aquatorebene die Materie einsammelt und entlang

der Rotationsachse sie wieder ausstoflt.
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4.2 Numerische Realisierung

Die numerische Realisierung des Problems erfolgt mit Hilfe der Methode der
finiten Elemente [42], [48]. Auf das betrachtete Gebiet wird dabei ein Gitter
angelegt, wodurch das Gebiet in viele sogenannte , finite Elemente“ unterteilt
wird. Auf den Eckpunkten des Gitters werden alle relevanten Groflen ausge-
rechnet und gespeichert. Die Werte der Gréfen in einem beliebigen Punkt des
Gebiets werden mit einem geeigneten Ansatz aus den Werten an den Eckpunk-

ten des jeweiligen finiten Elements angenéhert [40], [41].

Da die Kerr-Metrik die einfachste Form in den ,,Boyer-Lindquist“ Koordina-
ten (t,¢,r,9) hat, werden diese fiir das Koordinatensystem gewihlt. In der
poloidalen Ebene ergeben sich dadurch die Polarkoordinaten (2% = r, 23 = 4).
Die Kerr-Metrik wird in diesen Koordinaten durch die folgenden Beziehungen
bestimmt [8], [45]:

¥:2 2raM
g% = = gl = g1 ’
JRA JZRA
1 ot A
11 Ar2a® M2
g Ez-pQ-A2<Ta sin? ¥
922 = ;7 gs3s = —p’; Go3 = g32 =0
mit
p* = 1%+ a*cos® ¥ (4.6)
2
» = (r2 + a2) — a*Asin® ¥ (4.7)
A=1r?—2Mr+ d? (4.8)

In dem hier beschriebenen Modell wurden die Werte ¢ = 0.3 und M = 0.5
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gewihlt. Der Ereignishorizont (bei dem A = 0 gilt) ergibt sich daraus fiir
r=0.9.

4.2.1 x-Gleichung

Das Gitter

Ein rotationssymmetrisches Gleichgewicht 148t sich vollstindig durch die Be-
schreibung in einer poloidalen Halbebene darstellen, die auf einer Seite von
der Drehachse beschrinkt wird. Die einfachste mogliche Form des betrachte-
ten Gebiets in Boyer-Lindquist-Koordinaten ist dabei die Form, die von zwei
Halbkreisen und der Drehachse begrenzt wird. Der Radius des inneren Krei-
ses r; wird, um die Singularitdten am Horizont zu vermeiden, leicht {iber den
Horizontradius (z.B. bei ; = 1) gewihlt. Der Radius des dufleren Halbkrei-
ses ro wird so gewdhlt, dass einerseits die zu erwartenden Verdnderungen der
Plasmaparameter in dem Gebiet zwischen r; und 7 merklich sind, anderer-
seits das Problem numerisch realisierbar bleibt. In diesem Zusammenhang hat
sich der Wert ro = 2 als angemessen erwiesen. Eine weitere Singularitit der
Kerr-Metrik, die allerdings nur auf die Wahl der Boyer-Lindquist Koordinaten
zuriickzufiihren ist, ergibt sich fiir g*! auf der Rotationsachse. Um die daraus
resultierenden Probleme bei der numerischen Realisierung des Gleichgewichts
zu vermeiden, wird ein kleiner Winkel 7 ~ 0.01 von der Rotationsachse ausge-

spart.

Somit wird das Gitter, bestehend aus NS Schalen und NB Gitterpunkten in
einer Schale, auf das Gebiet zwischen r = r; und r = ry sowie ¥ = 7 und
¥ =7 — 7 angelegt ' (Abb. 4.2)

Die Nummerierung der Gitterpunkte erfolgt entlang der Schalen. Angefangen

Lder Winkel ¥ wird vom Nordpol gerechnet

71






wird mit dem Gitterpunkt ¢+ = 1 ganz oben auf der Drehachse, d.h. bei ¥ = 7
und r = 7ro. Nachdem alle NB Punkte der ersten Schale durchnummeriert
sind, wird mit der Nummerierung der Punkte auf der néichsten Schale begon-
nen. Auf diese Weise werden alle Gitterpunkte bist = NB- NS beid =7n—7

und r = r; durchnummeriert.

Die finiten Elemente, die sich aus dem oben beschriebenen Gitter ergeben,
haben zwangslaufig krummlinige Grenzen. Die numerischen Integrationen auf
solchen finiten Elementen gestalten sich aber sehr schwierig. Fiir die numeri-
sche Behandlung ist es daher zweckmifig, mit einer geeigneten lokalen Koor-
dinatentransformation die krummlinigen finiten Elemente in Einheitsquadrate
umzuwandeln [40]. Fiir jedes finite Element wird dabei parallel zur globalen
Nummerierung eine lokale Nummerierung erzeugt. Die lokale Nummerzuwei-
sung erfolgt dabei (Abb.4.3) nach dem Muster: : — 1, i+1 — 2, i+1+NB —
3, 1+ NB — 4. Die Positionsangaben in dem transformierten finiten Element
werden durch die Parameter s und ¢ festgelegt. Die s-Achse verlduft dabei in
die 1 —2 Richtung und die ¢-Achse in die 1 —4 Richtung. Mit dieser Konstruk-

tion wird die Benutzung nicht-rechteckiger Gitter ermoglicht.

Stiitzfunktionen

Zwecks der Diskretisierung der Funktionen wird fiir jeden Gitterpunkt ¢ eine
Stiitzfunktion h; eingefiihrt. Man definiert diese Funktion so, dass sie auf dem
entsprechenden Gitterpunkt den Wert 1 annimmt, und monoton gegen Null
auf der Grenze zum nichsten finiten Element abfillt. Der tatsichliche Ver-
lauf der Stiitzfunktionen wird durch den Verlauf der lokalen Stiitzfunktionen
N;, j=1,2,3,4 in dem transformierten finiten Element definiert. Die lokalen

Stiitzfunktionen sind dabei:
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1 1 1 1
o 1 2 3 4 5

Abbildung 4.3: Das Transformationsmuster des finiten Elements zu einem Quadrat

N=(1-s)(1—1)

NQZS'l—t
Ny=(1-5)-t

Die Stiitzfunktionen h; am globalen Gitterpunkt 7 wird dann durch die lokale

Stiitzfunktion /V; am entsprechenden Eck des Einheitsquadrats représentiert.

Ableitungen der Stiitzfunktionen

Es gilt fiir die Ableitungen der Stiitzfunktionen die allgemeine Formel:

T Q¢ Os Ox® ot Ox@ (4.10)

wobei N; die entsprechende lokale Stiitzfunktion in dem transformierten finiten

Element ist. Die Ableitungen %i und %\tfi bekommt man aus (4.9):
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aNy _ ANy _
B —t—1 Gr=s-1
ONy _ ANy _
B =1t G =5
(4.11)
ON3 _ ON3 _
s =L o =8
ONy _ ANy _
B =t FH=l-s
Fiir die Ableitungen 8‘9; und 8‘12 benétigt man den Diskretisierungsansatz fiir

die Funktionen.

Diskretisierung der Funktionen

Fiir die numerische Behandlung wird jede Gréfle A durch den Diskretisierungs-

ansatz

N

A= ZAzhz(Ta 19) = i Aij (8(7“, ’19), t(’f‘, 19)) (412)

=1

dargestellt. Die Werte A; auf den Gitterpunkten werden in der speziellen Ma-
trix gespeichert. In der globalen Nummerierung findet die Summation formal
iiber alle Gitterpunkte statt. Mit der obenbeschriebenen Wahl der Stiitzfunk-
tionen sind aber in einem beliebigen Punkt des Gebiets maximal nur vier
Stiitzfunktionen ungleich Null, und zwar diejenigen, die zu den Eckpunkte
des finiten Elements gehoren, in dem sich der Punkt befindet. Deshalb erfolgt
in der lokalen Nummerierung j die Summation nur iiber die Eckpunkte des

jeweiligen finiten Elements.

Fiir die x-Funktion und ihren Ableitungen bzw. Variationen ergibt sich damit

der folgende Ansatz:
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N
X =Y xihi (4.13)
=1

N
X = 2 Xiha, (4.14)
i—1
N
=1
N
(0x), = > oxihi, (4.16)
=1

Der gleiche Ansatz gilt natiirlich auch fiir die anderen Gréfien, unter anderem
fiir die Koordinaten 7 und 9. In der lokalen Schreibweise erhélt man mit (4.9)

fiir die Darstellung von r bzw. ¥:

=2 (1—s)-(1—t)+25-s-(1—t)+25-s-t

+z3-(1—s)-t (4.17)
wobei x® = r bzw. 9 ist. Die Ableitungen ;Ti und 8‘12 kann man damit wie
folgt ausrechnen: Man rechnet zunéchst mit Hilfe von (4.17) die Ableitungen
%L: und %i: aus. Danach bildet man die Jacobideterminante J = 1]?)((7;,1:))_ Die
Umkehrung der Ableitungen erfogt nun nach der Formel:

ds _ 39 7-
o= o
8s _ _or -
o= ~or)
(4.18)
ot _ _ 99 -
or = o5
ot _ or 7-
90 = o5
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Setzt man (4.18) und (4.11) in (4.10) ein, so erhilt man die Ableitungen der

Stiitzfunktionen nach r bzw. 1.

x-Gleichung

Die x-Gleichung wird mit Hilfe des Variationsprinzips gelost. Wie es bereits in
dem vorigen Kapitel plausibel gemacht wurde, wird die x-Gleichung durch die
x-Funktion geldst, bei der das Funktional (3.91) ein Minimum hat bzw. bei
der die Variation dieses Funktionals in Bezug auf x verschwindet. Da in dem
Funktional W (x) nur die Funktionen V? und U? von x abhingig sind, kénnen
wir die Bedingung dW = 0 wie folgt schreiben:

W) = [ d%%\/—_g (Vo (v2) + %5 (%)) =0 (4.19)

und die Variationen § (V2) und § (U?) getrennt behandeln.
Mit der Definition (3.85) von V? erhalten wir fiir § (V2):

5 (V?) = 29"V, (x)V; (x)0x (4.20)
Fiir 6 (U?) ergibt sich aus (3.84):

0 (UQ) -2 D (9a6X..0 (X)) — G6X.00 (X)) (4.21)

T ab

Zusammen mit dem Diskretisierungsansatz fiir x (4.16) und 6(x,) = (dx)

"na

erhalten wir daraus fiir die Variation des Funktionals W'

SW = Z/d% {\/—_gNg”W(X)Vs'(X)hj
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! (

+ > (gabhiyhj,, — geshighi,) Xz'] dX; (4.22)

\% _gN a,b i=1

Damit die Bedingung 6W = 0 erfiillt ist, muss also fiir jedes j gelten:

/ &’z {\/—_QN 9"V (Vi (x)h;

1 N
+ gaphi b, — gwhi hi,) xi| =0 4.23
o 2 2 (il i) (4.23)
da die Variationen dx; i.a. ungleich Null sind. (4.23) ist die Gleichung, deren
Spezialisierungen fiir verschiedene Abhéngigkeiten V,(x) auch spéter in dem
Programm numerisch gelost werden. Die letzte Frage, die dabei noch zu klidren
bleibt, ist die Form der Flussfunktionen V4(x) und Vi (x).

Offenes System:

Die Flussfunktionen V4 (x) und Vi (x) wurden fiir ein offenes System im vorigen
Kapitel abgeleitet (3.109). Das Ergebnis war, dass die beiden Flussfunktionen
in einem offenen System einen konstanten Wert iiberall im betrachteten Gebiet
annehmen und somit von x unabhingig sind. Folglich verschwindet auch die

Variation von V2 in Bezug auf y:

§V2=0
Damit wird (4.23) zu
N ) 1
> / d J=GN Y (Gabhiy by — govhinhi,) xi =0 (4.24)
i=1 ab
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem der Form:

N

Die Gleichung (4.25) hat natiirlich die triviale Lésung x; = 0. Allerdings gilt
die Form (4.25) nur fiir die inneren Gitterpunkte. Durch die Vorgabe der Rand-

werte wird die triviale Losung der Gleichung (4.24) verhindert.

Geschlossenes System:

Analytisch ist es nicht moglich, die Flussfunktionen V4(x) und Vi(x) fiir ein
geschlossenes System zu ermitteln. Man ist deshalb auf das Iterationsverfahren
(Abschnitt 4.1) angewiesen. Der Weg dabei soll sein, fiir die nullte Niherung
einen Ansatz zu wihlen, der der Losung fiir ein offenes System #dhnlich ist, und
im Laufe der Iterationen ihn auf das gegebene geschlossene System anzupassen.
Ein moglicher Ansatz, der im Rahmen dieser Arbeit ausgiebig erprobt wurde,
ist: Vo(x) = 1 und Vi (x) = —k - x mit nicht zu grofem k. Fiir §V? erhilt man

demnach:

§(V?) = 2(¢" kéx + g" k*xdx) (4.26)

und die x-Gleichung wird mit dem Diskretisierungsansatz (4.13)-(4.16) zu

N
1
&z |v/=gNg Khih; + 3 ——=—— (gahi i,
;/ [ 9Ng ) be = Gavhinh

_gaahi,ahj,a)] Xi = —/de\/—gNgmkhj (4.27)
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was dem linearen Gleichungssystem

Z jiXi = B; (4.28)

entspricht, mit

/d2 [,/ gNg" k*h;h; —i-z (gabhiy b, — gbbhi,ahj,a)]

F N
B / &1\/=gN " kh;

Das Gleichungssystem 1a8t sich zum Beispiel mit der GauB-Methode oder
durch die Matrixinversion lésen [46], [47].

4.2.2 Dichte-Gleichung

Die Normierungsbedingung (3.65), die hier in der Form (3.89)-(3.90) geschrie-
ben wird, wird zusammen mit (3.9) als die Gleichung fiir die Bestimmung
der Teilchendichte ne interpretiert. Dies ist eine transzendente Gleichung und
aus diesem Grunde analytisch nicht 16sbar. Deshalb ist man auch hier auf die
numerische Losung angewiesen. Die numerische Losung der Dichte-Gleichung
wurde in dieser Arbeit zum Teil nach dem Newtonschen Verfahren, aber auch
durch die Tabellierung der Funktion F(y,U?) durchgefiihrt. Dabei geht man
folgendermaflen vor: Zun#chst wird versucht, (3.89) in Bezug auf y = 2 nach
dem Newtonschen Verfahren aufzulésen. Als die nullte Naherung nimmt man
dabei stets y(©) = 0 an. Ist die i-te Niherung y® bekannt, so erhilt man y(+1)

nach der Formel:
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V7~ (0, 0)

(5) _
A= e, o)

(4.29)

Dieses Verfahren funktioniert aber nur fiir monotone Funktionen. Hat F(y, U?)
ein lokales Extremum, so gilt in der Niihe des Extremums F’(y, U?) — 0 und
(4.29) ist nicht mehr brauchbar. Abhingig von den Parametern U2, V2 und
vy, kann die Funktion F(y,U?) eine der in Abb.:4.4-4.7 dargestellten Formen
haben. Daraus sieht man, dass die Funktion entweder monoton steigend ist,
oder zwischendurch ein lokales Maximum und ein lokales Minimum hat, bevor
sie asymptotisch gegen f(y) = y iibergeht. Ferner ist Zl/lg(l) F'(y,U?) # 0, so dass
y = 0 ein geeigneter Startpunkt bei der Suche nach der Losung der Dichte-
Gleichung (3.89) darstellt. Ist die Funktion monoton steigend, oder liegt das
lokale Minimum iiber v/V2, so erhilt man problemlos die Lésung nach dem
Newtonschen Verfahren (4.29). Im anderen Fall muss man die ,,unbequemen*
Stellen mit |F'(y, U?)| < € tabellieren. Dafiir wird in dem Programm fiir jedes
y {iberpriift, ob F'(y,U?) < e ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so wird die
Funktion F'(y, U?) weiter tabelliert bis F’(y, U?) > ¢ gilt. Ist die ,,unbequeme*
Stelle iiberwunden und die L&sung immer noch nicht gefunden, so rechnet
man nach dem Newtonschen Verfahren weiter. Diese Kombination von dem
Newtonschen Verfahren und der Tabellierung ermoglicht es immer, die erste
Losung der Dichte-Gleichung (3.89) zu finden.
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Abbildung 4.4: Graphische Darstellung zur
transzendenten Dichte-Gleichung (3.89) mit  v2, =
0.36, U2 = 0.12,VV2 = 1.5. Die Losung der Glei-
chung erhdlt man fiir diejenigen y, bei denen die
Funktion F(y,U?) die waagerechte Linie (entspricht
VV2) iiberschneidet
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Abblldung 4.5: Graphische Darstellung zur
transzendenten Dichte-Gleichung (3.89) mit  v2, =
0.36, U2 = 1.0,v/V2 = 1.5. Die Lsung der Glei-
chung erhilt man fiir diejenigen y, bei denen die
Funktion F(y,U?2) die waagerechte Linie (entspricht
V/V2) iiberschneidet
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Abbildung 4.6: Graphische Darstellung zur
transzendenten Dichte-Gleichung (3.89) mit v}, =
0.36, U2 = 0.4,v/V2 = 1.5. Die Losung der Glei-
chung erhdlt man fiir diejenigen y, bei denen die
Funktion F(y,U?) die waagerechte Linie (entspricht
V/V2) iiberschneidet

Abblldung 4.7: Graphische Darstellung zur
transzendenten Dichte-Gleichung (3.89) mit  v2, =
0.36, U2 = 3.0,V/V2 = 1.5. Die Losung der Glei-
chung erhdlt man fiir diejenigen y, bei denen die
Funktion F(y,U?) die waagerechte Linie (entspricht
V'V2) iiberschneidet
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Kapitel 5

Das Programm

Die numerische Computersimulation der Plasmagleichgewichte um ein Kerr-
Loch wurde mit Hilfe des im Rahmen dieser Arbeit angefertigten Programms
in C'++-Programmiersprache durchgefiihrt. Um sicher zu sein, dass der nume-
rische Code auch die gesuchten, physikalisch interessanten, Losungen produ-
ziert, wurde das Verfahren an einer bekannten analytischen Losung getestet.
Anschlielend wurden die Gleichgewichte fiir ein offenes und ein geschlossenes

System simuliert.

5.1 Test des Programms

Der Teil des Programms, der die Losung fiir die Funktion x produziert, wurde

an der Gleichung:

dzAxox = | dPxHéx (5.1)
/ /

getestet, wobei A der Laplace-Operator und H = Ay fiir eine bestimmte
Testfunktion y ist. Als Testfunktion wurde
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cos?

gewdhlt. Fiir H ergibt sich damit

H = Ay = —220529) (5.3)

7°4
Wenn man die Werte der Testfunktion y an den Réndern des betrachteten

Gebiets festhilt, so ergibt die linke Seite von (5.1) nach einer partiellen Inte-
gration:

/ LrAxox = / 2V (V)6 / Pz(Vy) - 5(Vy) (5.4)

Ferner gilt in Polarkoordinaten

— ]‘ —
VX =X, X060 (5.5)

so dass fiir das Skalarprodukt (V) - 6(Vy) gilt:

1
(Vx)-0(Vx) = x,,0(x,.) + T—Qx,ﬁx,,g (5.6)

Mit dem Diskretisierungsansatz (4.13)-(4.16) kann man also die linke Seite von

(5.1) wie folgt umschreiben:

[ deaxix = [ & [h e+ L h, | xeovs (5.7)
2,j=1
cos? ¥;
Xi = 2
Ty
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Fiir die rechte Seite von (5.1) erhélt man demnach:

N
/ PrHSY = / &z S Hhhidy; (5.8)
1j—=1
H - _2cos£2191)
Ty

Damit ergibt sich eine Gleichung der Form

N
> Mijxi = B;
=1

mit

1
Mz'j = /d2$ (hi,rhj,r + T‘_th’ﬂhj”9>

N
By = [ &Y Hiuh;
=1

Diese Gleichung wurde numerisch anhand des Programms auf dem obenbe-
schriebenen Gitter (Abb. 4.2) gelost. Das Ergebnis fiir die inneren Gitterpunk-
te gab fiir ein Gitter mit r; = 1.0, 7o = 2.0, bestehend aus NS = 35 Schalen
mit NB = 100 Gitterpunkten pro eine Schale, die maximale Abweichung von
dem analytischen Wert weniger als 1.0% und war damit zufriedenstellend. Al-
lerdings stieg der Fehler an den Randpunkten sehr schnell bis zu 10% an. Um
dies zu verhindern, wurde das Gitter 4.2 durch ein modifiziertes Gitter ersetzt
(Abb.5.1). In dem neuen Gitter werden zusétzlich vier Schalen und vier ra-
diale Linien eingefiihrt, und zwar im Abstand von den &dufleren Réndern, der
0.1 bzw. 0.4 des sonst iiblichen Abstandes zwischen den Gitterpunkten be-

tragt. Mit dieser neuen Konstruktion betrug die maximale Abweichung des im
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Programm errechneten Wertes der Testfunktion von der analytisch bekannten
Losung 4.15% und der mittlere quadratische Fehler wurde mit 0.31% gemes-
sen. Damit zeigte das numerische Verfahren fiir das verbesserte Gitter auf dem
betrachteten Gebiet eine sehr gute Genauigkeit, so dass man sich auch weiter
sicher sein kann, dass die numerischen Fehler in dem Programm-Code eine un-
bedeutende Rolle spielen, und deshalb auch die richtige physikalische Losung

in den spéteren Anwendungen produziert wird.

In Abb.5.2 sind die numerische und analytische Losung der Testgleichung auf
dem Gebiet r € [1;2], 9 € [0; 7] gegeniibergestellt. Fiir das Gitter wurde die
verbesserte Version (Abb. 5.1) mit NS = 35 und NB = 100 gewé&hlt. Mit
den Kreuzen ist dabei die numerische und mit Linien die analytische Losung
dargestellt. Mit dem bloflen Auge sind die Unterschiede beider Lésungen nicht
auszumachen, was auch mit dem mittleren quadratischen Fehler der numeri-

schen Losung konsistent ist.
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Abbildung 5.2: Die Testlosung ausgerechnet auf dem verbesserten Gitter (Abb.:5.1)
mit NS =35, NB =100, r € [1.0;2.0], ¥ € [0.0; 7] Kreuze: Die numerische Lésung
als die Funktion von (r,). Linien: analytische Losung.
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5.2 Geschlossenes System

Nach dem bisher vorgestellten Modell gilt fiir ein offenes System V(x) = 1,
Vi(x) = —I, wobei [ ein Mafl fiir die zur Reibung passende Ringspannung
angibt. Ein dissipationssfreier Fall wird dabei durch ! = 0 beschrieben, und
fiir ein schwach dissipatives Plasma ist [ nicht zu grofi. Eine genaue Aussa-
ge iiber die Form der Flussfunktionen V;(x) und V;(x) fiir ein geschlossenes
System ist aber analytisch nicht m&glich. Bei der Betrachtung eines schwach
dissipativen sowie eines idealen Plasmas in einem geschlossenen System scheint
es jedoch sinnvoll zu sein, von den bekannten Losungen fiir ein offenes System
auszugehen und den Ansatz fiir V5(x) und V;(x) durch eine Stérung der be-
kannten L&sung zu konstruieren. In der ersten Néherung ergeben sich dabei

die folgenden moglichen Modelle:

1. Vo(x) =1, Vi(x) = —k1x. Vo wird wie in einem offenen System gewihlt,
fiir die V4 wird die erste (lineare) Ndherung genommen. Damit das Plas-

ma schwach dissipativ bleibt, muss k;x klein sein.

2. Vo(x) = 1 = kox, Vi(x) = 0. Wie wir oben gesehen haben, beschreibt
Vi = 0 den reibungsfreien Fall. Fiir die Abweichung von V;, von der
entsprechenden Flussfunktion in einem offenen System wird ein linearer
Ansatz gewihlt. Damit die Abweichung nicht zu gro8 wird, muss kqx

klein sein.

3. Vo(x) = 1—kox, Vi(x) = —k1. Auch dies ist ein Modell fiir die Beschrei-
bung eines schwach dissipativen Plasmas. Wie in einem offenen System
wird die Reibung durch einen konstanten, nicht zu groflen Koeffizienten
k1 beriicksichtigt. Der Ansatz fiir Vi wird wie im Punkt 2 gewéhlt. Auch

hier muss also kg klein sein.

4. Vo(x) = 1—kox, Vi(x) = —kix. Dieser Fall beschreibt ein schwach dissi-

patives Plasma. Der Ansatz fiir V) wird aus dem Punkt 2 {ibernommen,
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fiir V4 aus dem Punkt 1. Sowohl kyx als auch k;y miissen dabei klein

sein.

Fiir ein nichtrelativistisches Plasma erwartet man fiir die poloidale Geschwin-
digkeit |u?| < u°. Da die Normierung so gewéhlt ist, dass in einem mitbeweg-
ten System u® = 1 gilt, so folgt aus der Annahme eines nichtrelativistischen
Plasmas, dass u* < 1 gilt. Da aber die poloidalen Geschwindigkeiten im We-
sentlichen von den Ableitungen der y-Funktion nach den Koordinaten in der
poloidalen Ebene abhéngig sind, ist natiirlich bei den Computersimulationen
auch fiir die Randwerte der y-Funktion die Niherung |x| < 1 anzunehmen.
Infolge dessen wurde der Wert x,,. . = 0.035 fiir die Randbedingungen in allen

Simulationen fiir ein geschlossenes System angenommen.

Wihrend der Computersimulation hat sich herausgestellt, dass fiir alle vier
obengenannten Modelle sich Koeffizienten ky und %, finden lassen, bei denen
die innere Iteration konvergiert. Die Konvergenz verlduft dabei meistens sehr
schnell, so dass bereits nach 2 Iterationen eine Vorstellung iiber das Flussbild
gewonnen werden kann. Dies wird in der Abb.:5.3 und Abb.:5.4 am Beispiel fiir
das zweite Modell mit ky = 0.2 deutlich gemacht. In der Abb.:5.3 wurden die
Ergebnisse fiir die y-Funktion nach 2 und 15 inneren Iterationen gegeniiber-
gestellt. Mit den Linien wird dabei die richtige Losung (x-Funktion nach 15
Iterationen) und mit Kreuzen die Losung nach 2 Iterationen dargestellt. Auch
wenn der Fehler nach zwei Iterationen an manchen Gitterpunkten iiber 300%
betrug, vermittelt die y-Funktion das Bild, das sehr nah an dem tatséchlichen
Aussehen der Losung liegt. In der Abb.:5.4 werden die Ergebnisse fiir die x-
Funktion nach 6 und 15 Iterationen dargestellt. Auch hier wurde die richtige
Losung mit Linien und die Losung nach 6 Iterationen mit Kreuzen gezeichnet.
Man sieht, dass bereits nach 6 Iterationen das gesamte Stromungslinienbild
festgelegt ist. Die Verbesserungen nach 15 Iterationen sind im Bild nicht mehr
zu erkennen, obwohl der Fehler auch nach 6 Iterationen an manchen Gitter-

punkten immer noch sehr grof§ war (iiber 90%).
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Abbildung 5.3: Vergleich der Losung der x-Gleichung nach 2 und 15 Iterationen in
der (r,9)-Ebene. Kreuze: Die Losung nach 2 Iterationen. Linien: die richtige Losung
(nach 15 Tterationen). Ausgerechnet fiir ein geschlossenes System mit V5(x) = 1 —
kox, Vi(x) = 0; ko = 0.2, vy, = 1.0, Xx|,,,, = 0-035.

Auf den Abb.:5.5-5.8 sind die Ergebnisse der numerischen Simulation fiir die
Xx-Funktionen in einem geschlossenen System fiir die erwdhnten Modelle in der
(r,9)-Ebene dargestellt. Das betrachtete Gebiet wurde durch die Koordina-
tenlinien r; = 1.0, 79 = 2.0 und ¥y = 0.01, ¥ = © — 0.01 definiert. Fiir das
Gitter wurde das verbesserte Modell Abb.:5.1 mit NB = 100 und NS = 35
gewéhlt. Alle Simulationen wurden mit vy, = 1 durchgefiihrt. Das geschlossene
System wurde dabei durch einen konstanten vorgegebenen Wert von x an den

Réandern des betrachteten Gebiets simuliert:

X|Rand = 0'035 (5'9)
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Abbildung 5.4: Vergleich der Losung der x-Gleichung nach 6 und 15 Iterationen in
der (r,9)-Ebene. Kreuze: Die Lésung nach 6 Iterationen. Linien: die richtige Lésung
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Iterationen). Ausgerechnet fiir das gleiche System wie in der Abb.:5.3.
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Abbildung 5.5: x-Funktion in einem geschlossenen System. Modell 1: V,(x) = 1,

Vi(x) =

—ki1x. k1 = 0.5, vy = 1.0, x,,., = 0.035. Dargestellt in (r,)-Ebene.
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Abbildung 5.6: x-Funktion in einem geschlossenen System Modell 2: Vy(x) = 1 —
kox, Vi(x) = 0. ko = 0.1, vy, = 1.0, x,,,., = 0.035. Dargestellt in (r,9J)-Ebene.
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Abbildung 5.7: x-Funktion in einem geschlossenen System Modell 3: Vj(x) = 1 —
kox, Vi(x) = —k1. ko = 0.1, k1 = 0.02, v = 1.0, Xx|p,.. = 0-035. Dargestellt in
(r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.8: x-Funktion in einem geschlossenen System Modell 4: Vy(x) = 1 —
kox, Vi(x) = —kix. ko = 0.1, k1 = 0.3, vy = 1.0, Xx\,,., = 0.035. Dargestellt in
(r,9)-Ebene.

Damit wird erreicht, dass der Rand des betrachteten Gebiets eine Stromungs-

linie darstellt.

In der Tab.:5.1 werden die relevanten Parameter fiir diese Simulationen ange-
geben. In allen vier Modellen wurde nach dem kompletten Lauf der inneren
Iteration fiir nicht zu grofie Stérungen das gleiche topologische Bild fiir die x-
Funktion erzeugt. Es ergibt sich dabei immer ein ,Berg®, mit dem Maximum
der x-Funktion, das zum inneren Rand von der Mitte des betrachteten Gebiets
verschoben ist. Fiir die Plasmabewegung bedeutet es, dass ein Wirbel in der
Mitte des Gebiets entsteht, wobei die Bewegung im Uhrzeigersinn erfolgt (da
u? ~ —y,, ist).

Turbulenzen

Die Hohe des Berges hiingt in endscheidender Weise von dem Stérungsterm in

dem Ansatz fiir V und V3, der die Abweichung von dem idealen Fall (beschrie-
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Tabelle 5.1: Losung der x-Gleichung fiir verschiedene Modelle in einem geschlosse-
nen System nach 6 Tterationen. Fiir alle Modelle ist vy, = 1.0, x|, = 0.035.

Maximaler Quadratischer
Modell || ko | ki | Fehler €ups, % | Fehler €guaa, % | Xmax
Volx) =
Vilx)=—-kix | — | 0.5 0.032 0.001 0.0684
Vo(x) =1 — kox
Vilx) =0 01| - 0.710 0.001 0.0887
Vo(x) =1 — kox
Vi(x) = —k1 || 0.2 | 0.02 96.8 0.068 0.1561
Vo(x) =1 — kox
Vi(x) = —kix || 0.1 ] 0.3 25.7 0.012 0.1078

Tabelle 5.2: Maximale Werte von ky und k; fiir verschiedene Modelle in einem
geschlossenen System, bei denen die Einwirbel-Topologie zusammenbricht. Fiir alle

Modelle ist vy, = 1.0, Xx|,,,., = 0.035.

| Modell | ko, | $ima | Xowe |
Vo(x) =
Vi(x) = —kix - 0.69 | 0.0783
Volx) =1 —kox
Vi(x) =0 | 0.20 ~ 1 0.1407
Volx) =1 —kox
Vilx) = —ki || 0.2 |0.027 | 0.1561
Volx) =1 —kox
Vi(x) = —kix || 0.1 | 0.43 | 0.1160
Volx) =1 —kox
Vi(x) = —kix || 0.2 |0.049 | 0.1437
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ben durch Vj = 1, V; = 0) angibt. Die Losung fiir den idealen Fall x = const
wird durch die Einfiihrung dieser Terme in den Modellen gestort, wodurch
anfangs fiir die nicht zu groflen Storungsterme fiir alle Modelle das gleiche
topologische Bild entsteht, und zwar mit einem ,Berg® in dem betrachteten
Gebiet. Das Plasma bewegt sich in einem solchen Stromungsbild als ein grofer
Wirbel um den Mittelpunkt des Berges. Wird der Stérungsterm grofler, so
steigt auch die Hohe des Berges und somit die Geschwindigkeit der Bewegung,
bis irgendwann der Punkt erreicht wird, an dem die bestehende Topologie
zusammenbricht, und aus dem Einwirbel- ein Mehrwirbel- Strémungsbild ent-
steht. Die Entstehung solcher Turbulenzen mit steigendem Storungsterm wird
in den Abb.:5.9-5.12 am Beispiel fiir das 2. Modell (V,(x) = 1—kox, Vi(x) = 0)
deutlich gemacht. Die Bilder zeigen die Projektionen der Plasmabewegung auf
die poloidale Ebene in kartesischen Koordinaten fiir vier verschiedene Werte
von ky. Fiir kg = 0.1 entsteht das gewohnliche Strémungslinienbild mit nur
einem Wirbel. Fiir kg = 0.2 ensteht zwar immer noch nur ein Wirbel, die Ge-
schwindigkeit der Bewegung wird jedoch grofler, was man an der Dichte der
Stromungslinien erkennen kann. Fiir £y = 0.25 kann man neben dem urspriing-
lichen, das gesamte Gebiet umfassenden Wirbel die Entstehung zweier neuen
Wirbel in der Ndhe der Rotationsachse an dem inneren Radius beobachten.
Diese neue Wirbel werden bei kg = 0.3 deutlich ausgepréigter. Die viel hohe-
re Dichte der Stromungslinien an dieser Wirbel deutet dabei auf die hier viel
groflere Rotationsgeschwindigkeit der Materie hin. Die kritische Werte von kg
und k4, bei denen die Einwirbel-Topologie zusammenbricht, sind fiir verschie-

dene Modelle in der Tabelle 5.2 angegeben.
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Abbildung 5.9: Entstehung der Turbu- Abbildung 5.10: Entstehung der Turbu-
lenzen am Beispiel fiir das 2. Modell mit lenzen am Beispiel fiir das 2. Modell mit
vth = 1.0, X|geng = 0-035. Dargestellt in vy, = 1.0, x|,,,., = 0.035. Dargestellt in
(z,y)-Ebene. Hier: ky = 0.1 (z,y)-Ebene. Hier: ky = 0.2
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Abbildung 5.11: Entstehung der Turbu- Abbildung 5.12: Entstehung der Turbu-
lenzen am Beispiel fiir das 2. Modell mit lenzen am Beispiel fiir das 2. Modell mit
Vth = 1.0, X|pona = 0-035. Dargestellt in vy, = 1.0, x|,,., = 0.035. Dargestellt in
(z,y)-Ebene. Hier: ky = 0.25 (z,y)-Ebene. Hier: kg = 0.3
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Poloidale Geschwindigkeit und Teilchendichte

Der Mittelpunkt der Betrachtung in dieser Arbeit lag jedoch auf den Stérun-
gen, die noch klein genug sind, um nur ein Einwirbel-Stromungsbild zu ver-
ursachen. Hierbei gilt: Auch wenn die Stromungslinien zwischen dem inneren
Radius und dem Mittelpunkt des Wirbels viel dichter liegen als zwischen dem
Wirbelmittelpunkt und dem dufleren Radius, deutet dies nur auf die gréfiere
Ableitung von x in diesem Gebiet, aber nicht auf eine hohere Geschwindigkeit
hin. Die Abschitzung |u’| ~ |x,| darf hier nimlich nicht eins zu eins iiber-
nommen werden. Vielmehr muss man fiir die Geschwindigkeitsabschéitzung
von der Beziehung (3.2) ausgehen. In den Abb.:5.13-5.16 wird der Betrag der
poloidalen Geschwindigkeit in (7, J)-Ebene fiir die vorgestellten Modelle darge-
stellt. Entgegen den Erwartungen, die man aus der Lésung fiir die y-Funktion
(Abb.:5.5-5.8) vermuten konnte, ist die Geschwindigkeit der Teilchen an dem
inneren Radius niedrig verglichen mit den Geschwindigkeiten an der Achse
oder dem #ufleren Radius. Uberraschenderweise ist die Geschwindigkeit der
Teilchen am groften in der Aquatorebene auf dem #ufieren Radius, an der
Stelle wo die Dichte der Stromungslinien am niedrigsten ist. Solche Diskrepanz
zwischen der Dichte der Stromungslinien und der Teilchengeschwindigkeit 148t
sich durch das Verhalten der Teilchendichte erklédren, die in Abb.:5.17-5.20 fiir
die erwédhnten Modelle dargestellt ist. Man sieht auf diesen Bildern, dass die
Teilchendichte in dem Bereich zwischen dem Mittelpunkt des Wirbels und dem
duBeren Radius nahezu konstant ist, steigt aber sehr deutlich zwischen dem

Mittelpunkt und dem inneren Radius. Am Horizont erfihrt die Teilchendichte

gar eine Singularitét. Da aber wegen (3.2) |x,,| ~ 7t|u®| gilt, muss in dem Be-
reich hoher Teilchendichte die Geschwindigkeit der Bewegung niedrig sein und
umgekehrt. Eine weitere charakteristische Eigenschaft fiir das Verhalten der
Teilchendichte in allen vier Modellen ist der starke Abfall der Teilchendichte
an der Drehachse, der eine sehr hohe Geschwindigkeit entlang der Drehachse

verursacht.
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Abbildung 5.13: Betrag der poloidalen Geschwindigkeit in einem geschlossenen Sy-
stem. Modell 1: Vo(x) = 1, Vi(x) = —kix. k1 = 0.5, vy = 1.0, Xx|p,.. = 0.035.
Dargestellt in (r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.14: Betrag der poloidalen Geschwindigkeit in einem geschlossenen Sy-
stem. Modell 2: Vo(x) = 1 — kox, Vi(x) = 0. ko = 0.1, vy, = 1.0, Xx|,,, = 0.035.
Dargestellt in (r,9)-Ebene.
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Geschwindigkeit
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Abbildung 5.15: Betrag der poloidalen Geschwindigkeit in einem geschlossenen Sy-
stem. Modell 3: Vp(x) = 1 — kox, Vi(x) = —ki. ko = 0.2, k1 = 0.02, vy, =
1.0, X|pgna = 0-035. Dargestellt in (r,)-Ebene.
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Abbildung 5.16: Betrag der poloidalen Geschwindigkeit in einem geschlossenen Sy-
stem. Modell 4: Vo(x) = 1 — kox, Vi(x) = —kix. ko = 0.1, k1 = 0.3, vy =
1.0, X|gona = 0-035. Dargestellt in (r,)-Ebene.
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Abbildung 5.17: Teilchendichte - in einem geschlossenen System. Modell 1:

Volx) = 1, Vi(x) = —kix. k1 = 0.5, v = 1.0, X|,,, = 0.035. Dargestellt in
(r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.18: Teilchendichte 7o in einem geschlossenen System. Modell 2:

Vox) = 1 = kox, Vi(x) = 0. ko = 0.1, vy, = 1.0, X|p,.. = 0-035. Dargestellt
in (r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.19: Teilchendichte ng in einem geschlossenen System. Modell 3:
Volx) = 1= kox, Vi(x) = —k1. ko = 0.2, ki = 0.02, v = 1.0, x,,,, = 0.035.
Dargestellt in (r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.20: Teilchendichte - in einem geschlossenen System. Modell 4:

0
Vo(X) =1- koX, VI(X) = —k‘lx. k:o = 0.1, kl = 0.3, Vip = 1.0, X\Rand = 0.035.
Dargestellt in (r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.21: Poloidaler Teilchenfluss in einem geschlossenen System. Modell
1: Wo(x) =1, Vi(x) = —kix- k1 = 0.5, vy = 1.0, X|p,,.. = 0.035. Dargestellt in
(r,9)-Ebene.

Teilchenstrom

In den Abb.:5.21-5.24 sind die Ergebnisse fiir den Teilchenfluss in der poloi-
dalen Ebene ty/(u")? + (u”)? fiir die behandelten Modellen dargestellt. Da
das betrachtete System geschlossen ist, wird die Materie weder in das System
gebracht, noch kann sie aus dem System austreten. Damit muss die Erhaltung
der Materie in dem gesamten System gelten. Die Bilder fiir den Teilchenfluss
zeigen, dass das Gleichgewicht so entsteht, dass der Teilchenstrom auf beiden
Seiten von dem Mittelpunkt des Wirbels dhnlich groff ist. Die ,Natur“ des
Teilchenstroms ist aber in beiden Féllen unterschiedlich. Wahrend es an dem
dufleren Rand relativ wenige, dafiir aber schnell bewegte Teilchen gibt, erfolgt
dagegen die Bewegung von sehr viel Materie am inneren Rand langsam. Der

resultierende Teilchenstrom bleibt dabei in den beiden Fillen etwa gleich.
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Abbildung 5.22: Poloidaler Teilchenfluss in einem geschlossenen System. Modell 2:
Vo(x) = 1 = kox, Vi(x) = 0. ko = 0.1, vy = 1.0, Xx|,,., = 0.035. Dargestellt in
(r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.23: Poloidaler Teilchenfluss in einem geschlossenen System. Modell 3:
Vo(x) = 1— kox, Vi) = —ki- ko = 02, k1 = 0.02, vy = 1.0, x|, = 0.035.
Dargestellt in (r,9)-Ebene.
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Abbildung 5.24: Poloidaler Teilchenfluss in einem geschlossenen System. Modell 4:
Vo(x) = 1 —kox, Vi(x) = —kix- ko = 0.1, k1 = 0.3, vy, = 1.0, Xx|,,,.. = 0.035.

Dargestellt in (r,9)-Ebene.
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5.3 Offenes System

Unter einem offenen System wird hier ein Plasmagleichgewicht verstanden, in
dem ein Materieaustausch mit der Umgebung stattfindet. In einem solchen
Plasmagleichgewicht beginnen und enden die Strémungslinien in der Regel am
Rande des betrachteten Gebiets und verlaufen ins Unendliche. Wie es im Ab-
schnitt 3.4.1 gezeigt worden ist, lassen sich die Flussfunktionen V4 () und V;(x)
in einem offenen System auf analytischem Wege ableiten. Fiir sie gilt dabei die
Beziehung (3.109), wonach sie einen konstanten Wert annehmen und somit ei-
gentlich von der Flussfunktion y unabhéngig sind. Dies hat zur Folge, dass die
X-Gleichung nach dem Einsetzen des Diskretisierungsansatzes die Form (4.25)
erhélt. Die Teilchendichte nﬂo tritt dabei in den Matrixelementen M;; nur als
Faktor auf, und hat deshalb keinen Einflul mehr auf die y-Gleichung. Demzu-
folge entkoppeln sich die x-Gleichung und die Dichte-Gleichung voneinander,
und es wird kein Iterationsverfahren mehr benétigt. Die Computersimulation
eines Plasmagleichgewichts um ein Kerr-Loch in einem offenen System gestal-

tet sich damit nach dem folgenden Muster:

1. Es wird der Parameter [ vorgegeben, der die Reibung im Plasma be-
schreibt.

2. Es wird der Ansatz fiir die Randwerte von x gewéhlt.
3. Die x-Gleichung wird gelost.

4. Die Losung der y-Gleichung wird in die Dichte-Gleichung eingesetzt und
die dazugehorige Dichte ermittelt.

Ausschlaggebend fiir das Gleichgewicht in einem offenen System ist hier die
Wahl der Randbedingungen. Im Gegensatz zum geschlossenen System, in dem

die y-Funktion auf den Réndern einen konstanten Wert annehmen muss, ist die
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Wahl der Randwerte fiir die y-Funktion in einem offenen System mathematisch
gesehen nur durch die Bedingung eingeschrénkt, dass die y-Funktion stetig und
stetig differenzierbar sein muss. Man kann damit durch eine geeignete Wahl

der Randbedingungen verschiedene physikalische Prozesse simulieren.

Der Schwerpunkt der Simulationen in dieser Arbeit wurde den sogenannten
,Jets® - schnellen Ausstromungen des Plasmas entlang der Rotationsachse
gewidmet. Die Jets wurden bereits oft in der astrophysikalischen Literatur
diskutiert [1],[44] und man hat sich dabei auf das Modell geeinigt, wonach die
Materie auf der Aquatorebene (Akkretionsscheibe) aufgesammelt und anschlie-
end in der Form schneller Stromungen entlang der Rotationsachse ausgestofien
wird [43]. Im Folgenden werden zwei Ansitze fiir die Randbedingungen von x

vorgestellt, die die Entstehung solcher Jets beschreiben kénnten.

Bevor man zum ersten Ansatz iibergeht, ist es angebracht einige allgemeine
Uberlegungen iiber die Form der y-Funktion am Rande des betrachteten Ge-
biets zu machen. Aus (3.2) folgt, dass u® ~ €%y ist. Dies kann man als
Ausgangspunkt bei der Suche nach dem geeigneten Ansatz fiir die Randbe-
dingungen interpretieren. Hierfiir betrachten wir zunéchst die Randpunkte bei
Y = 0,5 und 7. Die Randpunkte mit ¢ = 0 bzw. = 7 entsprechen der Ro-
tationsachse. Um die Vorstellung zu verwirklichen, dass die Jets entlang der
Rotationsachse verlaufen, muss die Rotationsachse eine Strémungslinie sein,
d.h. es muss hier xy = const gelten. Ferner erfolgt die Bewegung auf der Rota-
tionsachse offenkundig nur in die r-Richtung, so dass u? = 0 ist, und, da die
Materie aus dem Gebiet ausstrémt, muss auch u” > 0 gelten. Auf der Aqua-
torebene, bei ¥ = 7, stromt die Materie dagegen in das betrachtete Gebiet ein,
so dass hier v’ = 0 und u" < 0 gilt. Damit erhalten wir die Bedingungen, die

die Randwerte von y auf jeden Fall erfiillen miissen:
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u" <0, u’ = 0; RS g (5.10)

Der einfachste Ansatz fiir die x-Funktion, der die Bedingung (5.10) erfiillen
148t, ist offensichtlich x ~ sin(29).

Der erste Ansatz

Der erste Ansatz fiir die Randbedingungen von x, der hier vorgestellt wird,
stellt den einfachsten denkbaren Ansatz dar, der die Materie auf der Aqua-

torebene aufsammeln und auf der Rotationsachse ausstoflen 148t:

X s = C + % sin(20) (:—) (5.11)
Die Abb.:5.25 zeigt die Losung in der (7, ¥)-Ebene fiir die x-Funktion, die sich
fiir den Ansatz (5.11) in einem offenen System ergeben hat. Fiir die Parame-
ter wurden dabei n = 3, £ = 2.5, C' = 0.4 und [ = 0.02 gew#hlt. An den
Projektionen der Linien x = const auf die (r,J)-Ebene erkennt man deutlich,
dass die Bewegung entlang der r-Richtung bei ¢ = 0,7, 7 verlduft. Die Ab-
leitungen der y-Funktion nach ¥ an diesen Strémungslinien zeigen, dass die
Bewegung auf der Aquatorebene in und entlang der Rotationsachse aus dem
betrachteten Gebiet stattfindet. Damit sind die Grundvoraussetzungen fiir das
die Jets beschreibende Modell erfiillt. Die Abb.:5.26 zeigt den Betrag der po-
loidalen Geschwindigkeit auf der (r,9)-Ebene. Man sieht, dass bei dieser Wahl
der Randbedingungen die Teilchen entlang der Rotationsachse bei ¥ = 0,5
sich wesentlich schneller bewegen, als in der unmittelbaren Umgebung. Aller-
dings am schnellsten erfolgt die Bewegung nicht aus sondern in das Gebiet
in der Aquatorebene. Auf der Abb.:5.27 ist die Losung fiir die Teilchendich-
te ebenfalls in der (r,?)-Ebene dargestellt. Hierbei sieht man, dass, &hnlich

wie in einem geschlossenen System, die Teilchendichte fiir » — r; sehr schnell
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Abbildung 5.25: Lésung der x-Gleichung in einem offenen System mit vy, =
1.0, V1 = 0.02 dargestellt in (r,9)-Ebene. Ansatz fiir die Randbedingungen:

Xinana = C + 2 5in(20) ()" mit C = 0.4, k =25, n=3.

ansteigt, wihrend in dem gesamten Gebiet sie nahezu konstant ist. Auf dem
Ereignishorizont wird die Teilchendichte offenkundig gar singulér, was auch die
Einschrénkung fiir die Anwendbarkeit der numerischen Losung darstellt. Auf
der Rotationsachse fillt die Dichte dagegen sehr schnell ab und nimmt nied-
rige Werte an. Kombiniert man die Abb.:5.26 mit der Abb.:5.27, so bekommt
man die Losung fiir den Teilchendichtefluss, die in der Abb.:5.28 dargestellt
ist. Man sieht hier vor allem, dass trotz der groflen Teilchengeschwindigkeit auf
der Rotationsachse nur sehr wenig Materie, verglichen mit der Aquatorebene,

hier entlang transportiert wird.

Der zweite Ansatz

Ein anderer Ansatz fiir die Randwerte der y-Funktion ist:
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Abbildung 5.26: Poloidale Geschwindigkeit der Teilchen in einem offenen System,
das in Abb.:5.25 beschrieben wird, dargestellt in (r,¥)-Ebene.
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Abbildung 5.27: Teilchendichte in einem offenen System, das in Abb.:5.25 beschrie-
ben wird, dargestellt in (r,4)-Ebene.
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Abbildung 5.28: Poloidaler Teilchenfluss in einem offenen System, das in
Abb.:5.25 beschrieben wird, dargestellt in (r,9)-Ebene.
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=C+ — s1n(219)r—n 72

Xinuns = C + 3 (5.12)
Dieser Ansatz erscheint besonders interessant fiir die Systeme zu sein, in denen
man die schnellere Bewegung am inneren Rand und entlang der Rotationsach-
se erwartet, und kommt dem Modell n&her, in dem die Materie nur langsam
auf der Aquatorebene aufgesammelt und dann in Form schneller Strémungen
entlang der Rotationsachse ausgestoflen wird. Die Abb.:5.29-5.33 zeigen die Er-
gebnisse in der (r,?)-Ebene fiir ein offenes System mit dem Ansatz (5.12) fiir
die Randwerte der Flussfunktion x. Es wurden dabei die folgenden Parameter
gewdhlt: n =1, 1 =0.02, C = 0.4, k = 2.5. Die Abb.:5.29 stellt die Losung fiir
die y-Funktion dar. Besonders interessant erscheinen dabei die Projektionen
der Linien xy = const auf die poloidale Ebene, die das Stromungslinienbild wie-
dergeben. Dies wird ausfiihrlich in der Abb.:5.30 dargestellt. Man sieht hier,

112



dass in einem Bereich um die Aquatorebene herum (etwa 1.0 < 9 < 2.2) die
Materie sich nahezu radial bewegt. Da in diesem Gebiet x , < 0 ist (das sieht
man z.B. in der Abb.:5.29) ist auch die radiale Komponente der Viererge-
schwindigkeit negativ, und die Materie stromt in diesem Bereich in das Gebiet
ein. In der Nihe der Rotationsachsen bei ¢ = 0 und ¥ = 7 findet auch fast nur
die radiale Bewegung statt. Diesmal ist jedoch x , > 0, so dass auch u" > 0
und die Materie aus dem betrachteten Gebiet ausstrémt. Die sehr grofie Dichte
der Flusslinien entlang der Rotationsachse deutet aulerdem auf die hohe poloi-
dale Geschwindigkeit in diesem Bereich hin. Dies wird auch in der Abb.:5.31
bestétigt, wo der Betrag der poloidalen Geschwindigkeit in der (r,9)-Ebene
dargestellt wird. Man sieht hier unter anderem, dass die poloidale Geschwin-
digkeit auf der Rotationsachse sehr schnell ansteigt. Im Gegensatz zum ersten
Ansatz bilden sich in dem Bereich zwischen der ein- und ausstrémenden Mate-
rie zusédtzlich die sogenannten ,,Blasen® - Flusslinien, die an dem inneren Rand
anfangen und enden. Die Abb.:5.32 zeigt die Teilchendichte in dem betrach-
teten Gebiet. Die Losung fiir die Teilchendichte sieht qualitativ véllig &hnlich
der entsprechenden Losung fiir den ersten Ansatz aus. Auch hier ist charak-
teristisch ein sehr schneller Abfall der Teilchendichte auf der Rotationsachse.
Dies ist natiirlich ein Indiz dafiir, dass trotz der sehr grofien Teilchengeschwin-
digkeit an der Rotationsachse, nur ein kleiner Teil der Materie dort ausstrémt.
Dies sieht man auch in der Abb.:5.33 sehr deutlich, wo die Teilchenstromdichte
in der (r,)-Ebene dargestellt wird.

Mit diesem zweiten Ansatz haben wir ein Modell konstruiert, das in Betracht
gezogen werden kann, wenn es um die theoretische Beschreibung von den Jets
- schnellen Ausstromungen der Materie entlang der Rotationsachse - geht. Die
wichtigsten Merkmale eines solchen Modells, wie etwa Aufsammeln der Mate-
rie auf der Aquatorebene und schnelle Ausstrémungen auf der Rotationsachse,

werden in diesem Beispiel gut erfiillt.
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Abbildung 5.29: Losung der x-Gleichung in einem offenen System mit vy, =

1.0, Vi = 0.02 dargestellt in (r,9)-Ebene. Ansatz fiir die Randbedingungen:

= C + & sin(20) L 27 mit € = 0.4, k =25,

X‘Rand
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Abbildung 5.30: Flusslinien in einem offenen System, das in Abb.:5.29 beschrieben
wird, dargestellt in (r, J)-Ebene.
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Abbildung 5.31: Poloidale Geschwindigkeit der Teilchen in einem offenen System,
das in Abb.:5.29 beschrieben wird, dargestellt in (r,4)-Ebene.
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Abbildung 5.32: Teilchendichte in einem offenen System, das in Abb

ben wird, dargestellt in (r,)-Ebene.
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Abbildung 5.33: Poloidaler Teilchenfluss in einem offenen System, das in Abb.:5.29

beschrieben wird, dargestellt in (r,4)-Ebene.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit liefert die Grundlagen fiir die Beschreibung eines Plasmagleich-

gewichts um ein rotierendes Schwarzen Loch (Kerr-Loch).

Das in dieser Arbeit beschriebene Modell bezieht sich auf mathematisch gese-
hen den einfachsten Fall des Mehrfliissigkeitsplasmas, in dem das Plasmagleich-
gewicht widerspruchsfrei beschrieben werden kann. Es handelt sich dabei um
ein Zweifliissigkeitsplasma, das aus dem Fluss der Elektronen und dem Fluss

der einfach geladenen Ionen besteht.

Betrachtet man ein ideales Fluid, so 148t sich immer ein Vierervektor (ka-
nonische Vierergeschwindigkeit) V,, finden, deren Wirbelfluss durch eine mit-
bewegte Schleife erhalten bleibt: Q,,u” = (V,, — V,,)u” = 0 (Flusserhal-
tungssatz). Entsprechend der Kerr-Losung der Einsteinschen Feldgleichungen
erwartet man auch, dass das Plasmagleichgewicht um ein Kerr-Loch rotations-
symmetrisch stationér ist. In einem solchen Gleichgewicht lassen sich sdmtliche
Komponenten des kanonischen Wirbels €, sowie der Vierergeschwindigkeit u*
alleine durch eine einzige Flussfunktion x ausdriicken [27]. AuBlerdem folgt fiir
ein rotationssymmetrisches Gleichgewicht, dass die Komponenten der kanoni-
schen Vierergeschwindigkeit V5 und V; konstant auf den Flusslinien sind, und

damit Flussfunktionen sind.
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Setzt man zusétzlich die Annahme der Quasineutralitit voraus, die in einem
solchen Plasma auch sehr gut erfiillt wird [29], so erhélt man ein Modell fiir
das Plasmagleichgewicht, das durch die folgenden drei Gleichungen eindeutig
festgelegt wird:

e die x-Gleichung zur Bestimmung der Flussfunktion x, die sich aus der

Eulerschen Bewegungsgleichung ableiten 148t.

e die Normierungsbedingung zur Bestimmung der Teilchendichte (Dichte-

Gleichung),

e und die Losbarkeitsbedingung fiir die Flussfunktionen V4(x) und Vi(x),
die sich allerdings erst bei der Betrachtung eines schwach dissipativen
Plasmas ergibt. Die entsprechende Losung fiir ein ideales Plasma ergibt
sich dann aus der Losung fiir ein schwach dissipatives Plasma, indem

man die Dissipationskrifte gleich Null setzt.

Dabei sind alle drei Gleichungen i.a. gekoppelt und lassen sich nicht getrennt
16sen. Die Lésbarkeitsbedingung 148t sich jedoch fiir das Plasmagleichgewicht
in einem offenen System, in dem die Flusslinien ins Unendliche verlaufen, ana-

lytisch getrennt von den anderen Gleichungen l6sen.

Allgemein ist aber die analytische Losung eines solchen Gleichungssystems
nicht moglich. Deshalb ist man in diesem Punkt auf die numerische Losung
der Gleichungen angewiesen. Als Losungsverfahren wurde in dieser Arbeit eine
zweifach verschachtelte Iteration vorgeschlagen. Die innere Iteration erfolgt
dabei zwischen der y-Gleichung und der Dichte-Gleichung, die dufere Iteration

zwischen der inneren Iteration und der Losbarkeitsbedingung.

Das beschriebene Modell wurde mit Hilfe des im Rahmen dieser Arbeit ent-
worfenen C++-Programms fiir verschiedene Systeme numerisch simuliert. Der

Schwerpunkt lag dabei auf den folgenden Fragen:
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e Gibt es ein Plasmagleichgewicht in einem geschlossenen System, also
einem System ohne Materieaustausch mit der Umgebung, und wie sieht

ein solches Gleichgewicht aus?

e Kann man die in der astrophysikalischen Literatur in der letzten Zeit oft
diskutierten ,Jets“ durch die Computersimulation des Plasmagleichge-

wichts in einem offenen System modellieren?

Das Plasmagleichgewicht in einem geschlossenen System héngt in erster Li-
nie davon ab, inwieweit die Flussfunktionen Vj(x) und Vi(x) von der Losung
fiir ein ideales Plasma abweichen. Fiir nicht zu grofle Abweichungen ergibt
sich dabei ein Einwirbel-Gleichgewicht. In einem solchen Gleichgewicht rotiert
das Plasma als Ganzes um einen bestimmten Punkt in der poloidalen Ebene
bzw. um eine toroidale Kreislinie, falls V;(x) # 0. Steigt die Abweichung von
dem idealen Fall weiter, so bricht diese Topologie zusammen, und es entstehen

mehrere Wirbel.

Fiir die Form des Plasmagleichgewichts in einem offenen System ist die Vor-
gabe der Randbedingungen ausschlaggebend. Es wurden in dieser Arbeit die
Ansitze fiir die Randbedingungen gefunden, die zur Entstehung schneller Strémun-
gen (Jets) entlang der Rotationsachse fithren. Charakteristisch ist dabei, dass,
auch wenn die Geschwindigkeit der Teilchen entlang der Rotationsachse iiber-
durchschnittlich grofl sein mag, nur sehr wenige Teilchen verglichen mit dem

Teilchentransport im Inneren des Gebiets hierdurch transportiert werden.

Das liegt vor allem an der extrem schnell abfallenden Teilchendichte in der
Néhe der Rotationsachse. In allen Simulationen ergab sich die gleiche Form
des Teilchendichtebildes. Wiahrend die Teilchendichte in dem gesamten Ge-
biet beinahe konstant war, stieg sie an dem Ereignishorizont sehr schnell an
und ging in die Singularitét iiber. Gleichzeitig fiel sie stark in der Nahe der

Rotationsachse ab.
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Ausblickend kann festgestellt werden, dass das vorgestellte Modell zahlreiche
Moglichkeiten der Erweiterung bietet. Zum Beispiel kann man den in die-
ser Arbeit angedeuteten Weg der dufleren Iteration fiir die Bestimmung der
Flussfunktionen V4(x) und V;(x) in einem geschlossenen System beschreiten.
Es wire auch denkbar die Losbarkeitsbedingung fiir den allgemeinen Fall ab-
zuleiten und zu verwenden, indem die Dissipationsterme durch die Beziehung

(3.92) gegeben werden.
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