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Es kommt die Zeit, wo man zuriick-
blickt und sich wundert,
“Habe ich das alles wirklich erlebt?”
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Zusammenfassung

Wir untersuchen in dieser Arbeit den EinfluB von groBskaligen Stromungskomponenten auf globa-
le adiabatische solare Oszillationen mit stérungstheoretischen Methoden. Dabei unterscheiden wir
zwischen stationdren und zeitabhingigen Strémungskomponenten.

Auf Grund der betrachteten Geschwindigkeitskomponenten kommt es zur Kopplung der sola-
ren Oszillationen, sofern bestimmte Auswahlregeln erfiillt sind. Fiir ein stationires groBskaliges Ge-
schwindigkeitsfeld fiihrt die Kopplung zu Frequenzverschiebungen. Im Fall der differentiellen Rotation
der Sonne werden dadurch die entarteten Frequenzen in Multipletts aufgespalten. Zur Beschreibung
dieses Sachverhalts verwendet man die Stérungstheorie entarteter Zustande.

Stationdre poloidale Geschwindigkeitskomponenten resultieren in weiteren Frequenzverschiebun-
gen. Die Ursache dafiir ist die Kopplung von Eigenzustdnden aus verschiedenen Multipletts, die wir
mit der Stérungstheorie quasi-entarteter Zustinde untersuchen. Die gefundenen Frequenzverschie-
bungen sind abhingig von der Amplitude der Strémung und der Differenz der Frequenzquadrate
der Kopplungspartner. Bei zwei Kopplungspartnern sind die Frequenzverschiebungen vom Betrag
her gleich, haben aber unterschiedliches Vorzeichen. Fiir eine Amplitude von 100 m/s ist der Effekt
in der Gr6Benordnung von 100nHz. Zusatzlich ist die Kopplung von der Geometrie der poloidalen
Komponenten abhingig. Wir finden, daB eine meridionale Strémung zu einer symmetrischen Fre-
quenzverschiebung innerhalb der Multipletts fiihrt. Alle anderen poloidalen Strémungskomponenten
resultieren in asymmetrischen Frequenzverschiebungen.

Fiir die gekoppelten solaren Oszillationen finden wir ein Analogon in den gekoppelten mathema-
tischen Pendeln. Auf diese Weise kdnnen wir den Energieiibetrag zwischen den solaren Oszillationen
beschreiben.

Fiir die Untersuchung der Kopplung durch zeitlich variable Geschwindigkeitsfelder verwenden
wir ebenfalls die Stérungstheorie. Wir finden, daB es im zeitabhangigen Fall zu einer Umverteilung in
der spektralen Leistungsdichte der solaren Oszillationen kommt. Koppeln zwei Oszillationen mit den
Frequenzen v; und v5 durch eine mit der Frequenz (2 variierende poloidale Geschwindigkeitskompo-
nente, treten Seitenbdnder an den Stellen vy + n(v1 — v2) £ mQ bzw. spiegelbildlich zu (v1 +v3)/2
bei vo +n(ve —v1) £mQ mit n,m € N auf. Die Hohe der Seitenpeaks hangt wiederum von der Am-
plitude des Geschwindigkeitsfeldes und der Differenz der Frequenzquadrate ab. Fiir eine Amplitude
von 100 m/s sind die ersten Nebenpeaks einen Faktor 100 kleiner als das Hauptmaximum. Insgesamt
ist deshalb der Peak eines Modus in der spektralen Leistungsdichte erniedrigt, asymmetrisch und
verbreitert. Zusitzlich ist der Schwerpunkt gegeniiber dem Peak eines ungestdrten Oszillationsmo-
dus verschoben. Mit diesem Ergebnis sind wir in der Lage, die beobachtete Form und Struktur der
spektralen Leistungsdichte solarer Oszillationen zu erkléren.

In einer Anwendung der theoretischen Uberlegungen untersuchen wir die mégliche Nachweis-
barkeit groBskaliger Stromungen in der Konvektionszone. Mit Hilfe eines numerischen Experiments
leiten wir eine Obergrenze von 10m/s fiir die maximale Geschwindigkeit von groBskaligen Kom-
ponenten ab. Des weiteren bestimmen wir aus Beobachtungsdaten die Variation in der spektralen
Leistungsdichte und daraus die Korrelationen zwischen den Modi. Auf Grund eines Trends von bis
zu 1.6-mal mehr Antikorrelationen weisen wir einen moglichen Energieaustausch zwischen den Os-
zillationen nach, wie er durch die Resultate der Stérungstheorie beschrieben werden kann.






Teil 1

Uberblick






KAPITEL 1

Helioseismologie — ein Blick in das Innere der
Sonne

You love the sun. But we love it more —
we chase it. We want to see it everytime,
even at night. So we have built a network of
observatories around the world.

(Douglas Gough zum Biirgermeister von
Santa Cruz de Tenerife,
Teneriffa, Oktober 2000)

Seismologie auf der Sonne scheint bei einer ersten unvoreingenommenen Betrachtungsweise
schwer vorstellbar, schlieBlich kennt man die Methode der Seismologie im Allgemeinen in ih-
rer Anwendung nur bei der Erforschung des Erdinnern. Hier nutzt man entweder Erdbebenwellen
oder kiinstlich erzeugte Schallwellen aus, die den Erdmantel durchlaufen, um aus deren Laufzeit-
Laufstrecken-Relation Riickschliisse tiber den inneren Aufbau der Erde zu gewinnen. So gelingt
es, die Dicke des Erdmantels mit einer Unsicherheit von nur etwa 1km festzulegen (Shearer,
1999).

Sonnenbeben oder gar Schallwellen, die die Sonne durchlaufen, zu vermessen, klingt aben-
teuerlich. Helio- oder allgemeiner Astroseismologie ist aber tatsichlich seit einigen Jahrzehnten
Realitdt und bei der Erkundung des inneren Aufbaus der Sonne, bzw. auch benachbarter Sterne,
ein sehr erfolgreicher Forschungszweig der Astrophysik.

Es ist inzwischen gelungen, die Lage des Bodens der Konvektionszone auf drei Nachkomma-
stellen auf 0.713+0.001 (gemessen in Einheiten des Sonnenradius R) festzulegen (Basu & Antia,
1997). Des weiteren zeigt sich (Abb. 1.1), daB sich die differentielle Rotation der Oberfldche in
etwa konstant bis in diese Tiefe fortsetzt, um dann dort in einer Ubergangszone ( Tachocline) in
eine starre Rotation iiberzugehen (Christensen-Dalsgaard & Schou, 1988).

Vor allem zwei sich ergdnzende Experimente tragen mit qualitativ sehr guten Daten zu einem
sich stetig verbessernden Kenntnisstand iiber das Sonneninnere bei. Zu einem sind das die In-
strumente der SOI (Solar Oscillation Investigation) an Bord des Weltraumobservatoriums SOHO
(Solar Heliospheric Observatory), zum anderen das GONG (Global Oscillation Network Group)
Projekt mit einem Netzwerk von sechs Sonnenobservatorien rund um den Erdball (s. Abb. 1.2).
Beide Projekte ermdglichen eine nahezu liickenlose Beobachtung der Sonne. Auf deren Basis sind
bedeutende Fortschritte bei der Untersuchung des inneren Aufbaus der Sonne moglich geworden
— und dies in einem Forschungsbereich, bei dem man sich vor noch nicht allzu langer Zeit mit
Schatzungen und Modellen zufrieden geben muBte. Nun kann man mittels Helioseismologie allein
durch die Studie von niederfrequenten Schallwellen (mit einer Periode von etwa 5 Minuten) —
den 5-Minuten-Oszillationen —, die das Sonneninnere durchwandern und mit geringer Amplitude
an der Oberflache beobachtbar sind, sogar bis in den Kern der Sonne “blicken”. Durch Analyse
von etwa 10 Millionen dieser an der Oberfliche noch schwach nachweisbaren Oszillationen wird

13
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Abbildung 1.2. Weltkarte mit den Positionen der sechs Stationen des GONG-Netzwerkes.
Quelle: GONG Image Gallery.

die Schallgeschwindigkeit gemessen. Somit kann man gleichzeitig an jedem Punkt im Sonnen-
innern andere Gr6Ben wie die Temperatur, Stromungen oder die chemische Zusammensetzung

bestimmen.
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Korreliert man Beobachtungsdaten mit theoretischen Uberlegungen, stimmt der gemessene
innere Aufbau der Sonne fast iiberall mit den besten theoretischen Modellen bis auf etwa 0.2
Prozent iiberein (Kosovichev et al., 1997). Solch eine Genauigkeit wurde bisher nie in der Astro-
physik erreicht. Diese Tatsache ist somit ein starkes Argument fiir die Richtigkeit der Sonnen-
physik in der Diskussion um die zu gering gemessene Anzahl von Sonnenneutrinos. Sie hat Anteil
daran, daB die Losung dieses Problems kurz bevorzustehen scheint. Die letztendliche Kldrung
der Frage nach dem Verbleib der Neutrinos wird auf dem Gebiet der Neutrinophysik erwartet.
Eine Verdnderung des Sonnenmodells scheint nicht sinnvoll. Demzufolge werden Méglichkeiten
wie Neutrinooszillationen, die Fihigkeit der Neutrinos zwischen drei moglichen Zustinden zu
wechseln, iiberdacht (Fukada et al., 2001).

Dennoch ist die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung des inneren Aufbaus
der Sonne noch nicht perfekt. So gibt es einen Unterschied von bis zu 0.4 Prozent in der
Lage des Ubergangs zwischen dem ruhenden tiefen Sonneninnern — der Strahlungszone, wo die
Wairme durch Strahlung transportiert wird — und der dariiber liegenden Konvektionszone, in der
die Warme durch Materiestrdmungen nach auBen transportiert wird. Dieser leichte Unterschied
mag von starken Magnetfeldern und einem Vordringen konvektiver Bewegungen in das ruhige
Sonneninnere (Overshoot) herriihren. Beide Effekte werden im Detail mittels Helioseismologie
und groBem numerischem Aufwand untersucht (Miesch, 2001).

Helioseismologie liefert aber noch viel mehr als nur die Kenntnis iiber den inneren Aufbau.
Es ist dariiber hinaus moglich, das zweidimensionale Rotationsprofil durch das ganze Volumen
der Sonne zu kartographieren (Abb.1.1).

Theoretisch war eine Rotationsrate vorhergesagt worden, die auf parallel zur Rotationsachse
ausgerichteten Zylindern konstant sei. Denn der Drehimpuls sollte im GroBen und Ganzen fiir
jede Gasblase erhalten sein und es sollte kaum Austausch von Drehimpuls zwischen verschiede-
nen Gasblasen geben (Gilman, 1974). Aber scheinbar fiihrt die konvektive Durchmischung oder
auch die Kopplung von Wellen und Materiekreislauf zu einem ganz unerwarteten Transport von
Drehimpuls. Studien zu diesem sehr komplexen Problem werden derzeit vorangetrieben (Miesch
et al., 2000). Auch wenn es schon sehr vielversprechende Ergebnisse gibt, wird noch keines der
Modelle allgemein anerkannt.

Es gibt aber noch weitere Uberraschungen im Rotationsprofil der Sonne. So findet sich
eine etwa 50000 km dicke Schicht nahe der Oberfldche, die langsamer als das darunter liegende
Sonneninnere rotiert. Eine Erkldrung hierfiir ist noch nicht bekannt, ebensowenig fiir den eng
konzentrierten FluB von schnell strdmendem Material unter der Polarregion (Polar Jetstream)
(Schou et al., 1998). Vor kurzem wurde sogar ein stindig aufeinanderfolgendes Beschleunigen
und Wiederabbremsen der Rotation nahe dem Boden der Konvektionszone mit einer Periode von
1.3 Jahren entdeckt (Howe et al., 2000a) (Abb. 1.3). Nahe der Oberfliche variiert die differentielle
Rotation mit der Zeit und an allen Breiten, so daBl es wahrend eines Sonnenzyklus zu einer
Wanderung schneller und langsamer rotierender Binder zum Aquator hin kommt (s. Abb. 1.4)
(Howe et al., 2000b). Der innere Bereich der Sonne, der den gréBten Teil der Masse enthilt,
rotiert im Gegensatz zu den duBeren Schichten wie ein starrer Kérper (s. Abb. 1.1). Als Ursache
fiir die beobachtete differentielle Rotation wird die Konvektion angesehen, schlieBlich ist die
differentielle Rotation im Prinzip auf die Konvektionszone beschrénkt. Simulationen liefern erste
Erkenntnisse dariiber wie die Konvektion die groBskalige differentielle Rotation antreiben kann.
Diese Simulationen stimmen jedoch noch nicht mit den Beobachtungsdaten iiberein (Miesch et
al., 2000).

Ein erweiternder, neuerer und ebenso interessanter Zweig der Helioseismologie ist die lokale
Helioseismologie. Sie bietet die Moglichkeit, schwache Stérungen in der Schallgeschwindigkeit in
den oberflichennahen Schichten, die Computersimulationen schwer zugédnglich sind, zu vermes-
sen. Lokale Inhomogenitdten im Sonneninnern oder an der Oberfliche kénnen somit untersucht
werden. Der Begriff lokale Helioseismologie erscheint in der Literatur erstmals 1993 (Lindsey et
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Abbildung 1.3. Zeitliche Schwankung 6Q/27 der Rotationsrate am Aquator um ihren Mittel-
wert in den Tiefen 0.72 R (A) und 0.63 R (B). Verschiedene Symbole stehen fiir verschiedene
Kombinationen von Daten und Inversionsmethoden (RLS: Regularized Least Squares, OLA: Opti-
mally Localized Avarage): GONG — RLS (volle schwarze Kreise), GONG — OLA (offene schwarze
Kreise), SOHO — RLS (volle rote Dreiecke), SOHO — OLA (offene rote Dreiecke). Quelle: R.
Howe.

al., 1993). Es handelt sich dabei um eine Technik, die den traditionellen Zweig erginzt. Dieser
wird seither globale Helioseismologie genannt, da dessen primires Ziel die Messung, ldentifi-
kation und Modellierung der resonanten Schallschwingungen der Sonne zur Ableitung globaler
Eigenschaften des Sonneninnern ist. Bei der lokalen Helioseismologie kommt die Verwandtschaft
zur Erd-Seismologie voll zum Tragen, da nun auch hier Laufzeit-Laufstrecken-Relationen ( Time-
Distance) ausgenutzt werden, um die erwédhnten Schallgeschwindigkeitsschwankungen zu bestim-
men (Duvall et al., 1993; Shearer, 1999). Insbesondere seit der Entdeckung, daB Sonnenflecken
einfallende akustische Wellen stark absorbieren (Braun et al., 1987), ist es mit lokaler Helioseis-
mologie md&glich geworden, die akustischen Eigenschaften von magnetisch aktiven Gebieten auf
der Sonne zu untersuchen. Abb. 1.5 zeigt ein Beispiel.

Dariiberhinaus ist es mdglich, andere lokale Einfliisse auf die solaren Oszillationen, wie etwa
Strémungen, zu untersuchen. Besonders gut gelingt dies durch die Ringdiagramm-Analyse, die
sich vor allem zur Untersuchung meridionaler Strémungen hervorragend eignet (Hill, 1998; Haber
et al., 2002).

Das Entstehen, Leben und Vergehen von magnetisch aktiven Gebieten zu untersuchen, wie
auch die Vermessung von Stromungen im Sonneninnern, sind einige der Hauptziele der Helioseis-
mologie; und dies sowohl mit lokalen Techniken als auch mittels globaler Analysen. Dies geschieht
u.a. nicht nur, um die Physik hinter der Aktivitat der Sonne zu verstehen, sondern vielmehr um,
die Helioseismologie zur Vorhersage der Sonnenaktivitit verwenden zu kénnen. Es ist derzeit mit
Helioseismologie nicht mé&glich, die Entstehung von aktiven Gebieten vorherzusagen, aber es ist
bereits moglich, schon vorhandene aktive Gebiete auf der abgewandten Seite der Sonnenoberfl3-
che an Schwankungen in der Schallgeschwindigkeit zu erkennen (Braun & Lindsey, 2001). Solche



1. Helioseismologie — ein Blick in das Innere der Sonne 17

1996 1997 1998 1999
Datum

Abbildung 1.4. Wandernde zonale Binder. Nahe der Sonnenoberfléche zeigt die Variation der
Rotationsrate mit der Breite und der Zeit Bander zonaler Strémungen, die zum Aquator wandern
(Farbcodierung: schnellere Rotation als rot/gelb, langsamere als griin/blau). Quelle: R. Howe.

aktiven Gebiete existieren bis zu mehrere Wochen. Deshalb kdnnen sie lange bevor sie wegen der
solaren Rotation auch iiber die Vorderseite wandern vorhergesagt werden.

Neben diesem Gebiet sind in der Helioseismologie noch in anderen Bereichen Fragen offen.
Vor allem die zeitliche Variation des Sonneninnern auf Zeitskalen von Minuten bis zu einem
Sonnenzyklus ist derzeit Schwerpunkt der Forschung. Zudem ist der Nachweis der theoretisch
erwarteten g-Modi noch nicht gelungen (Appourchaux et al., 2001). Dabei handelt es sich um
Schwerewellen, die im Sonnenzentrum eingeschlossen sind. Ebensowenig ist die Existenz von
groBskaligen Strémungen in der Konvektionszone geklart. Hierzu sind Vorarbeiten von theoreti-
scher Seite schon geleistet worden, indem das Vorwértsproblem behandelt wurde, d. h. die Be-
rechnung des Einflusses von groBskaligen Stromungen auf die Oszillationen. Lavely & Ritzwoller
(1992) berechnen in einer grundlegenden Arbeit den EinfluB von globaler, stationarer Konvekti-
on samt den zugehdrigen Veranderungen in der Kugelsymmetrie, dem Kompressionsmodul, der
Dichte und dem Gravitationspotential der Sonne auf helioseismologische Eigenfrequenzen und
Eigenfunktionen. Die Arbeiten von Roth (1998) und Roth & Stix (1999) basieren auf diesen Be-
rechnungen von Lavely & Ritzwoller (1992). Sie verwenden deren Theorie, um den EinfluB von
poloidalen Geschwindigkeitsfeldern auf die Eigenfrequenzen und die spektrale Leistungsdichte
solarer Oszillationen zu bestimmen.

Weitere Ansatze, den EinfluB von Konvektion auf die solaren Eigenschwingungen zu unter-
suchen, finden sich in den Arbeiten von Zhugzhda & Stix (1994) und Stix & Zhugzdha (1998).
Darin wird auf der Basis eines einfachen Zwei-Strom-Modells von abwechselnd warmen und kal-
ten vertikalen Stromungen der EinfluB von Konvektion auf die solaren Oszillationen berechnet.
Fiir ein den Verhiltnissen der Granulation angepasstes Modell finden Zhugzhda & Stix (1994) ei-
ne signifikante Frequenzverschiebung. Diese liegt in der GréBenordnung der Diskrepanz zwischen
gingigen Sonnenmodellen und den beobachteten Daten und hingt von der Frequenz und dem
harmonischen Grad ab. Die Amplituden- und Phasenmodulation in Abhdngigkeit von der lokalen
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Abbildung 1.5. Mit Time-Distance-Helioseismologie vermessene Schallgeschwindigkeit unter
einem Sonnenfleck. Drei Ebenen sind dargestellt. Die oberste Ebene zeigt ein Intensitétsbild
der Umgebung eines Sonnenflecks mit einer dunklen zentralen Umbra und einer etwas helleren
filamentartigen Penumbra. Die vertikale Ebene zeigt einen Schnitt von der Sonnenoberfliche
bis hinab auf 24 000km (Farbcodierung: schnellere Schallgeschwindigkeit rétlich, langsamere
Schallgeschwindigkeit bliulich). Die untere Ebene ist ein horizontaler Schnitt bei einer Tiefe
von 22000 km und stellt die horizontale Variation der Schallgeschwindigkeit dar. Quelle: SOHO
Image Gallery.

Schallgeschwindigkeit auf der Sonne, wie sie aus der Beobachtung der Oszillationsamplituden
bekannt sind (Hoeksema & Brandt, 2000), kann ebenfalls mit Hilfe eines solchen Zwei-Strom-
Modells erklart werden (Stix, 2000).

Die vorliegende Arbeit liefert von theoretischer Seite einen Beitrag zur Fragestellung des
Einflusses der Konvektion auf die solaren Oszillationen. Wir untersuchen ausfiihrlich mittels
Storungstheorie quasi-entarteter Zustdnde den EinfluB von groBskaligen stationdren poloidalen
Geschwindigkeitskomponenten auf die solaren Eigenfrequenzen. Die Ergebnisse werden wir ver-
wenden, um Nachweisgrenzen fiir solche Stromungen abzuleiten.

Ein weiterer zentraler Punkt dieser Arbeit ist die Anwendung von Stérungstheorie auf zeitab-
hdngige Phianomene im Sonneninnern. Dies ist vor allem fiir die Untersuchung zeitlich variabler
Geschwindigkeitsfelder von Nutzen, da sich so die Modulation der Amplitude und der Eigenfre-
quenz bestimmen 13Bt. Von Bedeutung sind diese Effekte fiir die Beobachtung, denn damit ist es
moglich, zeitlich variierende, groBskalige Geschwindigkeitsfelder nachzuweisen. Die sich bietenden
Nachweismdglichkeiten werden ebenfalls Thema dieser Arbeit sein.
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KAPITEL 2

Globale solare Oszillationen

Mache die Dinge so einfach wie méglich —
aber nicht einfacher.

(Albert Einstein)

In diesem Kapitel wollen wir die mathematischen und physikalischen Begriffe der solaren Oszilla-
tionen einfiihren, was vor allem als Hintergrund fiir die weiteren Kapitel wichtig sein wird. Dazu
werden wir die Bewegungsgleichungen der solaren Oszillationen in einem kurzen Abri8 herlei-
ten. Wir orientieren uns dafiir an der vorhandenen Literatur, u.a. vor allem an der Arbeit von
Christensen-Dalsgaard (1998).

2.1. Grundlagen

Der Herleitung der Oszillationsgleichungen wollen wir einige grundlegende Uberlegungen voran-
stellen.

Der Zustand des solaren Gasgemischs kann durch die Angabe lokaler thermodynamischer
GroBen — dazu gehdren u.a. die Dichte p(r,t), der lokale Druck p(r,t), sowie zusitzlich die lokale
momentane Geschwindigkeit v(r,t) — als Funktion vom Ort 7 im Sonneninnern und der Zeit ¢
beschrieben werden. Betrachtet man dynamische Vorgange, d. h. untersucht man Bewegungen
im Sonneninnern, so sind von Seiten der klassischen Mechanik zwei Betrachtungsweisen {iblich:
die Eulersche Beschreibung entspricht der Darstellung der Vorgiange durch einen stationdren
Beobachter, die Lagrangesche Beschreibung entspricht der eines Beobachters, der der Bewegung
folgt. Kennzeichnet man ein Gaspaket z. B. mit seinem Ausgangspunkt rg, so ist seine Bewegung
durch 7(t;7) als Funktion der Zeit beschreibbar. Seine Geschwindigkeit ist gegeben durch

v(r,t) = % bei festem 7 .

Die totale Ableitung einer beliebigen GroBe ¢ nach der Zeit ist in der Lagrangeschen Be-
schreibung gegeben durch

dg _ 0¢
— == - . 2.1
i~ ot TUVY @1)
Der mit der Bewegung stattfindende MateriefluB geschieht so, daB die Masse erhalten ist.
Dies findet in einer Kontinuitdtsgleichung Ausdruck

dp
—_ . = . 2.2
ot +V.-(pv)=0 (2.2)
Benutzt man die eben gefundene Beziehung (2.1) so ergibt sich die Gleichung
dp
-£ v =0. 2.
¥ +pV-v=0 (2.3)

Fiir die Bewegung selbst wollen wir annehmen, daB unter solaren Bedingungen die Viskositat
des Gases in guter Ndherung vernachldssigt werden kann. Die Krifte, die auf ein Gaspaket
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einwirken, setzen sich somit aus dem Druckgradienten und aus der Gravitationskraft zusammen.
Die Bewegungsgleichung eines Gaspaketes ergibt sich zu

dv
Py =—VP+rg (2.4)

oder wieder mit (2.1) zu
ov
P ot
Magnetfelder und die daraus resultierenden Krifte auf ein Gaspaket im Sonneninnern werden in
Gleichung (2.4) vernachldssigt. Die einzige Volumenkraft ist die Gravitation, deren Beschleuni-
gung als Gradient des Gravitationspotentials geschrieben werden kann

+pv-Vo=—-Vp+pg . (2.5)

g=-Vo. (2.6)
Das Potential & erfiillt die Poissongleichung
Ad =4nGp (2.7)

mit G als Gravitationskonstante.
Um die grundlegenden Uberlegungen zu komplettieren, miissen wir noch einen Abschnitt
zum EnergiefluB F' anfiigen. Grundsatzlich muB der erste Hauptsatz der Thermodynamik

dg _dE  dV
- @t P (2.8)

erfiillt sein. Der Energiegewinn, bzw. die Energieverlustrate ist hierbei mit dq/dt bezeichnet, E ist
die innere Energie pro Einheitsmasse und V' = 1/p ist das spezifische Volumen. Diese Beziehung
ist somit Ausdruck dafiir, daB der Warmegewinn teilweise in innere Energie umgewandelt und
teilweise als Arbeit, das Gas zu komprimieren oder zu expandieren, umgesetzt wird. Nutzt man
die Kontinuitatsgleichung (2.3) aus, findet sich eine alternative Formulierung der Beziehung (2.8)

dgq dE pdp dE p

Y e N AV T 2.9

it at pEd o (2:9)
Durch weitere thermodynamische Beziehungen kann die Energiegleichung in anderen, oft ge-
brauchlicheren Variablen dargestellt werden.

dq 1 dp Tipdp
dg  _ ap _ Lipap 2.10
dt p(Ts —1) (dt p dt (2.10)
. dlr Ty—1Tdp
= ¢ (dt T dt) (2.11)
drT Tdp

Mit ¢, und cy bezeichnen wir die spezifischen Warmen pro Einheitsmasse bei konstantem Druck
bzw. bei konstantem Volumen, die adiabatischen Exponenten sind gemaB

r, = Olnp 7I‘2—1: OlnT Ta_1= OlnT (2.13)
Olnp) 4 | P} Olnp /4 Olnp /4

definiert. In den meisten Fillen ist es ausreichend, das Gas als voll ionisiert zu betrachten und
Entartungseffekte oder den Strahlungsdruck zu vernachlassigen. Die Zustandsgleichung ist dann
die ideale Gasgleichung

_ kBpT

7
mit kg als Boltzmannkonstante und p als mittleres Molekulargewicht. Es folgt dann auch

I, =T,=T3=5/3. (2.15)

(2.14)
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Vor allem den Warmegewinn miissen wir ndher betrachten. Dieser 138t sich auch in Form
einer Kontinuititsgleichung schreiben

d
pd—z=pe—V-F; (2.16)

hierbei ist € die Energieerzeugungsrate pro Einheitsmasse (z. B. fiir Hauptreihensterne haupt-
sachlich aus Kernreaktionen) und F' ist der EnergiefluB.

In Konvektionszonen stellen turbulente Gasbewegungen einen sehr effektiven Energietrans-
portmechanismus dar. Im Idealfall muB das gesamte hydrodynamische System als Ganzes mitsamt
der Konvektion beschrieben werden. Jedoch ist dies in den meisten Fallen zu komplex. Somit
werden iiblicherweise die konvektiven Bewegungen separat behandelt, indem man die resultie-
renden Gleichung iiber Lingenskalen mittelt, die groB sind gegeniiber den charakteristischen
Skalen der Konvektion, jedoch klein gegeniiber anderen Skalen. In diesem Fall tritt der konvek-
tive EnergiefluB als Teil von F' in Gleichung (2.16) auf. Der konvektive EnergiefluB kann dann
aus anderen GroBen, die das System charakterisieren, bestimmt werden. Ein vertrautes Beispiel
ist die Mischungswegtheorie.

Die Berechnung des Strahlungsflusses ist dennoch nicht trivial. Im Sterninneren reicht uns
aber die Diffusionsndherung, d. h. der StrahlungsfluB ist durch

=——VB=— VT (2.17)
Kp

gegeben, dabei bezeichnet B = (ac/4w)T* die integrierte Planckfunktion, x die Opazitit, ¢
die Lichtgeschwindigkeit und a die Strahlungsdichtekonstante. Damit haben wir eine Beziehung
zwischen dem Zustand des Gases und dem StrahlungsfluB, der zu einer Warmeleitungsgleichung
analog ist. Zur Berechnung solarer Oszillationsfrequenzen kann man die Komplikationen, die
mit der Energiegleichung verbunden sind, mit einem hohen Grad an Prézision vermeiden, indem
man den Heizungsterm auf der rechten Seite von (2.16) vernachléssigt. Dort im Sonneninnern,
wo man diesen Term vernachl3ssigen kann, erfolgt die Bewegung adiabatisch. Dies ist bis auf
die oberflichennahen Schichten fiir das Sonneninnere sehr gut erfiillt. Fiir eine adiabatische
Bewegung geniigen der Druck p und die Dichte p der Beziehung

dp Tipdp

— === 2.18

dt p dt ( )
Zusammen mit der Kontinuititsgleichung (2.2), der Bewegungsgleichung (2.5) und der Pois-
songleichung (2.7) bildet diese Gleichung den vollstindigen Satz zur Beschreibung adiabatischer
Bewegungen. Auf diesen Gleichungen wird spater die Herleitung der Oszillationsgleichungen be-
ruhen.

2.2. Das Gleichgewichtsmodell

Das Gleichgewichtsmodell der Sonne sei stationér, d. h. alle Zeitableitungen kdnnen vernachlassigt
werden. Zusatzlich nehmen wir an, daB es keine Stromungen im Sonneninnern gibe. Unter die-
sen Annahmen ist die Kontinuititsgleichung (2.2) trivial erfiillt und aus der Bewegungsgleichung
ergibt sich das hydrostatische Gleichgewicht

Vpo = pogg » (2.19)

hierbei wurden alle Gré6Ben des Gleichgewichtsmodells mit dem Index “0" markiert.
Fiir unsere weiteren Betrachtungen sei nun explizit die spharische Symmetrie des Gleichge-
wichtsmodells angenommen. D. h. der innere Aufbau sei nur noch vom Abstand r zum Son-

nenzentrum abhangig. Fiir die Gravitationsbeschleunigung gilt dann g, = —goe,, wobei e, der
radial nach auBen gerichtete Einheitsvektor ist. Gleichung (2.19) wird somit zu

d

PO _  gopo (2.20)

dr
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fiir die Gravitationsbeschleunigung gilt

G
go=— 4mpor 2 dr! = o - (2.21)
™ Jo
Dabei ist mq(r) die Masse innerhalb einer Kugel mit Radius .
Fiir die Energiegleichung des Gleichgewichtsmodells finden wir
dq 1
0=—=¢——V- -Fy. 2.22
==V Fy (222)
Man sollte hier noch anmerken, daB wihrend sich ein Stern in seiner Entwicklung auf der
Hauptreihe befindet der Heizungsterm doch einen kleinen Beitrag zur Energie liefert, den man
normalerweise bei der Berechnung von Sternentwicklungsmodellen beriicksichtigt. Jedoch brau-
chen wir zur Berechnung der solaren Eigenschwingungen diesen Term hier nicht weiter zu be-
handeln. Der Grund ist, daB die charakteristische Zeit der Heizung groB gegeniiber der charak-
teristischen Zeit der solaren Oszillationen ist.
In einem spharisch symmetrischen Gleichgewichtsmodell ist dann auch der FluB rein radial
gerichtet, F' = F, ge,, so daB sich fiir die Energiegleichung

Ld oy L dL
€ = — — = -
Poco = 13 ar 00T Anr2 dy

ergibt. Die GréBe Lo = 4nr2F, ¢ ist der totale EnergiefluB durch die Oberfliche einer Kugel mit
Radius r und somit

dL
—dTO = 47T7’2p060 . (223)
SchlieBlich ist die Gleichung des Energietransports (2.16) gegeben durch
dTy 3kopoLo
—_— = 2.24
dr 167r2acTg (224)

Die Gleichungen (2.20), (2.21), (2.23) und (2.24) beschreiben somit nichts anderes als die aus
der Literatur (z. B. Prialnik (2000)) vertrauten Gleichungen des inneren Aufbaus von Sternen.

Dieses eindimensionale, stationdre Gleichgewichtsmodell, welches spharisch symmetrisch,
nicht-magnetisch, nicht-rotierend ist, dient uns in unseren weiteren Betrachtungen als Referenz.
Wir werden nun im folgenden Abschnitt kleine Stérungen des Gleichgewichtsmodells betrachten
und auf diese Weise die Oszillationsgleichungen herleiten.

2.3. Stérung des Gleichgewichts

Betrachten wir kleine Stérungen des Gleichgewichtsmodells, kdnnen wir alle GréBen in der Form

¢(r,t) = do(r) + ¢1(r, 1) (2.25)

schreiben, wobei ¢; die entsprechende Stérung der betrachteten GréBe des Gleichgewichtsmodells
und ¢1 K ¢ ist. Wir bemerken noch, daB die Stérungen ¢; nun nicht mehr notwendigerweise
nur radial vom Abstand zum Sonnenzentrum abhingen, sondern vom vollen Vektor 7.

Diese Ansitze setzen wir in die Gleichungen ein und behalten nur Terme maximal erster Ord-
nung in den Stérungen bei. Gleichungen fiir die Stérungen wie z. B. fiir p1, p1, ..., ergeben sich
dann, wenn man die GleichgewichtsgroBen abzieht. Das Ergebnis fiir die Kontinuitdtsgleichung
ist

0
% +V - (pov) =0. (2:26)
Integriert man einmal in Bezug auf die Zeit, so findet man

p1+V-(po€) =0, (2.27)
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dabei ist € die durch die Stérung verursachte Verschiebung eines Gaspakets von 7y nach 7o + €.
Die auftretende Integrationskonstante wurde gleich null gesetzt, entsprechend ihrem zeitlichen
Mittelwert.

Fiir die Bewegungsgleichung ergibt sich

ov %€
— - _V 2.2
Par = P P1+ pog1 +p19o (2.28)
dabei ist die Stérung in der Gravitationsbeschleunigung g; = —V®; ein Resultat der Schwan-

kungen ®; im Gravitationspotential ®, welches der gestorten Poissongleichung geniigt

Fiir die Stérung der Energiegleichung bedarf es einiger Uberlegungen. Wir miissen in erster
Ordnung in den St6érungen z. B. folgendes berechnen

dp _ Op _9n _op %€ _9
Py +v-Vp= o +v-Vpy = D —+ 5t Vpo = 8t(6p). (2.30)
Somit erhalten wir fiir die Energiegleichung z. B. aus Gleichung (2.10)
9dq 1 0dp  T'1,0po Odp
- =\ ) - 231
ot po(T30—1) ( ot po Ot (2.31)

Diese Gleichung stellt man in der Lagrangeschen Betrachtung dar. Sie beschreibt den Warme-
austausch eines Gaspakets mit der Umgebung, wenn man der Bewegung folgt. Aus Gleichung
(2.16) folgt unter Verwendung der Gleichung (2.22) die Stérung in der Heizungsrate

03q
Po ot
SchlieBlich erhilt man die Stérung des radiativen Strahlungsflusses in der Diffusionsndherung aus

Gleichung (2.17).
Fiir adiabatische Bewegungen vernachldssigen wir den Heizungsterm und erhalten

80p _ Tuom 00 _

= 5(pe—V-F) = (pe—V -F),; . (2.32)

— 2.33
(9t Po (9t ’ ( )
oder durch einmalige Integration
r
op =~ (2.34)
Po
oder in Eulerscher Form
r
p1+E&-Vpy = —1/))(())1)0 (p1 +&-Vpo) . (2.35)

Wieder haben wir die Integrationskonstante gleich null gewahlt.

2.4. Die Oszillationsgleichungen

Da die radiale Richtung in unserem Gleichgewichtsmodell einen besonderen Status hat, erweist
es sich als zweckmaBig, die Verschiebung £ in Radial- und Horizontalteil aufzuspalten

E=6er+ & . (2.36)
Die horizontale Komponente der Bewegungsgleichung (2.28) ist
8¢

P 5a = —Vup1 + poVr®: (2.37)
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mit V}, als horizontaler Komponente des Gradientenoperators (siehe Anhang A Gl. A.1). Gleich-

gewichtsgroBen haben keine Abhingigkeit von der Horizontalen, somit verschwinden auch deren

Gradienten in horizontaler Richtung. Die horizontale Divergenz der Gleichung (2.37) ist deshalb
82

powvh - £h = —V%]h + poviél . (2.38)

Die Kontinuitatsgleichung (2.27) 148t sich auch ausnutzen, um Vj, - £, zu eliminieren, wenn man
sie in der Form

10
p1= —;E(ij&) —poVh -y (2.39)
schreibt. Gleichung (2.38) wird somit zu
o2 10
) [1)1 + T—QE(TJPOQ)] =—Vip1 +poVi 2 . (2.40)
SchlieBlich schreiben wir noch die Poissongleichung (2.29) um
10 0

In den letzten drei Gleichungen (2.39) — (2.41) treten Ableitungen nach den Winkelvariablen
6 und ¢ nur in Verbindung mit V2 auf. Dies gilt auch fiir die Energiegleichung, die ebenfalls
Ableitungen nach 6 und ¢ nur in Verbindung mit V3 enthilt.

Die Gleichungen (2.39) — (2.41) bilden ein System von partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung in den vier Variablen &, p;, ®; und 0®,/0r, das wir durch einen Separati-
onsansatz weiter vereinfachen kdnnen. Das Ziel ist es, die Abhdngigkeit der Stérungen von den
Winkelkoordinaten 6 und ¢ als Funktion f(6, ¢) abzutrennen. Von der Struktur der Gleichungen
her ist dies méglich, sofern f als Eigenfunktion des horizontalen Laplace-Operators gewdhlt wird

1

Vif= —5AS (2.42)
Dabei ist A eine Konstante. Der Faktor 1/r2 tritt auf Grund von Gleichung (A.3) auf. Schreibt
man (2.42) aus, so ist
1 0 (. ,0f 1 9%*f
- i — = —Af. 2.4
$in 0 96 (Sm ao) * 20 0g? / (243)

In dieser Gleichung sind die Koeffizienten unabhingig von ¢, so daB die Losung weiter separiert
werden kann

f(0,¢0) = £1(0) f2(p) - (2.44)
Es folgt unmittelbar aus Gleichung (2.43), daB f5 einer Gleichung der Form
d? fa
d—(p2 = Oéfz s (245)

mit Lésung fo = exp(xa'/2¢p) geniigt, wobei o eine weitere Konstante ist, fiir die sich aus der
Stetigkeits- und Periodizitatsbedingung an die Losung a'/? = im ergibt (mit m als ganzer Zahl).

Niitzt man dies in Gleichung (2.43) aus, dann ergibt sich die folgende Differentialgleichung
fir fi:

d df1 m?
1 — cos? A———— =0. 2.4
dcos@ (1= cos 6UdcosG] + ( 1 —c0520> =0 (246)
Diese hat nur eine regulire Lésung (Nolting, 1994), wenn
A=1(+1) (2.47)

gilt, mit [ als nicht-negativer ganzer Zahl und |m| < [. Die reguldre Losung ist durch die
zugeordneten Legendre-Polynome gegeben

f1(0) = P™(cos¥) . (2.48)
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Abbildung 2.1. Darstellung dreier Kugelflachenfunktionen mit dem harmonischen Grad [ = 6
und den zugehdrigen azimutalen Ordnungen m = 0 (links), m = 3 (Mitte) und m = 6 (rechts).
Quelle: GONG Image Gallery.

FaBt man beides einschlieBlich eines geeigneten Skalenfaktors ¢,

@2+ 1)(1 — m)!
Clm = W (249)

zusammen, so ist die Lésung von Gleichung (2.43) durch Kugelflichenfunktionen gegeben
£(6,0) = (=1)™ et P"(co8 ) exp (imgp) = V™ (8, ¢) - (2.50)

Das Integral von |Y;™|? iiber die Einheitssphére ist somit eins. Die Kugelflichenfunktionen werden
durch den harmonischen Grad ! und die azimutale Ordnung m charakterisiert (s. Abb. 2.1).

Somit kdnnen die abhéngigen Variablen &., p1, ®; und d®;/dr in dem Differentialglei-
chungssystem (2.39) — (2.41) als

‘75(7'5 0,9, t) = ¢(T)Ylm(0: 90) exp (_th) (2'51)

geschrieben werden. Den gemeinsamen Faktor Y™ (6, ¢) exp (—iwt) kiirzen wir aus den Glei-
chungen heraus. Das Resultat ist ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen

1d I(1+1)
o+ S eme)| = e - we, (2.52)
d dd
—pobe = = =gt (2:53)

1d (,dd\ I(I+1),.
7‘2 dT (T dT‘ ) 7‘2 @1 = 47er1 5 (254)
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zusammen mit der Energiegleichung

T
(6p 1pr : 5,;) = po(T30 — 1)dq . (2.55)

Auf Grund der sphérischen Symmetrie des Gleichgewichtsmodells sind die Ergebnisse nicht von
der Wahl der Lage der Polarachse abhingig. Deshalb héngen die Gleichungen (2.52) — (2.55) nicht
von der azimutalen Ordnung m ab. Bei einer anderen Wahl der Polarachse erhdlt man andere
Kugelflachenfunktionen. Eine solche Kugelflichenfunktion mit Grad [ ist als Linearkombinati-
on aller urspriinglichen Kugelflichenfunktionen mit dem gleichen Grad [ darstellbar (Edmonds,
1974). Die willkiirliche Wahl der Achse kann keinen EinfluB auf die Dynamik der Oszillationen
haben, d. h. die Gleichungen miissen von m unabhidngig sein, so wie es sich hier widerspiegelt.

Aus Gleichung (2.37) folgern wir, daB die Horizontalkomponente &, der Verschiebung durch

_ 6Yl 1 oy™ .
&, = &(r) ( 80 0+ prr 890 ) exp (—iwt) (2.56)
gegeben ist. Fiir &, gilt
1 1
gh( ) Tw (p pP1— @1) . (257)

Der Verschiebungsvektor £ kann dann als

6= 610,00 + &) ( Zpbren + 2

geschrieben werden.

7t S oy © )]exp (—iwt) (2.58)

2.5. Lineare, adiabatische Oszillationen

Fiir adiabatische Oszillationen ist der Warmeaustausch mit der Umgebung d¢ = 0, und fiir

Gleichung (2.55) ergibt sich
. 2o 2.
p1 + poé (F podr  po dr (2.59)

_ _Po
P I'1,0p0
Dieses Ergebnis kann verwenden wir, um in den Gleichungen (2.52) — (2.54) die Stérung p; zu
eliminieren. Fiir Gleichung (2.52) finden wir

dgr 2 1 de 1 l(l + ]_) 1 l(l + 1)
dor _ _[ 2 1 1 (+1)

dT' ( + F170p0 dT + Po w2r2 CQ D1 1
wobei wir das Quadrat der adiabatischen Schallgeschwindigkeit c? = Fl,o Po/po eingesetzt haben.

An dieser Stelle ist es niitzlich, die charakteristische akustische Frequenz S; oder auch Lamb-
Frequenz durch

(2.60)

11+ 1)c?
S? = —a

einzufiihren. Die Lange der horizontalen Komponente des Wellenvektors bezeichnen wir mit k.
Dann wird aus Gleichung (2.60)

= kic? (2.61)

dg, 2 1 dp 1 S? I(l+1)
(2 Ple.+ — (2L _q)p - Vg,. 2.62
dr (r * T opo dr)'s + poc? (w2 P wirz ot (2.62)
Gleichung (2.53) ergibt
dpl 2 2 1 dpo dq)l
P _ — N2, o it} 2.
dar po(w ) + Trop dr p1+ po ar (2.63)

mit N als Brunt-Viisild-Frequenz, die gemaB

1 dpy 1dpo
N? = 2.64
g (FI,OPO dr  po dr (264)
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definiert ist. SchlieBlich ergibt sich aus Gleichung (2.54)

1d (,do o) W+
- <r2—1> = 4G (p—; 4 Dok N2> LGP (2.65)
c g r

r2 dr dr

Die Gleichungen (2.62), (2.63) und (2.65) bilden ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
vierter Ordnung fiir die vier abhingigen Variablen &, p1, ®; und d®;/dr und sind somit ein
vollstandiges System von Differentialgleichungen.

Alle Koeffizienten in den Gleichungen (2.62), (2.63) und (2.65) sind reell. Die Randbedin-
gungen, die wir im folgenden Abschnitt betrachten werden, sind ebenfalls reell. Die Frequenz w
tritt nur in Form von w? auf und ist deshalb entweder rein reell (w? > 0) oder rein imaginir
(w? < 0). Fiir reelles w kénnen auch die Eigenfunktionen reell gewihlt werden. Die zugehéri-
gen Losungen beschreiben ungedampfte harmonische Oszillationen. Fiir imagindres w wéchst die
L6sung entweder exponentiell an oder klingt exponentiell ab. Wir werden nur den oszillatorischen
Fall w? > 0 betrachten. Die Phase der Oszillationen setzen wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf null.

2.5.1. Randbedingungen

Als Ergdnzung zu den Oszillationsgleichungen bendtigen wir vier Randbedingungen, die wir in
diesem Abschnitt betrachten,

Das Zentrum r = 0 ist ein singuldrer Punkt der Gleichungen, deshalb gibt es sowohl reguldre
als auch singuldre Lésungen an diesem Punkt. Durch einen Potenzreihenansatz 13Bt sich zeigen,
daB fiir I # 0 sich der Radialteil £, nahe r = 0 wie r/~! verhilt. Des weiteren verhalten sich
p1 und ®; wie r!. Fiir den Spezialfall radialer Oszillationen verschwindet der Koeffizient der
fiilhrenden Ordnung von &, und &, verhilt sich wie r. Allein aus geometrischen Griinden ist es
einsichtig, daB bis auf [ = 1 wegen der sphirischen Symmetrie die Auslenkung im Zentrum
verschwinden muB. Aus dem Potenzreihenansatz lassen sich zwei Beziehungen fiir die Lésung
nahe r = 0 ableiten. Im Speziellen kann man zeigen, daB fiir [ > 0

&y, firr— 0. (2.66)

Eine Randbedingung fiir die Oberfliche » = R ergibt sich aus der Stetigkeitsbedingung
von ®; und dessen Ableitung. AuBerhalb der Sonne verschwindet die Stérung der Dichte, d. h.
dort gilt p; = 0. Dann kann die Poissongleichung analytisch gelost werden. Die Losung, die fiir
r — oo gegen null strebt, ist

P, x ri=1
Konsequenterweise erfiillt ®; dann die Differentialgleichung
dd I+1
d—rl+ e —obeir=nR. (2.67)

Die zweite Randbedingung fiir die Oberflache ergibt sich aus der Annahme, daB die Sonne
eine eindeutig festlegbare Oberfliche bei r = R besitze. Physikalisch ist es sinnvoll anzunehmen,
daB auf diese Oberflache keine Kréfte wirken. Folglich ist der Druck konstant an der gestdrten
Oberfldche. Als zweite Randbedingung benutzen wir somit das Verschwinden der Lagrangeschen
Druckstorung, d. h.

d
5p=p1+grd—f=0beir=R. (2.68)

Bis auf die hochfrequenten Oszillationen ist diese Annahme gut erfiillt. Aus dieser zweiten
Randbedingung kann das Verhiltnis zwischen der radialen und horizontalen Komponente des
Verschiebungsvektors an der Oberflache abgeschitzt werden. Die Amplitude der horizontalen
Komponente ist durch Gleichung (2.57) gegeben. In den meisten Fillen ist die Stérung im Gra-
vitationspotential klein, wodurch wir aus den Gleichungen (2.68) und (2.20) niherungsweise
folgende Beziehung erhalten

fh(R) _Gs

&(R)  Rw?’

(2.69)
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mit g, als die an der Oberfliche wirkenden Gravitationsbeschleunigung. In dieser Ndherung zeigt
sich, daB der Oberflichenwert &, /&, nur von der Frequenz abhidngt. Fiir den wichtigen Fall der
solaren 5-Minuten-Oszillationen ist die Bewegung hauptsichlich vertikal.

2.5.2. p- und g-Modi

Dem Gleichungssystem (2.62), (2.63) und (2.65) ist nicht sofort anzusehen, daB es Wellen be-
schreibt. Vereinfacht man das System aber entsprechend der Cowling-Approximation (Cowling,
1941), d. h. vernachlissigt man die Stérung des Gravitationspotentials, kann dieses allgemeine
Differentialgleichungssystem vierter Ordnung auf ein System zweiter Ordnung reduziert werden

d¢, 2 1 1 Sp
dr (r I‘al> &t pc2 <w2 - 1>p1 ’ (2:70)
P 2 A2\e 1
o = PW - NO& AL (2.71)
mit
1 dlnp
=" 0 (2.72)
p

als Druckskalenhdhe, d. h. der Strecke, tiber die sich der Druck in etwa um einen Faktor e dndert.

Schon ab geringer radialer Ordnung (Zahl der Knoten in radialer Richtung) variieren die
Oszillationen auf Grund der Vorzeichenwechsel viel schneller mit r als die GroBen des Gleich-
gewichtsmodells. Somit kann man in einer N3herung diejenigen Terme, die Ableitungen von
GleichgewichtsgroBen enthalten, vernachlassigen

d¢, 1 52
W el o
D= o - N (2.74)

Diese beiden Gleichungen lassen sich — wieder unter Vernachldssigung langsam variierender Terme
— zu einer einzigen Differentialgleichung zweiter Ordnung kombinieren

dz& w? N2 S2
= (1 - F) (w—g — 1) & . (2.75)

Diese Reduktion des Gleichungssystem mag sehr grob erscheinen, aber so 4Bt sich das oszilla-
torische Verhalten gut studieren. Schreibt man die Gleichung (2.75) als

d?¢,
e~ K (276)
mit /N Sl2
w0 = (G -1) () =0

sieht man, daB das lokale Verhalten von &. vom Vorzeichen von K (r) abhingt. Ist K positiv,
beschreibt &, lokal eine oszillierende Funktion in 7. Dort, wo K negativ ist, beschreibt die Losung
lokal gesehen ein exponentielles Verhalten mit 7. Ausgehend von der Definition (2.77) 13Bt sich
folgern, daB oszillatorisches Verhalten in den Fillen

|w| > |N| und |w| > S; (2.78)
sowie

|w] < |N| und |w| < S (2.79)
vorliegt. Exponentielles Verhalten ergibt sich in den Fillen

IN| < |w|] < S (2.80)
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Abbildung 2.2. Die Brunt-Viisild Frequenz N (———) und die Lamb-Frequenz S fiir die
harmonischen Grade [ =1, 5, 20 und 100 (— — — — — ) aufgetragen gegen den Sonnenradius fiir

ein Modell der gegenwértigen Sonne. Die horizontalen Linien kennzeichnen den oszillatorischen
Bereich fiir einen g-Modus mit Frequenz w /27 = 100 zHz und einen p-Modus mit harmonischem
Grad | = 5 und Frequenz w/27 = 1500 pHz. Die akustische Cut-Off-Frequenz w4 ist ebenfalls
eingezeichnet (—--- —--- -).

und
S; < |w| < |NJ. (2.81)

Fiir eine gegebene Eigenlosung mag es mehrere Bereiche geben, in denen oszillatorisches Ver-
halten moglich ist und die durch Bereiche mit exponentiellem Verhalten unterbrochen werden.
Jedoch ist im Regelfall ein Bereich mit oszillatorischem Verhalten dominant, bei der die Losung
auBerhalb davon exponentiell abfillt. Man spricht dann vom EinschluB8 der Lésung in diesen
Bereich. Die Frequenz dieser Eigenlosung ist hauptsichlich durch den inneren Aufbau des Son-
nenmodells innerhalb dieses EinschluBbereichs bestimmt. Durch die Randbedingungen kann es
nur ein diskretes Spektrum an Eigenfrequenzen geben. Die EigenlGsungen reprisentieren stehen-
de Wellen. Die Grenzen des EinschluBbereichs sind durch die Bedingung K (r) = 0 festgelegt
und werden als Umkehrpunkte bezeichnet.
Zwei Klassen von Oszillationsmodi sind aus dem Verhalten von K (r) zu erwarten:

(1) Oszillationen mit hohen Frequenzen, die der Bedingung (2.78) geniigen und p-Modi
genannt werden.

(2) Oszillationen mit niedrigen Frequenzen, die der Bedingung (2.79) geniigen und g-Modi
genannt werden.

Typische EinschluBbereiche von p- und g-Modi sind in Abbildung 2.2 dargestellt.
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Fiir die p-Modi gilt, daB sie zwischen einem inneren Umkehrpunkt r = r; und einem 3uBeren
Umkehrpunkt nahe der Oberfliche eingefangen sind. Der duBere Reflexionspunkt ergibt sich aus
dem Verhalten der Oszillationen in der Atmosphare. Dort spielt die akustische Cut-Off-Frequenz

w4 eine Rolle, die gemaB
2
wa =3 (c% + N?) (2.82)
definiert ist. Die Tiefenabhangigkeit von w4 ist in Abb. 2.2 eingetragen. Der innere Umkehrpunkt
ry der p-Modi ergibt sich aus dem Verhalten von S;. Er ist an der Stelle, wo S; = w gilt. D. h.
nach Gleichung (2.61)
c2(ry) w?

Damit ist der untere Umkehrpunkt r; als Funktion von w und [ festgelegt. Fiir p-Modi gilt
typischerweise w > N, so daB man K durch

1
2

K(r) ~ . (w? — SP) (2.84)

abschétzen kann. Dann hingt das Verhalten der p-Modi allein vom Verlauf der Schallgeschwin-
digkeit mit » ab. Die p-Modi sind stehende akustische Wellen, bei denen der Druckgradient
den wesentlichen Beitrag zur Riickstellkraft liefert. Deshalb kommt es auch zu der Bezeichnung
p-Modi.

Der innere Umkehrpunkt der p-Modi 138t sich leicht verstehen, wenn man einen Modus
als die Uberlagerung von sich ausbreitenden Schallwellen betrachtet. Wandert eine Welle mit
einem nicht verschwindenden horizontalen Wellenvektor in Richtung Sonnenzentrum, spiirt die
tiefer liegende Wellenfront eine hohere Schallgeschwindigkeit und bewegt sich somit schneller.
Daraus folgt, daB die Ausbreitungsrichtung immer mehr von der radialen Richtung abweicht. Am
Reflexionspunkt ist die Ausbreitungsrichtung horizontal. Die Abhdngigkeit des Umkehrpunktes
r¢ vom harmonischen Grad und der Frequenz des Modus ist von groBer Bedeutung fiir die
Untersuchung des Sonneninnern mittels der 5-Minuten-Oszillationen, wie die p-Modi der Sonne
auch genannt werden. Anhand von Abbildung 2.2 kann man ablesen, daB bei gegebener Frequenz
Ostzillationen mit niedrigem Grad [ und bei gegebenem [ Oszillationen mit héherer Frequenz tiefer
in die Sonne eindringen. Fiir kleines [ liegt 7, sehr nahe am Zentrum. Fiir immer hoheres [ riickt
der Umkehrpunkt in Richtung Oberfliche. Fiir [ > 40 liegt der untere Umkehrpunkt immer in
der Konvektionszone, die etwa 0.29 Sonnenradien tief ist. Aus Gleichung (2.84) folgt, daB K mit
der Frequenz zunimmt. Damit erh6ht sich auch die Zahl der Knoten, d.h die radiale Ordnung
der Eigenfunktionen. Daraus folgt, daB die Frequenz mit der radialen Ordnung steigt.

Fiir g-Modi ist der Umkehrpunkt durch die Bedingung N = w festgelegt. Wie man aus
Abbildung 2.2 ablesen kann, gibt es somit zwei Umkehrpunkte. Der eine ist sehr nahe dem
Sonnenzentrum und der andere direkt unterhalb des Bodens der Konvektionszone. Fiir héhere
Frequenzen liegt der obere Umkehrpunkt tiefer in der Sonne. Die Umkehrpunkte selbst sind rein
frequenzabhdngig, eine Abhangigkeit von [ gibt es in dieser Abschédtzung nicht. Fiir g-Modi mit
hoher Ordnung gilt typischerweise w? < S7 und K ist dann

K(r) ~ i l(l:; 1)

(N? —w?) : (2.85)

w2
womit das Verhalten der g-Modi durch die Brunt-Viisild-Frequenz und deren Abhdngigkeit von
r bestimmt ist. Die Schwerkraft, die auf die Stérungen in der Dichte wirkt, stellt den Haupt-
beitrag zur Riickstellkraft, weshalb sich die Bezeichnung g-Modi ergibt. Diese Schwingungen
sind eingeschlossene Schwerewellen. Der EinschluBbereich liegt im Gegensatz zu den p-Modi tief
im Sonneninnern. Der experimentelle Nachweis von g-Modi steht noch aus (Appourchaux et al.,
2001). Es ist aber offensichtlich, daB man mittels g-Modi das Sonnenzentrum im Detail studieren
konnte, was mit p-Modi nur beschrinkt mdglich ist.
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Abbildung 2.3. Eigenfrequenzen eines Standardsonnenmodells als Funktion des harmonischen
Grads. Die mit Kreuzen markierten Frequenzen sind die vom GONG Projekt auf der Sonne
eindeutig nachgewiesenen Eigenfrequenzen.

Fiir die Untersuchung der Konvektionszone kdnnen wir uns auf die p-Modi beschrdnken.
Wenn wir von nun an von solaren Oszillationen sprechen, seien allein die p-Modi gemeint.

2.6. Abhéangigkeit der Frequenzen vom Gleichgewichtsmodell

Das in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitete Randwertproblem, welches auch ein Eigen-
wertproblem ist, 1aBt sich numerisch 16sen und besitzt nicht-triviale Lésungen fiir diskrete Werte in
w. Abbildung 2.3 zeigt die Eigenfrequenzen eines Standardsonnenmodells in Abhadngigkeit vom
harmonischen Grad. Zusitzlich sind beobachtete Eigenfrequenzen mit aufgetragen (die Liicke
links oben entsteht, weil diese Oszillationen in der spektralen Leistungsdichte nicht aufgeldst
werden kénnen). Jede Eigenfrequenz entspricht einem Oszillationsmodus, dessen Eigenfunktion
beschreibt die Variation der Stérungen &, p1, usw. mit r. Da das Gleichungssystem homogen
ist, ist die Lésung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. D. h. die wahre Amplitude
der Bewegung kann nicht berechnet werden. Diese ist durch nicht-lineare Effekte oder durch
eine externe Anregung festgelegt. Die numerischen Eigenfunktionen geben die Verteilung der
Amplitude innerhalb eines Sterns an und kdnnen so zusammen mit Beobachtungen der Ober-
flachenamplitude mit der Amplitude im Innern in Beziehung gesetzt werden.

2.6.1. Abhangigkeiten der Oszillationen vom inneren Aufbau

Wenden wir uns der Frage zu, wovon die Frequenzen der solaren Oszillationen abhingen. Die Ko-
effizienten der adiabatischen Oszillationsgleichungen (2.62), (2.63) und (2.65) sind offensichtlich
vom inneren Aufbau des Gleichgewichtsmodells abhangig. Und dies ist gerade die Grundlage, um
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die beobachteten Frequenzen zur Untersuchung des inneren Aufbaus der Sonne heranziehen zu
konnen. Eine genauere Betrachtung zeigt, daB die Koeffizienten von den GleichgewichtsgroBen
Dichte pg, Druck po, Adiabatenkoeffizient I'1 o und Schwerebeschleunigung go als Funktion von
r abhidngen. Das Gleichgewichtsmodell geniigt aber auch den Gleichungen des inneren Aufbaus
der Sterne (2.20) — (2.24). Zusitzlich diirfen wir annehmen, daB Masse und Radius vorgegeben
sind, die beide fiir die Sonne mit hoher Genauigkeit bekannt sind. Wenn po(r) bekannt ist, ergibt
sich go(r) aus Gleichung (2.21). Damit |48t sich die Gleichung des hydrostatischen Gleichge-
wichts integrieren, womit sich wiederum pg(r) ergibt. Somit verbleiben von dem ganzen Satz an
Variablen die voneinander unabhingigen Funktionen po(r) und I'y o(r). Die adiabatischen Os-
zillationsfrequenzen werden durch diese beiden Funktionen festgelegt. Im UmkehrschluB erhalt
man aus der Beobachtung der Oszillationsfrequenzen Informationen iiber py und I’y .

Jedes andere Paar von unabhidngigen Modellvariablen, die direkt in Beziehung zu py und
I’y o stehen, kann ebenfalls verwendet werden, um aus den Oszillationsfrequenzen Riickschliisse
tiber den inneren Aufbau der Sonne zu ziehen. Da die beobachteten Oszillationen die Eigenschaf-
ten stehender akustischer Wellen besitzen, hdngen ihre Frequenzen vom Verhalten der Schallge-
schwindigkeit ¢ ab. Somit ware es nur natiirlich, die Schallgeschwindigkeit ¢ als eine der Variablen
in Kombination mit beispielsweise py oder I'; o zu verwenden. Analysiert man die beobachteten
Oszillationsfrequenzen, kann man umgekehrt die Schallgeschwindigkeit im Sonneninnern bestim-
men.

2.6.2. Tiefe der Konvektionszone

In dem Standardsonnenmodell, das wir als Gleichgewichtsmodell benutzen (Christensen-Dals-
gaard, 1996), ist die Konvektionszone 0.288 R tief. Will man eine tiefere Konvektionszone erhal-
ten, ohne jedoch die Oberflacheneigenschaften des Sonnenmodells zu verdndern — diese sollen
weiterhin mit den Beobachtungswerten iibereinstimmen —, so muB man die Eingabeparameter,
von denen der innere Aufbau der Sonne abhingt, leicht verdndern. Entsprechend werden dann
GroBen wie die Schallgeschwindigkeit, der Druck, die Dichte und die Temperatur angepaBt. Einer
dieser Eingabeparameter ist die Opazitit. Uber die Schallgeschwindigkeit ¢ = \/T(x) hingen
die Eigenschaften der solaren Oszillationen von Verdnderungen in x ab.

Umgekehrt 138t sich aus den gemessenen Oszillationsfrequenzen durch Inversion die Schallge-
schwindigkeit bestimmen und so ein seismisches Modell des inneren Aufbaus der Sonne gewinnen.
Vergleicht man das seismische Modell mit dem Standardsonnenmodell, stimmen beide sehr gut
miteinander iiberein (Abb. 2.4). Die gr6Bte Diskrepanz zeigt sich in dem Peak am Boden der
Konvektionszone. Dort sind Korrekturen an die Schallgeschwindigkeit notwendig.

Wir wollen hier kurz zeigen, wie das Sonnenmodell auf Verdnderungen in der Opazitit
reagiert. Dazu berechnen wir zwei Sonnenmodelle. Wir verwenden die Opazitétstabellen von
Iglesias et al. (1992) und den Wert Z = 0.01895 fiir den Anteil der schweren Elemente. Die
Modelle werden so kalibriert, daB der Radius R = 6.9599-10'° cm und die Oberflichenleuchtkraft
L = 3.846-10%3 erg/s zum angenommenen Alter von 4.6 Mrd. Jahren betragen. Die berechneten
Modelle entsprechen dem gegenwaértigen Stand der Konstruktion von Sonnenmodellen wie von
Christensen-Dalsgaard (1996) beschrieben. Als Referenzmodell berechnen wir zuerst das Model S
von Christensen-Dalsgaard (1996). Dieses war auch das Referenzmodell zum seismischen Modell
in Abbildung 2.4. In einem Vergleichsmodell haben wir als zweites die Opazitit « in einem engen
Bereich um den Ort mit Temperatur Ty gemaB

log k = log ko + Ae (s T—log To)*/A* (2.86)

verindert. Die Parameter A und A bestimmen die Starke und die Breite der Opazitdtsverdnde-
rung.

Abbildung 2.5 zeigt einen Vergleich des Referenzmodells mit dem verdnderten Modell. Bei
dem verdnderten Modell wurde die Opazitit an der Stelle Tg, die im Referenzmodell dem Boden
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Abbildung 2.4. Korrekturen an das Quadrat der Schallgeschwindigkeit eines Referenzmodells,
die sich durch Inversion der Differenzen zwischen beobachteten Frequenzen und den Frequenzen
des Modells ergeben. Die vertikalen Balken sind die Fehler im Ergebnis auf Grund von MeBfehlern
in den Beobachtungsdaten (nahe der Oberfliche) und mangelnder Daten (im Zentrum). Die
horizontalen Balken sind ein MaB fiir die Aufldsung der Inversion. Als Referenzmodell dient
Model S von Christensen-Dalsgaard (1996).Quelle: Kosovichev et al. (1997).

der Konvektionszone entspricht, um 0.025% erhdht (logTo = 6.3 , A = 0.1). Das verénder-
te Modell hat eine Konvektionszone der Tiefe 0.291R. Man erkennt, daB man im veridnderten
Modell einen 3hnlichen Peak in 6c? am Boden der Konvektionszone erzeugen kann. Auf Grund
der Veranderungen in der Schallgeschwindigkeit werden die Oszillationsfrequenzen dahingehend
beeinfluBt, daB nun das seismische Modell entsprechend korrigierte Werte am Boden der Kon-
vektionszone liefert. Abbildung 2.6 zeigt die resultierenden Frequenzverschiebungen aufgetragen
gegen die Eindringtiefe 7.

Mit steigender radialer Ordnung n sind die Frequenzverschiebungen bei festem [ groBer,
da diese Modi tiefer in die beeinfluBten Bereiche vordringen. Betrachtet man Modi mit dem
gleichen Umkehrpunkt r¢, aber mit hdherem [-Wert, so ist die Frequenzverschiebung wegen der
entsprechenden Aufenthaltsdauer der Modi ebenfalls groBer.

Wir sehen, daB ein Sonnenmodell durch Anpassen der Tiefe der Konvektionszone konstruiert
werden kann, das mit dem seismischen Sonnenmodell sehr gut iibereinstimmt. Allerdings ist die
Physik, die mit einer solchen Veranderung verbunden ist, noch nicht vollstindig verstanden. In
diesem Zusammenhang wird auch das Absinken von Helium durch Gravitation ins Sonnenzentrum
diskutiert. Denn die Diskrepanzen in dc? treten dort auf, wo das Molekulargewicht p variiert.
Glittet man diese Variation, so werden die Diskrepanzen ebenfalls verringert (Morel et al., 1997).
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Abbildung 2.5. Eine um 0.025% erhhte Opazitit (rote Linie: , log & skaliert mit dem Faktor
0.1) am Boden der Konvektionszone fiihrt zu Unterschieden z. B. in der Schallgeschwindigkeit
(6, log c?: ), der Dichte (§, log p: — — —=), der Temperatur (6, logT: —- — - —- ), dem
Druck (6 lnp: ------- ) und der Wasserstoffhiufigkeit (6, In X: --- —--- —) bei jeweiligem r/R
zwischen dem gednderten Modell und dem Referenzmodell.
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Abbildung 2.6. Frequenzunterschied Av zwischen den Modi des verdnderten Modells und
des Referenzmodells aufgetragen gegen den Umkehrpunkt r. Frequenzverschiebungen der Modi
mit den gleichen harmonischen Graden ! = 0,5,10,...,50 sind mit durchgezogenen Linien
verbunden.



KAPITEL 3

Konvektion auf der Sonne

In den duBeren Schichten der Sonne iibernimmt die Konvektion den Transport der im Sonnenzen-
trum erzeugten Energie. Im Gleichgewichtsmodell zeigt sich dies darin, daB fiir 0.7 < r/R <1

die Schwarzschild-Ungleichung
dT < dT
dr dr ).

fiir konvektive Instabilitat gilt. Dabei ist (F) der Temperaturgradient fiir eine adiabatische

Schichtung (Schwarzschild, 1906). Im Gegensatz zum stabil geschichteten Sonneninnern, wo die
Energie durch Strahlung transportiert wird, ist die Konvektion in diesem duBeren Bereich der
Sonne der effektivere Energietransportmechanismus.

3.1. Ladngenskalen der solaren Konvektion

Auf der Sonne spiegelt sich die Konvektion u.a. in der Granulation wider. Diese besteht aus hellen
polygonalen Granulen, die durch dunkle intergranulare Rdume getrennt sind. Die Granulen sind
kleinskalige Konvektionszellen mit einer Ausdehnung von etwa 1000 km und einer Lebensdauer
von etwa fiinf bis zwolf Minuten. Die Ausdehnung der intergranularen Rdume ist mit 200 bis
400km geringer. Die Granulen sind Orte von starken Aufwértsstrémungen. Mittels des Dopp-
lereffekts werden Geschwindigkeiten von etwa 1km/s (rms) spektroskopisch gemessen (Nesis &
Mattig, 1989). HeiBes Gas wird so an die Oberfliche transportiert, strahlt dort die Energie ab
und sinkt abgekiihlt in den intergranularen Rdumen wieder in das Sonneninnere.

Neben der Granulation unterscheidet man weitere zellulare Strukturen auf der Sonne. Diese
sind die Mesogranulation (November et al., 1981) und die Supergranulation (Leighton et al.,
1962) auf mittleren Langenskalen. Die Verteilung der Energiedichte der konvektiven Bewegungen
im Bereich zwischen 6" und 60" beschreiben UeNo & Kitai (1998). Bei 15" ist ihren Daten zufolge
die Mesogranulation zu finden, zwischen 31" und 36" die Supergranulation. Der rms-Wert fiir
die vertikale Geschwindigkeit der Mesogranulation betrdgt nahe der Oberfliche etwa 60 m/s. Der
MateriefluB durch die Supergranulation verlduft nahe der Oberfldche iiberwiegend horizontal mit
einer Geschwindigkeit von bis zu 500 m/s.

In weiteren Arbeiten, u.a. von Hathaway (2000) zeigen sich andeutungsweise auf groBen
Langenskalen Konvektionszellen mit einer Ausdehnung, die in etwa der Tiefe der Konvektionszone
entspricht. Die Hypothese, daB solche Giant Convective Cells oder Giant Cells als nichstgroBere
konvektive Elemente iiber der Supergranulation existieren, geht weit zuriick. Simon & Weiss
(1968) postulieren Giant Cells auf der Basis der Mischungswegtheorie. Aber trotz der Suche von
mehreren Gruppen (Schroter et al., 1978; LaBonte et al., 1981; Cram et al., 1983; Robillot et
al., 1984; Bertello & Restaino, 1993) konnten Giant Cells nicht eindeutig nachgewiesen werden.

Wagner & Gilliam (1976) berichten von einem mdglichen Beispiel von Giant Cells (Abb. 3.1).
Sie beobachteten eine auffallende Symmetrie in der “Anordnung, Orientierung und GréBe von
Filamenten.” Jeweils ein Paar von Filamenten befindet sich in einem Sektor des Sonnenglobus.
Davon ist ein Partner nérdlich, der andere siidlich des Sonneniquators. lhren Daten zufolge
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38 3. Konvektion auf der Sonne

Abbildung 3.1. Symmetrische Anordnung von Filamenten auf der Sonne. Aufnahme vom 11.
Juni 1972 am Sacramento Peak Observatorium. Quelle: Wagner & Gilliam (1976).

schlagen Wagner & Gilliam (1976) eine Wellenzahl von fiinf fiir das regelmiBige sektorale Mu-
ster vor. Konvektive Strémungen in Sektoren werden oftmals auch als Banana-Cell-Convection
bezeichnet. Die Stromungsgeschwindigkeit in Giant Cells muB aber deutlich geringer sein als die
in den Supergranulen, andernfalls wiirde man sie finden kdnnen (s. Kapitel 6).

Insgesamt gilt, daB groBskalige konvektive Bewegungen, die tief in die Konvektionszone
reichen, langsamer sind als die kleinskaligen, nahe an der Oberflache vorzufindenden Strémungen.

All diese Beobachtungen legen die SchluBfolgerung nahe, daB es bevorzugte Lingenska-
len fiir die solare Konvektion gibt, die sich in zellularen Bewegungen widerspiegelt. Auf Grund
der fast verschwindenden Viskositit des Gases in der solaren Hiille beobachtet man an der
Sonnenoberfldche eher ein turbulentes Verhalten, d. h. die Konvektionszellen sind sehr kurzlebig.

Insgesamt reichen die Langenskalen der Konvektion auf der Sonne von den Kolmogorov-
Mikroskalen am unteren Ende fiir lokale turbulente Bewegungen bis zur differentiellen Rotation,
die von globalem AusmaB ist. Dazwischen sind die Granulen, Supergranulen und Giant Cells
angesiedelt. Die Zeitskalen der Konvektion decken mehrere GréBenordnungen ab. So reichen
sie von wenigen Minuten fiir die granulare “Overturn”-Zeit bis zu mehreren Wochen fiir die
Skalen der Giant Cells. Das von Wagner & Gilliam (1976) beobachtete Phinomen hatte eine
Lebensdauer von ca. vier Monaten.

3.2. Parametrisierung des Geschwindigkeitsfeldes

Auf Grund der vielen Freiheitsgrade ist es nicht moglich, die Konvektion analytisch so zu be-
schreiben, daB sie mit den Daten aus der Beobachtung iibereinstimmt. Deshalb werden wir die
Konvektion mit einem einfachen Modell beschreiben. Dieses Modell erfordert sinnvolle Annahmen
und Einschrankungen fiir das betrachtete konvektive Geschwindigkeitsfeld.

Die erste Annahme ist, daB die betrachteten konvektiven Strukturen von globaler Ausdeh-
nung sein sollen. Dazu z3hlen vor allem Konvektionsmuster, deren Strukturelemente sich wie-
derholen. Diese kénnen, wie die Granulen, auch kleinskalig sein. Im Prinzip ist diese Uberlegung
sogar fiir alle Langenskalen giiltig, auch fiir die turbulenten Komponenten auf den kleinsten
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Skalen der Konvektion. Jedoch sind solche kleinskaligen konvektiven Bewegungen von kurzer
Lebensdauer.

Als zweites nehmen wir fiir die Uberlegungen im folgenden Kapitel zusatzlich an, daB die
Konvektion stationar sei. Kleinskalige Konvektion mit kurzer Lebensdauer kann damit nicht in
Einklang gebracht werden. Diese Annahme ist notwendig, um die Bewegungsgleichungen sepa-
rieren zu kdnnen (siehe Abschnitt 4.2). Bei stationirer Konvektion erfihrt jede akustische Welle,
die in derselben Richtung durch ein gegebenes Gebiet propagiert, denselben konvektiven Ein-
fluB. Die Eigenlsungen der Oszillationsgleichungen (2.62) — (2.65) sind im Fall m # 0 laufende
Wellen (fir m = 0 ist die Eigenldsung eine stehende Welle). Diese propagieren immer in der
selben Richtung durch das Gebiet, so daB die Konvektion dort einen akkumulierenden EinfluB
hat. In diesem Fall ist die verschobene Oszillationsfrequenz, die zu dieser sich ausbreitenden
Welle gehort, zeitunabhéngig. Betrachtet man eine Strémung, deren Zustand sich merklich in-
nerhalb der Zeit dndert, die eine Schallwelle braucht, um einmal umzulaufen, dann ist auch der
Effekt der Konvektion fiir zwei aufeinander folgende Passagen unterschiedlich. Es ist deshalb
der Fall denkbar, bei dem sich die Effekte der Konvektion gegenseitig aufheben. Eine leicht
verdnderte stationdre Konvektion hdtte eine etwas andere Frequenzverschiebung zur Folge. Ef-
fektiv fiihrt eine verdnderliche Konvektion zu einer Linienverbreiterung in den Leistungsspektren
der Oszillationen. Wir werden dies in Kapitel 5 mit Stérungstheorie fiir zeitabhangige Stérungen
diskutieren.

Nehmen wir an, daB sich die Oszillationen mit 100 km/s ausbreiten. Dann liegt die Um-
laufdauer in der GréBenordnung von einem Tag. Dies ist sehr viel kleiner als die Lebensdauer
der von Wagner und Gilliam beobachteten sektoralen Konvektionszellen. Die Linienverbreite-
rung, die durch die zeitliche Variation der Konvektion hervorgerufen wird, kann deshalb fiir sehr
langlebige Stromungsfelder vernachlassigt werden. Bei kurzlebigen konvektiven Bewegungen ist
dagegen ein Beitrag zur Linienverbreiterung zu erwarten. Diese Linienverbreiterung wird in Ka-
pitel 5 untersucht. Der EinfluB von sich zeitlich andernden Komponenten der Konvektion auf die
Resonanzfrequenzen kann mit den gefundenen Ergebnissen der vorliegenden Arbeit beschrieben
werden.

Als eine weitere Annahme wollen wir die Divergenzfreiheit (3.1) fiir die betrachteten Ge-
schwindigkeitsfelder fordern. Ist vo(r) das Geschwindigkeitsfeld in der Konvektionszone, dann
folgt schon aus der Stationarititsbedingung, der das Standard-Sonnenmodell in Abschnitt 2.2
genliigt, und aus der Kontinuititsgleichung (2.2) die gewiinschte Divergenzfreiheit

V- (po(r)vo(r)) = 0. (3.1)

Dies erméglicht im folgenden die Verringerung der Freiheitsgrade (siehe Gleichung (3.5)). Lavely
& Ritzwoller (1992) folgern aus der Bedingung (3.1), daB der Energieaustausch von Oszillationen
und Konvektion unterbunden wird (keine Oszillations-Konvektions-Kopplung). Das hat den Vor-
teil, Oszillationen und Konvektion getrennt betrachten zu kénnen. Den konvektiven Strémungen
ist es durch diese weitere Einschrankung — neben der Stationaritdtsbedingung — nicht mdoglich,
Schallwellen zu erzeugen.

In Kapitel 4 beriicksichtigen wir in den gestorten Bewegungsgleichungen als weitere Ein-
schrankung nur Terme bis zur ersten Ordnung in den Stérungen. Das ist gleichbedeutend mit der
Annahme relativ kleiner Konvektionsgeschwindigkeiten (< 1km/s). Nur so ist eine Behandlung
mit Storungstheorie sinnvoll. Des weiteren wollen wir die seismisch gestdrten Bewegungsglei-
chungen linearisieren und vernachléssigen die Advektion, die durch die Oszillationen verursacht
werden. Wir nehmen deshalb an, daB die gesamte Auslenkung durch akustische Wellen klein
gegeniiber der Auslenkungen durch Konvektion wihrend der Passage einer Welle ist. Die Uber-
einstimmung mit dieser Annahme wird mit zunehmender Tiefe unterhalb der Photosphére besser
(Christensen-Dalsgaard, 1998).
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Betrachten wir die Konvektion gemiB diesen Annahmen als einen vorgegebenen stationdren
Hintergrund, dem die Schallwellen iiberlagert sind, so mag die Konvektion die Wellenfronten
verformen, tauscht jedoch keine Energie mit den Schallwellen aus.

Fiir zeitabhingige Geschwindigkeitsfelder ist diese Annahme nicht mehr haltbar. Betrachtet
man die Anregung von Schallwellen durch Konvektion, kommt es zum Austausch von Energie
zwischen der Konvektion und den solaren Oszillationen. Die Energie der Konvektion wird aber
dadurch kaum beeinfluBt, da nur etwa 10~7 % der kinetischen Energie eines aufsteigenden Gaspa-
ketes (oder auch “konvektiven Eddies”) wihrend einer Schwingungsperiode in akustische Energie
umgesetzt werden (Morse & Ingard, 1986). Die Erzeugung von Schallwellen bremst somit die
Konvektion nicht ab. Ebenso ist die reale Konvektion nicht divergenzfrei.

Alle konvektiven Stérungen werden relativ zum Gleichgewichtsmodell definiert. Die Stérung,
die hier im Mittelpunkt stehen soll, ist die des konvektiven Geschwindigkeitsfeldes vo. Somit
enthdlt vg keine Beitrige zum Geschwindigkeitsfeld vt = @ X r der starren Rotation, die wir
auch als Stérung betrachten kénnten (Christensen-Dalsgaard, 1998).

Das Geschwindigkeitsfeld v kann in eine Summe aus einem poloidalen und einem toroidalen
Feld zerlegt werden

vo(r) =Y > Pi(r,0,0) + Ti(r,6,0) (32)
s=0t=—s
die beide nach
Pi(r,0,0) = ul(r)Y(0,0)er + vi(r)V,iYi (0, ¢) , (3.3)
Ti(T,e,QO) = —w:.(T)Cr X VhYst(o,QO) (34)

von Kugelflichenfunktionen abhingen, wobei u!(r), vi(r) und wi(r) die tiefenabhingigen Ent-

wicklungskoeffizienten sind. Der toroidale Anteil kann herangezogen werden, um die differenti-
elle Rotation zu beschreiben, da er nur Komponenten entlang einer Kugeloberfldche hat. Der
poloidale Anteil hat -, 8 und ¢-Komponenten. Damit lassen sich Geschwindigkeitsfelder von
Konvektionszellen wie Giant Cells oder Supergranulation beschreiben.

Aus der Divergenzfreiheit der Materiestrdmung (3.1) kdnnen wir die Beziehung

%(rngui) = pors(s + 1)vt (3.5)

fiir jedes s und t ableiten.
Da das Geschwindigkeitsfeld reell ist, gelten fiir die Koeffizienten die Beziehungen

upt = (1)), ot = (—1) ()" und wyt = (—1)' ()"
3.2.1. Tiefenabhangigkeit

Fiir die poloidalen Geschwindigkeitskomponenten ist nach (3.3) und (3.5) die Tiefenabhingigkeit
allein durch die Koeffizienten u’(r) gegeben.

Eindringen konvektiver Bewegungen in stabil geschichtete Lagen (Overshoot siehe Stix, 1991,
Abschnitt 6.2.3) an der Oberfliche und am Boden der Konvektionszone wollen wir ausschlieBen.
Das heiBt die radiale Komponente des Geschwindigkeitsfeldes muB an der Oberfliche und am
Boden der Konvektionszone verschwinden. Dies wird durch die Forderung

ui(R) = ui('rconv) =0 (36)
fiir jedes s und ¢ erreicht.

Die radiale Abhéngigkeit der Strémungsgeschwindigkeit vom Ort in der Konvektionszone
wollen wir durch zwei Ansitze modellieren. In dem einen Modell einer Konvektionszelle hingt
die Geschwindigkeit parabolisch von der Tiefe ab. Das Maximum der radialen Geschwindigkeit
liegt in der Mitte der Konvektionszone. Wir wahlen somit
4(R—r)(r — reonv)

(R - Tconv)z

ui (1) = Umax

fir reony <7 <R (3.7)
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Abbildung 3.2. Die tiefenabhingigen Entwicklungskoeffizienten u’(r) und vi(r) der radialen
und horizontalen Komponente eines poloidalen Geschwindigkeitsfeldes mit harmonischem Grad
s = 8. Die zur Berechnung von py verwendete Dichte entstammt dem Model S von Christen-
sen-Dalsgaard (1996).

und u!(r) = 0 auBerhalb dieses Intervalls. Abbildung 3.2 zeigt eine Darstellung von u’(r) und
dem entsprechenden v (r) fiir s = 8.

In dem zweiten Modell wahlen wir eine Geschwindigkeitsprofil, dessen Amplitude vom Mi-
schungsweg abhangt. Der Mischungsweg ist die Wegstrecke innerhalb der sich eine durch Kon-
vektion auftreibende Gasblase mit ihrer Umgebung vermischt und auflost. Entsprechend der
Mischungswegtheorie (Biermann, 1932; Vitense, 1953; Bohm-Vitense, 1958) 14Bt sich fiir die
solare Konvektionszone die mittlere Geschwindigkeit gemiB Stix (1991) in Abhingigkeit von r

bestimmen
by = |99 ( (4T _dT
us(r) =1 8T<(dr) dr

Die auftretenden GroBen § und (dT'/dr)’ sind die Variation des mittleren Molekulargewichts
mit der Temperatur und der Temperaturgradient, welcher der mittleren Temperaturveranderung
innerhalb der aufsteigenden Gaspakete entspricht. Das Maximum dieses Geschwindigkeitsprofils
liegt an der Oberfliche wie Abbildung (3.3) zeigt. Zusatzlich sind noch die charakteristische Zeit-
und Langenskala konvektiver Eddies als Funktion der Tiefe der Konvektionszone aufgetragen
(siehe Abschnitts 3.1). In Abbildung 3.4 sind ein Aquator- und ein Meridianschnitt durch ein
Geschwindigkeitsfeld mit s = ¢ = 8 (linkes und mittleres Bild) und ein Meridianschnitt fiir ein
Feld s = 8, t = 0 (rechtes Bild) dargestellt. Der tiefenbabhingige Entwicklungskoeffizient u! ist
nur in der Konvektionszone von null verschieden. In der oberen Reihe ist u! gemaB Gleichung
(3.7) gewihlt, in der unteren Reihe gemiB Gleichung (3.8).

1/2
(3.8)
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Abbildung 3.3. Charakteristische GroBen konvektiver Eddies basierend auf der Mischungs-
wegtheorie nach Model S (Christensen-Dalsgaard, 1996). Dargestellt sind die mittlere Geschwin-
digkeit in m/s (——), die Zeitskala in s (— — ——) und die charakteristische Lange in m als
Funktion des Ortes in der Konvektionszone (- — - — -— ).

3.3. Zeitabhangige Geschwindigkeitsfelder

Uber die zeitliche Entwicklung einer Konvektionszelle ist wenig bekannt. Nur die Lebensdauern
der Zellen wurden untersucht. Deshalb wollen wir uns fiir die Beschreibung der Zeitabhéngig-
keit nicht-stationdrer Geschwindigkeitsfelder vom Bild der zellularen Konvektion leiten lassen.
Fiir die Beschreibung des Entstehens und Vergehens einer solchen Zelle wahlen wir eine har-
monische Zeitabhdngigkeit. So, wie wir das Geschwindigkeitsfeld im stationdren Fall nach Ku-
gelflichenfunktionen entwickelt haben, wollen wir dies auch fiir das Modell des zeitabhingigen
Geschwindigkeitsfeldes tun. Jeder Komponente dieser Entwicklung ordnen wir zusatzlich eine
Zeitabhangigkeit zu

vo(r,t) =3 3 wi(r)(1 - &) (3.9)
s=0t=—s
Der Vektor v’ entspricht einer Komponente des Geschwindigkeitsfeldes, das gemiB der Gleichun-
gen (3.2) — (3.4) in poloidalen und toroidalen Anteil zerlegt und nach Kugelflichenfunktionen
entwickelt wird. Dafiir muB man wiederum annehmen, daB die Strdmung anelastisch fiir po(r)
und vi(r,t) ist. Fiir die Kreisfrequenz Q¢ fordern wir, um spater Stérungstheorie anwenden zu
koénnen,
Q< wy (3.10)
wobei wy, die Kreisfrequenz der 5-Minuten-Oszillationen ist. Die untersuchten Geschwindigkeits-
felder variieren deshalb langsamer als die solaren Eigenschwingungen.
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Abbildung 3.4. Aquator- (links) und Meridianschnitt bei ¢ = 0 (Mitte) durch sektorale Kon-
vektionsstromungen mit s = ¢t = 8. Isolinien kennzeichnen die Orte gleichen Massenflusses
|pov]. Die Dichte py entstammt wieder Model S nach Christensen-Dalsgaard (1996) und u?
wurde entsprechend Gl. (3.7) gewihlt (oben), bzw. entsprechend Gl. (3.8) (unten). Der inne-
re Kreis markiert den Boden der Konvektionszone, der duBere die Sonnenoberfliche. Rechts:
Meridianschnitt durch zonale Strémungen mit s = 8, t = 0 (rechts). Die Strémung im Uhrzei-
gersinn ist mit gestrichelten Linien eingezeichnet, die Stromungen entgegen dem Uhrzeigersinn
mit durchgezogenen Linien.






KAPITEL 4

Storungstheorie

Analogy is perhaps the physicist’s most po-
werful conceptual tool for understanding new
phenomena or opening new areas of investi-
gation.

(V. L. Telegdi)

In diesem Kapitel werden wir den EinfluB stationirer Stromungen in der Konvektionszone auf
die solaren Oszillationen mit Hilfe von stérungstheoretischen Methoden untersuchen. Deshalb
empfiehlt es sich, an dieser Stelle mit einigen Uberlegungen zur Stérungstheorie zu beginnen.
Einfiihrende Literatur zur Stérungstheorie findet sich in den Standard-Lehrbiichern iiber klas-
sische Mechanik (Nolting, 1994; Goldstein, 1981) und Quantenmechanik (Gasiorowicz, 1985),
weshalb uns hier ein kurzer Uberblick fiir den groben Zusammenhang reichen soll.

Urspriinglich stammt die Stérungstheorie aus der klassischen Mechanik. Dort hatte die histo-
rische Entwicklung, Bewegungsgleichungen in Form von Differentialgleichungen zu |6sen, iiber die
ersten Formulierungen von Newton zur Lagrangeschen und Hamiltonschen Formulierung gefiihrt.

Die Hamiltonschen Gleichungen lassen sich mit Hilfe kanonischer Transformationen I6sen.
Die Idee dahinter ist, durch eine geschickte Transformation der generalisierten raumlichen Va-
riablen und des generalisierten Impulses einfach zu integrierende Hamiltonsche Gleichungen zu
erhalten. Eine Riicktransformation der Resultate liefert so die gesuchte Losung fiir die urspriing-
lichen GroBen. Dieses Verfahren ist allerdings bei den meisten realen Problemen schwer an-
zuwenden. Nebenbei kamen noch viele neue ldeen auf, um Bewegungsgleichungen zu lésen,
u.a. Wirkungs- und Winkelvariablen oder der Hamilton-Jacoby-Formalismus. Aber oftmals sind
mit allen Methoden nur einfachere Probleme |6sbar. Fiir kompliziertere Probleme suchte man
Ndherungslésungen auf der Basis des Hamiltonformalismus. Dies war der Ausgangspunkt fiir die
Entwicklung der Stérungstheorie.

Das einzige Anwendungsgebiet dieser Methoden war fiir lange Zeit die Astronomie, wo das
Zwei-Kdrper- oder Kepler-Problem mit Hilfe der Wirkungs- und Winkelvariablen (oder hier spezi-
ell mit den Delaunaysche Elementen) exakt gelst wurde. Der Vorteil ist, daB die Wirkungs- und
Winkelvariablen ein bedeutendes Hilfsmittel bei der Beriicksichtigung der schwachen Stérungs-
krifte anderer Planeten liefern. So konnte man sogar die Positionen und Bahnelemente der
Planeten berechnen. Mit dem Aufstieg der Atomphysik zu einem neuen Forschungszweig fanden
diese Methoden einen anderen Anwendungsbereich in Bohrs und Sommerfelds Quantentheorie.
Beide verwendeten zur Beschreibung des Wasserstoffatoms Methoden aus der klassischen Me-
chanik, weil die Quantenbedingungen fiir das kreisende Elektron am einfachsten mit Wirkungs-
und Winkelvariablen beschrieben werden. Eines der Ergebnisse war die exakte Bestimmung des
quantisierten Energietermschemas des vollstiandig entarteten Wasserstoffatoms.

Fiir die Beriicksichtigung von Stoérkraften wurden in der Atomphysik die Methoden der
Storungstheorie angewandt, um ndherungsweise die Korrektur der Energieterme zu bestimmen.
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In der Quantenphysik wurden die stérungstheoretischen Methoden verbessert und z.B. neue
Ideen an Variationsmethoden, Schrodingers Stérungstheorie und auch die Stérungstheorie fiir
zeitabhdngige physikalische Probleme entwickelt. Diese Methoden wollen wir nun fiir den Fall
der solaren Oszillationen verwenden.

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, kann man die solaren Oszillationen auf der Grund-
lage eines sphirisch symmetrischen Sonnenmodells bestimmen. Sie bilden einen diskreten Satz
von entarteten orthonormalen Funktionen und sind proportional zu den zugeordneten Legendre-
Polynomen.

Mathematisch gesehen ist die Bestimmung der Eigenfrequenzen eines solchen spharischen
Sonnenmodells sehr dhnlich zur Berechnung der Energieniveaus eines Wasserstoffatoms. Deshalb
kénnen alle Methoden der Stdrungstheorie aus der Quantenmechanik bei der Behandlung von
Stoérungen des Sonnenmodells zur genaueren Bestimmung der Eigenschwingungen angewandt
werden.

Wir wollen in den ndchsten Abschnitten drei dieser Ndherungsmethoden in ihrer Anwendung
auf Stérungen der solaren Oszillationen vorstellen.

4.1. Storungstheorie nicht-entarteter Zustinde

Fiir unsere Zwecke erweist sich die Schrodingersche Stérungstheorie fiir zeitunabhéngige Proble-
me als sehr niitzlich. Sie ist angepaBt an Systeme, deren Hamiltonian additiv separiert werden
kann.

H = H() + 5H1 . (41)

Die zwei Systeme, die durch H und H, beschrieben werden, sind zwar quantitativ verschieden,
aber dennoch qualitativ dhnlich. Das Eigenwertproblem des selbstadjungierten Operators Hy
kann komplett geldst werden und die Eigenzustinde |,) zu den Eigenwerten A, bilden eine
Orthonormalbasis, d. h.

Holén) = A’£LO)|€W4>7 (4.2)
<£n|§m> = Oum - (4.3)

Die Storung eH; ist relativ klein, so daB die Entwicklung der interessanten GroBen in dieser
Storung nach einer endlichen Anzahl von Summanden abgebrochen werden kann. Das Ergebnis
ist eine Ndherungsldsung des Problems. Fiir die korrigierten Eigenwerte gilt A\,, = /\,(10) + 5/\%1) +
62)\(2) +

In der ersten Ordnung in € sind die Korrekturen der Eigenwerte gleich dem Erwartungswert
der Stdrung in den ungestorten Eigenzustidnden.

AL = (€nl HalEn) - (4.4)
In der zweiten Ordnung in ¢ ist die Korrektur gegeben durch
2
A2 = 3 |{&m | H116n)|* §m|H1|§n | _ (4.5)
m#n

Allerdings gilt dieses Ergebnis nur fiir nicht-entartete Zustande. Bei mdglichen Entartungen ist
zu beachten, daB Eigenwerte identisch sind, der Nenner verschwindet und die Korrekturterme
divergieren.

4.2, Storungstheorie entarteter Zustande

Wegen der Divergenz der Korrekturterme in (4.5) ist eine Erweiterung der Theorie fiir entartete
Eigenzustinde notwendig. Im Falle von Entartungen bilden die zu einem Eigenwert gehdrenden
Eigenfunktionen eine Orthonormalbasis des Eigenraums. Um die Korrekturen der Eigenwerte
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und Eigenzustdnde in erster Ordnung zu berechnen, ersetzen wir die GroBen im urspriinglichen
Eigenwertproblem (4.2) wie folgt:

Hy — Hy+eHy,
A = A +edd (4.6)
(€)= [€n) +elElD) -
Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung nur erster Ordnungen in den Korrekturtermen
Hilgn) + Hol€l") = Mnl€l)) + A 16n) - (47)

Der allgemeine Zustand im Eigenraum n mit Dimension g, ist gegeben durch die Linearkombi-
nation aller Basiszustande

g'l‘L
|£n> = Z Ca|§na> (4.8)
a=1
mit den Entwicklungskoeffizienten ¢, . Einsetzen in die Gleichung (4.7) ergibt
> calHy = AD)[gna) + (Ho = Aa)ED) = 0. (4.9)

Multipliziert man diesen Ausdruck von links mit dem Zustand (£,3/|, verschwindet der zweite
Summand, da Hj selbstadjungiert ist und die Zustidnde entartet sind. Die Entwicklungskoeffizi-
enten ¢, ergeben sich somit aus dem homogenen Gleichungssystem

> calHE = AXPbag) =0 (4.10)
mit
H{? = (€ns|Hiléna) (4.11)

als Element einer hermiteschen Stérmatrix mit den Spalten- und Reihenindizes 8 und a. Die
Korrektur in erster Ordnung der Stdrungstheorie nicht-entarteter Zusténde (4.4) ist zu einer
Matrix “entartet”, deren Eigenwerte selbst die Eigenwertkorrekturen sind. Das charakteristische
Polynom der Stérmatrix hat den Rang g,, und somit méglicherweise g,, verschiedene Wurzeln,
d. h.

A S A mit 2 =1,2,...,9, . (4.12)
Demzufolge sind zwei Fille denkbar:

(1) Alle )\%lx) sind paarweise verschieden, d. h. alle Entartungen sind aufgehoben.

(2) Die Werte A% sind noch vollstdndig oder teilweise entartet, womit uns Entartungen
der Eigenzustdnde verbleiben.

4.2.1. Storung solarer entarteter Eigenschwingungen

Die entartete Stérungstheorie findet in der Helioseismologie bei der Untersuchung der differenti-
ellen Rotation Anwendung. Bisher hatten wir angenommen, daB es in unserem Gleichgewichts-
modell der Sonne keine Geschwindigkeitsfelder gibt. Dies ist fiir ein Objekt wie die Sonne, die
rotiert, ganz offensichtlich falsch. Im Besonderen hingt die beobachtete Oberflichenrotation
von der Breite ab, was daher die Existenz eines Geschwindigkeitsfeldes nahe legt. Zusatzlich
kdnnen andere groBskalige Geschwindigkeitsfelder, wie jene, die die Konvektion verursacht, Ein-
fluB auf die solaren Oszillationen haben. Ist dieser EinfluB bekannt, kénnen durch Beobachtung
der Oszillationen Geschwindigkeitsfelder im Sonneninnern untersucht werden.

Wir werden uns spater sowohl mit dem EinfluB der differentiellen Rotation als auch mit
dem EinfluB anderer groBskaliger Strémungsfelder beschéftigen. Dazu betrachten wir an dieser
Stelle ganz allgemein die Ableitung der Oszillationsgleichungen einschlieBlich des Einflusses eines
Geschwindigkeitsfeldes.
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Wir nehmen an, daB die Geschwindigkeit v klein genug sei, so daB wir quadratische Terme
in vg vernachldssigen kdnnen. Wieder nehmen wir an, daB das Gleichgewichtsmodell stationar
sei, d. h. alle lokalen Zeitableitungen verschwinden. Dies gelte auch fiir das Geschwindigkeitsfeld
vg. Auf Grund dessen ergibt sich aus der Kontinuititsgleichung (2.2)

V- (pg’l)o) =0. (413)

Ebenso wird aus der Bewegungsgleichung (2.5) bei Vernachlissigung der Terme mit Ordnung
vo|?
0=—=Vpo + pog, - (4.14)
Dies beinhaltet auch, daB wir die Zentrifugalkraft vernachlassigen. Fiir die Sonne ist das Verhilt-
nis zwischen der Zentrifugalkraft und der Oberflichenschwerkraft in der Ordnung von 2 x 1075,
Somit ist der Fehler, den wir in Gleichung (4.14) gemacht haben, klein.
Die Geschwindigkeit an jedem Punkt im Raum kdénnen wir schreiben als

vV =v9+ v . (4.15)

Dabei ist v; die Eulersche Stérung in der Geschwindigkeit, die von den Oszillationen herriihrt.
Der Ubersichtlichkeit wegen, haben wir die Stérungen entweder durch den Index 1 oder durch den
Index k gekennzeichnet. Dabei steht der Index & = (n,l, m) fiir das Tripel aus radialer Ordnung,
harmonischem Grad und azimutaler Ordnung. Die Verschiebung &, muB relativ zum bewegten
Medium betrachtet werden. Die Beziehung zur Lagrangeschen Stérung dv in der Geschwindigkeit
ist gegeben durch

dg,

W = (5'0 =v; + (£k - V)'UO y (416)
d/dt ist die substantielle Zeitableitung,
gy, _ 08
W = W + (’UO V)gk . (417)

Im Gegensatz zu dem Fall ohne Geschwindigkeitsfelder sind die lokale und die substantielle
Zeitableitungen der Stérung nun unterschiedlich.
Die gestérte Kontinuitdtsgleichung wird zu

dp1

0 = ot + V- (p1vo + pov1) (4.18)
= %[Pl + V- (po&r)] + V- {p1vo + pol(vo - V)&, — (& - V)vol} (4.19)

unter Verwendung von (4.16) und (4.17). Dies 4Bt sich unter Zuhilfenahme von Gl. (4.13)
reduzieren auf

0A
N +V - (Avy) =0, (4.20)
wobei
A=p1+V-(po&) - (4.21)
Schreibt man dies wieder unter Zuhilfenahme von Gl. (4.13) als
d (A
— | — ] = 4.22
mi (2) =0, (1.22)

so kdnnen wir folgern, daB A = 0. D. h. Gleichung (2.27) behilt ihre Giiltigkeit.
Um die gestdrte Bewegungsgleichung abzuleiten, benutzen wir die Gleichungen (2.4) und
(4.19) und vernachlissigen die quadratischen Terme in vg

6 98k

0
Po 6t£2 + 2/)0(’00 . V) ( at ) = —Vpl + pogl + Plgo A (423)

Diese Gleichung ersetzt die Bewegungsgleichung (2.28). Des weiteren kann man zeigen, daB
auch die Energiegleichung (2.30) weiterhin ihre Giiltigkeit behilt. Somit haben wir abgeleitet,
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daB bei der vorgegebenen Genauigkeit die einzige Verinderung in den Oszillationsgleichungen
die Hinzunahme des Terms mit der ersten Ableitung nach der Zeit von &, in Gleichung (4.23)
ist.

Da wir wieder ein zeitunabhingiges Gleichgewichtsmodell angenommen haben, kénnen wir
weiterhin die Zeitabhingigkeit gemiB exp{—iwyt} abspalten. Damit erhalten wir fiir die Bewe-
gungsgleichung den Ausdruck

—wipoby, — 2iwkpo(vo - V)&, = —Vp1 + pogy + P19y » (4.24)

bei dem wir dieselben Symbole fiir die Amplitudenfunktionen verwendet haben.
In der gefundenen Bewegungsgleichung ist v, eine kleine Stérung. Deren EinfluB kénnen wir
mit entarteter Storungstheorie behandeln. Wir schreiben die Gleichung (4.24) als

—powi€y, = Ho(&) + Hi(€y) (4.25)

wobei
Ho(&,) = —Vpi1+pog; +p190 » (4.26)
Hi(&,) = 2ipowr(vo-V)E; . (4.27)

Die Eigenfunktionen der solaren Oszillationen zum hermiteschen Operator Hy bilden ein vollstandi-
ges und orthogonales Erzeugendensystem mit der Orthogonalitatsrelation

/p()g;/gk d37‘ = Nkékk/ (4.28)
und
R
Ny = /po[érﬁ,ﬁ +1(l+ l)Ehf;L]TQ dr . (4.29)

0
Fiir adiabatische Oszillationen kann man die Eigenfunktionen &. und £ als reelle Funktionen
wihlen (Abschnitt 2.5).
Die Uberlegungen zur Storungstheorie entarteter Zustinde sind somit auf die solaren Os-
zillationen (ibertragbar. Nach erster Ordnung Stoérungstheorie folgt fiir das Matrixelement der
Stérmatrix

!
mm __ H
1,nl — lek

S pokis - (vo - V)&, d°r
Ny, '
Die Eigenwerte dieser Matrix entsprechen den Korrekturen des Quadrates der Eigenfrequenz w?.

(4.30)

4.2.2. EinfluB differentieller Rotation

Wir betrachten in diesem Abschnitt den EinfluB differentieller Rotation auf die Eigenfrequenzen
der solaren Oszillationen. In Abschnitt 4.3 werden wir sehen, daB bis auf die Diagonaleintrige alle
Matrixelemente der Stérmatrix verschwinden. Somit ist die Stérmatrix schon diagonal und die
nicht-verschwindenden Elemente sind gleich den Korrekturen des Quadrates der Eigenfrequenz.

Das Geschwindigkeitsfeld vg, das wir in Gleichung (4.30) einsetzen miissen, ist das einer
reinen Rotation mit Winkelgeschwindigkeit Q = Q(r,0), die von r und 8 abhingen kann. Alle
Punkte in der Sonne sollen um eine gemeinsame Achse rotieren, die wir als Achse eines sphari-
schen Polarkoordinatensystems wahlen. Dann gilt

Urot = 2 X 7T, (4.31)
wobei wir hier den Rotationsvektor
Q = Q(cosfe, — sinfey) (4.32)

eingefiihrt haben.
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Im n3chsten Schritt miissen wir Gleichung (4.30) auswerten. Die Anwendung des Gradienten
in Richtung der Geschwindigkeit vo auf die VektorgréBe &, die gemiB Gleichung (2.50) von ¢
mit exp{imy} abhangt, ergibt

(Vrot - V)€ = imQE + Q x € (4.33)
oder auch
(v - V)€ = imQé
oy™ cos 6 Y™ . m aym (4.34)
+Q[ &n ay er Ehsin@ B eg+(§Ts1n0Y} + &, cos b 50 e, -

Nun muB man noch von links mit £* multiplizieren und das Integral auswerten. Fiir den Zahler
finden wir

R .= /poﬁ* (v - V)EdPr = im/PoQ|§|2 &’r

wromaw e 0¥ 5 (OY*\ " OY,™ cosf

oY\ " o (O™ " 8Y™ cos 6

* - ym 2 ! ! d3

+&h¢ (6(,0) "+ 1l (&p) 00 sinf r

Die Kugelflichenfunktionen Y, treten immer zusammen mit ihren komplex Konjugierten auf,
so daB die ¢-Abhidngigkeit herausfillt und die Integration iiber ¢ trivial ist. Des weiteren ist die
Ableitung von Y;™ nach ¢ proportional zu im, so daB der gesamte Zahler im als Faktor enthdlt
und zusammen mit (2.50) geschrieben werden kann als

(4.35)

R = imnc}, Rum (4.36)
mit
m R dP™ 9
i = : (r)[2P™ 2 2 l m
Fun = [0 [ {607 P cos0? + 1600 | (G5) + saproroons
0 0
m * " 4.37
— P (cosO)[E; ()8 (r) + &) ()] (437
m dP™ cos 2 2
—2ros0) - 26 (1) 2 (1) v
Auf dhnliche Weise kénnen wir die Normierung
N = /p0|§|2d3r (4.38)
berechnen. Mit (4.29) ergibt sich
N =7c}, Noim, - (4.39)

Aus den Gleichungen (4.30), (4.36) und (4.38) erhalten wir fiir die Rotationsaufspaltung, d. h.
die Frequenzverschiebung der Oszillationen durch die Stérung der differentiellen Rotation mit
dwi = 2widwy,

St = —m Lonim (4.40)
nlm
In der Literatur ist es iiblich dieses Ergebnis auch als
R 7
St = / / Kot (r, 0)2(r, 0)r dr2d8 (4.41)
00

zu schreiben, wobei sich der Integralkern K,,;,,, aus den Gleichungen (4.37) und (4.39) ergibt.
Dieses Ergebnis zeigt, daB alle Entartungen innerhalb eines Multipletts aufgehoben wurden und
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Rotational Splitting
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Abbildung 4.1. Aufhebung der Entartung durch differentielle Rotation (solares Q(r,0)), die
aus GONG-Daten bestimmt wurde (siehe Kap.6). Dargestellt sind drei Multipletts n = 15,
l=34,n=14,1=40und n =16, I = 30.

die Frequenz einer Multiplettkomponente von der azimutalen Ordnung m abhdngt. Die Kom-
ponente mit m = 0 bleibt unbeeinfluBt. Abbildung 4.1 zeigt in einem Beispiel die Frequenzver-
schiebung in Abhdngigkeit von m innerhalb der Multipletts n = 15, ] = 34; n = 14, | = 40 und
n = 16, ] = 30. Der Unterschied in den Kriimmungen der Verteilungen riihrt daher, daB die Modi
der verschiedenen Multipletts unterschiedlich tief in die Sonne eindringen. Deshalb erfahren sie
unterschiedliche Frequenzverschiebungen durch die differentielle Rotation.

4.3. Storungstheorie quasi-entarteter Zustdnde

Neben der Entartung von Eigenzustidnden ist noch ein weiterer Fall denkbar: Die Eigenwerte des
ungestorten Systems konnen so dicht beisammen liegen, daB das Konzept der nicht-entarteten
Storungstheorie fragwiirdig wird. Bei der Entwicklung der Eigenwerte nach der Stérung gemaB

o Hil€m)|?
A 2 A0 4 e(En )+ 3 LEnl Il
Z A

. (4.42)
kénnen ab der zweiten Ordnung die Beitrdge groB gegen die vorangehenden Ordnungen wer-
den und die Reihe konvergiert nicht notwendigerweise. Die zweite Ordnung enthilt Beitrage
von allen Zustdnden. Die Hauptbeitrdge jedoch stammen von den nahe beieinander liegenden
Zustdnden. Das bedeutet, daB Beitrdge von Zustdnden mit groBen Differenzen in den Eigenwer-
ten vernachlassigbar sind.
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)\A

35

Abbildung 4.2. Zwei-Niveau-System. Die Zustinde n und m sind
quasi-entartet und tragen zur zweiten Ordnung in (4.42) bei. Die
Zustande z und y haben keinen EinfluB auf die Eigenzustdnde n und
m.

Diese Uberlegung fiihrt uns auf das Konzept des Zwei-Niveau-Systems. Dabei geht man
davon aus, daB zwei Eigenwerte nahezu identisch sind, wihrend alle anderen Eigenwerte weit
entfernt sind. Dies nennt man Quasi-Entartung (Abb. 4.2).

Im Zwei-Niveau-System besteht der allgemeine Zustand allein aus der Uberlagerung dieser
zwei Eigenzustdnde. Die anderen Eigenzustdnde tragen zur Korrektur des Eigenwertes nicht bei
— sie werden durch die St6rung nicht angekoppelt — und werden deshalb vernachlassigt. Es gilt
somit

1€) = cnlén) + cmlém) - (4.43)
Fordern wir wieder, daB diese Superposition |£) Eigenzustand des gestrten Hamiltonians H =

Hy + eH; ist, so finden wir, daB das charakteristische Polynom der Stérmatrix von zweiter
Ordnung ist und wir so zwei Korrekturen fiir die jeweiligen Eigenwerte erhalten

1
Ai:§(UQH+H%mLtVuﬂn—ﬂﬁmﬂ+4MQmP) (4.44)
mit
Wir sehen, daB ein Eigenwert in positive Richtung und der andere in negative Richtung verschoben
wird. Der Schwerpunkt der Verschiebung ist der Mittelwert aus den urspriinglichen Eigenwerten
und den Selbstkopplungstermen.

Auch die Koeffizienten kénnen bestimmt werden. Sie ergeben sich aus einem homogenen
Gleichungssystem

:|:|2 — |Hnm|2 (4 46)
" (Hpp — Ax)? + |Hpm |2’ '
womit ein Freiheitsgrad iibrig bleibt. Durch die Normierung des Zustandes |£) wird dieser elimi-
niert, beispielsweise

le

It =1—|cE. (4.47)

Ganz allgemein ist es durchaus méglich, daB mehrere Eigenwerte quasi-entartet sind und man
nicht mehr vom Zwei-Niveau-System ausgehen kann. Der Unterschied zwischen der Stérungs-
theorie entarteter Zustdnde und der Stérungstheorie quasi-entarteter Zustande liegt in der Wahl
des Eigenraums, aus dessen Basisvektoren der allgemeine Zustand in der jeweiligen Theorie dar-
gestellt wird. In der Stérungstheorie quasi-entarteter Eigenzustdnde wird der Eigenraum K von
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allen Eigenfunktionen aufgespannt, die nahezu identische Eigenwerte haben. In der St6rungs-
theorie entarteter Eigenzustdnde wird der Eigenraum nur von den Eigenzustinden aufgespannt,
die exakt entartet sind.

4.3.1. Storung solarer quasi-entarteter Eigenzustinde

Die Eigenfrequenzen des Gleichgewichtsmodells liegen sehr dicht, d. h. der Frequenzabstand
der einzelnen Oszillationen ist klein gegen die Frequenz selbst. Somit sind die solaren Eigen-
schwingungen quasi-entartet. Deshalb kann die Stérungstheorie quasi-entarteter Zusténde bei
der Untersuchung verschiedener Stérungen des Gleichgewichtsmodells Anwendung finden.

Der Eigenraum K wird von jenen Eigenfunktionen aufgespannt, die nahe beieinander liegen,
d. h. fiir deren Eigenfrequenzen gilt

|w,2c - wfef| <e (4.48)

mit € als kleinem Parameter, dessen GréBe die Genauigkeit fiir unsere Rechnungen festlegt. Die
Referenzfrequenz wyes ist im Prinzip beliebig, liegt aber in der Nadhe der Eigenfrequenzen jener
Modi, die untersucht werden sollen.

Wir werden uns in diesem Abschnitt auf den EinfluB von groBskaligen stationdren Geschwin-
digkeitsfeldern in der Konvektionszone auf die solaren Oszillationen konzentrieren. Dabei greifen
wir auf die Arbeit von Lavely & Ritzwoller (1992) zuriick, deren Uberlegungen wir hier darstellen
wollen.

Die Herleitung der Stérmatrix, deren Eigenwerte die Korrekturen der Quadrate der Eigenfre-
quenzen sind, kann analog wie bei der Anwendung der Stérungstheorie entarteter Zustinde im
Abschnitt 4.2 erfolgen. Den Stéroperator H; haben wir schon in Abschnitt 4.2.1 ganz allgemein
fiir den EinfluB von Geschwindigkeitsfeldern auf die Oszillationsgleichungen bestimmt,

Hy = 2ipowni(vo - V) . (4.49)
Galt also fiir das Gleichgewichtsmodell
Hokj, = —powiiéy, » (4.50)
so gilt nun mit den Ersetzungen
Hy = Ho+H,
Wh o Wit +w3},l,1 )
po — potpi,
& — §+& (4.51)
die Gleichung
(Ho + H) (€ + &) = —(po + p1) (Wrhet + Wi, 1) (€ +&1) - (4.52)

Fiir Stérungstheorie erster Ordnung kénnen wir die Terme mit &; vernachldssigen. Der Grund ist,
daB die Stérungen der Eigenfrequenzen in erster Ordnung stationédr gegeniiber Verdnderungen
erster Ordnung in den Eigenzustdnden sind. Dies gilt, wie im Fall der Stérungstheorie entarteter
Zustinde, auch fiir die quasi-entarteten Zustinde (Lavely & Ritzwoller, 1992). Es verbleibt dann
die Gleichung

(Ho + powieg)€ + (Hy + prwpe)€ = —powiy 1€ - (4.53)

Der allgemeine Zustand &, der die Gleichung (4.53) in erster Ordnung I5st, ist eine Linearkom-
bination der ungestorten Eigenfunktionen

£=3 ity . (4.54)

kEK
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Wir setzen diese Linearkombination (4.54) in Gleichung (4.53) ein und bilden das innere
Produkt des resultierenden Ergebnisses mit £,. AnschlieBen integrieren wir iiber das Volumen
des Gleichgewichtsmodells. Wir erhalten

Z Crlpp = Z CkWhy1 Ok (4.55)

keK kEK
mit

1 X ,
Ty = . {/gk, (=Hy — prwis)€), dPr — (Wi, — wil)Nk(Skk,} fir (k, k') € K ,
Zpr = 0 fir (k,‘,kl) K .

(4.56)

Dies stellt ein Eigenwertproblem fiir wfbl,l und ¢;, dar. Die Matrix Z mit den Komponenten Zy
nennt man Supermatrix.

4.3.1.1. Das allgemeine Matrixelement und die Supermatrix in der Stérungstheorie quasi-entarteter
Zustidnde

Gleichung (4.55) ist ein grundsitzliches Ergebnis der Stérungstheorie quasi-entarteter Zustinde.
Die Komponenten der Eigenvektoren der Supermatrix Z sind durch die Koeffizienten cj gegeben
und die Eigenwerte ergeben die Stérungen der Eigenfrequenzen wil’l. Eine Betrachtung der
Gleichung (4.56) legt nahe, das allgemeine Matrixelement wie folgt zu definieren

mm, = / € - (~Hyty — praoiey) dr (4.57)

mit H{ﬁ;ﬂ,l als die (m', m)-Komponente der allgemeinen Matrix Hy/p 1;. Somit sind die Kom-
ponenten der Supermatrix durch

VAV Nik {Hﬁﬂ'l — (wke — wzl)Nk‘sk’k} (4.58)

gegeben. Das Eigenwertproblem (4.55) schreibt sich mit Gleichung (4.58) deshalb als
7ZC = AC, (4.59)
wobei A eine Diagonalmatrix mit den Quadraten der Eigenfrequenzstdrungen ist, Ag;0x; = wf-’l,

und C ist die Matrix, die die Eigenvektoren als Spalten enthdlt. Aufgrund der Stationaritdt und
der daraus resultierenden Divergenzfreiheit des Strdmungsfeldes ist Z hermitesch (siehe Anhang
B)

Z =CACT. (4.60)
Die Quadrate der Frequenzen des gestorten Systems sind durch
w]2. = wr2ef =+ w]2.,1 (461)
gegeben. Da w3 | Klein gegen wy; ist, gilt die N&herung
wil R 2wrefOwj , (4.62)
die in ihrer Anwendung
Wj R Wref + Owj (4.63)

ergibt.

Im folgenden werden wir die Stérung der Struktur des Gleichgewichtsmodells nicht betrach-
ten und deshalb den Term mit p; vernachldssigen. Stattdessen werden wir nur den EinfluB von
Geschwindigkeitsfeldern auf die Frequenzen der solaren Eigenschwingungen untersuchen.

Das allgemeine Matrixelement Hﬂ’,’f;l, aus Gleichung (4.57) bestimmt die Kopplungsstarke
zweier Modi k = (n,l,m) und k' = (n'/,I',m'). Die Supermatrix Z aus Gleichung (4.58) setzt
sich aus einer Anordnung von allgemeinen Matrixelementen zusammen. Die Eigenwerte von Z
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stehen in einfacher Beziehung zu den Eigenfrequenzen des gestérten Sonnenmodells. Die Eigen-
vektoren von Z sind die Entwicklungskoeffizienten der Eigenfunktionen des gestorten Modells
entsprechend der Gleichung (4.54). Dabei sind die Eigenfunktionen des Gleichgewichtsmodells
die Basisfunktionen dieser Entwicklung.

Wir werden nun einen expliziten Ausdruck fiir das allgemeine Matrixelement herleiten, indem
wir die skalaren Eigenfunktionen des Gleichgewichtsmodells und die Stérung durch ein Geschwin-
digkeitsfeld in die Formel (4.57) einsetzen.

Entsprechend dem Wigner-Eckart-Theorem (Gleichung [5.4.1] in Edmonds, 1974) 13Bt sich
das allgemeine Matrixelement eines Tensorstoroperators in einer Reihe von Wigner-3j-Symbolen
entwickeln. Die Entwicklungskoeffizienten sind bis auf das Vorzeichen unabhingig von m und
m/'. Deshalb ergibt sich fiir das allgemeine Matrixelement

_ R
o0 t=s ll
r%mu' = Z Z ( —m’) /Knn,”,s cvlr?dr . (4.64)
0

Der Vektor K ,/;;rs besteht aus Integralkernen, die von den Eigenfunktionen der Modi und
den Modellparametern abhingen. Der Vektor v? enthilt Entwicklungskoeffizienten, die das Vek-
torfeld der Strdmung beschreiben. Das Integral selbst wird reduziertes Matrixelement genannt
und beschreibt eine rein radiale Integration. Im Anhang B wird das reduzierte Matrixelement
fiir groBskalige Stromungen in Form von (4.64) berechnet Wir stellen hier die Ergebnisse kurz
zusammen. Der Anteil der Corioliskraft zu Hm, v ist gegeben durch

CT%T;Z, = in/poﬁ}g, -Qx €, dr (4.65)

der Beitrag der Advektion durch das Strémungsfeld mit
,,’:Z?}lll/ = Ziwref/p()g::l - (UO - V)gk d3T . (4.66)

Kombinieren wir die Ergebnisse (B.27), (B.28), (B.30) und (B.33), so finden wir

Hmmy, =0, + Vi, = S S 2wrerm) / po(&rh + EL6 + EnE}) rPdr

+4m(— w'ylz'ys t_z: 2wref/p0 il (r) Ry () + i vg(r) Hy(r) + wﬁr(r)Ts(r))r2 i (i Tfl
s (4.67)

wobei der konstante Faktor v, durch
vs =/ (2s +1) /47 (4.68)

gegeben ist. Die Integralkerne R, (r) und Hy(r) fiir die Radial- und Horizontalteile der poloidalen
Stromungskomponenten und T(r) fiir die toroidalen Strémungskomponenten sind durch

Ry(r) = (5,65"—6—54&) 1+ 0oy (50 o)

(Eha&b %ﬁ’ﬁh) (L4 (=) A+ DI+ 1) (8 ! —ll)
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1

Hy(r) = 00+ 1) = I+ D)1+ (=)
<Jee (5 & o) -gaaarasoye (G L))
1 , e 1T (4.70)
= oGl (L+ ()" AW+ 1)s(s + 1)) (1 0 —1)
s 1

+217£L§h(1+(—1)3“+”)(l<l+1)s(s+1))1/2 (1 -1 i))
und

Ts(r) = — % (sié“h + & — 66 — %f;th[l(l F1) 4+ +1) —s(s + 1)])

x (1= (~1)"H) A+ DI + 1) (3 : _l'1>

gegeben. Die Entwicklungskoeffizienten des Geschwindigkeitsfeldes u’ (r), v(r) und wt(r) sind

in den Gleichungen (3.3) und (3.4) definiert. Die Eigenschaften der auftretenden Wigner-3j-
Symbole sind in Anhang A dargestellt.

(4.71)

4.3.1.2. Auswahlregeln

Neben der Bedingung (4.48) wird die Kopplung von Modi des Gleichgewichtsmodells durch
Auswahlregeln weiter eingeschrankt. Diese Auswahlregeln ergeben sich aus den Eigenschaften
der Wigner-3j-Symbole (s. Anhang A), bzw. der Integrale iiber drei Kugelflichenfunktionen, die
sie reprdsentieren.

Die erste Auswahlregel ergibt sich aus Gleichung (A.20). Wir finden, daB die harmonischen
Grade [, I' und s folgender Dreiecksregel geniigen miissen

'—s|<s,|s=1|<l,[l-V|<s. (4.72)

Der Bereich von [ und I, iiber den Kopplung der Modi méglich ist, hingt somit vom harmonischen
Grad s der Kugelflichenfunktion ab, die eine Komponente des Geschwindigkeitsfeldes in der
Konvektionszone représentiert.

Die zweite Auswahlregel folgt ebenfalls aus Gleichung (A.20). Sie besagt, daB Modi mit den
azimutalen Ordnungen m und m' nur koppeln, falls es eine Komponente des Geschwindigkeits-
feldes mit harmonischem Grad ¢ gibt, so daB die Beziehung

t+m—m'=0 (4.73)
erfiillt ist.

Die dritte Auswahlregel ergibt sich aus dem reduzierten Matrixelement, d. h. der radialen
Integration. Die reduzierten Matrixelemente sind proportional zu den Integralkernen Ry (r), Hy(r)
und T(r) aus den Gleichungen (4.69), (4.70) und (4.71). In den Integralkernen R, und H, tritt
der Faktor (1+ (—1)5++"") auf. Dieser Faktor ist nur dann von null verschieden, falls die Summe
s+1+1" gerade ist. D. h. zwei Modi k und &' kdnnen durch ein poloidales Geschwindigkeitsfeld mit
ungerader Summe s+1+1" nicht koppeln. Im Gegensatz dazu ist der Integralkern T proportional
zu (1 — (=1)**+). Dieser Faktor verschwindet bei gerader Summe s + [ + I'. Dies fassen wir
in der dritten Auswahlregel zusammen

R,=H, =0 falls s+1+1' ungerade ,

4.74
Ty, =0 falls s +1+1' gerade . (4.74)
Im Falle der Selbstkopplung, d. h. n’ = n und I’ = [ ergibt sich
Rs;=H; =0und
(4.75)

Ts = 0 falls s gerade .
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Abbildung 4.3. Die GroBen rp'/2¢, (links) und rp'/2¢&;, (rechts) aufgetragen in Abhingigkeit
von der Tiefe und auf den Oberflichenwert normiert. Dargestellt sind die quasi-entarteten Multi-
pletts n = 14, [ = 34, v = 3252.39 uHz (durchgezogene Linie), n = 9, | = 73, v = 3252.75 uHz
(———=)undn=10,1=61, v=3252.719puHz (—- — - — - — ).

Daraus kénnen wir folgern, daB ein stationares, divergenzfreies, poloidales Geschwindigkeitsfeld
fiir den Fall der Selbstkopplung — und damit im Fall der Stérungstheorie entarteter Zustande —
nicht zur Kopplung beitragt.

An dieser Stelle sei noch bemerkt, daB der radiale Integralkern R;(r) fiir Kopplung von
Eigenfunktionen durch oberflichennahe Strémungen nahezu verschwindet. Der Grund ist, daB
quasi-entartete Modi in der N3dhe der Sonnenoberfliche nahezu identische Eigenfunktionen &,
und &, haben (s. Abb 4.3). Deshalb ist dort (£,.0,&, —&,0,€.) =~ (£,0-&n — €rOr€,.) ~ 0. Daraus
schlieBen wir, daB die radiale Komponente einer oberflichennahen, divergenzfreien, poloidalen
Stromung die akustischen Eigenschwingungen kaum beeinfluBt. Wenn es einen EinfluB gibt, dann
wird dieser durch die Horizontalkomponente hervorgerufen.

Anders verhilt es sich fiir oberflichennahe turbulente Stréomungen z. B. im intergranularen
Raum. Diese haben starken EinfluB auf die solaren Oszillationen, denn der in unserem Gleichge-
wichtsmodell nicht beriicksichtigte Turbulenzdruck fiihrt zu verdnderten Eigenfrequenzen (Stein
& Nordlund, 1998; Baturin & Mironova, 1998).

4.3.1.3. Besetzung der Supermatrix

Wie Gleichung (4.58) zeigt, ist die Supermatrix eine Summe aus zwei Matrizen. Der eine Sum-
mand ist eine Diagonalmatrix mit Blockmatrizen, die aus Eintrdgen (w2, — w2;) bestehen. Der
andere Summand besteht aus Bldcken mit allgemeinen Matrizen H,,,,s ;;-. Wir betrachten nun die
Besetzung der Supermatrix fiir quasi-entartete Multipletts, deren Frequenzen wy, nahe bei wyet

liegen. Dabei ist wiederum k = (n,l,m). Die Supermatrix wird dann von den Modi aufgebaut,
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die den Eigenraum K aufspannen

(w,%l — wfef) 12114_1 ) 0 0 .. 0
0 (C‘ué2 - wzef)]1212+1 0 N 0
7 =
0 0 0 e (wlzﬁm - wfef):ﬂ.glm+1 476
Hk1,k1 Hkl,k2 Hkl,ks tee Hkl:km—l Hklakm ( ’ )
H;Ihkz Hyy ko Hio ks cor Higkeon Hiok.
+
t T 1 1
Hyve Hippe Higro - Hiipke Hioke

Die Lagen der allgemeinen Matrixelemente innerhalb einer allgemeinen Blockmatrix Hy, ;s sind
durch die azimutalen Ordnungen wie folgt bestimmt

- —1-U'+1 1-I'+2 -’
Hnn’ i Hnn’ AU Hnn’ i e Hnn’ AU
l+1 — l+1 —U'+1 l+1 —I'+2 e
Hnn’ AU Hnn’ i Hrm’ w T Hnn’ AU
Hyp =Hp g = . . . . . (4.77)
-1 1 —1"+1 1—1'+2 i’
Hnn’ 124 Hnn' i Hnn’ 114 e Hnn' AU

Die Matrizen Hyy, auf der Diagonalen des zweiten Summanden in Gleichung (4.76) sind quadra-
tisch und bestimmen die Selbstkopplung der Modi des Gleichgewichtsmodells. Die Reihenfolge
der Eintrdge auf der Diagonalen von Z wihlen wir 0.B.d.A. der GroBe der Oszillationsfrequenz
entsprechend, d. h. die erste Blockmatrix gehort zur kleinsten Frequenz wy, und die letzte Block-
matrix zur gréBten Frequenz wy, . Die Matrizen Hyp mit k # k' reprisentieren die Kopplung
zwischen den Multipletts. Diese Blockmatrizen sind nicht-quadratisch, da —I < m < [ und
—I'<m' <1

Die Supermatrix ist hermitesch (Z = Z', wobei { die komplex-konjugiert Transponierte
bezeichnet). Der Beweis der Hermitezitit befindet sich in Anhang B. Die Hermitezitat gilt fiir
den Fall stationdrer divergenzfreier Stromungen. Aus der Hermitezitdt von Z folgt, daB die
Eigenfrequenzen des gestdrten Sonnenmodells rein reell sind, d. h. die Oszillationen werden
durch stationdre Stromungen nicht gedampft.

4.3.1.4. Differentielle Rotation

Im Fall der ersten Ordnung Stdrungstheorie entarteter Eigenzustdnde ist nur Selbstkopplung
erlaubt. Dann ist die Supermatrix diagonal, da alle Nebendiagonaleintridge verschwinden. Dies
haben wir in Abschnitt 4.2.2 verwendet, um den EinfluB der differentiellen Rotation zu bestim-
men. Das Geschwindigkeitsfeld der differentiellen Rotation aus Gleichung (4.31) entspricht dem
ungeraden, zonalen Anteil der toroidalen Geschwindigkeitskomponente aus Gleichung (3.2)

© 0
Vot (1,0) = Z w? 6Y e, - (4.78)

5=1,3,5,..
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Entwickelt man Q(r,8) aus Gleichung (4.32) nach einem orthogonalen Basissystem P;(cos )

Q(r,0) = Z Q;(r)P;(cos ) , (4.79)

i=0,2,4,...

so kann man eine Beziehung zwischen den Koeffizienten ;(r) und wY(r) herleiten (Ritzwoller
& Lavely, 1991). Des weiteren 4Bt sich zeigen, daB das Ergebnis aus Gleichung (4.41) mit

Swni(m) = 4m(— 2732wref/ O(T)@T:jf)() 24r ( l _lm> (4.80)

0 m

dquivalent ist. Dabei bezeichnet T( K) den Integrationskern fiir den Fall der Selbstkopplung, wie
er sich aus der Definition (4.71) fur n' =n und ' =1 ergibt.

4.3.1.5. Poloidale Geschwindigkeitskomponenten

Nach den Uberlegungen zur differentiellen Rotation werden wir uns den poloidalen Geschwin-
digkeitskomponenten zuwenden. Wir betrachten nur eine Komponente der Entwicklung (3.2),
d. h. s und t sind vorgegeben. Eine solche poloidale Geschwindigkeitskomponente verursacht
Frequenzverschiebungen, falls keine Selbstkopplung vorliegt, d. h. nur im Fall & # %'. Von ei-
ner Kopplung, die zu einer Frequenzverschiebung fiihrt, sind somit immer zwei Modi betroffen,
namlich immer Paare, deren Eigenfrequenzen quasi-entartet sind (Relation (4.48)). Diese Be-
dingung schrinkt n und n’ ein. Durch die Dreiecksregel (4.72) wird bei gegebenen Graden s
und [ der Bereich fiir mdgliche ankoppelnde Partner mit harmonische Grad I’ festgelegt, d. h.
[l —s] <1I' <14 s. Somit sind auch die Multipletts, aus denen mdgliche Kopplungspartner
stammen, festgelegt. Uber die mégliche Anzahl koppelnder Paare, die aus Modi solcher zwei
Multipletts gebildet werden kénnen, entscheidet nun die dritte Auswahlregel (4.73). So gibt es
im Fall [t| = [+ " nur ein einziges Paar an Kopplern und im Fall ¢ = 0 gibt es 2min{l,1'} + 1
Paare. Das reduzierte Matrixelement ist bis auf das Vorzeichen unabhingig von m und m' und
deshalb fiir alle Paare identisch. Die tatsichliche Starke der Kopplung fiir die jeweiligen koppeln-
den Paare ist allein durch das Wigner-3j-Symbol (sll’ /tm — m') gegeben. Es ist somit natiirlich,
daB fiir festes s und ¢t ein Modus aus einem gegebenen Multiplett immer nur mit maximal einem
Partner aus einem anderen gegebenen Multiplett koppeln kann.

Die durch die Kopplung resultierenden Frequenzverschiebungen treten zusétzlich zur Rota-
tionsaufspaltung auf. Die differentielle Rotation fiihrt zu Frequenzaufspaltungen, die antisym-
metrisch zum Modus mit Ordnung m = 0 sind. Dies liegt an der Symmetrieeigenschaft des
Wigner-3j-Symbols (sll/0m — m) fiir ungerades s in Abhangigkeit von m. Im Fall der poloidalen
Felder sind die Parameter s und ¢ beliebig und im allgemeinen sind die Wigner-3j-Symbole als
Funktion von m (bei vorgegebenem s, [, I' und t) asymmetrisch. Dementsprechend sind auch
die Frequenzverschiebungen asymmetrisch. Abbildung 4.4 zeigt das Resultat einer Stérungsrech-
nung fiir die Kopplung des Multipletts n = 15,1 = 34 mit zwei Multipletts n = 14,1 = 40 und
n = 16,1 = 30. Die Geschwindigkeitskomponente hat einen harmonischen Grad von s = 8 und
eine azimutale Ordnung von ¢t = 8. Es handelt sich somit um acht sektorale Konvektionszellen.
Die Dreiecksregel (4.72) erklidrt, wieso die Paare [ = 34, [ = 40 und [ = 34,1 = 30 miteinander
koppeln kdnnen, nicht jedoch das Paar | = 40,1 = 30. Die zweite Auswahlregel erkldrt die An-
zahl der koppelnden Paare aus den Multipletts und die Lage der Frequenzverschiebung innerhalb
jedes einzelnen Multipletts. So koppeln in dem einen Fall 67 Paare (I = 34, m = —34,...,32
mit [ = 40, m = 26,...,—40) und in dem anderen Fall 57 Paare (I = 34, m = —34,...22 mit
1 =30,m = 26,...,—30). Die Stirke der Frequenzverschiebung in dem (m,v)-Diagramm ent-
spricht der Wigner-3j-Funktion, die durch Wy ; ;s (m) = (sll'/tm — (t + m)) gegeben ist. Die
Pfeile in Abb. 4.4 deuten die entsprechende Symmetrie in den Frequenzverschiebungen zwischen
den koppelnden Partnern an. Somit besteht zwar eine Symmetrie in der Frequenzverschiebung
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Frequenzverschiebungen verursacht
durch sektorale Zellen
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Abbildung 4.4. Asymmetrisch verschobene Frequenzen innerhalb des Multipletts n = 15,
I = 34 auf Grund der Kopplung mit Modi aus den Multipletts n = 14, | = 40 und n = 16,
I = 30. Ursache fiir die Kopplung ist ein poloidales Geschwindigkeitsfeld mit s = ¢t = 8. Die Pfeile
deuten die wechselseitige Kopplung an. Dargestellt sind die Ergebnisse fiir ein Parabelprofil mit
Umax = 100m/s (+ + ++) und ein Profil entsprechend der Mischungswegtheorie mit umax =
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Frequenzverschiebungen verursacht
durch meridionale Konvektionsrollen
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Abbildung 4.5. Das Multiplett n = 15, [ = 34 mit Kopplungspartnern, die durch ein poloidales
Geschwindigkeitsfeld mit s = 8, t = 0 beeinfluBt werden. Die Frequenzverschiebungen sind
symmetrisch zu m = 0. Dargestellt sind die Ergebnisse fiir ein Parabelprofil mit umax = 100m/s
(+ + ++) und ein Profil entsprechend der Mischungswegtheorie mit umax = 250m/s (------ ).

zwischen den Paaren, aber fiir ¢t # 0 sind die Frequenzverschiebungen fiir ein Multiplett allein
betrachtet asymmetrisch.

Entsprechend den Erwartungen aus der Storungstheorie quasi-entarteter Zustiande ist die
Frequenzverschiebung abhingig vom Frequenzabstand der koppelnden Modi. Wie das Beispiel
zeigt, treten im Mittel bei geringerem Frequenzabstand groBere Frequenzverschiebungen auf als
bei groBem Frequenzabstand.

Abbildung 4.5 stellt eine weitere Kopplung fiir die gleichen Multipletts, aber fiir eine andere
Komponente des Geschwindigkeitsfeldes dar. Hier ist nun s = 8 und ¢t = 0, es handelt sich somit
um rein meridionale Stromungen mit acht Konvektionsrollen von Pol zu Pol. Fiir meridionale
Stromungen sind die Frequenzverschiebungen wieder antisymmetrisch zwischen den betroffenen
Multipletts. Innerhalb eines Multipletts sind die Frequenzverschiebungen symmetrisch. Wie wir
im folgenden Unterabschnitt (4.3.1.6) erkliren werden, gilt dies fiir alle poloidalen Geschwindig-
keitskomponenten mit ¢ = 0.

Fiir die in den Abbildungen 4.4 und 4.5 prasentierten Ergebnisse haben wir das reduzierte
Matrixelement fiir ein Parabelprofil u{(r) gemiB Gleichung (3.7) berechnet. Die maximale Am-
plitude umax betrdgt 100m/s. Die resultierenden Frequenzverschiebungen sind in der GréBen-
ordnung von wenigen 100 nHz. Bei gleicher Amplitude fiihrt ein Geschwindigkeitsfeld mit einem
der Mischungswegtheorie entsprechenden Koeffizienten u!(r) zu einer schwicheren Kopplung
(Abbildungen 4.4 u. 4.5, gepunktete Linien). Der Grund ist wie oben schon erwihnt, daB die
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Kombination der Effekte
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Abbildung 4.6. Poloidale Geschwindigkeitsfelder (hier s = ¢ = 8) fiihren zu Abweichungen
(+ + ++) von der Rotationsaufspaltung (------ ). Zur Verdeutlichung der Abweichung wurde
eine Amplitude von upmayx = 200m/s fiir ein Parabelprofil gew3hlt.

maximale Amplitude ndher an der Oberfliche liegt und dort quasi-entartete Eigenfunktionen
nahezu identisch sind.

Die Frequenzverschiebungen hingen aber zusitzlich von der Amplitude des Geschwindig-
keitsfeldes ab. Der Grad s entspricht dabei der typischen Langenskala des Geschwindigkeitsfeldes
L = 27R/s. Entsprechend der Mischungswegtheorie ergibt sich somit die Wahl der Amplitude
(s. Abb. 3.3). Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes mit hohem Grad s reichen nicht so tief
in die Konvektionszone, haben aber eine hohere Amplitude.

Die Frequenzverschiebungen durch poloidale Konvektionszellen treten zusdtzlich zu der Fre-
quenzaufspaltung durch die differentielle Rotation auf. In Kombination beider kommt es innerhalb
eines Multipletts zu leichten Abweichungen von der fiir differentielle Rotation allein erwarteten
antisymmetrischen Frequenzaufspaltung (S5-Shape). Abbildung 4.6 zeigt ein Beispiel fiir eine
Geschwindigkeitskomponente mit s = ¢t = 8 und umax = 200m/s. Wire die Amplitude hdher,
kdme es zu einer viel deutlicheren Abweichung von der asymmetrischen Verteilung (Abb. 4.7).
Messungen von solaren Oszillationsfrequenzen zeigen kein solches Verhalten. Die maximalen
Abweichungen von der idealen Rotationsaufspaltung sind von der GréBenordnung |v — vyot| =
1.5 uHz.

4.3.1.6. Abschitzungen

Zum besseren Verstindnis der in den vorangegangenen Abschnitten prédsentierten Resultate der
Kopplung quasi-entarteter Zustdnde ziehen wir das Zwei-Koppler-Modell aus Abschnitt 4.3 heran.
Wir hatten in Gleichung (4.44) gesehen, wie die Eigenwertkorrekturen von der Stérung und den
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Abbildung 4.7. Durch differentielle Rotation und ein poloidales Geschwindigkeitsfeld s = 8,
t = 4, Umax = 500m/s stark beeinfluBtes Multiplett n = 15, I = 34. Gestrichelte Linie:
ungestortes Multiplett aus Abb. 4.1.

urspriinglichen Eigenwerten abhingen. Fiir den Fall der solaren Oszillationen schreibt sich (4.44)
als

1 1 I I
S = 5(‘*’?#‘*’1%1) — Whe + 5( ot + Hyl )

]. ! ’ !
ii\/(wi — Wiy + Hyy — Hyp v )? + A 1

nn,ll

(4.81)

Entsprechend der dritten Auswahlregel (4.75) konnen nur toroidale Geschwindigkeitsfelder
Selbstkopplung verursachen. Im Fall rein poloidaler Felder waren die Selbstkopplungselemente
Hy = HR T = 0. Fiir die Gleichung (4.81) ergibt sich dann

nn,ll —

1 1 !
Sy = 5(“}12; + W) — Whet 5\/(“’12; — Wi )2+ AH 2 (4.82)

Die weitere Diskussion hdngt nun von den relativen Betrdgen der zwei Terme unter der Wurzel
zueinander ab. Im ersten Grenzfall ist der Frequenzabstand groB gegen den Betrag des Matrixele-
ments, d. h. (wi — w?)? > |H,’[;f7f;l,|2. Die Entwicklung der Wurzel ergibt dann n3herungsweise
die korrigierten Eigenfrequenzen &7 ., = wie + 0w}, oder

7
| Hoaw

~2 2
Wi = Wi £
k/k K02 — w2,

(4.83)
Wir stellen fest, daB die Frequenzkorrektur, repriasentiert durch den zweiten Summanden in
(4.83), proportional zum Quadrat des allgemeinen Matrixelements ist. Somit ist die Frequenz-
korrektur quadratisch von der Amplitude der stérenden Geschwindigkeit abhdngig. Des weiteren
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Abbildung 4.8. Grenzfille im Zwei-Koppler-System. Im Falle A = w? — w}, > |H7%77f;l,|2 ist
die Frequenzverschiebung proportional zu 1/A (— - —- —). Fir A K |H77L"n’,72;l,|2 ist 6w o A2
(= — —=). Zum Vergleich ist die wahre Abhingigkeit von A gemiB Gl. (4.82) eingezeichnet
(——). Die maximale Frequenzverschiebung ist auf 1 uHz festgesetzt.

kommt es zur Verschiebung der Oszillationsfrequenzen der koppelnden p-Modi um den gleichen
Betrag. Dabei wird diejenige Oszillation mit der h6heren Frequenz weiter erhdht, die mit der nied-
rigeren Frequenz um denselben Betrag erniedrigt. Diese Frequenzverschiebung hingt umgekehrt
proportional von der Differenz der Frequenzquadrate ab. Dieses Ergebnis ist charakteristisch fiir
die Stérungstheorie quasi-entarteter Zustinde, denn aus diesem Grund haben wir nur Modi zur
Kopplung herangezogen, deren Eigenfrequenzen nahezu entartet sind.

Im anderen Grenzfall, bei dem der Frequenzabstand klein gegeniiber dem Matrixelement ist,
ergibt die Entwicklung der Wurzel

o _ 1., 2 mm/ (wi — wir)?

wk/k' - 2(wk + wk’) + <| nn',ll" + 8|H7%T,’f;l,| > . (484)
Die Frequenzverschiebung ist somit fiir |w? —wZ, | — 0 linear von der Geschwindigkeit abhingig.
Die Abhéangigkeit von der Differenz der Frequenzquadrate ist von zweiter Ordnung. Abbildung 4.8
stellt die Resultate graphisch dar.

In einer Arbeit des Autors (Roth, 1998) wurde ausfiihrlich das Gesamtverhalten der durch
die Kopplung verursachten Frequenzverschiebung mit Hilfe einer Ndherungsformel diskutiert. Der
Vorteil einer solchen approximativen Beschreibung der Kopplung ist, daB die Frequenzverschie-
bung unabhingig von den Eigenfunktionen angegeben werden kann. In Roth (1998) war die
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Abschitzung fiir den oben diskutierten Grenzfall (w? — w?)? > [H™7,,|? giiltig. Des weite-
ren wurden nur Oszillationen mit harmonischen Graden ! < 12 und Geschwindigkeitsfeldern mit
einem harmonischen Grad in gleicher GréBenordnung betrachtet.

Wir wollen an dieser Stelle die Ndherungsformel iiberdenken und ihren Anwendungsbereich
erweitern. Zur Herleitung miissen wir die Integralkerne (4.69) — (4.71) des Advektionsterms des
allgemeinen Matrixelements betrachten. Die dort auftretenden Terme enthalten verschiedene
Kombinationen der Eigenfunktionen, namlich &£, &£, und &,&),. Das Verhalten der Oszilla-
tionen ist vornehmlich radial, nur in der Nihe des Umkehrpunktes wird &5, groB. Somit stammt
der Hauptbeitrag zum Matrixelement von den Termen mit den radialen Eigenfunktionen. Diesen
gegeniiber kdnnen wir alle anderen Beitrdge vernachldssigen. Auftretende Ableitungen lassen sich
durch

o0&  nw
~ —&, 4.85
or R ¢ (4.85)

abschatzen. Wir erhalten somit folgende Abschétzung fiir die Integralkerne
o tn=n)m,, (s 1V
Rs (T) ~ 4R 5'[‘5’!‘ 0 0 0 9 (4-86)
H) ~ Spa+n -1 +nee (280 (4.87)
1 1y 120 oo (8 1 v

Ts(r) = §(l(l+ DI +1))72¢.€,. 01 -1) - (4.88)

Die Integrale fiir den poloidalen Anteil schitzen wir mit Hilfe einer weiteren Annahme ab.
Statt u!(r) und vi(r) setzen wir den Maximalwert der Geschwindigkeitsfelder ein. Zusitzlich
nehmen wir an, daB u’(r) und vi(r) den gleichen Maximalwert w,,y besitzen. Auf diese Weise
138t sich das allgemeine Matrixelement berechnen. Die radiale Integration kiirzt sich dann mit
der Normierung, womit der Ausdruck von den Eigenfunktionen unabhéngig wird. Wir erhalten

/ Umax

HT%T;II = 27Tiwref’)/s'7l'7l’ (_]‘)m R

x [(n —n)m + (L~ L")] (8 é lo ) (i 7; _17;1 ) (4.89)

mit L := (Il + 1). Setzt man diese Abschitzung in die beiden méglichen Entwicklungen (4.83)
und (4.84) der Wurzel ein, so erhdlt man u.a. die Ndherungsformel aus der Arbeit des Autors Roth
(1998), wie auch eine Erweiterung auf den anderen Grenzfall. Dadurch, daB wir im Gegensatz
zu Roth (1998) nicht von der Ahnlichkeit der Eigenfunktionen Gebrauch gemacht haben, gilt
diese Abschatzung nun fiir alle méglichen Kopplungen. Wir merken an, daB selbst der Fall der
Selbstkopplung in dieser Ndherungsformel eingeschlossen ist, denn im Falle der Selbstkopplung
n=mn' und [ =1’ verschwindet das Matrixelement.
In dhnlicher Weise erhalten wir fiir den toroidalen Anteil

mm' m’ Wmax [ S l ! S l !
Hnn’,ll’ = 47rwref75’yl’yl’(_1) (LLI)1/2 R (0 1 _1) ( ) - (490)

t m -—-m

Wir nehmen als Modell an, daB die Amplitude wmax einer toroidalen Geschwindigkeitskompo-
nente klein gegen die Amplitude upy,ax einer poloidalen Komponente ist. Dann kann der EinfluB
toroidaler Geschwindigkeitskomponenten vernachldssigt werden.

Die Abhéngigkeit des Matrixelements von der azimutalen Ordnung hat sich durch unsere
Abschitzung nicht gedndert und wird vollkommen durch die Wigner-3j-Symbole reprasentiert.
Eine symmetrische Abhangigkeit der Frequenzverschiebung im Bezug auf m = 0 ergibt sich fiir
poloidale Felder nur fiir den Fall ¢ = 0. Denn dann gilt nach der zweiten Auswahlregel (4.73)
m' = —m. Da fiir poloidale Felder entsprechend der dritten Auswahlregel die Summe s + 1 + I’
gerade sein muB, folgt zusammen mit Gleichung (A.18) (s 1 I'/Om —m) = (sl1'/0 —m m).
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Abbildung 4.9. Verhalten des Wigner-3j-Symbols (25 75 60/t m —(t + m)) in Abhingigkeit
der azimutalen Ordnung m. Aufgetragen ist das Verhalten fiir verschiedene Geometrien des
Geschwindigkeitsfeldes von sektoral ¢ = 25 bis zonal ¢ = 0.

In allen anderen Fillen mit ¢ # 0 gibt es keine Symmetrien beziiglich m = 0. Dieser Sachverhalt
ist in Abbildung 4.9 fiir das Beispiel (25 75 60/t m —(t +m)) dargestellt. Der Parameter s
hat dort den Wert 25 und der Parameter ¢ nimmt die Werte 25, 20, 15, 10, 5 und 0 an.
Dies entspricht einem Ubergang von einer sektoralen Geometrie zu einer zonalen Geometrie der
zugehdrigen Kugelflichenfunktionen.

Wir betrachten nun den Giiltigkeitsbereich und die Giite der Ndherungsformel. Eine Vor-
aussetzung ist, daB die maximale horizontale Geschwindigkeit gleich der maximalen radialen
Geschwindigkeit sei. Dies ist der Fall fiir den Bereich um s = 5 fiir das Parabelprofil. Fiir ein
radiales Geschwindigkeitsprofil mit dem Maximum ndher an der Oberfliche muB auf Grund von
Gleichung (3.5) s hoher gew3hlt werden, weil am Ort des Maximums r groBer ist. Somit hangt
die Genauigkeit der Niherungsformel vom gewahlten Tiefenprofil ab. Aber schon auf Grund der
gemessenen Geschwindigkeitsamplituden in den Supergranulen oder den Granulen, muB fiir ein
Geschwindigkeitsprofil mit Maximum nahe der Oberfliche s hoher gewdhlt werden. Daraus folgt,
daB die Ndherungsformel fiir alle physikalisch denkbaren Geschwindigkeitsprofile giiltig ist.

Des weiteren haben wir alle Beitrage mit &5, vernachlassigt. Demnach ist die Naherungsformel
fiir Oszillationen mit hohem [, deren Umkehrpunkt nahe an der Oberfliche liegt (etwa fiir [ >
100), zu ungenau.

Fiir die hier diskutierten Falle machen wir mit der Ndherungsformel im Mittel einen Fehler in
der GréBenordnung von 10%. Tabelle 1 listet einige Matrixelemente von gekoppelten Oszillationen
auf.
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erster Koppler | zweiter Koppler | numerisch/N&herung
| n | n

33|14 31| 4 1.0351395
34 |4 32|4 1.0308739
8 |8 2 |10 1.1801391
35|4 33| 4 1.0226936
38|11 3212 1.0227614
57 19 67 | 8 1.1571568
14 | 16 22 | 14 1.1727932
41 | 11 35|12 1.1209494
11 |16 5 |18 0.90580787
69 | 3 67 | 3 0.99188885
3 |28 11|25 0.98456028

Tabelle 1. Vergleich von Ergebnissen aus der numerischen Rechnung mit der Ndherungsformel
(4.89) (fiinfte Spalte). In den ersten Spalten befinden sich die harmonischen Grade und radialen
Ordnungen der Kopplungspartner. Eingetragen sind einige ausgewdhlte Beispiele.

4.3.2. Der allgemeine Zustand

Die Lésung & der gestdrten Oszillationsgleichung (4.53) haben wir in erster Ordnung Stdrungs-
theorie als Uberlagerung der ungestdrten Eigenfunktionen angesetzt (4.54). Die Koeffizienten
¢, dieser Superposition entsprechen den Komponenten der Eigenvektoren der Supermatrix Z.
Der allgemeine Zustand £ ist somit eine Uberlagerung von Schwingungen. Der Realteil dieser
Uberlagerung kann an der Sonnenoberfliche als Schwebung gemessen werden.

Dies 13Bt sich einsichtig darstellen, indem man die Kopplung zweier mathematischer Pendel
mit den entsprechenden Massen m; und ms sowie den Eigenfrequenzen w? und w? betrachtet.
Die Pendel sind durch eine Feder mit der Federkonstanten k gekoppelt. Es zeigt sich, daB dieses
akademische Beispiel ein Analogon zu zwei gekoppelten solaren Oszillationen darstellt.

Gehen wir zuerst von zwei voneinander unabhingig schwingenden Pendeln aus. Fiir die
Auslenkungen z und y aus den jeweiligen Ruhelagen gelten die Bewegungsgleichungen

mii+mwiz = 0, (4.91)
mai +mowiy = 0 (4.92)
oder auch )
Hot = —ME , (4.93)
wobei X
_ [Maiwy 0 [ 0 _ (=
mam (0 = (Y uae=(]) . o
Gleichung (4.93) hat vier Eigenldsungen
& = <(1)> exp (Liwst) und &, = <(1]> exp (Liwst) , (4.95)

den verbleibenden Freiheitsgrad in der Skalierung der Eigenvektoren haben wir auf eins gesetzt.
Sind die Pendel durch eine Feder mit der Federkonstanten k gekoppelt, deren Riickstellkraft
linear von der Differenz & — y der Auslenkungen der Pendel abhdngt, dann sind die Gleichungen
miF +mwiz+k(z—y) = 0, (4.96)

0 (4.97)

maij + mawiy — k(z — y)

oder )
[Ho + H1)§ = —M§ (4.98)
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Abbildung 4.10. Abhingigkeit der
2 Eigenfrequenzen zweier gekoppelter
Pendel von der Federkonstanten k.

mit

H, = (_’Z f) (4.99)

zu losen. Die Symmetrie von H; ist offensichtlich. Da die Federkonstante & reell ist, ist Hy
hermitesch (Hj ist trivialerweise ebenfalls hermitesch). Die Eigenwertkorrekturen sind somit
reell und die Energie des Systems ist erhalten. Prinzipiell kann &k auch zeitabhdngig sein. Auf die
Form der Gleichungen hat dies keinen EinfluB, aber moglicherweise auf die Hermitezitdt von H; .
In diesem Kapitel betrachten wir aber k£ zundchst noch als konstant.

Durch den EinfluB der Feder hat das System zwei neue Eigenfrequenzen

2 2
et k(11
Wi = 2 2 <m1 + mo
3 (4.100)
+ L e L—FL + 2k 1 (w? — wd) + (w? — wi)?
B m 5 mi s 1 2 1 2
und vier neue Eigenvektoren
~ 1 - 5(1)
& = (5(2)> exp (£i04t) , & = ( 21 > exp (£iw_t) (4.101)
1
mit
(2/1) _ k
€7 = (4.102)

m1/2(wf/2 - @3/1 +k)

Wie man sich leicht iiberlegt, erhdlt man fiir den Fall £ = 0, d. h. keine Kopplung, wieder die
urspriinglichen Eigenldsungen aus (4.95). Die Abhéngigkeit der neuen Eigenfrequenzen von der
Federkonstanten k verdeutlicht Abbildung 4.10. Die Frequenzen streben fiir £ — co gegen zwei
Asymptoten. Eine senkrechte Asymptote ist durch die Frequenz

2 2 2 2
2 . wl + w2 wl - w2 ml - m2
o0 2 2 mq + mo

(4.103)

gegeben, was dem Quadrat der Eigenfrequenz eines Systems aus zwei aneinander gehingten
Fadenpendeln entspricht (Arnold, 1984). Die andere Asymptote strebt gegen unendlich. Dies sei
an dieser Stelle aber nur der Vollstandigkeit wegen erw3hnt. Wir werden dies in unseren weiteren
Uberlegungen und vor allem fiir den Fall der solaren Oszillationen nicht weiter benétigen, da wir
dort von schwacher Kopplung ausgehen.
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Fiir den Fall identischer Pendel finden wir die Eigenfrequenzen
k

0} = wj +2—
m

(4.104)
CJ% = wg
und die Eigenvektoren
£ = (_11> exp (idnt) , &, = G) exp (fidot) , (4.105)

die eine Schwingung mit erhdhter Frequenz im Gegentakt und eine Schwingung mit ungestorter
Frequenz im Gleichtakt beschreiben.

Die allgemeine Lésung von Gleichung (4.98) ist gegeben durch

¢ = (z) =4, (‘11> exp (id1t) + By (‘11) exp (—id t)

1 1 (4.106)

+A, (1) exp (iat) + Bo (1) exp (—iwat) ,
wobei die Konstanten A, /5 und By /> durch Anfangsbedingungen festgelegt werden. Im allgemei-
nen Fall beschreibt £ eine Schwebung. Das bedeutet, daB beide Oszillatoren eine Kombination
von zwei Grundfrequenzen in ihrer Bewegung zeigen. Ursache ist die Feder, die Impuls und
Energie von einem Pendel auf das andere iibertragt.

Die Konzepte gekoppelter harmonischer Pendel kdnnen leicht auf den Fall der gekoppelten
solaren Oszillationen iibertragen werden. Es ist lediglich darauf zu achten, an welchen Stellen
allein die differentielle Rotation und an welchen Stellen zusatzlich die poloidalen Geschwindig-
keitskomponenten beriicksichtigt werden miissen.

Die Analogie zu den gekoppelten solaren Oszillationen wird deutlich, wenn wir

k k
(:)]2_ =wi + m— und (:)g = w2 + m— (4107)
1 2

in Gleichung (4.100) substituieren. Dadurch schreibt sich Gleichung (4.100) als

@f + @3 o k2
wi=" 5 2 4 [(@2 —@3)? +4m1m2 . (4.108)

Dieses Ergebnis (4.108) entspricht dem Resultat (4.81). Die Substitutionen G)f/z entsprechen

den um die Selbstkopplung korrigierten Eigenfrequenzen w} + Hm, bzw. wi + H;?;L’,’f;,l,. Die

Frequenzen &)f/z sind die Frequenzen der Pendel, wenn der jeweilige andere Oszillator in der
Ruhelage festgehalten wird. Das bedeutet, daB die Frequenzen a;f/2 als Resultat einer Selbst-
kopplung der Oszillationseigenzustinde mit der Feder aufgefaBt werden kdnnen. Der Unterschied
zum solaren Fall ist allerdings, daB dort nur die differentielle Rotation die Selbstkopplung verur-
sacht. Die poloidalen Geschwindigkeitskomponenten liefern nur bei der Kopplung verschiedener
Zustdnde zusitzliche Beitrage.

Aus der Analogie kann man folgern, daB das gekoppelte System der solaren Oszillationen
mit einer einzigen harmonischen Bewegung der Frequenz @ oder @y schwingen kann, wenn
das System mit passender Amplitude angeregt wird. Denn fiir die gekoppelten Pendel ist dies
méglich. Stehen n3mlich deren Amplituden A; und As im Verhiltnis A /A2 = k/my (03 — w?)
oder dquivalent A;/A> = m2 (03 — w?)/k, ist eine mdgliche Bewegung des Systems durch

€= (;) x (k/ [ml(a’l% - °"2)]> o it (4.109)
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Abbildung 4.11. Schwingungszustidnde zweier gekoppelter harmonischer Oszillatoren = und
y mit den Frequenzen v; = 3000 uHz, v» = 3010 uHz und einer Kopplungskonstanten k& =
10~* kg/s%.

gegeben. Eine weitere moégliche harmonische Bewegung mit Frequenz wy hat den Eigenvektor

€= (;‘") x (_k/[m(i}i B 03)]> e it (4.110)

Bewegt sich das System mit w_, dann sind die Schwingungen in Phase. Allerdings hat der erste
Oszillator eine mit dem Faktor k/[m1(@? — w?)] skalierte Amplitude. Im Fall k& — 0, bewegt
sich die Masse m; nur ganz leicht. Fiir k¥ = 0 trdgt die Masse m, allein die Energie und die
Oszillationsfrequenz ist @so.

Befindet sich das System im Zustand (4.110), sind die Oszillatoren in Gegenphase. Hier gilt,
falls k£ klein ist, daB der Oszillator mit Masse m; die meiste Energie tragt und sich my wie ein
angetriebener Oszillator verhilt.

Aber keine dieser Bewegungen entspricht dem allgemeinen Bewegungszustand. Die allgemei-
ne Bewegung ist der Realteil der Summe dieser beiden Eigenzustinde

<x> = A+ (—k/[m2(1 aﬂ)]) cos(wit +py) + A (k/ [ma (5’1% - ""3)]) cos(w_t +p_) .

Y wi — W
(4.111)
Dabei werden die Amplituden AL und die Phasen ¢ den Anfangsbedingungen angepaBt. Ab-
bildung 4.11 zeigt die Eigenschwingungen und einen Schwebungszustand fiir zwei gekoppelte
Oszillationen.
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Fiir den Fall der schwachen Kopplung ergibt sich aus der Entwicklung der Wurzel (4.108)
schon der Fall, den wir mit Gleichung (4.83) gefunden haben

2 k?
1

132
2 ~
w ~ W +

Oder w2 ~ (.:)g - <3 <9y -
mima (07 — @3)

@ = ) il (4.112)
Somit schwingt der eine Oszillator mit einer leicht erhéhten Frequenz, der andere, der mit der
niedrigeren Frequenz, schwingt mit einer um den selben Betrag verringerten Frequenz.

Sind die Oszillatoren nicht in einem der Eigenzusténde angeregt, so kommt es wahrend der
Bewegung zum Energieiibertrag von einem Oszillator auf den anderen. Regt man zum Beispiel
das System so an, daB die Masse m; zu Beginn die Auslenkung A hat, wihrend my sich in der

Ruhelage befindet, so findet man mit (4.111) fiir die weitere Bewegung

w2 _ a)Z
z = Acos|[(wy —w_)t/2] cos[(@y + @9)t/2] — Aﬁ sin[(wy — w_)t/2]sin[(@; + &2)t/2] ,
Yy = 2Am Sin[(w+ - w,)t/Z] Sin[((:)]_ + G)Q)t/Z] .

(4.113)

Man erkennt, daB fiir ¢ = 0 die Auslenkung y = 0 ist; dies dndert sich aber schnell. Je nach-
dem, wie sehr sich w; und w_ voneinander unterscheiden, braucht es mehrere Perioden bis
die Schwebung erkennbar wird. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat m; die gesamte Energie, die dann
im Laufe der Bewegung an mo (ibertragen wird, bis diese Oszillation die maximale Amplitude
24k [[my (w3 — w?)] erreicht hat. Dann flieBt die Energie wieder zum Oszillator m; zuriick. Ist
wy —w_ K wy, so kann man fiir die mittlere Energie der Oszillatoren n3herungsweise

E z%mlAz(w++w)2{l— (w%—gg)z’/ﬁllgjgmlm) sinz[(w+—w)t/2]} ,
(4.114)
e R im0 P
B R A G =) + W (mama)) [ T

ableiten. Daraus folgt, daB die Energie mit einer Periode von 47 /(w4 —w_) zwischen den beiden
Pendeln hin- und herflieBt. Die Amplitude der Energieschwankung hdngt von der Kopplungskon-
stante k£ und den Frequenzen der Oszillationen ab. Fiir den Spezialfall &1 = &2 wird jeweils der
volle Energiebetrag zwischen den Pendeln iibertragen, bevor sie wieder zuriickflieBt. Andernfalls
wird die Energie nur teilweise iibertragen. Abbildung 4.12 zeigt ein Beispiel fiir einen teilweisen
Energielibertrag.

Die hier dargestellten Uberlegungen gelten analog fiir gekoppelte harmonische Pendel und
gekoppelte solare Oszillationen. Somit gibt es durch den EinfluB stationarer groBskaliger Stromun-
gen fiir den Fall der solaren Oszillationen ebenfalls Energieiibertrag zwischen den Modi. Da die
koppelnden solaren Oszillationen nahezu identisch sind, folgt, daB in etwa die ganze Energie
zwischen gekoppelten Modi iibertragen wird. Die Zeitskala Tschwebung fiir den Energieiibertrag
ergibt sich nach der Gleichung (4.114) aus der Differenz der verschobenen Frequenzen. Dies
bedeutet im solaren Fall Tschwebung = 27/ (Wr — @k ). Wird durch eine groBskalige Stromung auf
der Sonne einer Frequenzverschiebung von etwa 1 uHz verursacht, schwankt die Energie zweier
gekoppelter Modi innerhalb von etwa zwei Wochen sehr stark. Zudem sind die Energieschwan-
kungen der Modi in Antiphase. Somit bietet der experimentelle Nachweis von Energieiibertrag
zwischen solaren Oszillationen eine Moglichkeit, groBskalige Geschwindigkeitsfelder mittels He-
lioseismologie zu untersuchen.
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Abbildung 4.12. Energieaustausch zwischen zwei gekoppelten Oszillationen mit Frequenzen
v; = 3000 zHz und v; = 3001 Hz und einer Kopplungskonstanten k = 2 - 10~ 7 kg/s>.



KAPITEL 5

Theorie zeitabhidngiger Storungen

Die Neugier steht immer an erster Stelle eines
Problems, das gel6st werden will.

(Galileo Galilei)

Die Geschwindigkeitskomponenten in der solaren Konvektionszone kdnnen entgegen unserer An-
nahmen in Kapitel 4 nicht als stationdr betrachtet werden. Vor allem die kleinskaligen Geschwin-
digkeitskomponenten auf der Sonne sind auf Zeitskalen von Minuten (z. B. Granulation) stark
variabel (Nesis et al., 2001). GroBskalige Komponenten haben eine h6here Lebensdauern (z. B.
Supergranulation mehrere Tage). Somit sind die Effekte auf die solaren Oszillationen, die durch
Geschwindigkeitskomponenten verursacht werden, ebenfalls als zeitlich variabel anzusehen. Dies
ist AnlaB fiir genauere Studien, die Inhalt dieses Kapitels sind. Als Schwerpunkte entwickeln wir
die Stérungstheorie fiir zeitabhingige Phdnomene sowie in einer Anwendung davon betrachten
wir den EinfluB zeitlich variabler divergenzfreier Stromungen in der Konvektionszone auf die so-
laren Oszillationen.

Ausgangspunkt sind abermals die ungestorten Oszillationsgleichungen, deren vollstandiger Satz
von Ldsungen &,, gegeben ist. Es gilt somit

Ho(r)€,(r,t) = —pown€,(r,1) . (5.1)

Der verwendete Index steht wiederum fiir das ganze Tripel der Quantenzahlen. Unter EinfluB
einer zeitabhangigen Stérung suchen wir Ldsungen, welche die Gleichung

[Flo -+ < Hy (r, D)0 1) = po oz €(r 1) CE)

erfiillen. Wir entwickeln erneut die allgemeine Losung & nach dem vollstindigen Satz &, (vgl.
Gl. (4.54))

E(rt) =) ea(t)€,(r)e7nt . (5.3)

Hierbei ist die mit &,, verkniipfte Zeitabhdngigkeit explizit angeschrieben und dasselbe Symbol
&, fiir den zeitunabhingigen Anteil benutzt. Im Fall Hy(r,t) = 0 wéren die Entwicklungsko-
effizienten ¢, (t) Konstanten entsprechend der anfinglichen Anregung der Oszillationen &,,. Im
Unterschied zur StSrungstheorie fiir einen stationdren Operator Hj (7) sind nun die Koeffizienten
¢, zeitabhdngig.

Die Koeffizienten ¢, (t) geniigen einem Satz von Gleichungen, den wir durch Einsetzen des
Ansatzes (5.3) in die Gleichung (5.2) erhalten

Po Z[cn — 2iwnénlE,, exp (—iwpt) =€ Z enHi(r,t)E,, exp (—iwnt) , (5.4)

wobei wir von Gleichung (5.1) Gebrauch gemacht haben. Multipliziert man skalar mit &}, (r), in-
tegriert iiber das Volumen des Sonnenmodells und verwendet die Orthogonalititsrelation (4.28),
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so ergibt sich nach Kiirzen des Faktors exp (—iw,t) der gesuchte Satz von Differentialgleichun-
gen fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, ()

Em (1) — 2 (t) = Nim 3" () Hun(t) exp (iAmnt) - (5.5)
Hierbei haben wir ’
Hop(t) = / € Hy(r 0, d°r (5.6)
und
Apn = Wy, — Wn, (5.7)

definiert. Die Definition (5.6) entspricht der zeitabhingigen Darstellung des allgemeinen Matri-
xelements aus Gleichung (4.57). Bei dem Differentialgleichungssystem (5.5) handelt es sich um
ein System zweiter Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten. Es beschreibt die zeitliche Ent-
wicklung des Systems der solaren Oszillationen unter dem EinfluB der Stérung H; (7, t) und stellt
durch die Angabe der Koeffizienten 0.B.d.A zum Zeitpunkt t = 0 (¢, (t = 0) = ¢')) ein Anfangs-
wertproblem dar. Als Stérung H; kénnen prinzipiell verschiedene physikalische zeitabhingige
Vorgdnge auf der Sonne in Frage kommen. Wir wollen uns hier auf zeitabhdngige Komponenten
des Geschwindigkeitsfeldes in der Konvektionszone beschrinken. Numerisch 13Bt sich das An-
fangswertproblem fiir jede Konfiguration des Geschwindigkeitsfeldes und dessen Zeitabhdngigkeit
beispielsweise mit einem Runge-Kutta-Verfahren 16sen. Einblick und Verstindnis in das zeitliche
Verhalten des Systems erhalt man jedoch nur mit Hilfe von analytischen Lésungen. Solche Lsun-
gen sind jedoch nicht allgemein fiir jede Zeitabhingigkeit von H; auffindbar (Walter, 1993). Des-
halb ist es zweckmaBig, unsere Konzentration auf ein einfaches Beispiel fiir die Zeitabhdngigkeit
von H; zu beschrénken. Wir werden deshalb im folgenden die Gleichungen fiir

Hy(r,t) = Hi(r)(1 — exp (i) (5.8)

betrachten. Damit haben wir es mit einem Geschwindigkeitsfeld zu tun, das harmonisch zwi-
schen null und seinem Maximalwert variiert. Das Differentialgleichungssystem (5.5) hat somit
die Gestalt

G — Qi = Ni S Hypen (1 — i) elem—ant (5.9)
m n

Wie man leicht erkennt, sind die Terme auf der rechten Seite, die nicht mit exp{iQt} verkniipft
sind, hermitesch. Denn diese beschreiben die zeitunabhingige Kopplung. Diejenigen Terme, in
denen exp{if2t} auftritt, sind nicht hermitesch.

5.1. Iteratives Losungsverfahren

Eine geschlossene analytische Lésung fiir das System (5.9) I&Bt sich nicht angeben. Nur durch
Naherungsverfahren lassen sich Lésungen bestimmen. Eine Naherung ergibt sich durch den An-
satz

em(®) = O @) +ecD(t) + 2D ) + ... . (5.10)
Setzen wir diesen Ansatz in Gleichung (5.9) ein und sortieren nach Potenzen in g, so kénnen wir
sukzessive die zeitabhédngige Stérungstheorie nullter, erster, zweiter, ... Ordnung entwickeln.

5.1.1. Nulite Ordnung

Vergleichen wir nach dem Einsetzen des Ansatzes (5.10) in Gleichung (5.9) die Koeffizienten zu
den zugehdrigen Potenzen, erhalten wir fiir die nullte Ordnung die Differentialgleichung

&9 — 2w, 9 =0 . (5.11)
Die Losung dieser Gleichung ist gegeben durch
O — 4O 4 BO it (5.12)
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mit den Integrationskonstanten Al und B9 Da fiir den Eigenvektor &£(r,t) Gleichung (5.3)
gilt, erhdlt man in nullter Ordnung

€0(r,t) =Y (ADe it 4 BOEn) £, (r) . (5.13)

m

Das bedeutet, daB die Integrationskonstanten Ag,?) und B,(,?) zu den zueinander komplex konju-
gierten Eigenschwingungen gehdren.

5.1.2. Erste Ordnung
Fiir die erste Ordnung finden wir die Gleichung

1 . .
=(1) _ 93, (1) — (0) (1 _ i\ ji(wm—wn)t
V) — 2wyl = - En Hpynel? (1—e) e , (5.14)

in die wir die Lsung (5.12) einsetzen. Integrieren kdnnen wir diese Differentialgleichung mit der
Methode der Variation der Konstanten. Wir finden die Losung

1 ei(wm —wn )t ei(Q—i—wm—wn)t
w=Llyg {A(m[ ]
Cm mn n +
Now & A ey 15
el(wm+twn)t el(Q+wm+wn)t
+ B +
len-wr o (Qtwn)? -

Die zusatzlich auftretenden Integrationskonstanten konnten wir gleich null setzen, da wir zur
eindeutigen Festlegung nur die Integrationskonstanten A%O) und Bg)) bendtigen.
5.1.3. Zweite Ordnung

Fiir die zweite Ordnung ergibt sich die Differentialgleichung

. . . 1 i i(Wm —wn
&2 — 2wl = N,, ZCS)HMTL (1 €% el . (5.16)

n

Oder nach Einsetzen des Resultats (5.15)

. . 1 . -
&2 — 2w, ) = . S Hipn(1 = e)eilom )t
m n
1 0) ei(wnfwk)t ei(Q+wn7wk)t
X< — H,y, A( ( +
{Nr? A U

i(wn+wi)t I(Qtwntwi)t
o (S g Yy
w2 —wp (4 wg)?—w?

Wieder integrieren wir mit der Methode der Variation der Konstanten und erhalten

) e

0 —wp)? — w2

1 1 ei(wm —wp)t ei(Q+wm —wp )t
= — N How—S H {A‘O’ [ -
Cm mn nk - ;

N, ; Ny, ; Pk —wi) @i —wp)  wd — (wr = Q2]wE — (wr — )]
ei(Q—f—wm —wp)t ei(ZQ-f—wmfwk)t

@2 DR — (@~ 7] WE — (wr — PR, — (o — 207

+ B(O) [ ei(wm"rwk)t _ ei(Q+wm+wk)t

Pk —wp) @i —wp)  [wh = (wk + Q)[w - (wk + Q)7

ei(Q+wm+wk)t ei(29+wm+wk)t

@R DR — (e + 7] WE — (wr + PR, — (kT 29)2]] } '

(5.18)
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Die neu auftretenden Integrationskonstanten haben wir wieder gleich null gesetzt. Dariiber hinaus
ist hier zu beachten, daB fiir & = m manche Nenner null werden kdnnen. Fiir diesen Fall treten
die Matrixelemente in der Kombination H,, H,,,, auf und sind nicht mit einer Zeitabhangigkeit
exp{iQt} verkniipft. Da aber gerade dann die Stérmatrix hermitesch ist (s. Anhang B) und
die Summe {iber alle Zustdnde erfolgt, gilt wegen der Vollstindigkeit der Eigenfunktionen &, :
> n HunHym & Hyym. D, h. diese Summanden beschreiben die Selbstkopplung, so daB wir sie
von vorne herein nicht betrachten, weil sie fiir poloidale Geschwindigkeitskomponenten identisch
verschwinden. D. h. der erste und der fiinfte Term in der Doppelsumme fallen weg.

Auf diese Weise kann man weiter verfahren. Damit die Entwicklung konvergiert, miissen wir
folgende Forderungen stellen:

|Hun| < |wi, = wil
|Hpn| < Q% (5.19)
2 < w?.
Das bedeutet, daB wir schwache Kopplung betrachten und daB das Geschwindigkeitsfeld im
Vergleich zu den Oszillationen langsam variiert.

Betrachtet man die Losungen genauer, so wird deutlich, daB man fiir die quasi-entarteten
Zustande groBe Beitrdge in den einzelnen Ordnungen erhdlt. Die Beitrdge fiir die Oszillationen
mit groBem Frequenzabstand kénnen vernachlassigt werden.

Mit dem lterationsverfahren erhdlt man die ndchsthéhere Ordnung aus der vorangehenden,
indem man sie mit (1 — exp{iQ¢}) exp{i(wm — wp)t} multipliziert und dann integriert. Dadurch
treten nach und nach die hoheren Harmonischen der Grundschwingungen mit Frequenzen (2
und w.;, — w, und Kombinationen davon auf. Deshalb variiert die Amplitude der Oszillationen
zusdtzlich mit diesen harmonischen “Obertonen”.

5.2. Das Zwei-Koppler-System

Um einen genauen Einblick in das Kopplungsverhalten der solaren Oszillationen durch zeitlich
variable Geschwindigkeitsfelder zu erhalten, benutzen wir wiederum das Zwei-Koppler-Modell.
Fiir dieses haben wir das Gleichungssystem

é(t) = 2w e (t) = Nic=2(t)H12 (1 — i) eiwr—w2)t (5.20)
1

Ex(t) — Ziwnea(t) = Nicl (£)Hay (1 — ei) eilwr—wn)t (5.21)
2

zu l6sen. Wobei wir nur den Effekt der poloidalen Geschwindigkeitskomponente betrachten.
Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, ist die differentielle Rotation nur mit einer Zeitskala in
der GroBenordnung eines Sonnenzyklus variabel, so daB wir sie fiir unsere Zwecke als konstant
ansehen kdnnen. Somit fiihrt die differentielle Rotation nur zu einer Frequenzverschiebung, aber
nicht zu Schwankungen in der Amplitude.

Mit Hilfe des Ansatzes

ca(t) = c§°’ t)+ Ecgl) t)+ EZng)(t) +...,
er(t) = () + eV (1) + 22 (1) + ...
ergeben sich nach dem oben beschriebenen iterativen Verfahren fiir die einzelnen Ordnungen

O (t) = A9 + BVt | (5.23)

(5.22)

H . i(wl—wz)t i(Q+w1 —wz)t i(w1+w2)t i(Q+w1+w2)t
My =212 {A(O) [e : ] +BY [e ° ]}

N U2 [P —w? w2 —(Q—ws)? W —w? W — (QFw)?
(5.24)
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Abbildung 5.1. Vergleich zwischen numerischer Ldsung (rote Kurven) und der Nihe-
rungsldsung. Aufgetragen sind die nullte (--------- ), erste (— — ——) und zweite (—---—--- =)
Ordnung fiir zwei koppelnde Modi v; = 3000 uHz (oben) und v, = 3001 gHz (unten), An-
fangsbedingungen: 4 =1, B{” =0, A{” = 0.3, B{”) = 0. Das Geschwindigkeitsfeld hat eine
Amplitude upmax = 100 m/s und eine Frequenz Q = 27/(30 Tage).

und
6(2) (t) _ H12H21 A(O) it N eiQt 3 eiQt
! N1 N, 2wy (w2 —w?) QN —2wp) (w3 —w?) QL —2w)[(Q —wy)? — wE
eQiQt (0) iteinlt e2iw1t
B _
T I@ W)@ - w)? - wa] o [2w1<w% —) " W] — )
ol(2+2w1)t ez’(Q+2w1)t e2i(Q+w1)t
T —e?) Q42 [(Qtwm)’ -2 T2 ]}

Q2+ w)[(Q + w1)? —w?]
(5.25)

Fiir den Koeffizienten cy(t) ist die Lésung ebenfalls durch (5.23) — (5.25) gegeben, wenn man
die Indizes 1 und 2 vertauscht. Bemerken miissen wir an dieser Stelle, daB hier Terme auftreten,
die linear mit der Zeit anwachsen. Diese Terme entsprechen im oben betrachteten allgemeinen
Fall (5.18) den Termen, die wir auf Grund der Hermitezitdt und der Vollstandigkeit des Systems
der Eigenvektoren streichen konnten. Das Zwei-Koppler-System ist nicht vollstdndig, aber es
beruht auf der Annahme, daB nur zwei Modi fiir die Beschreibung der Kopplung ausreichen. D.
h. andere Modi haben keinen EinfluB, und das Zwei-Koppler-System ist quasi-vollstindig. Somit
kénnen wir auch fiir das Zwei-Koppler-System Hi2Hy; = 0 annehmen. Daraus folgt, daB die
linear mit der Zeit anwachsenden Terme wegfallen.
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Fiir ein Beispiel wollen wir die numerischen Losungen und die Naherungsldsungen in Abbil-
dung 5.1 vergleichen. Wir betrachten zwei solare Oszillationen mit Frequenzen v; = 3000 uHz
und v = 3001 pHz, die durch ein zeitabhingiges Geschwindigkeitsfeld miteinander koppeln. Fiir
das Geschwindigkeitsfeld gilt

v(r,t) = ul(r)(1 — %) (5.26)

mit einer Tiefenabh3ngigkeit gem3B der Gleichung (3.7) mit umax = 100m/s und = 27/(30
Tage). Zum Zeitpunkt ¢ = 0 hatten die Oszillationen die normierten Amplituden ¢;(t = 0) =1
und c2(t = 0) = 0.3 und eine Phasenverschiebung von 1.17. Fiir das Geschwindigkeitsfeld gilt
v(r,t = 0) = 0. Die numerische L3sung zeigt Variationen der Koeffizienten ¢; und ¢ um diese
Werte. Die Niherungsldsungen geben schon bis zur zweiten Ordnung dieses Verhalten sehr gut
wieder.

Das Beispiel zeigt, wie stark die Schwankungen in den Amplituden der Oszillationen sein
koénnen. Dariiber hinaus sieht man, daB die Variationen eine Uberlagerung von Schwingungen
der Frequenzen wi — w2 und Q + w1 — w2 bzw. wy; + we und Q + wy + wo fiir den komplex
konjugierten Anteil der Lésung sind.

Fiir die Bestimmung der allgemeinen Lésung & muB man die Koeffizienten noch mit dem
Faktor exp{—iw;t} bzw. exp{—iwat} multiplizieren. Filtert man die L8sung nach den einzelnen
Zustanden, so erhalt z. B. der Eigenvektor £; ab der ersten Ordnung eine Beimischung seines
Kopplungspartners mit Frequenz w». Da diese Beimischung zeitlich variabel ist, wird sie durch
die Beimischung eines Zustands mit Frequenz Q2 + wy geschwacht. Dies ist durch das Vorzeichen
begriindet. Die Starke der Beimischung hingt neben dem Frequenzabstand von den Anfangs-
werten der Oszillationen und dem Matrixelement Hy» ab. Fiir Hy» gelten die Uberlegungen aus
Kapitel 4.

5.2.1. Kritische Frequenzen

Gewisse Summanden in den einzelnen Ordnungen (5.15) und (5.18) oder in (5.24) und (5.25)
werden singuldr. Im Zwei-Koppler-System ist dies in der ersten und zweiten Ordnung der Fall fiir

w1 =W,
Qo (5.27)

unter Beriicksichtigung der dritten Bedingung in (5.19). Fiir diese Fille wollen wir ebenfalls die
Lésungen entwickeln.

5.2.1.1. W1 = W2

Haben die beiden Koppler identische Frequenzen, so erhalten wir in nullter Ordnung die gleiche
Losung des Differentialgleichungssystems (5.20) und (5.21) wie in Gleichung (5.23). Die Indizes
1 und 2 kdnnen entsprechend gewahlt werden. In der ersten Ordnung finden wir

H iQt 2iwqt stn2iwst i(Q+2w1)t
(1) 5 = @ A(O) i e B(O) e _ ite e
a'= [ 2\ 20y T —200)) T2 \ @2 T 20 T 0@t 200 /]

(5.28)
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Abbildung 5.2. Die zwei Basislosungen zweier zeitabhidngig gekoppelter Oszillationen mit
Frequenz v = 3000 pHz. Oben links: gleichphasige L6sungen, oben rechts: gegenphasige Lsung,
unten: ein allgemeiner Zustand. Fiir das Geschwindigkeitsfeld gilt Q@ = 27/(30 Tage), tmax =
100 m/s.

Fiir cél) (t) miissen wir in dieser Losung (5.28) nur den Index 1 durch 2 ersetzen. Das gleiche gilt

fiir die zweite Ordnung

0(2) _H12H21 [ (0) (i t2 iteiQt eiQt eiQt

1 N1N2 8&)%‘ B w + 2QW1(Q - 2&)1) B 292011(9 - 2(,4)1) B 2Qw1(Q - 2&)1)2
i2t 02102t
20— 2w)? 402(Q — 2w)(Q — wl))
0) e2iw1t ite2iw1t t2e2iw1t itei(Q+2w1)t ei(Q+2uJ1)t eiQt
+B, e 3 7 + 2t o0
8w? 4w? 8w? 201 (4 2w1) 20w (2 + 2wy) 203w,
N ei(Q—f—Zwl)t ei(Q+2w1)t eZi(Q—i—u.u)t
A002(Q + 2w1) 2D+ 2w1)? 402(Q + 2w1)(Q + w1)

(5.29)

Wiederum fallen einige Terme weg, die nicht mit exp{iQt} verkniipft sind und fiir die deshalb
Hy5Hs, = 0 gilt. Dies sind der erste, zweite, achte, neunte und zehnte Term.

Der einzige Unterschied in den Ordnungen von ¢; und cs ist die jeweilige Abhdngigkeit
vom Anfangszustand, der durch A§°), B§0) und A, Béo) gegeben ist. Gilt Ago) = Ago) und
B§0) = Béo), so zeigen beide gekoppelten Oszillationen das gleiche Verhalten. Im allgemeinen,
haben die Koeffizienten eine Zeitabhingigkeit mit der Frequenz 2. Zusitzlich findet sich eine
lineare Zeitabhadngigkeit, die das Langzeitverhalten beschreibt.
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Es gibt zwei Eigenldsungen des Systems. Eine Basislosung ist durch die Anfangsbedingungen
A =1 B =0 und A" =1, B”) = 0 gegeben. Sie beschreibt die Lésung, bei der c; (£) in
Phase mit cy(t) ist, d. h. es gilt zu jedem Zeitpunkt ¢;(t) = ¢2(t). Die andere Basislosung erhilt
man mit den Anfangsbedingungen A§°’ =1, Bfo) =0 und Ago) = -1, Béo) = 0. Bei dieser
Lasung sind die Koeffizienten c;(t) und ca(t) zu allen Zeiten in Antiphase, d. h. ¢1(t) = —ca(t).
Jede beliebige Losung des Systems mit identischen Frequenzen l4Bt sich als Linearkombination
aus diesen Basislosungen darstellen (Abb. 5.2).

5212 Q=w; —ws

Die Loésung des Systems (5.20) und (5.21) fiir @ = w; — wo ist in nullter Ordnung wieder fiir
beide Koppler durch (5.23) gegeben. In erster Ordnung finden wir

i(w1—w2)t 2i(w1—w2)t i(w1+w2)t 1121wt 2iw1t
&) = Hip [A(O) (e e ) + BO (e ite e )]

N 72 \wl—w?  Adws(w —ws) 2\ w?—w? 2w, 4w?

i(w2—w1)t 3 i(w2+w1)t 2iw1t
(2) B Hoyy ONAS it () (€ e

t)=—— A —_— B — .
e (0 N [ ! ( 5 —wi >+ ! (W2 i 4w1(w2—w1)>]

Wy — Wi 2wo 5 — wi
(5.30)
Fiir die zweite Ordnung finden wir
A2 ) = HisHy [A(O) ( ellwi—w2)t B jtei(wr—w2)t N eilwi—wa)t
1 T NN, P\ —w?)? 2wa(w? —wd)  2wa(wi + ws)(wr — wa)?
ite?i(w17w2)t e2i(w17w2)t eQi(wlfwg)t
_Swg(wl — wa)? + 16wa (w1 — w2)?) B 16w3 (w1 — wz))
i(3w1—w2)t i(3w1—w2)t
+B ( e + °
(W3 —wi)(Bwr —we) (w1 —wa) 4wy (we —wi)(Bwy — wa) (w1 — w2)
oi(dw1—2wa)t
_8(.01((/.)2 - w1)2(4w1 — 2{4)2)):| ’
(5.31)
(2) _ HizHox [ (0) ( el(wi—w2)t gl(wi—w2)t
ey == i +
2 N1 N, (w1 — 3wa) (w1 — wa2)(W? —w?)  dws(wr — w2)?(w1 — 3w2)
3 eQi(w1 —wZ)t N (0) 4 ei(w1+wg)t 4 ei(w1+w2)t
8wa (w1 — wa)? (w1 — 2w2) 2 (W} —w3)? 2w (w1 + wa)(wW? — w3)
itei(w1+w2)t ei(wl—i-wg)t ite2iwit e2iwit
201 (W? —w2) 2w (w1 —w2)(wr +w2)?  Bwi(wr —ws) 16w (w1 — w2)
e2iw1t + ei(wz—wl)t e2iw1t
16w?(wy —wq)?  dw}(w? —w?) 16wi(w; — wa)
(5.32)

Diejenigen Terme, die wegen Hy5Hs1 = 0 wegfallen, haben wir in den Gleichungen (5.31) und
(5.32) aus Griinden der Ubersicht nicht angegeben.

Wir haben es mit einem Resonanzfall zu tun. Dies erkennt man daran, daB die Ergebnis-
se (5.30) — (5.32) Zahler wie it exp{2iw;t}, it, itexp{i(w;i — w2)t}, it exp{2i(w; — w2)t} und
it exp{i(wy + w2)t} enthalten. Fiir groBe Zeiten wachsen diese iiber alle MaBe. Die Koeffizienten
schwanken somit sehr stark mit der Resonanzfrequenz 2 = w; — ws und die Amplituden der
Schwankungen nehmen rapide zu. Fiir ein Beispiel haben wir die numerische Lésung des Reso-
nanzfalls in Abbildung 5.3 fiir den Koeffizienten ¢; (t) dargestellt. Auch der andere Koeffizient
wachst iiber alle Grenzen. Fiir zwei gekoppelte solare Oszillationen mit den Frequenzen v; und
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Abbildung 5.3. Der Koeffizient ¢;(t) im Resonanzfall fiir die Kopplung zweier Oszillationen
vy = 3000 gHz und v, = 3001 pHz. Variiert das Geschwindigkeitsfeld genau mit dem Frequenz-
unterschied /27 = v; — v, so nehmen die Schwankungen mit der Zeit zu.

vy bedeutet das, daB ihre Amplituden stark ansteigen. Dies ist nur moglich, weil die Stérung
Hy(r,t) nicht hermitesch ist und so die Energie nicht erhalten ist.

5.3. Gekoppelte Pendel

Die zeitabhingige Kopplung zweier solarer Oszillationen ist analog zur Kopplung zweier Pendel
mit einer zeitabhingigen Federkonstanten k(t). Wie man leicht erkennt, bleibt die Bewegungs-
gleichung (4.98) giiltig, wenn die Federkonstante zeitabhdngig ist. Zur Berechnung des allge-
meinen Zustandes ¢ setzen wir die Linearkombination von &, und £, aus Gleichung (4.101) mit
zeitabhingigen Koeffizienten an

¢= @ = c1(1)€y exp (i) + ea(t)E; exp (—id-1) . (5.83)

Das Einsetzen dieses Ansatzes in die Gleichung (4.98) mit zeitabhdngigem H;(t) ergibt unter
Verwendung der Orthogonalitdt der Eigenvektoren {1 und 52

. .. k(t k(t .

¢ — 2iwiér + m(—l)cl = m(—l)cQ exp {—i(w2 —w1)t} , (5.34)

Coy — 2iwycy + @02 = @cl exp {—i(w2 — w1)t} . (5.35)
mao mao

Wir finden, daB diese Gleichung bis auf die Selbstkopplungsterme k(t)c; /mq und k(t)cy/mo auf
der linken Seite von (5.33) bzw. (5.34) identisch zu dem Zwei-Koppler-System (5.20) und (5.21)
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Allgemeine Schwingungszustdnde bei
zeitabhdngiger Kopplung
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Abbildung 5.4. Die Amplituden z und y bei zeitabhidngiger Kopplung zweier Oszillationen
mit Frequenzen v; = 3000uHz und v», = 3010 uHz. Die Kopplungskonstante hat den Wert
k = 10 *kg/s®> und variiert mit Q@ = 27/(3 Tage). Zum Vergleich zeigt die rote Kurve die
zeitunabhingige Kopplung aus Abb. 4.11.

ist. Den Selbstkopplungsterm hatten wir fiir die solaren Oszillationen vernachlissigt, da dieser
keine Zeitabhingigkeit aufweist und nur zu einer Frequenzverschiebung der Modi fiihrt.

Fiir das Problem der gekoppelten Pendel mit zeitabhadngiger Federkonstanten & (t) kdnnen wir
fiir generelle Zeitabhdngigkeiten ebenfalls keine geschlossene allgemeine Ldsung finden (Walter,
1993). Auch hier miissten wir uns mit numerischen L3sungen oder einer Entwicklung gemiB
(5.22) begniigen.

Allerdings sehen wir, daB wir wieder die Uberlegungen fiir gekoppelte Pendel auf die solaren
Oszillationen iibertragen kdnnen.

Fiir die allgemeine L&sung & bedeutet dies, daB dieser Zustand wieder eine Schwebung
beschreibt. Allerdings ist diese Schwebung eine Uberlagerung von Schwingungen mit einer zeit-
lich sich dndernden Amplitude. Abbildung 5.4 zeigt das Beispiel aus Abbildung 4.11 fiir eine
zeitabhingige Kopplung mit k(t) = k(1 — exp{iQ2t}) und Q = 27/(3 Tage).

5.4. Ergebnisse

Durch die zeitabhdngige Kopplung von solaren Oszillationen kommt es zu einer Mischung der
Zustande. Bei der Betrachtung des Einflusses von zeitabhdngigen Geschwindigkeitsfeldern ist
es nicht moglich, eine feste Frequenzkorrektur zu berechnen. Hier ist es sinnvoll, den gestorten
Zustand zu bestimmen. Fiir diesen erhalten wir eine zeitabhangige Ankopplung von anderen
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Abbildung 5.5. Ergebnis einer Stérungsrechnung fiir ein zeitabhdngiges Geschwindigkeitsfeld.
Dargestellt ist das Powerspektrum (rote Kurve) eines einzelnen solaren p-Modus mit Frequenz
v1 = 3001.2 uHz bei sukzessivem Hinzufiigen der Nebenbinder (———). Die auftretenden
Maxima wurden bis zur Ordnung €2 bestimmt. (Frequenz des Partners v = 3007.7 uHz, Ge-
schwindigkeitsfeld: umax = 100m/s, /27 = 3.6- 1075 1/s). Erste Abb.: ungestdrter p-Modus.
Zweite Abb.: p-Modus mit Nebenpeaks bei v + Q/27. Dritte Abb.: Zusitzlicher Nebenpeak bei
v1 + A1z mit Ajs = (11 — v2). Vierte Abb.: Zusitzliche Nebenpeaks bei v; + Az £+ /27
Fiinfte Abb.: Nebenpeaks bei v; &+ 2Q2/27. Sechste Abb.: Nebenpeaks bei v; + Ay, + 20 /27
Die Nebenbinder aus den vorangehenden Abbildungen sind ebenfalls eingetragen (— — - — —- ).

Zustdnden zur betrachteten ungestdrten Eigenschwingung. Die Ankopplung ist abhédngig von der
Variation des Geschwindigkeitsfeldes {2 und dem Matrixelement H,,,,, der Kopplung.

Da aber eine Oszillation kein reiner Zustand mehr ist, wird man bei der Beobachtung der so-
laren Oszillationen wegen der beschrdnkten zeitlichen Aufldsung nicht mehr in der Lage sein, die
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Abbildung 5.6. Spektrale Leistungsdichte zweier Modi v; = 3001.2 ugHz und v; = 3007.7 uHz
bei zeitabhangiger Kopplung durch ein Geschwindigkeitsfeld mit Q = 27/(20 Tage) und umax =
100 m/s und Anfangsbedingungen Ago) = Ago) =1 und B§0) = Bgo) = 0. Die spektralen
Leistungsdichten der beiden Modi sind spiegelbildlich zur Frequenz (v4 + v2)/2.
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Abbildung 5.7. Vergleich von der Stérungsrechnung bis zur zweiten Ordnung fiir den p-Modus
aus Abb. 5.5 (obere Kurve) und einem Powerspektrum des gleichen p-Modus aus MDI-Daten
(untere Kurve). Der Schwerpunkt der numerisch bestimmten Kurve ist ebenfalls eingetragen
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reinen Zustdnde zu messen. Dariiber hinaus sind die Oszillationen geddampft und die Peaks in der
spektralen Leistungsdichte (oder Power) erscheinen von Natur aus schon verbreitert. Deshalb er-
folgt die Frequenzbestimmung aus Beobachtungsdaten iiber die Anpassung von Lorentz-Profilen
an die Peaks in der spektralen Leistungsdichte.

Auf Grund unserer Ergebnisse kdnnen wir folgern, daB sich die spektrale Leistungsdichte ei-
nes Zustands mit der Frequenz v auf die beigemischten Schwingungen verteilt. Das bedeutet, daB
sich je nach Stédrke der Kopplung und entsprechend den Anfangsbedingungen sich Seitenbander
finden. Aus den Ergebnissen des iterativen Losungsverfahrens kénnen wir schlieBen, daB diese Sei-
tenbdnder bei v £ Q /27, v+ (Vv —vp), v+ (v —vp) £ Q/21, v £ 2Q/27, v+ (v — vy) £ 2Q/ 2,
usw. auftreten. Abbildung 5.5 zeigt, wie sich die spektrale Leistungsdichte entsprechend der
Entwicklung (5.22) auf die Seitenbander verteilt. Dabei haben wir angenommen, daB durch die
natiirliche Dampfung der Oszillationen die Peaks durch Lorentzprofile dargestellt werden kénnen.
Die Entwicklung brechen wir nach der zweiten Ordnung ab. Der Fehler, den wir dadurch machen,
ist von der GréBenordnung £2. Fiir eine Geschwindigkeitskomponente mit einem parabelfdrmi-
gen Tiefenprofil u!(r) gemiB Gl. (3.7) und umax = 100m/s sind die ersten Nebenpeaks etwa
einen Faktor 100 kleiner als das Hauptmaximum. Durch die asymmetrische Beimischung der
Kopplungspartner verschiebt sich der Schwerpunkt eines Peaks. Im Vergleich zu einem Modus
des Gleichgewichtsmodells fiihrt dies effektiv zu einer Frequenzverschiebung. D. h. die Uber-
legungen zur Frequenzverschiebung, die wir fiir ein stationdres Geschwindigkeitsfeld gemacht
haben, miissen wir nun erweitern. Zeitabhdngige Geschwindigkeitsfelder fiilhren zu erniedrigten,
asymmetrischen, verbreiterten und dadurch effektiv verschobenen Peaks in der spektralen Lei-
stungsdichte. Die Frequenzverschiebung ist dquivalent zu einem mittleren Effekt der Strémung.
Die Verschiebung einer Frequenz um einen Betrag und die Verschiebung der Frequenz des Kopp-
lungspartners um denselben Betrag mit anderem Vorzeichen findet sich auch hier. Denn koppeln
zwei Modi mit Frequenzen v, und v, so hat der eine Modus Nebenmaxima bei vy + (v —v2) £NQQ,
der andere bei vo + (v2 — v1) £ NQ (s. Abb. 5.6). Dadurch wird bei einem Modus der Schwer-
punkt in die eine Richtung, der Schwerpunkt des anderen Modus wird um denselben Betrag in
die andere Richtung verschoben.

Fiir die Beobachtung konnen wir folgern, daB ein Peak in der spektralen Leistungsdichte
aus einem Hauptmaximum mit hoher spektraler Leistungsdichte und vielen Seitenbindern mit
geringerer Leistungsdichte besteht. Abbildung 5.7 vergleicht das Resultat aus Abbildung 5.5 mit
der aus MDI-Daten bestimmten spektralen Leistungsdichte des Modus. Interpretieren kann man
die Vielzahl der Nebenpeaks als Uberlagerung der Effekte aller moglichen Kopplungen durch die
vorhandenen Stromungskomponenten in der Konvektionszone. Mit Hilfe unserer Uberlegungen
ist es somit moglich geworden, die beobachtete Form der spektralen Leistungsdichte zu erklaren.






Zusammenfassung des Theorieteils

Sie kommen mir vor wie der Meister Knecht,
...denn, wenn ich sphirische Harmonische
hére, muB ich immer an das Glasperlenspiel
denken.

(M. Stix, 14. Mai 2002)

An dieser Stelle wollen wir die Uberlegungen des theoretischen Teils dieser Arbeit zusam-
menfassen. Das Ziel war es, den EinfluB von stationdren und zeitabhdngigen groBskaligen Ge-
schwindigkeitsfeldern in der Konvektionszone auf die solaren Oszillationen zu bestimmen.

Begonnen haben wir mit einem einfachen Modell der Sonne, das durch die Sternaufbauglei-
chungen (2.20), (2.21), (2.23) und (2.24) beschrieben wurde (Abschnitt 2.2). Dazu haben wir
angenommen, daB sich die Sonne im hydrostatischen Gleichgewicht befindet, d. h. die Eigengravi-
tation, die versucht, die solare Gaskugel zu kontrahieren, und der Druck, der versucht, das solare
Gas zu expandieren, sind in Balance. Das Sonnenmodell ist eindimensional, d. h. alle GréBen
kénnen durch eine einzige Variable beschrieben werden. In unserem Fall ist dies der Abstand r
zum Sonnenzentrum. Das Modell beriicksichtigt weder die Rotation, das Magnetfeld, noch die
zeitliche Entwicklung der Sonne. Ebensowenig gibt es in diesem spharisch symmetrischen Modell
ein dreidimensionales Geschwindigkeitsfeld.

Da das hydrostatische Gleichgewicht des Sonnenmodells ein stabiles Gleichgewicht ist, resul-
tieren kleine Auslenkungen in Oszillationen um die Gleichgewichtslage. Die Riickstellkraft ist fiir
den Schwingungstyp der p-Modi der Druckgradient (Abschnitt 2.5.2). Auf Grund der Randbedin-
gungen ist das Spektrum der p-Modi diskret (s. Abb. 2.3). Eine akustische Eigenschwingung des
Sonnenmodells ist definiert als ein charakteristisches Auslenkungsmuster, das mit einer festen
Frequenz schwingt (s. Gleichung (2.58) und Abb. 2.1). Diese Eigenschwingungen hingen vom
inneren Aufbau des Klangkdrpers Sonne ab.

Die zugehdrigen Auslenkungsmuster haben Knotenfldchen in drei Dimensionen, wodurch die
Oszillationen durch drei Quantenzahlen identifiziert werden kdnnen. Diese sind der harmonische
Grad | (Gesamtzahl der Knotenlinien auf einer Kugeloberfliche), die azimutale Ordnung m
(Anzahl der Knotenlinien durch die Pole des Koordinatensystems) und die radiale Ordnung n
(Zahl der Knotenflachen mit der Tiefe).

Da das Sonnenmodell sphérisch symmetrisch ist, ist die Lage der Polachse beliebig. Da-
durch kommt es zu Entartungen von Eigenschwingungen, d. h. zu jeder Frequenz wy,  gibt es
eine Basis aus 2/ + 1 gleichberechtigten Auslenkungsmustern, die mit m = —I[,...,l numeriert
werden kdnnen. Das bedeutet, daB zu jedem Punkt in dem (I, v)-Diagramm aus Abb. 2.3 2/ +1
Eigenschwingungen gehdren.

Durch die differentielle Rotation der Sonne werden alle Entartungen vollstdndig aufgehoben.
Jede entartete Eigenfrequenz wird in ein Multiplett aus 2/ + 1 Komponenten aufgespalten. Die
Korrekturterme sind abhangig von der azimutalen Ordnung m und antisymmetrisch zum Zustand
mit m = 0. Der Schwerpunkt des Multipletts bleibt erhalten und liegt bei der ungestérten
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Frequenz. Beschreiben kann man dies mit Stérungstheorie entarteter Eigenzustinde. Da die
solare Rotation sehr langsam und im Vergleich zur Umlaufzeit einer Schallwelle um die Sonne
nicht verdnderlich ist, reicht eine stationdre Betrachtung (Abschnitt 4.2.2).

Allgemein fiihren Geschwindigkeitsfelder in der Sonne zu einem zusitzlichen Advektions-
term in den Bewegungsgleichungen der solaren Eigenschwingungen. Dessen EinfluB auf die so-
laren Oszillationen kann mittels Stérungstheorie behandelt werden, sofern die Amplituden der
Geschwindigkeitsfelder klein sind. GroBskalige stationére poloidale Komponenten der Konvektion
liefern keinen Beitrag zur Selbstkopplung (s. Gl. (4.75)). Beriicksichtigt man aber die Quasi-
Entartung der p-Modi, so sind die Resultate der Stérungstheorie eine Kopplung von Zusténden
und eine zusitzliche Korrektur der Eigenfrequenzen. Da die Kopplung wechselseitig erfolgt (s.
Abb. 4.4), werden die Frequenzen zweier koppelnder Oszillationen um den gleichen Betrag ver-
schoben (s. Gl. 4.81). Allerdings wird die niedrigere Oszillationsfrequenz weiter erniedrigt, die
hohere Frequenz weiter erhoht. Betrachtet man die Frequenzverschiebungen innerhalb eines Mul-
tipletts allein, dann sind diese im Fall meridionaler Strémungen symmetrisch zum Modus mit
m = 0, in allen anderen Féllen asymmetrisch (s. Abb. 4.9). Frequenzverschiebungen in der
GréBenordnung von 100 nHz (bei einer Geschwindigkeitsamplitude von 100 m/s) fithren somit zu
einer Abweichung von der asymmetrischen Rotationsaufspaltung und zu einer Verschiebung des
Schwerpunktes eines Multipletts.

In den gekoppelten mathematischen Pendeln finden wir ein Analogon zu den gekoppelten
solaren Oszillationen (Abschnitt 4.3.2). Damit kdnnen wir den Energieiibertrag zwischen den
Modi erkldren (s. Gl. (4.114)). Wir finden, daB im solaren Fall die Energie eines Modus innerhalb
einiger Tage sehr stark schwankt. Die Energieschwankung des Kopplungspartners erfolgt auf der
gleichen Zeitskala, allerdings ist sie in Antiphase (s. Abb. 4.12).

Geschwindigkeitsfelder in der Konvektionszone sind zeitabhangig. Die Kopplung der Oszil-
lationen ist deshalb ebenfalls zeitabhdngig. Fiir die Oszillationsfrequenzen bedeutet dies, daB sie
ebenfalls variieren. Mittels Stérungstheorie fiir zeitabhingige Probleme (s. Kapitel 5) 148t sich
die zeitliche Abhangigkeit der Frequenz durch eine zusitzliche Zeitabhingigkeit der Amplitude
darstellen (s. Gl.en (5.3) u. (5.5)). Wir finden folgendes: Variiert das Geschwindigkeitsfeld har-
monisch mit der Zeit, so variiert die Amplitude einer Oszillation mit dieser Frequenz und deren
Oberténen. Hinzu kommt die Beimischung anderer Modi, die ebenfalls mit der Frequenz des Ge-
schwindigkeitsfeldes und deren Obertdnen variiert (Abschnitt 5.2). Berechnet man die spektrale
Leistungsdichte, so kommt es neben dem Hauptmaximum, das bei der ungestorten Oszillations-
frequenz wy, liegt, zu weiteren Maxima bei den Frequenzen wy £ nQ, wi + m Aw £ nQ mit
AQ = wp, —wy und n,m € N. Die Hohe der Nebenpeaks ist eine Funktion der Frequenzen, der
Eigenfunktionen und der Amplitude des Geschwindigkeitsfeldes. Insgesamt entsteht auf diese Art
aus einem einzelnen Maximum in der spektralen Leistungsdichte eine fiir die Kopplung charak-
teristische Anordnung von Maxima, die neben der natiirlichen Linienbreite zu einer zusitzlichen
Verbreiterung fiihren kann (s. Abb. 5.5). Zudem wird durch die asymmetrische Verteilung von
Nebenpeaks, wie sie aus der Ankopplung anderer Modi entsteht, der Schwerpunkt einer einzelnen
Linie verschoben. Betrachtet man die Kopplung von nur zwei Oszillationen, so haben die Partner
spiegelbildliche Leistungsspektren vorausgesetzt, die Modi waren zu Beginn der Kopplung gleich
stark angeregt (s. Abb. 5.6).

Hatte man bei der Kopplung durch stationdre Stromungen eine Verschiebung der Frequenz
und demzufolge die Verschiebung des Maximums im Leistungsspektrum, so hat man nun im Fall
nicht-stationarer Stromungen eine Verschiebung des Schwerpunktes der Linie. Dies komplettiert
das Bild des Einflusses von groBskaligen Stromungen auf die solaren Oszillationen. Denn mit
diesen Ergebnissen sind wir in der Lage, die beobachtete Position, Form und Struktur der Maxima
in der spektralen Leistungsdichte solarer Oszillationen zu erkldren.
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KAPITEL 6

Praktische Anwendungen

In the next ten years helioseismology will make
progress in testing and probing the solar con-
vection zone. Then we will see whether there

is more than only noise.
(Juri Toomre, GONG’'99
Workshop-Conclusion)

Globale Helioseismologie beschiftigt sich damit, durch Inversionsrechnungen aus Frequenzdaten
Riickschliisse iiber das Sonneninnere zu gewinnen. Inversion bedeutet in diesem Zusammenhang,
die Bestimmung einer Funktion, die im Integranden eines bestimmten Integrals auftaucht. Auf
der Grundlage der Uberlegungen in den Kapiteln 4 und 5 wollen wir in diesem Teil der Ar-
beit untersuchen, ob aus verfiigbaren Oszillationsdaten Geschwindigkeitsfelder bestimmt werden
kdnnen.

6.1. Differentielle Rotation

Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, lassen sich die Oszillationsfrequenzen eines Multipletts durch
die Zentralfrequenz w,,; und weniger als 2] + 1 Koeffizienten as parametrisieren
Smax
dwni(m) = wpi(m) — wp = Z as(n, 1) PY (m) . (6.1)
s=1
Die Basisfunktionen P (m) sind orthogonale Polynome. Neuerdings werden bei den meisten
verdffentlichten Inversionsergebnissen Clebsch-Gordon-Koeffizienten C'7t  als orthogonales Ba-
sissystem benutzt (Ritzwoller & Lavely, 1991)

s [28+1 4
P (m) = (-1) \/ mciozm . (6.2)

Die Wigner-3j-Symbole, die sich wegen Gleichung (4.80) und der Orthogonalititsrelation (A.22)
aus Anhang A fiir unseren Fall anbieten, stehen mit den Clebsch-Gordon-Koeffizienten in Bezie-

hung
ho bl —w l3ms
(m1 ms m3> = @y + )2 Cimitams - (6:3)

Bei der Inversion nach der Rotation, gegeben durch die Funktionen w?(r) in Gleichung (4.80),
verwendet man nur die ungeraden Koeffizienten der Entwicklung (6.1), was sich aus den Sym-
metrieeigenschaften der Wigner-3j-Symbole erklirt. Zusammen mit Gleichung (4.80) sind die
Koeffizienten a; — so wie auch die Frequenzverschiebungen dwp;(m) — gewichtete Mittel der
Rotationsrate

R
as(n,l) = /Knls(r)wg(r) r2dr . (6.4)
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Den Integrationskern K,;s(r) haben wir gemaB Gleichung (4.80) definiert. Dies stellt ein eindi-
mensionales Inversionsproblem nach den tiefenabhingigen Entwicklungskoeffizienten w?(r) dar.

Aus den gemessenen Frequenzen eines Multipletts lassen sich die Entwicklungskoeffizienten
as gemiB Gleichung (6.1) bestimmen. Man erhilt aus allen Multipletts einen aus M Schitzwerten
a; bestehenden Datensatz fiir die Entwicklungskoeffizienten a,

3

R
3, :/Kis(r)wg(r)rzdr+ei, i=1,...M. (6.5)
0

Den Fehler in den Daten haben wir mit €; bezeichnet. Das Ziel der Inversion ist, eine Abschitzung
@0 (ro) fiir die wahren Entwicklungskoeffizienten der Rotationsgeschwindigkeit als Funktion vom
Ort rq in der Sonne zu erhalten. Dies ist natiirlich nur fiir Bereiche in der Sonne mdglich, fiir
die die Oszillationen Daten liefern. Die Inversion wird durch lineare Operationen auf die Daten
ausgefiihrt. Deshalb ist @? linear von den Daten abhingig. Das ist gleichbedeutend damit, daB
fiir jeden Punkt ro und fiir jedes s ein Satz von Inversionskoeffizienten c; s(ro) existiert, so daB

M
wy(ro) = Zci,s(ro)ai . (6.6)
i=1
Es folgt aus Gleichung (6.5)
B oM
@re) = / 3 10 (r0) Ko (P (r) r2dr (6.7)
5 =1
R
= /Ks(ro;r)wg(r) rdr . (6.8)
0

Der an einem Punkt ¢ gegebene wichtende Integralkern K

Ka(ro;r) = cis(ro)Kis(r) (6.9)

beschreibt die Gewichtung der wahren Rotationsrate, was den Schatzwert der Inversionslsung
fiir diesen Punkt ergibt. Ein ganzer Satz von wichtenden Integralkernen fiir 0 < ry < R deckt das
ganze Sonnenmodell vollstindig ab und beschreibt die Rotationsrate durch die Schitzer w?(r).
Die Breite von Ks(ro;r) wird definiert iiber den Abstand der Quartile und ist ein quantitatives
MaB fiir die raumlich Auflésung der Inversion. Daher werden diese Kerne so gewahlt, daB sie sehr
stark um den Punkt r = r¢ lokalisiert sind.

Mehrere Inversionstechniken wurden inzwischen entwickelt. Diese gruppieren sich in zwei
groBe Familien. Die eine ist bekannt als Regularized Least Squares oder RLS-Methode (Tikhonov
& Arsenin, 1977; Craig & Brown, 1986), die andere als Optimally Localized Average oder OLA-
Methode (Backus & Gilbert, 1968). Im folgenden wenden wir zur Inversion der Gleichung (6.4)
ein RLS-Verfahren an, welches in Schou et al. (1998) beschrieben wird.

Abbildung 6.1 zeigt ein Beispiel der differentiellen Rotation als Ergebnis einer Inversion
von GONG-Daten. Fiir verschiedene Breiten ist das Verhalten der differentiellen Rotation mit
der Tiefe aufgetragen. Vom Aquator zum Pol setzt sich die differentielle Rotation durch die
ganze Konvektionszone nahezu konstant fort. Zwischen 0.6 und 0.75 Sonnenradien kommt es
zum Ubergang zu einer starren Rotation. Dieser Ubergangsbereich wird auch als Tachocline
bezeichnet.
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Abbildung 6.1. Differentielle Rotation als Ergebnis einer Inversion von GONG-Daten. Links:
Rotationsrate als Funktion des Radius fiir die Breiten 0°, 15°, 30°, 45°, 60° und 75°. Rechts:
zweidimensionaler Konturplot fiir die Rotationsrate (r,8) (schnelle Rotation rot, langsame
Rotation blau).

6.2. Poloidale Strémungsfelder

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Nachweisbarkeit poloidaler Strdmungsfelder befassen.
Die theoretischen Vorarbeiten dafiir wurden schon in Abschnitt 4.3 geleistet. Wir haben anhand
Gleichung (4.82) gesehen, daB groBskalige Strémungen zu zusitzlichen Frequenzverschiebungen
der solaren p-Modi fiihren. Im Vergleich zur Rotationsaufspaltung (4.41) ist dies nur ein kleiner
zusatzlicher Effekt. Dennoch kann dies einen EinfluB auf die Inversionsergebnisse haben.

Die rdumliche Auflésung der Inversionsmethoden ist u.a. vom MeBfehler in den Daten
abhingig. Bezeichnet o(a;) den Standardfehler in den Daten a;, dann ist der Standardfehler
in der Inversion durch

1/2
o(wg(ro)) = (Z Cz‘(To)z) o(a;) (6.10)

%

gegeben. In den letzten Jahren hat sich die MeBgenauigkeit der Oszillationsfrequenzen erhdht.
Das GONG-Projekt gibt fiir die Unsicherheit in der Bestimmung der Zentralfrequenzen der Multi-
pletts nur wenige Zehntel pHz oder weniger an (Schou et al., 2002). Der Fehler in der Rotations-
rate wird in den neuesten Inversionsergebnissen mit 1 nHz angegeben (vgl. Abb. 1.3). Man hat
somit eine Frequenzauflosung erreicht, bei der es unabdingbar wird, auch iiber andere Einfliisse
Bescheid zu wissen. Deshalb untersuchen wir, wie zusitzliche Frequenzverschiebungen, die durch
poloidale Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes verursacht werden, die Entwicklungskoeffizi-
enten @; und die Inversionsergebnisse verandern. Wir fiihren dazu ein numerisches Experiment
aus. Dabei verwenden wir die zeitunabhdngige Stérungstheorie quasi-entarteter Zustande, um da-
mit die Frequenzen der p-Modi, die durch differentielle Rotation und groBskalige Stromungsfelder
beeinfluBt werden, zu berechnen. Die auf diese Weise simulierten Datensédtze werden analysiert
und nach der differentiellen Rotation invertiert.
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6.3. Numerisches Experiment
6.3.1. Simulierte Oszillationsdaten

Die Daten werden wie folgt erzeugt: Die ungestdrten Frequenzen werden als Eigenfrequenzen
eines Standardsonnenmodells berechnet. Wir verwenden das Sonnenmodell Model S von Chri-
stensen-Dalsgaard (1996), um die entarteten Eigenschwingungen zu bestimmen. Im AnschluB
beriicksichtigen wir mit Hilfe der Stérungsrechnung den EinfluB der differentiellen Rotation auf
die Oszillationsfrequenzen. Als Eingabemodell fiir die differentielle Rotation verwenden wir ein
Inversionsergebnis, das wir aus Daten des GONG Projekts gewinnen (Abb. 6.1). Die Daten
umfassen den Zeitraum Méarz 1996 — Januar 1998 (GONG Monate 10 — 27); die resultierende
invertierte differentielle Rotation ist somit ein Mittelwert iiber diesen Zeitraum.

Durch die differentielle Rotation kommt es zur Aufspaltung der entarteten Oszillationen
in Frequenzmultipletts, d. h. die Frequenz wird nach Gleichung (4.41) zu einer Funktion der
azimutalen Ordnung m.

Im nichsten Schritt fiigen wir eine Komponente P’ (r) des poloidalen Geschwindigkeitsfeldes
hinzu. Wir benutzen die Stérungstheorie quasi-entarteter Zustinde, wie wir sie in Kapitel 4
beschrieben haben, um diesen zusatzlichen EinfluB auf die Frequenzen der solaren Oszillationen
zu berechnen. Das Modell fiir die FluBkomponente P*(r) haben wir in Gleichung (3.3) definiert.
Ebenso die radiale Abhingigkeit des Entwicklungskoeffizienten uf(r), dessen Verhalten wir nach
Gleichung (3.7) durch den Parameter u, 5 Steuern.

6.3.2. Ergebnisse

Als Beispiele fiir den EinfluB von poloidalen Komponenten auf die Inversionsergebnisse wollen
wir die Geometrien s = 8, t = 8 (sektorale Zellen oder Bananenzellen) und s = 8, ¢t = 0
(zonale Zellen oder meridionale Konvektionsrollen) mit den zugehdrigen Amplituden umax =
1,...,100 diskutieren. Berechnungen fiir Komponenten mit Geometrien s = 6, t = 0,...,6;
s=81t=0,...,8 s =10, t = 0,...,10 und Amplituden upax = 1,...,500m/s zeigen
dhnliche Ergebnisse.

Abbildung 6.2 zeigt die Ergebnisse der Inversionen nach der differentiellen Rotation fiir
die angesprochenen zusitzlichen Stromungskomponenten. Die Geschwindigkeitsamplitude wmax
steigt von der oberen zur unteren Reihe von 1 m/s auf 100m/s. Wir merken an, daB die maximale
Geschwindigkeit der poloidalen Strémung in radialer Richtung nicht identisch mit dem Parame-
ter Umax ist. Der Grund ist, daB die maximalen Amplituden der Kugelflichenfunktionen nicht
notwendigerweise gleich eins sind. Die wahre maximale Amplitude von u!(r) héngt neben umax
noch von den Parametern s und ¢ ab. Fiir das Beispiel s = ¢ = 8 ist mra.x(u’;(r)) = 0.51 Umax

¢

und fiir s = 8, t = 0 ist max(u},
T

(r)) = 1.16 Umax- Fiir diese Beispiele kann man die Orte im
Sonnenmodell, an denen die maximale Amplitude erreicht wird, in den linken und rechten Figuren
der Abbildung 3.4 identifizieren. Sie befinden sich fiir ¢t = 8 in der Mitte der Konvektionszone
bei Lingen, die Vielfaches von /8 sind. Fiir t = 0 befinden sich die Orte maximaler Amplitude
in u% an den Polen.

6.3.2.1. Sektorale zellulare Strémungen

Der EinfluB der zusitzlichen poloidalen Stromung, die wir in der Konvektionszone platzieren,
wird fiir sektorale Zellen ab Amplituden von 10m/s deutlich (Abb. 6.2 erste u. zweite Spalte).
Die Strémung in Rotationsrichtung ist durch die p-Komponente des Vektors P,

Py, v, Y{(0,9) (6.11)
gegeben. Deshalb sollten die niederen Breiten stirker beeinfluBt werden als die héheren. Dies

wird durch die Ergebnisse der Inversion bestatigt. Der EinfluB der zusitzlichen Strémung auf das
Inversionsergebnis verringert sich mit steigender Breite. Die Abbildung mit u,ax = 30m/s zeigt,
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Abbildung 6.2. Die untersuchten Inversionsergebnisse fiir differentielle Rotation und poloidale
Strémungen mit harmonischem Grad s = 8 und azimutalen Ordnungen ¢t = 8 (sektorale Zellen,
linke Spalten) und ¢t = 0 (zonale Rollen, rechte Spalten). Die zugehdrige Geschwindigkeitsampli-
tude umayx ist in der mittleren Spalte angegeben. Die Inversionsmethode ist sensitiv fiir sektorale
Zellen und nicht fiir zonale Zellen.
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daB die niederen Breiten schon stark gestort sind, wihrend die hohen Breiten die gewdhnlichen
Inversionsresultate zeigen.

Mit weiter steigender Amplitude zeigen die Inversionsergebnisse, daB auch die hoheren Brei-
ten nach und nach beeinfluBt werden. Dariiber hinaus wird auch ein Ubersprechen unterhalb der
Konvektionszone immer auffilliger, wo eine starre Rotation vorgegeben war. Das Ubersprechen
duBert sich z. B. in einer tiefer liegenden Tachocline und Zonen mit abwechselnd verzégerter und
beschleunigter differentieller Rotation. Wir werden in Abschnitt 6.3.2.3 eine Erkldrung fiir das
Ubersprechen geben.

6.3.2.2. Zonale meridionale Stromungen

Fiir die meridionalen zonalen Strémungsfelder zeigen die Inversionen wie erwartet keinerlei Be-
einflussung durch die poloidalen Konvektionszellen (Abb. 6.2, letzte zwei Spalten). Der Grund
dafiir ist, daB die meridionalen zonalen Felder keine Strémungskomponente in Rotationsrichtung
haben. Daraus kénnen wir schlieBen, daB die numerischen Simulationen und die Analyseverfah-
ren richtig sind. Betrachten wir jedoch andere GroBen, wie etwa die Entwicklungskoeffizienten
as oder die (m,v)-Diagramme der Multipletts, kdnnen wir das zusitzliche Geschwindigkeitsfeld
erkennen (Abb. 6.3). Im Letzteren fiihrt eine steigende Amplitude des Geschwindigkeitsfeldes auf
eine zunehmende Stérung des Multipletts, die bei starken Stromungen zu einem unerkennbaren
Multiplett fiihren kann (Abb. 4.7).

In einem (I, v)-Diagramm wird jedes Multiplett durch einen Punkt reprisentiert. Falls das
Multiplett zu stark gestért ist, kann es nicht mehr nur durch einige wenige Polynome angepaBt
werden (Gl. (6.1)). In diesem Fall beriicksichtigen wir die Frequenzen dieses Multipletts nicht
bei der Inversion. Dies fiihrt zu den Markierungen im (I, v)-Diagramm fiir upmax > 10m/s. Wie
Abb. 6.3 (rechte Spalte) zeigt, nimmt die Zahl der gestérten Multipletts mit steigender Amplitude
des Geschwindigkeitsfeldes zu. Die betroffenen Multipletts gruppieren sich entlang gerader Linien
im (I, v)-Diagramm. Die Modi, die herausfallen, haben somit das gleiche Verhiltnis v/L und den
gleichen unteren Umkehrpunkt. Es handelt sich um diejenige Modi, welche durch die poloidale
Komponente am stérksten beeinfluBt werden, weil sie das Gebiet mit der stirksten Strémung
durchwandern.

Meridionale Strémung und differentielle Rotation sind orthogonal zueinander. Dies zeigt
sich auch in den jeweiligen Frequenzverschiebungen. Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, ist
die Rotationsaufspaltung durch eine Entwicklung nach ungeraden Funktionen darstellbar, die
Aufspaltung durch meridionale Strémungen mit geraden Funktionen. Daraus folgt, daB die Ro-
tation sich in den ungeraden Koeffizienten as widerspiegelt, die meridionale Strémung dagegen
in den geraden a;. Ohne meridionale Stromungen waren die geraden Koeffizienten a, gleich null.
Somit kdnnen meridionale Strémungen und die differentielle Rotation unabhidngig voneinander
bestimmt werden, sofern die von den geraden und ungeraden Basisfunktionen aufgespannten Un-
terrdume orthogonal sind. In Abbildung 6.3 (linke Spalte) haben wir fiir verschiedene Amplituden
Umax das Verhiltnis a» /o des zweiten Entwicklungskoeffizienten und seiner Standardabweichung
als Funktion von v/L (dies entspricht dem unteren Umkehrpunkt r;) der Modi aufgetragen. Das
Verhiltnis ay/o ist ein MaB fiir die Signifikanz der Nachweisbarkeit der poloidalen Strémung.
Wir finden, daB ab umax = 10m/s das Geschwindigkeitsfeld nachweisbar ist.

6.3.2.3. Ubersprechen

Der Grund fiir das Ubersprechen in den Inversionsergebnissen aus den kiinstlichen Oszillations-
daten ist, daB wir bewuBt nur nach der differentiellen Rotation invertiert haben. D. h. wir haben
die Inversion auf der Basis der Entwicklungskoeffizienten (6.1) nur iiber ungerade s ausgefiihrt.
Der Gesamteffekt von differentieller Rotation und poloidaler Geschwindigkeitskomponente ist
dadurch natiirlich nicht reprisentierbar. Vielmehr hitten wir entsprechend dem Ergebnis (4.67)
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Abbildung 6.3. Links: Die Entwicklungskoeffizienten as geteilt durch die jeweilige Standard-
abweichung o von ay. Mit steigendem wup,,, erhoht sich die Signifikanz durch eine deutliche
Abweichung des Verhiltnisses az /o von null. Rechts: (I, v)-Diagramme. Kreuze markieren Mul-
tipletts bei denen ay mehr als 30 von null abweicht. Die Zahl der betroffenen Multipletts steigt
mit wachsendem umax (in diesen Beispielen gilt s = 8, ¢t = 0 fiir die Komponente des Geschwin-

digkeitsfeldes).
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eine Entwicklung

Smax 8 s+l

Sw(m) =3 3" 3" bap(n, )P, (m) (6.12)

5=0 t=—s I'=|s|
mit anderen Basisfunktionen Ps(tl?l, (m) und zugehdrigen Entwicklungskoeffizienten by (n,1) an-

setzen miissen. Fiir die Funktionen Ps(f?l, (m) konnen die Wigner-3j-Symbole (sll'/tm —t —m)
gewahlt werden. Der Nachteil eines solchen Ansatzes ist, daB diese Wigner-3j-Symbole wegen der
Relationen (A.21) und (A.22) im Anhang A keine Orthogonalbasis bilden. Ferner ist das Problem
schlecht konditioniert. Denn ein Multiplett besteht aus 2 + 1 Punkten (fiir [ = 150 sind das 301
Punkte), aber die Dimension der verwendeten Basis ist (Smax + 1)(2s + 1)(s + 1 —|s —{|). Fiir
den realistischen Fall von 10 = s, < [ hdtte man es mit einer 4 620-dimensionalen Basis zu
tun. Deshalb haben wir uns fiir eine Untersuchung des Verhaltens der invertierten differentiellen
Rotation auf der Basis von Gleichung (6.1) entschieden.

Als Konsequenz folgt, daB der EinfluB der poloidalen Geschwindigkeitskomponenten sich
zusatzlich in den Entwicklungskoeffizienten a, aus (6.1) widerspiegelt. Dies fiihrt letztendlich
zu einer MiBinterpretation der Frequenzaufspaltung der p-Modi als ein allein von der Rotation
verursachter Effekt. Die Inversion liefert als Resultat zwangsldufig eine verdnderte differenti-
elle Rotation. Deren EinfluB auf die solaren Oszillationen ist gleich dem kombinierten EinfluB
von tatsachlicher Rotation und dem poloidalen Stromungsanteil. Fiir niedrige Amplituden vp,ax
fiihrt diese MiBinterpretation zu einer tiefer reichenden invertierten Rotation und einer verdnder-
ten invertierten Rotationsrate bei niedrigen Breiten. Der Grund ist, daB diejenigen Modi am
starksten betroffen sind, die ihren unteren Umkehrpunkt tief im Sonneninnern haben und deren
Aufenthaltsbereich zum Aquator hin konzentriert ist. Fiir hohe Amplituden up,x sind alle Modi
betroffen. Die Inversionsergebnisse sind gegeniiber dem Eingabemodell stark verdndert. Die ober-
flichennahe invertierte Rotation ist verschieden und es zeigt sich eine starke breitenabhdngige
Variation, die tief in die Sonne reicht (Abb. 6.2).

Auf Grund des Auftretens von Ubersprechen fiir gewisse Amplituden umax kdnnen wir fol-
gern, daB reine meridionale Strémungen oder Strémungen in bestimmten konvektiven Zellen
mit globaler Helioseismologie nachgewiesen werden kdnnen. Die Nachweisgrenze, die wir auf der
Basis unseres Modells ableiten kdnnen, liegt in der GréBenordnung von |v| ~ 10 m/s.

6.3.3. Nachweisgrenze fiir groBskalige Konvektion

Um den EinfluB von groBskaligen Strémungsfeldern auf die Inversionsergebnisse zu bestimmen,
haben wir einen Mittelwert aus beobachteten Rotationsraten als Schatzwert fiir die wahre Ro-
tationsrate verwendet. Die aus GONG oder MDI Zeitserien invertierte solare Rotationsrate ist
ein Mittelwert {iber 108 Tage bzw. 72 Tage. Die Ergebnisse unseres numerischen Experiments
reprasentieren daher groBskalige Stromungen mit einer Lebensdauer von einer oder mehreren so-
laren Rotationen. Solche Strémungen kénnen eine maximale sektorale Amplitude von etwa 10 m/s
haben. Andernfalls wiirden sie zu einer merklichen Stérung der Rotationsrate in der Konvektions-
zone fiihren, was im Widerspruch zu den Beobachtungen steht. Diese SchluBfolgerung beruht auf
einem Vergleich mit Beobachtungsdaten, aus denen wir das Verhalten der as-Koeffizienten (s.
Abb. 6.4) und der differentiellen Rotation bestimmt haben. Jede Schwankung in der Rotations-
rate, die von einem groBskaligen Stromungsfeld herriihren wiirde, ware nachweisbar. Da solche
Schwankungen wie in Abb. 6.2 nicht beobachtet werden, miiBte die wahre solare Rotation dem
storenden Effekt der poloidalen Stréomungskomponenten mit hoher Prazision entgegenwirken.
Dies ist unwahrscheinlich.

Meridionale Stromungen in zonalen Konvektionsrollen haben wie erwartet keinen EinfluB auf
die invertierte Rotationsrate. Aber dennoch kann eine meridionale Strémung die Struktur eines
Multipletts stéren. Bei entsprechender Amplitude wiirde dies zu einer verringerten Abdeckung
im (I,v)-Diagramm fiihren. Auf dieser Basis kdnnen wir folgern, daB Amplituden von bis zu
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Abbildung 6.4. Die Koeffizienten as geteilt durch ihre Standardabweichung o. Der Bestim-
mung von a» liegen Beobachtungsdaten vom MDI-Instrument auf SOHO zu Grunde.

Umax = 100m/s méglich sind, ohne daB die Abdeckung merklich verringert ist. Allerdings sind
die as-Koeffizienten zu geradem s schon ab upay = 10m/s signifikant von null verschieden.
Somit liegt die Nachweisgrenze fiir alle poloidalen Strémungskomponenten bei einer Amplitude
von etwa 10 m/s. Zum Vergleich mit Abbildung 6.3 haben wir in Abbildung 6.4 den Koeffizienten
a» liber seine Standardabweichung o fiir solare Daten aufgetragen. Es zeigt sich bei kleinen
Werten von v/L eine deutliche Abweichung von null. D. h. in den oberflichennahen Schichten
(bis etwa 10 Mm Tiefe) gibt es meridionale Komponenten in der Strémung. Dies ist allerdings
schon bekannt (Haber et al., 2002). In den tieferen Schichten (in 100 Mm Tiefe und mehr), d. h.
bei hohen v/L-Werten, finden sich keine signifikanten meridionalen Strémungskomponenten.

6.4. Energieschwankungen

Wir haben in Kapitel 4 und 5 gesehen, daB durch die Kopplung Energie zwischen den Modi aus-
getauscht werden kann. Somit sollten konvektive Geschwindigkeitskomponenten auf der Sonne
zu einem beobachtbaren Energieaustausch zwischen den Modi fiihren.

Wir wollen dies im Detail untersuchen und betrachten das zeitliche Verhalten der spektralen
Leistungsdichte der p-Modi. Dazu verwenden wir ein laufendes zeitliches Beobachtungsfenster
und berechnen auf diese Art die spektrale Leistungsdichte fiir kurz aufeinander folgende Teilstiicke
einer 108 Tage lange Zeitserie. Fiir die Verschiebung des Fensters wahlen wir eine Schrittweite
von 8 Stunden. Durch Integration der spektralen Leistungsdichte iiber einen 3I'-Bereich unter
einem Peak der Breite I' erhalten wir eine Zeitserie der mittleren spektralen Leistungsdichte einer
solaren Oszillation.
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Abbildung 6.5. Variation der spektralen Leistungsdichte des Modus n = 20, I = 5, m = 0,
bestimmt aus GONG- (graue Kurve) und MDI-Daten (schwarze Kurve). Die Linge des laufen-
den Fensters betrdgt 7 Tage, die Schrittweite betrdgt 8 Stunden. Die Abszisse jedes Punktes
entspricht der Mitte des laufenden Fensters.

Wir benutzen zwei sich ergdnzende Datensdtze des oszillatorischen Geschwindigkeitsfeldes
V(0,¢,t) an der solaren Oberfliche. Der eine Datensatz wurde mit dem MDI-Instrument an
Bord von SOHO gewonnen, der andere mit dem GONG-Netzwerk. Beide Zeitserien decken 108
Tage von Mai bis September 1999 ab.

Wir wenden den rdumlichen Filter gemaB

Vin(®) = [ V(0,,0776.0) by (6.13)
S

auf diese beiden Zeitserien an, wobei S die sichtbare Oberfliche der Sonne ist. Man erhilt daraus
fiir alle Modi mit dem gleichen Paar an Quantenzahlen [ und m eine einzelne Zeitserie Vi, (t),
anhand der sich die einzelnen Modi mit radialer Ordnung n mit Hilfe des GONG PEAKFIND
Algorithmus identifizieren lassen (Anderson et al., 1995; Landy et al., 2001). Einzelne Modi zu
den m-Werten kdnnen wir auf diese Weise auswéhlen, um deren Frequenz zu bestimmen, so daB
eine spatere Analyse der kurzen Teilstiicke die Rotationsaufspaltung der Modi nicht aufzuldsen
braucht.

Abbildung 6.5 zeigt ein Beispiel der variierenden spektralen Leistungsdichte eines Modus,
die auf der Basis der GONG- und MDI-Datensatze bestimmt wurde. Beide Instrumente zeigen
bis auf einen Skalierungsfaktor das gleiche Verhalten. Wir kdnnen deshalb davon ausgehen, da3
diese signifikanten Variationen innerhalb weniger Tage solaren Ursprungs sind.

Wir wollen noch darauf hinweisen, daB die Linge des laufenden Fensters die spektrale Lei-
stungsdichte beeinfluBt. Deshalb hidngen auch die resultierenden Zeitserien der Variation der



6.4. Energieschwankungen 101

=32, n=12, m=15

3 Tage
]
< L
Q
©
n
2 7 Tage
2
%!
>
-
Q
© 14 Tage
<
)
o
0
20 Tage
| | | | | J
0 20 40 60 30 100 120

Zeit [ Tage]

Abbildung 6.6. Abhdngigkeit der Variation der spektralen Leistungsdichte von der Lénge des
laufenden Fensters. Als Beispiel ist die Variation fiir den Modus n = 12, [ = 32, m = 15 fiir
Fensterlangen von 3 (oben) bis 20 Tagen (unten) aufgetragen. Die Abszisse jedes Punktes in
den Kurven ist die Mitte des laufenden Fensters. Die Ordinate ist die normierte Leistungsdichte
bezogen auf die Nullniveaus, die durch die Achsenmarkierungen gegeben sind.

Leistungsdichte von der Fensterlinge ab (s. Abb. 6.6). Ein langes Fenster bedeutet hohe Fre-
quenzauflésung. Dies ist notwendig, um die Modi von den Seitenbdndern zu unterscheiden. Die
Seitenbander entstehen, weil nur der dem Teleskop zugewandte Teil der Sonnenoberflache beob-
achtet werden kann. Das Integral aus Gleichung (6.13) erfolgt somit nur iiber einen Ausschnitt
S einer Kugeloberflache. Andererseits benétigt man ein langes Fenster, um die schwachen Mo-
di mit niedrigen Frequenzen nachweisen zu kdnnen. Ein langes Fenster bedeutet aber auch,
daB man iiber viele Anregungszusténde der untersuchten p-Modi mittelt. Somit werden schnel-
le Variationen geglédttet. Um dieses Problem zu vermeiden, untersuchen wir p-Modi mit hohen
Amplituden in der spektralen Leistungsdichte, d. h. p-Modi mit Frequenzen zwischen 2700 und
3200 Hz. Damit Seitenbander die Untersuchungen nicht stéren, miissen wir folgendes beach-
ten: Fiir die Modi mit einem niedrigen Grad [ ist der Abstand zwischen einem Modus und
seinen Seitenbindern (Al = 1) etwa 60 uHz (Stix, 1991). Fiir die Modi mit hohem Grad [ ist
der Frequenzabstand der Seitenbinder durch die Tangente an die Ridges im (k,w)-Diagramm
(Aw = (Ow/0k)(0k/Ol)Al) gegeben. Bis I = 60 ist der Frequenzabstand groBer als 25 pyHz.
Untersuchen wir Modi mit [ < 60, reicht eine moderate Frequenzauflésung, um das Hauptmaxi-
mum und die Seitenbdnder trennen zu kdnnen. Somit wahlen wir Fenster, die langer als ein Tag,
aber kiirzer als 20 Tage sind.

Als Ursache fiir die Variationen in der spektralen Leistungsdichte kdnnen nach den Kapiteln
4 und 5 Geschwindigkeitsfelder in der Konvektionszone in Frage kommen. Ist dies der Fall, dann
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Abbildung 6.7. Antikorrelierte Variationen der spektralen Leistungsdichte fiir die p-Modi n =
13, 1 = 26, m = —20 (schwarze Kurve) und n = 12, [ = 32, m = 15 (graue Kurve). Die Phase
der starken Antikorrelation hat einen weiBen Hintergrund. Die Linge des Zeitfensters betragt 7
Tage (oben) und 20 Tage (unten).

mubB es Paare von Oszillationen geben, deren Variationen in der spektralen Leistungsdichte anti-
korreliert sind. Tatsachlich finden sich sehr viele Beispiele fiir Paare, die iiber Zeitraume von mehr
als einem Monat stark antikorreliert sind (Abb. 6.7). Da nur Oszillationen stark miteinander kop-
peln, die in der Frequenz quasi-entartet sind, berechnen wir die Korrelation von Variationen der
spektralen Leistungsdichte von p-Modi mit einem Frequenzabstand, den wir kleiner als 1.6 uHz
wihlen. In dem Frequenzbereich 2700 < v < 3200 gibt es deshalb 596 911 Paare bis [ = 60,
die stark miteinander wechselwirken kdnnen. Der Integrationsbereich fiir das Korrelationsinte-
gral betrdgt 36 Tage, so daB wir fiir die 108-tdgigen Zeitserien pro Paar drei Werte erhalten.
Abbildung 6.8 zeigt das Ergebnis fiir eine Fensterlinge von 3 und 7 Tagen in Form eines Hi-
stogramms. Wir finden, daB es mehr Antikorrelationen wie Korrelationen gibt. Es treten zwar
auch sehr hdufig hohe Werte fiir Korrelationen auf, was von einer gleichzeitigen Anregung der
p-Modi kommen kann (Foglizzo, 1998), aber insgesamt gibt es fiir ein 7-Tage-Fenster 1.54-mal
und fiir ein 3-Tage-Fenster 1.6-mal mehr Antikorrelationen als Korrelationen. Dies spricht fiir

einen physikalischen Prozess in der Sonne, der zu einer Energieumverteilung unter den p-Modi
fiihrt.
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Abbildung 6.8. Histogramm der Korrelationen von 596 911 Oszillationspaaren, die einen Fre-
quenzabstand < 1.6 uHz haben. Fiir ein 7-Tage-Fenster (graue Kurve) gibt es 1.54-mal mehr
Antikorrelationen als Korrelationen, fiir ein 3-Tage-Fenster (schwarze Linie) sind es 1.6-mal mehr
Antikorrelationen.

6.4.1. Diskussion

Solare Oszillationen werden stochastisch angeregt (Baudin et al., 1996). Dies fiihrt natiirlich zu
Schwankungen in der Amplitude, ohne daB eine Kopplung wirksam wire. Uber den Anregungs-
prozeB der solaren Oszillationen ist nur wenig bekannt (Stein & Nordlund, 2001). Bestimmt
man die spektrale Leistungsdichte der p-Modi zu verschiedenen Zeitpunkten, so zeigt sich darin
eine Exponentialverteilung (Baudin et al., 1996; Chaplin et al., 1997). Allerdings erwartet man
von stochastisch angeregten geddmpften harmonischen Oszillatoren keine Antikorrelationen in
der Variation der spektralen Leistungsdichte. Diese Hypothese ist nicht zwangslaufig fiir jeden
stochastischen ProzeB richtig. Regt ein gauBscher ProzeB geddmpfte Oszillatoren an, so zeigt die
Korrelation der Variationen in der spektralen Leistungsdichte keinen UberschuB an Antikorrela-
tionen. Regt ein ProzeB mit einer exponentialverteilten Wahrscheinlichkeitsdichte die Oszillatoren
an, so kann es einen UberschuB an Antikorrelationen geben (Braun, 2001). Wir simulieren solare
Daten einmal fiir den GauB- und einmal fiir den exponentialverteilten ProzeB. Als Halbwertszeit
fir das Abklingen eines auf diese Weise angeregten Modus wahlen wir einen Zeitschritt. Das
entspricht 8 Stunden. Abbildung 6.9 zeigt das Ergebnis. Fiir den exponential verteilten ProzeB
finden wir fiir jede Realisation einen leichten Trend zu etwa 10% mehr Antikorrelationen. Der
GauBprozeB resultiert immer in einer symmetrischen Verteilung. Ist die Halbwertszeit langer, wer-
den starke Pulse geglittet, so daB auch der exponentialverteilte ProzeB zu mehr symmetrischen
Verteilungen der Korrelationen fiihrt. Einen UberschuB an Antikorrelationen im gleichen MaB,
wie im Fall der solaren Oszillationen, kdnnen wir damit aber nicht erzeugen.
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Abbildung 6.9. Histogramm fiir die Korrelationen von Powervariationen stochastisch ange-
triebener gedampfter harmonischer Oszillatoren. Verschiedene stochastische Prozesse fiihren zu
unterschiedlichen Verteilungen (schwarz: exponentialverteilter ProzeB, grau: GauBprozeB).

Andere Autoren (Foglizzo, 1998; Gavryusev & Gavryuseva, 1999) finden bei der Untersu-
chung der Variation der spektralen Leistungsdichte eher einen Trend zu positiven Korrelationen.
Allerdings haben diese Autoren nur Modi mit Grad [ = 0 untersucht, so daB diese Korrelationen
ihren Ursprung in einer gemeinsamen Anregung der Modi durch ein energetisches Ereignis auf
der Sonne haben kénnen. Damit riickt die Bedeutung der Anregung durch einen exponentialver-
teilten ProzeB wieder in den Hintergrund. Denn es gibt keinen Grund dafiir, daB die gemeinsame
Anregung von Modi durch akustische Quellen auf der Sonne auf einen gewissen harmonischen
Grad beschrankt sein sollte. Eine solche akustische Quelle emittiert vielmehr alle Arten von Wel-
len. Kopplungen, wie wir sie vorgeschlagen haben, kann man bei der Untersuchung von Modi
mit identischem Grad [ jedoch nicht finden, da deren Frequenzabstand von etwa 136 pHz fiir
eine signifikante Kopplung zu groB ist.

Wir folgern deshalb, daB ein Teil der gefundenen Antikorrelationen von einem physikalischen
ProzeB auf der Sonne herriihren muB. Eine einfache Erkldrung liefert die Kopplung von Modi.
Informationen iiber den Grad s des Geschwindigkeitsfeldes kdnnen wir nur auf der Basis der
Dreiecksregel angeben. Fiir Abbildung 6.7 liegt der harmonische Grad s im Bereich 6 < s < 58.
Die Lebensdauer der koppelnden Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes muB in etwa dem
Zeitraum entsprechen, iiber den starke Antikorrelation zwischen den Modi vorliegt. Das bedeutet
in unserem Beispiel ungefdhr 40 Tage.
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6.5. Zusammenfassung

Das Ziel dieses Kapitels war es, einige Anwendungsmaoglichkeiten der theoretischen Ergebnisse
aufzuzeigen. Dabei stellt sich heraus, daB sich unsere Ergebnisse fiir die Helioseismologie bei
der Suche nach groBskaligen Strdmungen in der Konvektionszone als sehr niitzlich erweisen. Fiir
die Existenz von Giant Cells kénnen wir auf der Grundlage unserer Uberlegungen obere Grenzen
angeben. Dariiber hinaus zeigen unsere Uberlegungen, daB man mit Hilfe der Kopplung von
globalen solaren Eigenschwingungen durch Konvektion neue Analyseverfahren entwickeln kann,
um Strémungen im ganzen Sonneninnern zu untersuchen. Solche Verfahren kénnen die Techniken
der lokalen Helioseismologie, die Stromungen nur in den oberfldchennahen Schichten nachweisen
kann, erganzen.

Das von uns beschriebene numerische Experiment ist nur als ein erster Ansatz zu verste-
hen. Trotzdem ist sein Ergebnis vergleichbar mit den strengen Einschriankungen, die von anderen
Untersuchungen stammen. So legen z. B. Beck et al. (1998) eine Amplitude fiir Giant-Cells
von wenigen m/s nahe der Oberfldche als Grenzwert fest. Wir kdnnen folgern, daB derartige
groBskalige und langlebige Strukturen in der Konvektionszone der Sonne nicht existieren. Diese
SchluBfolgerung wird durch globale Simulationen der Konvektionszone unterstiitzt. Miesch et al.
(2000) fanden, daB die Konvektion keine besonderen Strukturen zeigt, die eine Sonnenrotati-
on iiberdauern. Trotzdem konnen groBskalige Stromungen mit groBeren Amplituden als 10 m/s
auf Zeitskalen von Tagen oder wenigen Wochen existieren. Da unsere Nachweisgrenze bei et-
wa 10m/s liegt, kénnen auch Strémungen mit kleineren Amplituden existieren. Dies wirft ein
ganz neues Licht auf den Ursprung der dynamischen Variation am Boden der Konvektionszone
mit einer Periode von 1.3 Jahren (Abb. 1.4). Die Variation der GroBe §§2/27 von einem Maxi-
mum zum Minimum betrdgt bei 0.72 Sonnenradien etwa 6 nHz, was einer Schwankung in der
Geschwindigkeit von etwa 9 m/s entspricht. Somit diirfen wir dariiber spekulieren, ob der physi-
kalische Hintergrund fiir diese Variation eine groBskalige Geschwindigkeitskomponente mit einer
charakteristischen Zeitskala von 1.3 Jahren ist.

Wie wir ebenfalls zeigen kdnnen, scheinen andere groBskalige Komponenten des Geschwin-
digkeitsfeldes zum Austausch von Energie zwischen den Modi zu fiihren. Dafiir kénnen bekannte
Strukturen wie die Supergranulation verantwortlich sein, deren charakteristische Linge einem
harmonischen Grad von s & 100 entspricht. Der Zeitraum fiir das Entstehen und Vergehen einer
Supergranulationszelle stimmt mit dem Zeitraum von mehr als 30 Tagen fiir starke Antikorrela-
tionen unter den p-Modi in etwa iiberein. Damit bietet sich eine weitere Mdglichkeit, konvektive
Stromungen auf der Grundlage unserer theoretischen Uberlegungen zu untersuchen.

Weitere numerische Experimente, die Kombination von Simulationen der Konvektionszone
mit der Stérungstheorie und Mustererkennungsverfahren zur Identifikation des wechselseitigen
Energieaustauschs oder charakteristischer Strukturen in den Seitenbandern der spektralen Lei-
stungsdichte, kénnen hierauf aufbauen. In naher Zukunft kann somit die Frage nach der Existenz
von groBskaligen Stromungen in der Konvektionszone endgiiltig beantwortet werden.






ANHANG A

Mathematischer Anhang

A.1. Horizontaler Anteil von Gradientoperator, Divergenz und Laplace-Operator

ov 1 0V
VaV = Ggert magne (A1)
o, 1 oF,
\v/% 0_0(Sln0 9) + snd dp (A.2)
A 0 ov 1 0%V
21 _ 9 rinpn?” gr
\% 060(Sm069) + 26 057 (A.3)

A.2. Generalisierte Kugelflachenfunktionen

Die generalisierten Kugelflichenfunktionen stehen mit den Matrixelementen des finiten Dreh-
operators D(a, 8,7) in Beziehung («, 8 und v sind die Euler-Winkel). Die Matrixelemente sind
durch

Dim(@,8,7) = (Im'|D(a, B,7)|im) (A.4)

em™d . (B)e™ (A.5)

gegeben (s. Gl. (4.1.11) in Edmonds (1974)). Die generalisierten Kugelflichenfunktionen sind
durch spezielle D! , = gegeben

YN8, ) = Diyin(9,6,0) = di,, ()™ (A.6)

worin die Funktion dly,, in (4.1.23) in Edmonds (1974) definiert ist. Die gingigen Kugelfldchen-
funktionen Y, aus Gl. (2.50) sind Spezialfille der generalisierten Kugelflichenfunktionen

lem(oa ¢) = '7ly'lom(07 ¢) ) (A7)

2l +1
M=\ (A.8)
7/

Die generalisierten Kugelflichenfunktionen geniigen einigen ldentitdten und Rekursionsformeln.
Davon gebrauchen wir fiir unsere Anwendungen die folgenden Beziehungen

dv;Nm(6,9) _ 1

wobei

B = 5N T6,6) - YT 0,9)) (A.9)
NcosO—m_, nm 1 m iom
g Y08 = @ Y09 + QY 0,0), (A10)
wobei
Q :\/%(Z+N)(Z—N+1). (A.11)

Aus (A.6) und (A.10) folgt
I T

L INcosO nm
sin 6 ¢ 2

(U V™ 4 Qv Y hm) v (A.12)

sin @
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Hohere Ableitungen der Kugelflichenfunktionen Y;Nm(6,¢) nach 8 gewinnt man durch wieder-
holte Anwendung von (A.9). So ergibt sich z.B.
82}/2()7”
062

1 —Zzm m m
= SOHIOL(YE + V™ - 20630 (A.13)

A.3. Die Wigner-3j-Symbole
Wigner-3j-Symbole sind symmetrisierte Clebsch-Gordon-Koeffizienten
J1 Jo J3 — (_1)j1—d2—m3(9; —1/2¢; o115 | 91 70 T2 —
(B 2B ) =y s ) i - me) . (A4
wobei die Clebsch-Gordon-Koeffizienten durch
(Jimajama|j1jaja — m3) =
(251) (1 + g2 — J3)10r — J2 + Js)!(—jr + Ja2 + Jjs)!
(1 +J2 +Js + 1)!
X [(r +m1)!(G1 — m1)!(G2 + ma)! (2 — m2)!(js + m3)!(js — ms)!]'/? (A.15)
1
X
; [ 2l (1 442 = Js — 2)1(g1 — ma — 2)!(j2 + ma — 2)!
x ! ]
(Js = ja +mu +2)1(Jz —j1 —m2 +2)!]
gegeben sind. Die Summe lduft dabei iiber alle z € Ny, fiir die der Nenner des Summanden
ungleich Null ist.

1/2

6m1+m27—m3 |:

A.3.1. Eigenschaften der Wigner-3j-Symbole

i J2 Js _ (J 3 4
mi ms M3 o \ma msz my
m3 Mm ’

— ( (]1+J2+]3) .]2 jl j3
mo M1 M3

= (-1 (J1+J2+J3) (Jl J3 j2>

mi m3 Mma

= (-1 (]1+]2+J3) J g2 n (A.17)
m3z My M ’
= (1)Ut ( v s ) (A.18)
—mi; —Ma2 —Mg3
= 0, falls mi = ma =m3 =0 und ji + j2 + js3 ungerade , (A.19)
# 0, nurfallsmy +ma+m3=0,|m1| <j1, |me| <j2, ms| <js,
lj1 — g2l < Js, |2 — g3l < g1, 43 — g1l < - (A.20)
, Ji J2 3 i J2 3

Jjams

(7 J2 s o2 gyy_ 1 o y N
Z - (ml Mo m3> (m1 my mIB) N 253 + 1513136m2m2A(-71’-72"73) ’ (A.22)
mimso



A.3. Die Wigner-3j-Symbole 109

wobei A(j1,72,43) = 1, falls j1, j2, j3 einer Dreiecksbedingung geniigen und A(j1, j2,73) =0 in
allen anderen Fillen.






ANHANG B

Bestimmung des allgemeinen Matrixelements

B.1. Das allgemeine Matrixelement Vrz’;?”l'l,

I

In diesem Abschnitt werden wir den Advektionskern und das allgemeine Matrixelement V70T,
berechnen. Als erstes gilt es, den Term

(vo - V)& (B.1)

genau zu betrachten. Hierbei ist zu beachten, daB wir passend zur Geometrie des Sonnenmodells
Kugelkoordinaten verwenden. Somit gilt

(vo- V)&, = ((’Uo “V)k,r — Uo,afk,a - Uo,¢§k,¢> er

r

+ ((vo V)Erp — @ cot 6 + %) es (B.2)

U U
+ ((Uo Ve + °""f’” + °"’f’“’9 cot 0) e, .

Zur Berechnung dieser neun Summanden sind die entsprechenden Vektorkomponenten vg -, vg,0,
vo,o Und &, &k,0. &k, des Geschwindigkeitsfeldes vy bzw. der Eigenschwingung &, einzusetzen.

Die Geschwindigkeit hatten wir in Kapitel 3 in ein poloidales und ein toroidales Feld zerlegt,
und diese dann nach Kugelflichenfunktionen entwickelt (siehe Gleichungen (3.2) — (3.4)). Uns
geniigt es, einen Summanden aus der Entwicklung herauszugreifen, und diesen in (B.2) einzu-
setzen, schlieBlich stellt jeder Summand fiir sich ein Geschwindigkeitsfeld dar. Dadurch ist es
moglich, jede Art der Konvektionszellen (Giant Cells, Granulation, ...) ihrer charakteristischen
Langenskala und Geometrie entsprechend, separat zu betrachten. Ein Superpositionsprinzip gilt
nach den Gleichungen (3.2) und (4.64) fiir jedes allgemeine Matrixelement, aber nicht fiir die
Eigenwerte der allgemeinen Matrix. Ein einzelner Summand hat die Gestalt

yL(r) = ul(r)Y(0,p)e, +vl(r)ViY](0,¢) — wi(r)e, x VY] (0,9) , (B.3)
woraus sich die entsprechenden Komponenten ergeben
vor = u(nY;(0,9), (B4)
0 wi(r) 0
— t S Ve ] s Yyt
v = v(r) 55Y5(0,0) + 25 95 A (B.5)
vi(r) O 0
AN & —wi(r) =Y . B.
Wy = BToVI6.0) —ulr) g Yi6.) (B.6)

Die Komponenten des Eigenvektors liest man aus der folgenden Beziehung ab
oYy &n(r) OYy

gk :é.r('r)Yl (0790) er+£h(T) 90 €9 + <in @ ago €y - (B7)
Ek,r —

Er,o rp
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Im nédchsten Schritt multipliziert man von links die zugehérigen Komponenten des Vektors
&} zu den berechneten Summanden. Man erhdlt dann das Produkt &, - (ug - V)&, aus dem
Advektionskern (4.30).

Jeder Summand wird mit py multipliziert und iiber das Volumen der Sonne integriert. Dabei
1&Bt sich die Integration iiber den Radialteil von der Integration iiber die Winkel abtrennen. Die
Integrale iiber die Radialteile lassen sich zwar zusammenfasssen, aber nicht direkt berechnen.
Die Winkelanteile kann man durch einige Uberlegung erheblich vereinfachen.

Die beiden Schwingungen &, und £, und das Geschwindigkeitsfeld ug steuern jeweils eine
Kugelflachenfunktion zu dem Integral iiber den Raumwinkel bei. In jedem Integral steht dann ein
Produkt aus drei Kugelflichenfunktionen. Wegen der Beziehungen (B.2) — (B.7) treten in diesen
Produkten auch erste und zweite Ableitungen der Kugelflichenfunktionen nach den Winkeln
auf. Diese Ableitungen lassen sich als Linearkombination zweier anderer Kugelflichenfunktionen
darstellen, doch handelt man sich dadurch zus&tzliche Faktoren exp(ip) ein. Die Produkte sind
dann nicht mehr reine Produkte aus Kugelflichenfunktionen, was die Integration nicht immer
einfacher gestaltet.

Ein Ausweg findet sich, wenn man alle auftretenden Kugelflaichenfunktionen durch gene-
ralisierte Kugelflichenfunktionen darstellt. Details finden sich im Anhang A. Auch Lavely &
Ritzwoller (1992) verwenden generalisierte Kugelflachenfunktionen, um diesen Schwierigkeiten
aus dem Weg zu gehen.

B.1.0.1. Vektorfelder in generalisierten Kugelflichenfunktionen
Mit den Beziehungen (A.7) — (A.12) folgt fiir die Komponenten des Geschwindigkeitsfelds vg

v = YUYy, (B.8)
1 _ i _
vop = ﬁ%ﬂévﬁ(f")(i’s v - ﬁvsﬂéwi(r)(Ys” +Y,1), (B.9)
i 1
Voo = —E’Ysﬂﬁvi(f‘) V' + Y - E%ngﬁ(r)(Y;” -Y) (B0
und fiir die Komponenten von &, (2.57) und (B.7)
Eer = ’Ylfr(r)yiom ’ (B.11)
1 —1im m
o = ﬁmﬂf)gh(r)(lﬁ R GO (B.12)
i —1m
&k, —ﬁ‘ﬂ%&m(r)(yzlm +Y7m). (B.13)

B.1.0.2. Der Winkelanteil

In den beschriebenen Rechenschritten sind die generalisierten Kugelflachenfunktionen und deren
Darstellungen der ersten und zweiten Ableitungen nach den Winkeln aus den Gleichungen (A.9)
und (A.12) einzusetzen.

27T ™ * 1 "
/ / (™) v YN sing do dy =
0 0

o (1 I I [ T
47((_1)N (N' N N) (m/ m! m):

mit der sich alle Integrationen iiber den Raumwinkel vereinfacht aufschreiben lassen. Treten
Kugelfldchenfunktionen im Integral auf, so ersetzen wir das Integral durch ein Produkt aus zwei
Wigner-3j-Symbolen. Die Wigner-3j-Symbole geniigen einigen Symmetriebeziehungen, mit deren
Hilfe die Gleichungen weiter zusammengefalit werden kénnen.

(B.14)
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n' ”/

Mit den Kenntnissen iiber die Wigner-3j-Symbole erhalten wir den Advektionskern. Als to-
roidalen Anteil T' des Advektionskerns bezeichnen wir jene Beitrdge, bei denen der toroidale
Entwicklungskoeffizient wt(r) eingeht. Beim poloidalen Anteil des Advektionskerns betrachten
wir Radialteil R und Horizontalteil H getrennt. Im Radialteil R fassen wir alle Beitrdge mit dem
Entwicklungskoeffizienten uf (r) zusammen und im Horizontalteil H alle Beitrige mit v:(r). Die
Radialteile &.(r) und &,(r) der Eigenfunktion &, sind reell (Abschnitt 2.5). Die Entartung und
der komplexe Charakter der Eigenfunktionen kommt durch die -Abhingigkeit e!™¢ zustande.
Die Funktionen &, und &, sind innerhalb eines Multipletts fiir alle Ordnungen m identisch. Wir
kénnen deshalb den * fiir die komplexe Konjugation an &, und &, weglassen. Der Advektionskern
ist dann

2iwref/Po£Zr (ug-V)§d’r =R+ H+T. (B.15)

Dabei gilt
R = 2iwrerdmys vy ( l)ml/Rpru{ &f ( ! ll)
- ref s \— r
0 ars\0 0 0
lagh s 17 s 1 4
1 s+
afo e o+ (L D (G )

!

H = 2iwesdmysyiye (—1)™ QS((—I)SHH’ +1)
B0 s 10U
!
x[) pOTvs{_QOé‘rfr (1 1 0>+
, s l ll , s l ll (B.l?)
+ 02 &, [ﬂé (1 9 1)+% (1 0 _1>]+
[ B R 1o afs 1 s 1 I
+ & (1 0 —1)+QO§"§T (1 1 o) "\t m o)
m' ()8 sttty [T tfore (s U
T = 2wretdmysyiye (—1)™ Q5(1 — (—1) ) porwy{ 26&-E, 1 -1 0/~
0
ol 1 [ S l ll ol 4 ' 1 S l ll 1 s 1 ll
Loént (1 -1 0) oY &l [92 (1 2 1) Tl 0 —1)|t
Pe s 1 U s 1 s
+ Q& & (1 0 —1>}dT<t m -m')
(B.18)

Als erstes wichtiges Ergebnis folgt aus diesen Gleichungen, daB der poloidale Beitrag vom toroi-
dalen Beitrag entkoppelt ist. Im poloidalen Anteil tritt entweder der Faktor ((—1)t+ 4+1) oder

!
das Wigner-3j-Symbol (s -

000

ist. Beim toroidalen Anteil ist es gerade umgekehrt. Dort tritt der Faktor ((—1)*++' — 1) auf,
der bei ungeradem s + 1 + 1’ von null verschieden ist. Es ist an dieser Stelle geschickt, die von
Woodhouse (1980) definierten und nach ihm benannten Koeffizienten Bl(,]l\f,)li einzufiihren:

B i ! ! 1/2 , "
B =g o [CEDEET] o (U § ) - @)

Diese erlauben eine kompaktere Darstellung der Gleichungen (B.15) — (B.17):

) auf. Beide sind von null verschieden, falls s +1 + I' gerade

R = 2iwrerdmysyive (—l)ml
R ! (B.ZO)
[t { ety < Sranitbar (3 0
0

t m —m
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H = iwropdmysyon (—1)™ 0 / porvl {[&6 — &8 BO + (66 — b0l g BOY
, , 1 s 1
robafoy(0 a6 (5 Y e (D n )
(B.21)

R
T = kv (<179 [ poru {[é}é’ e BO + [6neh — 060k €8s | BUY
0
sl , s 1 s U
-a-Cohggaoles (3L De (1 2

Fiir ein beliebiges Geschwindigkeitsfeld ist das allgemeine Matrixelement durch die Gleichungen
(B.19) - (B.21) vollstindig beschrieben. Wir haben in Kapitel 3 angenommen, daB v, stationir
ist und so die Beziehung (3.5) zwischen den Entwicklungskoeffizienten u{ und v¢ erhalten. Diese
wollen wir verwenden, um einerseits die Zahl der Freiheitsgrade um eins zu erniedrigen, und
andererseits die Hermitezitdt der Supermatrix zu gewahrleisten.

(B.22)

B.1.0.3. Hermitezitit der Supermatrix

Betrachtet man (B.19) genauer, so stellt man fest, daB sich R in eine Summe aus einem in ¢
und &' symmetrischen und antisymmetrischen Anteil aufspalten |48t

861" 6§h

R
LBt + §h Bz(fls)l+}

R~i po<r)ru(){

0

R 18 - 0 1,0 0
[ ot [ 1.2 ¢ LS A LA e

R !
wi [ w556 - sﬁ%) B + 5t~ B | ar
= Roym + Ragym -

Der symmetrische Summand Rgyr, ist antihermitesch und der antisymmetrische Summand Rasym
ist hermitesch. Eine partielle Integration des symmetrischen Summanden Ry, ergibt

R
(R a 1 1
Rsym = - 1/ E(TQPOUZ) |:§€T§rBl(’Os)l+ + §§h£;LBl(’ls)l+:| dr
0
(B.24)
R
. 1
—=i [ porels(s +) [gfrs;Bl‘f?ﬁ + 56n6h 5,127]
0

Im letzten Schritt wurde die Anelastizitdtsbeziehung (3.5) eingesetzt und davon Gebrauch ge-
macht, daB u! im Sonnenzentrum und an der Sonnenberfliche verschwindet. Es wurde noch
gebraucht, daB &, fiir  — 0 endlich bleibt.

Im Horizontalteil H aus Gleichung (B.20) tritt das Wigner-3j-Symbol (sll’/1 — 21) auf. Mit
der Rekursionsformel (3.7.13) aus Edmonds (1974) finden wir eine ldentitat fiir dieses Wigner-
3j-Symbol

! ! l ll
(1 4 gl (5

_2 1) =3 Is(s + 1) +10+1) 1+ 1)] B

(B.25)

1)+
+L0E BT
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H formen wir damit um
R
1 ~i0; [ porvi{[sra — &g B + (66 — Q09b nh] BU
0
PN ST i fs 1T
+ Q582 Q5((-1) + 1)&n;, 1 -2 1 dr
(B.26)

%[ (s+1) +11+1) ="' + 1)]én&p BT

R
=i/ porvl

0
+6:EBUY + & 6B — 6 BL| dr

Das Resultat aus Gleichung (B.24) addieren wir zu dem Ergebnis aus Gleichung (B.26) hinzu
und erhalten auf diese Weise einen hermiteschen Radial- und Horizontalteil des Advektionskerns

R
R = 2iwrerdmysyye (—1)™ /0 po(r)r’ t(r){ (8&& -& % )Bl('os)l+

o o ; ’ (B.27)
B 1)+
3(a-ayarr)a (s ).
. (R 1
H = 2iwerdmysyye (—1)™ / po(r)rvt (r){— [l+1)=0("+1)]
0 2
L a3
0 1)+ 1)+ (H)+ S
«[eeB + a6 + 6680 —aesi far (71 1)
wobei wir von der Identitit
BT = 2[ s(s+1)+11+1) = I'(T' +1)]BOF (B.29)

Gebrauch gemacht haben.

Der toroidale Anteil ist nach Gleichung (B.21) reell. Daher muB nur die Symmetrie gezeigt
werden, um die Hermitezitdt der Supermatrix im Falle eines toroidalen Geschwindigkeitsfeldes
zu beweisen. Wieder ist das Wigner-3j-Symbol (sll'/1 — 21) zu ersetzen. Mit Hilfe von Bl(,ls)f =

BS,)f = Bl(,ll)sf und (B.29) findet man den symmetrischen Ausdruck

R
7 = 2ugtmn (<1 [ oy (r){f;fh L ag g
0

(B.30)
1, 1yt (1)— l U
— ifhgh[l(H— D)+U1"+1)—s(s+1)] By, dr t m m']
Somit ist die allgemeine Matrix hermitesch.
Das allgemeine Matrixelement ist dann
Voani ”, =R+H+T. (B.31)

. - !
B.2. Das allgemeine Matrixelement C)"7,.,

Das allgemeine Matrixelement C}Z}L’,"”, (4.65) bestimmt den Beitrag der Corioliskraft bei der

Kopplung von Oszillationen und der daraus resultierenden Frequenzverschiebung.
Zur Berechnung von C70T,, bendtigen wir die Darstellung des Rotationsvektors 2 mit

generalisierten Kugelflachenfunktionen. Statt (4.32) schreiben wir € dann als

(106, 0) - Vi, 0)es (B.32)

Q= v, p)e, +
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Damit erhalten wir den symmetrischen Ausdruck

R
Cﬂm;l’ = Smms O 2wreme/p0 (fré‘;b + f:‘é‘h + é-hf;b) r2dr . (B.33)
0
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