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Zusammenfassung

Die Beobachtung kiinstlicher Erdsatelliten erlaubt Riickschliisse auf die Schwerkraft,
welche auf diese Satelliten wirkt. Je genauer die Satellitenbahnen bekannt sind und je
niher die Satelliten die Erde umkreisen, umso besser gelingt die Rekonstruktion des
Erdschwerefeldes. Je hoher die Auflésung des losbaren Schwerefeldes, desto grofler ist
aber auch die Anzahl der unbekannten Schwerefeldkoeffizienten und der Rechenaufwand
zu ihrer Bestimmung. So stellt fir die aktuellen Schwerefeldmissionen GRACE (im Orbit
seit 2002) und GOCE (geplanter Start 2006) die Rechenleistung der Computer einen
limitierenden Faktor fiir die Auswertung der Beobachtungen dar.

Einen Ausweg zeigt die Riickbesinnung auf analytische Bahntheorien. Die Hill-Gleichun-
gen sind eine linearisierte Form der Bewegungsgleichungen eines Satelliten, welche fiir
kreisférmige Bahnen gelten. Mit ihrer Hilfe lassen sich partielle Ableitungen der Bahnsto-
rungen nach Schwerefeldkoeffizienten zeitsparend berechnen. Fiir den periodischen Anteil
der Bahnstérungen kénnen Transferkoeffizienten hergeleitet werden, die einen eleganten
Ubergang zwischen der spektralen Darstellung der Bahnstorungen und den Schwere-
feldkoeffizienten ermdoglichen. Die fiir diesen Fall zu invertierende Normalgleichungsma-
trix wird blockdiagonal, was eine partielle Invertierung getrennt nach Ordnungen er-
laubt. Werden dariiberhinaus effiziente Fast-Fourier-Techniken fiir die Transformation
der Bahnstorungen in den Spektralbereich eingesetzt, so schrumpft der Rechenaufwand
auf die Leistungsfihigkeit eines gewohnlichen Personalcomputers.

Dem entgegen stehen allerdings Resonanzeffekte, welche die Periodizitit der Bahnstorun-
gen verletzen. Durch Filterverfahren wird versucht, die storenden Signale aus den Be-
obachtungen zu entfernen. Auflerdem gilt es, durch geschickte Wahl eines Ndherungs-
orbits die Bahnstorungen klein zu halten, um den linearen Geltungsbereich der Hill-
Gleichungen nicht zu verlassen. Trotzdem werden iterative Verfahren notwendig. In
einem letzten Schritt kann die Losung durch Einbeziehung von Beobachtungen auf
Beschleunigungslevel gestiitzt werden, die kein Resonanzverhalten zeigen, und die oh-
ne Niherungsbahn direkt auf der beobachteten Satellitentrajektorie berechnet werden
koénnen.

Abstract

The observation of artificial Earth orbiting satellites makes it possible to determine the
gravitational pull acting on them. The more accurately a satellite’s trajectory is known
and the lower its altitude, the more precisely is it possible to reconstruct the gravity
field of the Earth. A higher resolution of the solvable gravity field results in a larger
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number of unknown coeflicients and a greater computational effort to determine them.
The analysis of the present gravity missions GRACE (in orbit since 2002) and GOCE
(scheduled launch in 2006) is limited by the power of existing computers.

A way out of this dilemma might be to return to analytical perturbation theories. Hill’s
equations represent a linear approximation to the equations of motion of a satellite,
valid for circular orbits. As a result of using them, partial derivatives of the orbit per-
turbations can be computed very fast. The spectral presentaion of the periodical part
of the perturbations can be linked to the coefficients of the gravity field by so-called
transfer coefficients. The resulting normal matrix has a block diagonal structure and can
be inverted in parts. If, moreover, one applies efficient Fast-Fourier techniques to trans-
form the orbital perturbations to the spectral domain, this leads to a greatly reduced
computational effort. Even normal PCs can then cope with this task.

On the other hand, the periodicity of the orbit perturbations is disturbed by resonances
that have to be filtered. By selecting an appropriate approximating orbit, it is possible to
keep the perturbations on a small scale, in order to remain within the limits of the linear
theory. Nonetheless iterative procedures are necessary. In a last step, the solution can
be stabilised by observations on the acceleration level. They do not suffer from resonant
effects and can be computed directly on the observed orbit of the satellite, making it
possible to do without an approximated orbit.
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1. Einleitung

Diese Arbeit erscheint mitten in die Dekade der Geopotentiale hinein. Seit Mai 2000
kreist der erdwissenschaftliche Kleinsatellit CHAMP zur Schwere- und Magnetfeldfor-
schung sowie zur Atmosphérensondierung um die Erde. Im Mérz 2002 folgte ihm das
Zwillingspaar der GRACE-Satelliten mit dem Ziel, zeitliche Variationen des Schwerefel-
des zu erfassen und fiir 2006 ist der Start von GOCE geplant, einer Gradiometermission,
welche die rdumliche Auflosung des Schwerefeldes noch einmal um Gréfenordnungen
verfeinern soll.

An Bord all dieser Satelliten fliegen GPS-Empfinger mit, die eine kontinuierliche und
hochgenaue Bahnbestimmung mit hoher zeitlicher Auflésung erméglichen. In den Mas-
senzentren der Satelliten sind Beschleunigungsmesser positioniert, welche auf den Sa-
tellitenkorper wirkende nichtgravitative Storbeschleunigungen in drei zueinander senk-
rechten Richtungen messen, damit diese bei der Auswertung der Bahnbeobachtungen
von der Schwerebeschleunigung getrennt werden konnen. Mit dieser MeBanordnung ist
es erstmals moglich, kontinuierliche und von Stoéreinfliissen bereinigte, rein gravitativ
verursachte Bahnstorungszeitreihen erdnaher Satelliten zu generieren.

Aus den auf diese Weise beobachteten Bahnstérungen kann auf das verursachende Schwe-
refeld zuriickgeschlossen werden, die hohe Beobachtungsdichte erméglicht dies mit nie
dagewesener raumlicher Auflosung und Genauigkeit. Zur Bestimmung von Schwerefeled-
koeffizienten werden partielle Ableitungen benétigt, die bisher mit hohem rechnerischen
Aufwand aus den Variationellen Gleichungen auf numerischem Wege integriert wurden.
Das entstehende Normalgleichungssystem wird ebenfalls numerisch invertiert, die Anzahl
der Unbekannten wichst dabei quadratisch mit dem Entwicklungsgrad des Schwerefel-
des.

Dies ist schon seit geraumer Zeit nur noch mit Grofirechenanlagen mdoglich, deren Weiter-
entwicklung kaum mit den rasant fortschreitenden Moglichkeiten der Satellitengeodésie
Schritt halten kann. Hier setzt diese Arbeit an, deren Ziel es ist, durch Riickbesinnung
auf die analytische Bahntheorie von George William Hill ein schnelles Niherungsverfah-
ren zu entwickeln, das fiir erdnahe Satelliten auf kreisnahen Bahnen die iterative Losung
eines Schwerefeldes mit einem einfachen Personalcomputer erméglicht.

Dazu werden die beobachteten Bahnstohrungen mittels eleganter Fouriertechniken in den
Spektralbereich iiberfithrt. Die Fourierkoeffizienten werden als Lumped Coefficients in-
terpretiert, aus denen iiber Transferkoeffizienten, welche auf der Bahntheorie von Hill ba-
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sieren, die Gewichtskoeflfizienten der Kugelfunktionsentwicklung des Schwerefeldes durch
eine Kleinste-Quadrate-Ausgleichung geschiitzt werden. Die dafiir zu invertierende Nor-
malgleichungsmatrix erhélt Blockdiagonalstruktur und zerfallt somit in einzelne Blocke,
deren Dimension nur noch dem Entwicklungsgrad des Schwerefeldes entspricht.

Allerdings sind fiir die Fouriertransformation periodische Bahnstérungen notwendig,
die Hillgleichungen gelten nur fiir mit konstanter Geschwindigkeit durchflogene, ex-
akt kreisformige Satellitenbahnen und die Transferkoeffizienten zeigen auf der Bahnfre-
quenz Resonanzverhalten, wodurch bestimmte Schwerefeldkoeffizienten nicht schitzbar
sind. Dem wird versucht, durch geschickte Wahl eines Naherungsorbits, Vorbehandlung
der Bahnstorungszeitreihen und Iteration abzuhelfen. Bis zu moderater Auflosung des
Schwerefeldes gelingt dies auch, bei hochaufgelosten Feldern, fiir die diese Methode ei-
gentlich entwickelt wurde, divergiert das Verfahren jedoch. Deshalb muf3 die Anwend-
barkeit am FEnde der Ausfithrungen in Frage gestellt werden.
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2. Grundlagen

2.1. Bahntheorie

Ziel dieser Arbeit ist es, aus einer beobachteten Satellitenbahn auf die den Satelliten
bewegenden Krifte zuriickzuschliefen und das diese Krifte verursachende Schwerefeld
zu rekonstruieren. Der Satellit spielt dabei die Rolle einer Testmasse in einem Freifallex-
periment. Dieses Kapitel soll die benttigten theoretischen Grundlagen und technischen
Hilfsmittel zur Beschreibung der Satellitenbahn im Schwerefeld der Erde zusammenfas-
send bereitstellen. Dazu werden verschiedene klassische Losungsanséitze kurz vorgestellt
und der fiir diese Arbeit wesentliche (Hill, 1878) im Detail ausgearbeitet.

Betrachtet man den Satelliten in einem inertialen Koordinatensystem, vernachléssigt
alle nichtgravitativen Storkréfte wie Atmosphérenreibung, Strahlungsdruck der Sonne
und Erdalbedo und auflerdem die Gravitationseinfliisse des Mondes, der Sonne und der
weiteren Planeten des Sonnensystems, so lauten seine Bewegungsgleichungen

i = RV, (2.1)

wobei auf der linken Seite der Gleichung die zweiten Zeitableitungen des Satellitenortes
und auf der rechten Seite die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen durch das
Erdschwerefeld V; stehen. Der V-Operator bildet durch Ableitung des Potentialfeldes
nach dem Satellitenort den Gradienten des Feldes und damit die Schwerebeschleunigung.
Da das Erdschwerefeld erdfest ist, muf} es noch durch die Rotationsmatrix R! ins inertiale
System gedreht werden.

Durch die eingefiihrten Vereinfachungen stellen diese Bewegungsgleichungen nur eine
N#herung dar. Fiir diese Arbeit spielt das jedoch keine Rolle, da die vernachlissigten
Groflen weder in die Simulation der Testbahnen, noch in die Rekonstruktion des Schwe-
refeldes aus den Testbahnen einflielen.

In den aktuell fliegenden Schwerefeld - Satellitenmissionen CHAMP (Reigber, 2000) und
GRACE (Tapley und Reigber, 2001) werden die nichtgravitativen Stéreinfliisse durch
im Schwerpunkt der Satelliten mitfliegende Beschleunigungsmesser aufgezeichnet, die
nichtterrestrischen Anteile an der Gravitationsbeschleunigung sind sehr genau bekannt
und modellierbar. Beide Effekte konnen auf der rechten Seite der Bewegungsgleichungen
als Korrekturterme angebracht werden.
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Sollen die in dieser Arbeit entwickelten Analyseverfahren spéter auf beobachtete Sa-
tellitenbahnen angewendet werden, so wird es evtl. notwendig sein, die Korrekturen auf
Bahnniveau anzubringen. Dazu miiiten die beobachteten Bahnen zweifach auf Beschleu-
nigungsniveau differenziert werden, die gemessenen und modellierten Storbeschleunigun-
gen abgezogen, und die verbleibenden, vom statischen Schwerefeld der Erde verursachten
Beschleunigungen wieder zu Bahnen integriert werden. Dieser Schritt ist jedoch nicht
Thema dieser Arbeit und mufl noch gesondert betrachtet werden.

Bei der im Bau befindlichen Mission GOCE (Sneeuw et al., 2000) werden die Beschleu-
nigungsmesser mit den Diisen zur Satellitensteuerung riickgekoppelt, um den Satelliten
auf einer rein gravitativ beeinflufiten Bahn zu halten. Diese Bahn entsprache weitgehend
den hier benutzten Bewegungsgleichungen.

Gleichung (2.1) stellt ein System aus 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung dar. Dieses
148t sich numerisch integrieren, fithrt man die ersten Zeitableitungen des Satellitenor-
tes als unabhéngige Variablen ein (Montenbruck, 2000). Die numerische Integration der
Bewegungsgleichungen stellt die zur Zeit {iblichste Methode zur Simulation von Satelli-
tenbahnen dar. Das wurde jedoch erst im Computerzeitalter moglich und erst mit der
Entwicklung leistungsstarker Rechner praktikabel.

Neben der beschriebenen numerischen Losung existieren eine Reihe rein analytischer
Losungsverfahren, die zum Teil weit zuriickreichen und in ihren Urspriingen oft noch
zur Beschreibung der Bewegung des Mondes um die Erde oder der Planeten um die
Sonne entwickelt wurden. Zwei dieser Verfahren will ich hier herausgreifen. Eines davon,
namlich das von Hill, stellt eine der Grundlagen dieser Arbeit dar.

Die bekannteste analytische Bahntheorie ist wohl die von Kaula (1966), welche auf den
Storungsgleichungen in Keplerelementen nach Lagrange basiert:

da 2 0T

= e B (2.2)
de 1-¢* 9T V1-€*0T (2.3)
dt na2e OM nale Ow '
ﬂ _ cos 8_T 7 1 6_T (2.4)
dt  na2V1—e2sinl 0w na2y/1 — e2sin I 09
dw cos | or V1 —e20T
At~ na?vi-esinl 01 T Tnate oe (2:5)
" SR (2.6)
dt  na2v1—e2sinl 01
dM 1—e?20T 20T
@ """ e 9 nada’ 27)

Die ungestorten Keplerelemente beschreiben eine Ellipse (a = grole Halbachse, e =
Exzentrizitdt, I = Bahnneigung, w = Argument des Perigiums, 2 = Rektaszension
des aufsteigenden Knotens, M = mittlere Anomalie des Satelliten; n ist die mittlere
Winkelgeschwindigkeit des Satelliten), die Anderungen dieser Elemente mit der Zeit die
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Prézession der Bahnellipse und die Abweichungen des Satelliten von der Ellipse.

Storungsgleichungen anstatt Bewegungsgleichungen deshalb, weil das Schwerefeld der
Erde V = U + T in Normalpotential U (Potential einer Punktmasse bzw. einer rota-
tionssymmetrisch aufgebauten Kugel) und Storpotential T (Einflufl der Erdabplattung
und unsymmetrischer Massenverteilung innerhalb der Erde) aufgeteilt wird und als An-
trieb nur noch das Storpotential auf der rechten Seite von Gleichung (2.2) bis (2.7)
auftaucht.

FEine Punktmasse mit Potential U wiirde vom Satelliten auf einer Keplerellipse umflo-
gen, das Normalpotential wird durch Einsetzen der Keplerelemente dieser Ellipse als
Startwerte in die Storungsgleichungen beriicksichtigt.

Um die Stoérungsgleichungen (2.2) bis (2.7) losen zu kénnen, mufl das Storpotential der
Erde, welches {iblicherweise in sphérischen Koordinaten als Reihenentwicklung iiber Ku-
gelflachenfunktionen (siehe (2.37)) dargestellt wird, als Funktion der Keplerelemente
geschrieben werden. Dazu fiihrt Kaula Neigungsfunktionen Fj,,,(I) und Exzentrizitéts-
funktionen Gi,q(e) ein, die jedoch numerisch aufwendig zu berechnen und im Fall der
Exzentrizitdtsfunktionen auch schwierig zu bestimmen sind.

Es ergibt sich fiir das Storpotential

I'= GMl ( ) ZZF“”P I) Z Glp,q(€)Stmpq(w,Q, M, 0) (2.8)

m=0 p=0 q=—00

mit

C l—m gerade S l—m gerade

Im lym .

Slvm7p7q { S } COs d}l,m,p,q + { C } S ¢l7m7p7q, (2.9)
lym lm

l—m ungerade [—m ungerade

Vimpq = (1= 2p)w + (I = 2p + )M + m(Q — ). (2.10)

Der Winkel 6 entspricht der Sternzeit von Greenwhich und beschreibt die Rotation der
Erde um ihre Rotationsachse, welche der z-Achse unseres erdfesten Systems entspricht,
Cim und S, sind die Gewichtskoeffezienten aus der schon angesprochenen Reihenent-
wicklung des Schwerepotentials in Kugelflichenfunktionen. Sie enthalten die eigentliche
Schwereinformation und stehen in direktem Zusammenhang mit der Massenverteilung
innerhalb der Erde

_ _ !
Cim = 2 ]\jom EE‘FZ;:/A/(;a/(é) Py (sin @) cos (mA)p(r, ¢, A)drdpdA
_ _ !
Sim = 2 ]\jﬂm Z-FZ;:/)\/(;;/(é) Py (sin @) sin (mA)p(r, ¢, N)drdpdA,

r, ¢ und X beschreiben die sphérischen Koordinaten Radius, Breite und Lénge und laufen
bei der Integration iiber das komplette Volumen der Erde. Da die Dichte p jedoch nicht
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iiberall innerhalb der Erde bekannt ist, lassen sich die angegebenen Integralformeln nicht
unmittelbar zur Bestimmung der Schwerefeldkoeffizienten C,, und S; ,,, anwenden.

Wird Gleichung (2.8) nach den Keplerelementen abgeleitet und die Ableitungen in (2.2)
bis (2.7) eingesetzt, so ergeben sich Differentialgleichungen, welche sich nicht geschlossen
16sen lassen. Deshalb fiihrt Kaula séikulare Anderungen w, Q) und M der Keplerelemente
auf der rechten Seite der Gleichungen ein, die nur von der ungestorten Keplerbahn und
der Abplattung der Erde abhéngen. Das Ergebnis stellt also die ndherungsweise, analy-
tische Losung der den Bewegungsgleichungen (2.1) exakt entsprechenden Stérungsglei-
chungen in Keplerelementen (2.2) bis (2.7) dar.

Im Gegensatz dazu stellen die Storungsgleichungen nach Hill eine entlang eines Referen-
zorbits linearisierte Version der urspriinglichen Bewegungsgleichungen dar, die sich in
der Folge analytisch exakt 16sen 148t. Der Referenzorbit ist eine Kreisbahn mit Radius
r, das Koordinatensystem ein auf dieser Kreisbahn mit dem Satelliten mit konstanter
Bahngeschwindigkeit n mitrotierendes, forthin bahnbegleitend genanntes, Dreibein.

Das bahnbegleitende Dreibein sei folgendermaflen definiert: die x-Achse tangential zum
Kreisbogen in Flugrichtung des Satelliten zeigend, die z-Achse in radialer Richtung nach
auflen und die y-Achse senkrecht zur Bahnebene ein Rechtssystem ergénzend. Auf die-
se Richtungen wird im Folgenden auch als along-track, cross-track und radial Bezug
genommen. Die Orientierung des inertialen Systems sei abweichend von der gebrauchli-
chen Vereinbarung so gewéhlt, dafl seine x- und z-Achse in der Bahnebene des Satelliten
liegen und seine y-Achse in cross-track-Richtung zeigt. Zu einem beliebigen Zeitpunkt
t = 0 stimme die Orientierung der beiden Systeme iiberein.

Das bahnbegleitende Dreibein geht aus dem inertialen durch eine Translation des Ur-
sprungs vom Mittelpunkt der Erde auf den Kreisbogen z,, und eine Rotation

cosnt 0 —sinnt
R} = 0 1 0 (2.11)
sinnt 0 cosnt

hervor, die Koordinatentransformation zwischen den Systemen lautet also
z, = R (z; — zo,)- (2.12)

Da die Bewegungsgleichungen jedoch auf Beschleunigungsniveau aufsetzen, muf3 die vor-
gestellte Transformation auf Beschleunigungen ausgeweitet werden. Dazu ist es notig,
auch die Zeitableitungen der Rotationsmatrix zu beriicksichtigen, Scheinkréfte kommen
ins Spiel (Rummel, 1992). Die Transformation von Beschleunigungen ins bahnbegleiten-
de Dreibein wird zu

i, = Ri&; — Riiy, — 2072, — 0Tz, — OO, (2.13)
' 00—n

mit Q=R/RIT =00 0 (2.14)
n0 0
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und den Termen fiir Coriolisbeschleunigung —2Q7 1., inertiale Rotationsbeschleunigung
—QTz, die bei konstanter Winkelgeschwindigkeit n des Bezugspunktes z, auf der Kreis-

bahn zu 0 wird und Zentrifugalbeschleunigung —Q€%,..

Mit zj, = Ri(0,0,7)T ergibt sich die linke Seite der Bewegungsgleichungen im rotieren-

den System somit zu

Ty nZy n’x, 0
RiZ, = | 9 | +2 0 — 0 - O

. . 2 2

Zp —Nny n-zy ner

(2.15)

Betrachten wir nun die rechte Seite. V = U+1T sei eine Darstellung des Schwerepotentials
im von uns gewéhlten inertialen System, und damit &, = VV = (% + %)T. Nimmt

man an, dafl die durch das Storpotential verursachten gravitativen Storbeschleunigungen
auf den Satelliten und die daraus resultierenden Bahnstorungen klein sind, der Satellit
sich also nur wenig von der Kreisbahn entfernt, so kann man das Normalpotenial in einer
Taylorreihe um den Entwicklungspunkt z,, auf der Kreisbahn darstellen, die nach dem

zweiten Term abgebrochen wird (Schrama, 1989)

ov\" _(oUN'| |, (ov? g
oz;) ~ \oz Ox?

=0; =04

(z; — zo,) + <8x

£

Mit U = €M — __GM

RV

lassen sich

0
oU\"
<a—> =R 0 und
Li 2, —n?r
aUQ T —7?,2.1‘7«
T
(%) | @-m)=r"{ -
= z, 2n2z,
berechnen und eingesetzt ergibt sich mit (g—gr)T = (g; gif)T = (g—;qu)T
fiir die rechte Seite der Bewegungsgleichungen
oT
0 —n’x, dzy
. 2 oT
Rii; = 02 A R
—n°r 2n°z, aT
0zr
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(2.16)

(2.17)

(2.18)

= R (g5)"

(2.19)

13

GeoForschungsZentrum Potsdam



Gleichgesetzt ergeben sich aus (2.15) und (2.19) die beriihmten Hill-Gleichungen
or

i oT

ij +nly = o (2.21)
oT

5 — 2ni — 3n’z = 50 (2.22)

welche George William Hill (geboren 1838 in New York City, gestorben 1914 auf seiner
Farm am Hudson River), der spiter kurze Zeit an der Columbia Universitéit lehrte, als
Angestellter des Nautical Almanac Office in Cambridge, Massachusetts zur Beschrei-
bung der Mondbahn um die Erde entwickelte und 1878 verdtffentlichte. Erstmals fiir
die Schwerefeldbestimmung mit Hilfe niedrigfliegender Satelliten vorgeschlagen hat die
Hill-Gleichungen Oscar L. Colombo (1984).

Die Gleichungen beschreiben die Abweichungen eines Satelliten von einer gleichférmig
mit Winkelgeschwindigkeit n durchflogenen Kreisbahn im bahnbegleitenden Dreibein.
Auf der rechten Seite stehen die Stérbeschleunigungen, welche die Bahnstérungen ver-
ursachen. Das Subscript r, welches bisher das bahnbegleitende Dreibein anzeigte, wird
hier und in Zukunft der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.

2.2. Losung der Hill-Gleichungen

Die Hill-Gleichungen (2.20) bis (2.22) beschreiben die Abweichungen der Satellitenbahn
von einem gleichméfig durchflogenen Kreisorbit, verursacht durch Stérbeschleunigun-
gen, welche in unserem Fall rein gravitativen Charakter haben. Es handelt sich um ein
lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, das sich unter ge-
wissen Annahmen geschlossen 16sen 148t und dessen Loésung sich aus der Losung der
homogenen Gleichung g—g = 0 und einer speziellen Losung zusammensetzt. Die cross-
track Storung y ist von den Stérungen in along-track Richtung z und radialer Richtung
z entkoppelt und 14t sich unabh#ngig berechnen.

Die Losung der homogenen Gleichungen lautet (Scheinert, 1996)

xp(t) = 4ey cosnt — deg sinnt + c3 + cqt (2.23)

yn(t) = c5 cosnt + cgsinnt (2.24)
2

zp(t) = 2¢g cosnt 4 2¢y sinnt — 3—04, (2.25)
n

mit den Integrationskonstanten cq bis cg.

FEine spezielle Losung kann gefunden werden, wenn die Stérbeschleunigungen sich spek-
tral als Reihen darstellen lassen
oT

e Z AJJ’% cos wjt + BJ% sin w;t, (2.26)
- J
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dies trifft fiir die Schwerebeschleunigung der Erde zu, wenn der Satellit auf einer in sich
geschlossenen Bahn fliegt, die sich also periodisch wiederholt. Fiir eine einzelne Frequenz
wj findet man dann die Losung

1
Ty, (1) = 20Z ) ((3122 + wjz»)Af + 2wjnB7) cos wjt
Wi\t
1 2 2 :
+ m ((31’L + wj)B;-” — ijTLAj) smwjt (227)
J J
1
Yp; (t) = —5—5 (A coswjt + B sinw;t) (2.28)
n® — w;
1
(t) = A% —2nBY it
ij( ) w; (nQ w]Q) ((.U] 7 n J ) COS Wj
1
+ ﬁ(w]B; + QHA;E) sin wjt. (229)

wj(n? — wy)

Die spezielle Losung setzt sich aus allen Einzellosungen z,, . zusammen. Allerdings werden

Pj
diese fiir bestimmte resonante Storfrequenzen, ndmlich die Nullfrequenz w = 0 und die

Bahnfrequenz w = +n singulér, diese Félle miissen gesondert betrachtet werden und wir
stellen deshalb noch ein Gleichungssystem fiir die Resonanzen

T
g— = A cosnt + BEsinnt + Ay (2.30)
L

auf (die Amplituden Bf entfallen, da der Sinus fiir die Nullfrequenz zu Null wird).
Dieses System hat letztendlich die Losung

x(t) = = <(gB;i + 4Aﬁ> + (nAZ — 2nBﬁ)t> cos nt
1 3 .
+ — | (4B, — 545 | + (nB;, +2nA;)t | sinnt
n2 n 9 n n
3
2
L ow_ 1
yr(t) = 4—112A" — %Bnt cosnt

1 1 1
+ (—B}; + %A#> sinnt + ﬁAg (2.32)

4 2
AT — ZAZ— A 2.31
+ a0~ Ao 0 (2.31)

4n?

1 1
2 (t) = o3 ((5142 - 3Bﬁ) — (nB} + 2nA£)t> cosnt

1

t oz

1
<<§be + 3Af’;> + (nA; — 2nBZ)t> sinnt

1 2
+ S AZ 4+ — ARt 2.33
n20 T 0 ( )
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und zusammen mit der homogenen und der nichtresonanten speziellen Losung ergibt sich
die komplette Losung z(t) = z(t) + >, z,, (1) +z,(t) nach Bestimmung der Konstanten
¢1..¢ durch Einsetzen der Anfangsbedingungen z(t = 0) = z, und £(t = 0) = &, zu

o 3 (7 ) e 48| o
J "
+ (6ZO+ $O+Z<n2_w n(nz_w?)> +ﬁ(5Bﬁ*Az+2AS) sin nt

1
+ — (4 —ZBz)tcosnt—i— (BZ—|—2A$)tsmnt
n

+Zw

7 .7

2D D e e
j ]
2,
+$0—EZ()—Z<W
J

J

%) ((3n + wj )Ax—|—2w]nB ) cosw;t

((3n + w3 )Bf — 2wjnA?) sinwjt

1
AL 4 —Bz> — =5 (3AL 4 2BZ — 44Y)
n

J
win

3 1 3
6nzo + 3do + Y —Bj + — (3B +247) | t - 5Agt? (2.34)
; J
J

1 1

y
yo—zn2_szj—n2
j

L.
n

AY | cosnt

Wy 1
e Y - L -
Zn(nz—wz) ) gz tn
J J

sin nt

1 1
—Byt cosnt + —A%t sin nt

1
+ Z n2 g ( ! coswjt + BY sinw; ) + ﬁAg (2.35)

2w; B? Az

247
2

J

. 4
w]Bj

2— i
n wj

=

BZ+A$

n

(5
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n(n? — ws)

2. j j 1
_ 320+ﬁx0_2j:<n(n2—w2) _ng_w]z> _Q(ZBx—f—AZ) cos nt
+— §B" + A7 — 245 sin nt
n

1 /1
n) tcosnt + — <§A1‘i - Bf{) t sin nt
n
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+ wA 2nB cosw;t
Y o )eosw

1 .
+ Z wij o %2) (ij; + QnA;-U) sinw;t

2 1
+ o + 4z + Z ?B;” + =5 (2B2 + Af) + Axt (2.36)

Die Losung der Hillgleichungen 148t sich nach Colombo (1986) mit einem Feder-Masse-
System vergleichen, bei dem die Energie stindig zwischen kinetischer Energie der Masse,
hier des Satelliten, und potentieller Energie der Feder, in unserem Fall des Schwerefeldes,
hin- und hertransferiert wird. Eine Anregung des Systems auf Stoérfrequenz w; fithrt da-
bei zu einer Antwort auf gleicher Frequenz (spezieller Anteil der kompletten Losung). Je
niher die Anregungsfrequenz der Null- oder Orbitfrequenz kommt, desto mehr wird die
Antwort verstirkt, wihrend fiir alle andere Frequenzen eine Dédmpfung erfolgt. Die linea-
risierten Bewegungsgleichungen stellen also eine Art Bandpaffilter der auf den Satelliten
ausgeiibten Beschleunigungen dar.

Die Resonanz auf Orbitfrequenz fithrt zu einer anschwellenden Schwingung des Satelli-
ten auf dieser Frequenz (ein fehlerhaftes Kréiftemodell kann sich ebenfalls in einer sol-
chen Resonanzerscheinung dufiern), die Resonanz auf der Nullfrequenz verursacht lineare
und quadratische Terme. Eine konstante radiale Beschleunigung durch fehlerhaftes G M
wiirde so z.B. zu einem radialen Versatz des Satelliten, einer Schwingung auf n und
einer Drift in along-track fithren. Ahnlich wiren die Auswirkungen einer falschen An-
fangsposition, die zu einer konstanten Ablage des Satelliten in allen 3 Koordinaten, einer
Schwingung auf Orbitfrequenz n und ebenfalls einer Drift in along-track fithren wiirden.

Unter den Voraussetzungen von

e kreisférmiger Referenzbahn
e konstanter Winkelgeschwindigkeit des Bezugspunktes auf der Referenzbahn

e kleinen Bahnstorungen (bzw. relativ kurzem Zeitraum)

lassen sich die Bahnstorungen eines Satelliten also durch die Summe aus homogener,
resonanter (fiir Storbeschleunigungen auf der Umlauf- und Nullfrequenz) und speziel-
ler Losung (fiir Storbeschleunigungen auf allen anderen Frequenzen) der linearen Hill-
Gleichungen beschreiben.

Andererseits konnen die einzelnen Losungen der Hill-Gleichungen fiir solche Bahnen auch
als Filter benutzt werden, um die durch die Startbedingungen oder Resonanzen beding-
ten Effekte aus einer beobachtete Satellitenbahn herauszureduzieren. Dazu werden sie
getrennt von der speziellen Losung geschéitzt und von den beobachteten Bahnstérungen
abgezogen. Dabei ist darauf zu achten, daf} sich resonante und homogene Stérungen nur
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gemeinsam schétzen lassen, da beide konstante, in ¢ lineare und auf Orbitfrequenz n
periodische Anteile besitzen. Niheres dazu in Abschnitt 4.1.

2.3. Darstellung des Schwerefeldes im bahnbegleitenden
Dreibein

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt eine Losung der Hill-Gleichungen (2.20) bis
(2.22) vorgestellt wurde, mufl noch eine Darstellung der Stérbeschleunigungen im bahn-
begleitenden Dreibein gefunden werden. Dazu konnte die allgemein giiltige Formel von
Kaula (2.8) bemiiht werden, doch ergibt sich dank der kreisférmigen Referenzbahn eine
vereinfachte Herleitung und Formel, die im Folgenden ausgearbeitet werden.

Ublicherweise wird das Schwerepotential der Erde als Reihenentwicklung iiber Kugel-
flichenfunktionen im erdfesten System dargestellt (Heiskanen und Moritz, 1967). Da es
jedoch spéter ins bahnbegleitende Dreibein rotiert werden soll, sei hier eine komplexwer-
tige Darstellung bevorzugt, welche sich unter Rotation giinstiger verh&lt

0o l
Vo) = TS () ST iYoo), (237)

=0 m=—l1

r, ¢ und A bezeichnen die sphérischen Koordinaten Radius, Breite und Lénge im geozen-
trischen, erdfesten System. Die komplexwertigen Kugelflichenfunktionen Y;,, ergeben
sich aus den zugeordneten Legendre-Funktionen P, ,,:

E,m(gba )‘) = NLmB,m(Sin Qb)eim)\ (238)

_ _ | )
Yim(,\) = (—l)m(lim);Nl,,mPl’m(sin $)e~imA, (2.39)

(I 4+m)!

Sie sind auf 47 iiber der Kugel normiert, der Normierungsfaktor ist

Nim = (—l)m\/(QZ + 1)% (2.40)
und gilt reziprok auch fiir die komplexwertigen Gewichtskoeffizienten
R = (14 om)——(Ciom — iS1m) (2.41)
: 9 N 5 :
Ry = (1) 5 (1 4+ Gom) 3 —(Com + i1.m). (2.42)

lym

Das Schwerepotential soll nun aus dem erdfesten in ein zum bahnbegleitenden paral-
leles, geozentrisches Dreibein rotiert werden. Geschieht diese Transformation {iber eine
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Euler-Rotationsmatrix Rg(«, 5,7) = Ra(v)R2(8)Rs(a), so 1aBit sich die entsprechende
Rotation von Kugelflichenfunktionen mit Hilfe der D-Symbole durchfiihren (Ilk, 1983)

le ,m ¢7 Z Dl m, k ﬁa V)E,k(¢/7 A/) (243)

k=-1

(gestrichene Koordinaten ¢’, N beziehen sich auf das rotierte Dreibein 2/, siehe Abb.
2.1). Die Definition der D-Symbole findet man bei (Wigner, 1959)

DY, wle, B,7) = €y ik (B)e™ (2.44)
&M¢W%=¢éﬁxggik% (2.45)

‘ 22: l+m l—m (- 1) cog2l—k+m— 2t5 kfm+2té
¢ I—k—t 2° 2

t=t1

t1 = max(0,m — k)
to = min(l — k,l +m)

Wie sieht nun die Rotation konkret aus? Zuerst erfolgt eine Drehung um die z;-Achse
des erdfesten Systems um das Argument der Lange A = (2 — O des aufsteigenden Bahnk-
notens. Es folgt eine Drehung um die neue z-Achse um die Bahnneigung I und zuletzt
eine Drehung um die neue z-Achse um das Argument der Breite u = w+ f des Satelliten
(Abb. 2.1).

Sofort fallt auf, dafl es sich hierbei nicht um eine Euler-Rotation handelt, da die mittlere
Drehung um die neue z- anstatt der neuen y-Achse stattfindet. Diese Rotation 148t sich
jedoch durch Vor- und Nachdrehung um 7/2 in eine Euler-Rotation umwandeln (Sneeuw,
1991):

Rs(u) Ry (I)Rs(A) = Ry <u - —) Ro(I)Ry (A + g) . (2.46)

Dies fithrt zu einem zusitzlichen Faktor i*~™ in (2.43), damit l#8t sich das Potenti-
al (2.37) im zum bahnbegleitenden parallelen, geozentrischen System folgendermafien
schreiben

GM & _ _
V(¢ XA L) = = Z_O( z) ZlkZlKlmz " Dy (A T, ) Vi (6, ).
(2.47)

Da der Satellit immer auf der neuen z'-Achse des rotierten Koordinatensystems liegt,
gilt }/l,k(ﬁblv )\,) = Yl,k(O, 0) = Nl,kPl,k(O) und somit

l

l
Vi A L) = Gi” Z( ) SN By et g (DN Pg(0). (248)
=0 m=—1 k=—1
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Abbildung 2.1.: Die verschiedenen Bezugssysteme und thre Beziehungen zueinander: erd-
fest x,, rotiert geozentrisch ' und bahnbegleitend x.

Merke, fiir I — k ungerade werden die P, ;(0) = 0.

Der Ubergang zu einer reellwertigen Reihenentwicklung gelingt, indem man die Aus-
driicke fiir negative und positive m zusammenfafit

) l l
1
V=> > > Vimk+ Vi—m,—1)5 (2 = dom) (2.49)
=0 m=0k=—1
W,m,k + W,—m,—k = Vl,m,k + Vljkm,k = Qﬁ(w,m,k) (250)

Der Faktor i*~™ macht eine Fallunterscheidung notwendig

GM a =k int(L (1—m 7
Vi(r, A1 u) = ( E) Z Z St U=mt ) g (NP (0)
m=0k=—1
Clm COS Yg m + Sl,m sin Yy, m fiir [ — m gerade (251)
—S}m COS Yk + él,m sin ., flir I —m ungerade, '
Vmk = ku +mA. (2.52)

Da wir in diesem Schritt auch von komplexwertigen auf reellwertige Gewichtskoeffizien-
ten C,, und S, iibergegangen sind, macht es keinen Sinn mehr, bei der Normierung
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fiir komplexwertige Kugelflaichenfunktionen zu bleiben. Reellwertige Kugelflichenfunk-
tionen sind normalerweise mit

(Il —m)!

) (2.53)

Nl,m = \/(2 — 50m)(2l + 1)

normiert. Wichtig ist aber nur, daf§ in jedem Fall der Normierungsfaktor NV ,, zu dem
verwendeten Koeffizientensatz pafit.

Zur Verkiirzung der Schreibarbeit werden an dieser Stelle die normierten Neigungsfunk-
tionen

— =k 1 - —

Flmi(1) = (=1)72 HtGU=mtD)g, (1) Pk (0) (2.54)

eingefiihrt. Diese entsprechen den bei (Kaula, 1966) vorgestellten bis auf die Normie-
rung und eine leicht abweichende Indizierung, die jedoch zu identischen Ergebnissen
fithrt. Vergleicht man Gleichung (2.8) und (2.51) und sieht von der fehlenden Normie-
rung bei Kaula ab, so lassen sich die beiden Ausdriicke ineinander iiberfiihren, wenn die
Exzentrizitatsfunktionen Gy, 4(e) zu eins gesetzt werden, die grofie Halbachse der Kep-
lerbahn a durch den Radius der Kreisbahn r ersetzt und das Argument des Perigiums
w und die mittlere Anomalie des Satelliten M zum Argument der Breite des Satelliten
u zusammengefafit werden.

Bricht man die Reihenentwicklung beim maximalen Entwicklungsgrat L ab und ver-
tauscht die Reihenfolge der Summation, so kann man schreiben

L L L
v Luy =SS S (Y Ay

m=0 k=—L I=max(m,|k|)

C_’l,m COS Yg m, + S'l,m sin Yy m fiir [ — m gerade
—Slm COS Yk m + C’Lm siny , fiir | —m ungerade

L L
= D Ankcostim + By i sin Y. (2.55)
m=0k=—L

Man hat also eine neue spektrale Darstellung des Schwerefeldes entlang der Satelliten-
bahn gefunden. Die neuen Gewichtskoeffizienten sz . und BX]  werden Lumped Coef-
ficients genannt, weil jeweils Schwerefeldkoeffizienten gleicher brdnung als Linearkom-
bination zusammengefaflit werden. Der Zusammenhang zwischen den beiden Spektren
lautet

L _
i Cim fiir [ — m gerade
A}’/n,k‘ = Z HlYm,k { - i | q (2.56)
I=max(m, |k|) —Sim fiilr I —m ungerade
L _
3 Sim  fiir [ —m gerade
I=max(m,|k|) I,m Iur { —m ungerade
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und geschieht iiber die sogenannten Transferkoeffizienten (Sneeuw, 1992)

_ GM sag\! -

T T

2.4. Spektrale Darstellung der Bahnstéhrungen

Eine spektrale Darstellung des Potentials in einem, zum bahnbegleitenden parallelen,
geozentrischen Dreibein konnte im vorangehenden Abschnitt gefunden werden. Nun mufl
nur noch der Gradient im bahnbegleitenden Dreibein gebildet und in die rechte Seite der
Hill-Gleichungen eingesetzt werden, um die Koeffizienten A]If und B]”-C* in der Losung der
Hill-Gleichungen bestimmen zu kénnen. Diesen und die folgenden Schritte fithrt Sneeuw
(2000) sehr elegant in komplexer Notation durch, da zur Umsetzung in Programmcode
jedoch reelle Ausdriicke benétigt werden, sollen die bereits bei Sneeuw aufgezeigten
Zusammenhénge hier noch einmal im Reellen nachvollzogen werden.

Fiir infinitesimal kleine Bahnstorungen gilt dx = rcos ¢’dN, dy = rd¢’ und dz = dr,
gestrichene sphérische Koordinaten beziehen sich wieder auf das parallel zum bahnbeglei-
tenden rotierte, geozentrische Dreibein. Da der Ursprung des bahnbegleitenden Systems
und damit der Bezugspunkt der Bahnstérungen sich immer bei ¢’ = X' = 0 befindet,
wird cos ¢’ = 1. Damit ergibt sich fiir den Gradienten

) 1.0
8375 r o)\
o)

V= 7 | = %? (2.59)
0z or

Auf einen einzelnen Summanden V},, ;, des Potentials in Bahnkoordinaten (2.55) ange-
wendet liefert der Gradient (Sneeuw, 1992)
8W,m,k law,m,k _ law,m,k
ox r ON r  Ou

_1GM rap\! & S €08 Y s — Cl sin || 55
=7 5) Fuma(Dk “ide (2.60)
ror r m, Clum €08 Yk + Stym SIN Y |, ungorade
8%,771,](3 — laWJ’RJ{I
oy r O¢
_1GM rap\! - gl,m COS Yy k — C_'l,m SIn Yo, & bmm gerade
= — ) FonxDq A e (2.61)
ror r m, Clom oS Yk + Stm Sy |, ungerade
8‘/lzm7k — 8%,7’”,]{}
0z or

l+1GM sa l _ CmCOS m +5m8in - l—m gerade
- ( E) l,m,k(I){ 1 €08 Yim e+ S1m 510 Yo, } (2.62)

roor T —S1,m COS Yy i + Cl,m Sin ¥, i

[—m ungerade

Dabei ist zu beachten, dafl sich bei der Ableitung in cross-track Richtung die Breite ¢’
des Satelliten im rotierten System in den Neigungsfunktionen Fj,, j(I) verbirgt, und
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zwar in den Legendre-Polynomen P} ;(0). Sneeuw fithrt daher unter Beniitzung einer
Rekursion aus (Ilk, 1983) die cross-track Neigungsfunktionen

_1))

_ l—k—1 ins (I—m _
Fy (D) = (=1) "2 0, (TN P (0) (2.63)

ein. FaB3t man wieder zu Transferkoeflizienten zusammen

—w _1GM ap\! -
Himp ==~ (7) Lk (1)K (2.64)
- 1GM fapy! -

Y _ a2 X
Hipmw = 7= ( . ) Bl (2.65)
. I+1GM rap\! -
Himp ===~ (7) Fim (1), (2.66)

so lassen sich die Schwerebeschleunigungen im bahnbegleitenden Dreibein spektral dar-
stellen

L L L = = . l—m gerade
oV _ Z Z Z 7T { Sl,m COS 7wbm,k - Cl,m S wm,k }
- I,m,k Cf Q .
M cos Sim sin
Ox m=0 k=—L I=max(m,|k|) tm wm,k + Lm @ij,k l—m ungerade
L L
= Z Z Ap e €OS Yk + By, o sin g, (2.67)
m=0k=—L
L L L = = . l—m gerade
6V . Z Z Z Hy { Sl,m COS '(Z}m,k — Cl,m S1n wm,k
N Lmk \ Cyy, cOS S} Sin
ay m=0 k=—L I=max(m,|k|) Lm wm,k T bm wm,k l—m ungerade
L L
= Z Z A‘fn’k COS Yk + Bf;’%k. sin ¥, m (2.68)
m=0k=—L
L L L = = . l—m gerade
ov Z Z Z — { Clm €OS Yy e + S SIN Yy } g
. Im.k 5' S 3
MR — cos Clm sin
0% m=0 k=—L Il=max(m,|k|) tm wm,k + Lm wm,k l—m ungerade
L L
= Z Z AG 1 COS Yk + B, e Sk (2.69)
m=0 k=—L
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mit den Lumped Coefficients der Storbeschleunigungen

L 5, l—m gerade
_ 1,
o= Y R {am) (.70

[—m ungerade
L
T _ []T
m,k - l7m7k

A l—m gerade
Cim } (2.71)

[—m ungerade

L 5, l—m gerade
_ 1,
A= > Yk AT } (2.72)
m

[—m ungerade

) [—m ungerade

= l—m gerade
Cim } (2.74)

l—m ungerade

L B _C—,l l—m gerade
Bly= ﬁmk{ &;T} (2.73)
L —

= l—m gerade
Stm } . (2.75)

L, [—m ungerade

Fiir geschlossene Bahnen (und jede Kreisbahn wird frither oder spéter zur Wiederho-
lungsbahn) lassen sich diese Lumped Coefficients A7 , und B, , den Koeffizienten ijf

und B;“"— aus (2.26) eindeutig zuordnen.

Eine geschlossene Bahn hat die Wiederholfrequenz ﬁ:', die sich als ganzzahliges Verhélt-
nis g (6 Erdumrundungen in « Sterntagen) schreiben 1afit. Zu gegebenen m, k 148t sich
der Index j dann folgendermafien zuordnen

u
g

w; wird durch Nullen zu einem gleichabstédndigen Spektrum ergénzt.

U

Vmp = ki +mA = = (kB £ ma) Bj = wj, (2.76)

Zur umgekehrten Zuordnung, welche bei der praktischen Auswertung von Bahnstérungs-
zeitreihen durch Fourieranalysen spéater wichtig wird, suche man die ganzzahlige Lésung
der Gleichung
_ kB
a

m=F ; mel0, ..., L], ke[—L, ..., L], (2.77)
fiir § > 2L ist diese Zuordnung immer eindeutig (Sneeuw, 2000).

Es bleiben noch die resonanten'Amplituden A%, Ay und Bj zu bestimmen. Exakte
Resonanz auf der Nullfrequenz ¢, = ki + mA = 0 wird nur fir m = h33, k = hao,

ie nach Vorzeichen von A; in der Praxis immer Minus, da die Erdrotation schneller als die Knotendre-
hung ist.
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h = 0,1,2,... erreicht, Resonanz auf der Eigenfrequenz wmk = n unter der Annahme
n=u fir m = hG, k = ha + 1. Also gilt A%ﬁA%ﬁ,ha, A%iA%@haH und BﬁiB%ﬁ,haH'

Es ist uns also gelungen, Bahnstorungen im bahnbegleitenden Dreibein unter Verwen-
dung der Storungstheorie nach Hill als Funktion der Schwerefeldkoeffizienten darzustel-
len. Quasi nebenbei konnten spektrale Darstellungen des Potentials in einem Dreibein,
welches geozentrisch, aber parallel zum bahnbegleitenden gelagert ist, und der auf den
Satelliten wirkenden, gravitativen Beschleunigungen im bahnbegleitenden Dreibein ge-
funden werden. Der Ubergang zwischen den verschiedenen Spektren wird durch Trans-
ferkoeffizienten ermoglicht und charakterisiert.

Praktisch wire es, wenn eine solche, spektrale Darstellung auch fiir die Bahnstérungen
selbst gefunden werden koénnte. Ein Blick auf die Losung der Hill-Gleichungen (2.34)
bis (2.36) macht jedoch sofort deutlich, da durch Anfangsbedingungen und Resonanzen
hervorgerufene lineare und quadratische Anteile die Voraussetzungen der Periodizitét
verletzen. Konnten diese jedoch durch Filterung aus den beobachteten Bahndaten ent-
fernt werden, miifiten sich die verbleibenden Stérungen spektral zerlegen lassen.

Diese periodischen Anteile werden gerade durch die spezielle Losung der Hill-Gleichungen
(2.27) bis (2.29) représentiert. Es soll im Folgenden also versucht werden, noch eine spek-
trale Darstellung der speziellen Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein zu finden.
Dazu werden die partiellen Ableitungen von (2.27) bis (2.29) nach den Schwerefeldkoef-
fizienten Cy,,, und Sy, gebildet

I —m gerade:

Ory _ §~ Onp OBy 0ry 04ny (2.78)
OCrm = OBL  OCm  9AZ,, OC,m '
l T z
Oy _ - 0, i 0s, OB -
OSim = OAL  OSim OB, 0Sim '
l Yy
ayp ayp 8Bmk
I —mk 2.80
9Cm ;l 9BY,, 9C) (2.80)
l
Wy _ Oy O (2.81)
OSm 2= DAY, S, '
l T z
s - 0y s 0, O -
OChm = OB OCm  9AZ,, OC,m ’
l T z
O _ 02p Omi 0z OBy (2.83)
OSim = OAL 081 OB, 081,
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[ — m ungerade:

l T z
Ozp _ Yy Oy Ohn L. OB (2.84)
OCrm =, 0A%, OCpy  OBE,, 0Cipm ’

l

oB? 0A?
8_371) _ 8? ok axzp _mk (2.85)
OSim =, 0By, 0Sim ~ OA7, ;. OSim
l Y
ayp 8yp aAmk
e —— 2.86
IC1m, k:zl 0A} 1. 0Cim (2.86)
l y
ayp ayp 8Bm k
P = —_— 2.87
ISim kz;l OBy, ;. 0Sim (2.87)
!
QAT OB?
Ozp _ 3 0% Omp 0% OZmik (2.88)
OCm =, 0A%, , 0C1m — OBF, . OC)m

l

oB2 DA
02 Tmk 0% Tmk (2.89)
y OSim | OAZ DS,

OSim OB

X
k=—1I m,

Die darin vorkommenden Ableitungen der Lumped Coefficients nach den Schwerefeldko-
effizienten sind die bereits eingefiithrten Transferkoeffizienten fiir Stérbeschleunigungen
(2.64) bis (2.66), die Ableitungen der speziellen Losung der Hill-Gleichungen (2.27) bis
(2.29) nach den Lumped Coefficients lauten

oz, _ 3n2 + 1)[)72nk oty o, _ 3n2 + 1#,27“6 Sin
R e R U PR T o M
By ™ Tl BB
8iz7k = —lll}gm CoS Yk ; 88322k =3 —ll/fnk SIN Yy
T A s R L
8184216 =5 ?nk COS Yy k; azzk == w?nk SIN Yy k-

Eingesetzt in Gleichung (2.78) bis (2.89) ergeben sich lidngliche Ausdriicke, die jedoch,
wieder zu Bahnstorungen integriert, nach Definition der Transferkoeffizienten fiir Bahn-
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storungen

. (3n? + w?nk)k - 2mﬂm7k(l +1)GM sap\+2 -
Imk — ) 2 ) 2 <_> E,m,k(I) (290)
me{;(n _/l/)m,k;) aE r
_ 1 GM ag +2 _
Ay - - T (—) FX (1) (2.91)
l’ ’k; l7 7k
m n2 — 17Z}7%1,k QQE r m
— 2nk — l—l—li/) kGM ag +2 _
chvlfnvk = (2 ')2 = 2 <_) l,m,k I)y (292)
Yk (n? — ¢m7k) ag r
zu iibersichtlich Reihendarstellungen fithren
L L L B é l—m ungerade
zp(t) = Z Z Z Hldfnk { gl’m} COS Yy k
m=0k=—L l=max (m,|k|) Lm ) gerade
L 3 S, [—m ungerade
+ Y "R, { o } S0 Yy g
I=max (m, k) b J 1—m gerade
L L
=D D Alkcostmp + By sin (2.93)
m=0k=—L
L L L . é[ l—m ungerade
w=> Y (2 A ——
m=0k=—L l=max (m,|k|) bm J1_m gerade
L iy 5, l—m ungerade
+ > Hi { _é’fm } SN Py g
l=max (m,|k|) bm ) —m gerade
L L
=" > AW, costn + B, sin (2.94)
m=0k=—L
L L L . _5,1 l|—m ungerade
STUED D S IS SR AR b ——
m=0k=—L l=max (m,|k|) bm ) i—m gerade
L B C, l—m ungerade
+ Z Hldrznk { gl,m } Sin Yy, o
Im _
l=max (m,|k|) l—m gerade
L L
=D D Ankcos Y + Byl sin . (2.95)
m=0k=—L
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Dazu wurden die Lumped Coefficients der Bahnstérungen

L _ é l—m gerade
Al = Y HF, { S—f”"} (2.96)
l=max (m,|k|) Lm ) _m ungerade
L o l—m gerade
Bl = Y HF, { Sg’” } (2.97)
l=max (m,|k|) “Ybm ) | _m ungerade
L = l—m gerade
Ang,k = Z Hiffi@,k { _;Z } (2.98)
l=max (m,|k|) ’ l—m ungerade
L _ S l—m gerade
Bu= > Hi, { o } (2.99)
l=max (m,|k|) Lm ) |—m ungerade
L 5, l—m gerade
Afp = Y HE, { o } (2.100)
I=max (m,|k|) Lm ) 1—m ungerade
L _ é l—m gerade
B = Y HE, { S—f’m} (2.101)
I=max (m,|k|) Lm ) |—m ungerade

eingefiihrt, welche die Gewichtskoeffizienten der spektralen Darstellung der speziellen
Bahstorungen im bahnbegleitenden Dreibein sind.

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dafi es uns im Verlauf der vorher-
gehenden Abschnitte gelungen ist, das Schwerepotential (bzw. ohne Zentralterm das
Storpotential) der Erde, sowie die daraus resultierenden Schwerebeschleunigungen auf
den Satelliten in einem bahnbegleitenden Dreibein darzustellen. Dies war die Vorausset-
zung, um die Bahn des Satelliten mit Hilfe der Stérungstheorie nach Hill beschreiben zu
konnen. Im Verlauf der dafiir benétigten Umformungen konnten spektrale Darstellungen
des Schwerepotentials, der daraus resultierenden Beschleunigungen auf den Satelliten,
und der periodischen Bahnstérungen des Satelliten im bahnbegleitenden Dreibein ge-
funden werden. In den folgenden Kapiteln soll von diesem Umstand profitiert werden,
indem schnelle Fouriertechniken eingesetzt werden, um aus Bahnstorungen auf das ver-
ursachende Schwerefeld zuriickzuschlielen.

Abschlieflend sei noch bemerkt, dafl die von Hill gefundene Losung der Bewegungsglei-
chung eines Satelliten einen Sonderfall der Formeln von Kaula fiir kreisférmige Bahnen
darstellt, und die Ausdriicke von Kaula sich fiir verschwindende Exzentrizitit in jene von
Hill umformen lassen. Dieser Ubergang ist nicht einfach, da Kaulas Formeln in diesem
Fall singuldr werden. Fiir radiale Bahnstérungen siehe dazu (Schrama, 1989), fiir die
anderen Richtungen (Balmino et al., 1994).
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3. Closed-Loop-Simulation

3.1. Simulation von Bahnstorungen und Rekonstruktion der
Schwerefeldkoeffizienten

Im Kapitel ,,Grundlagen* wurde die Bahntheorie von Hill soweit vorgestellt, dafl es uns
nun mit ihrer Hilfe méglich sein sollte, bei gegebenen Schwerefeldkoeffizienten él,m und
S’Lm Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein zu berechnen. Dariiberhinaus soll
in diesem Kapitel versucht werden, den Prozefl zu invertieren, und aus Bahnstérungen
zuriick auf Schwerefeldkoeffizienten zu schlieflen.

Dazu wird vorerst nur die spezielle Losung der Hill-Gleichungen (2.27) bis (2.29) be-
nutzt. Der Zusammenhang zwischen Schwerefeldkoeffizienten und Bahnstérungen war
durch die partiellen Ableitungen (2.78) bis (2.89) gegeben, die sich mit Hilfe der Trans-
ferkoeffizienten fiir Bahnstérungen (2.90) bis (2.92) iibersichtlicher schreiben lassen

st = X Heair o (T LT
2 - ,?_l At o) (o e e 0
e = S i (TR 6
R 3ty (Tt e e
o= X A e e T e
g5 = X At (e L s

k=—1

Um sie zu berechnen, miissen wir uns zuerst auf eine Referenz-Kreisbahn festlegen. In
Anlehnung an die anféingliche CHAMP-Bahn sei der Radius zu r = 6838km und die
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Inklination zu I = 87.23° gewiihlt. Daraus ergibt sich mit GM = 3.986005 - 1014’g—§ die

mittlere Winkelgeschwindigkeit n = 2—@4 Der Startpunkt des Bahnbogens liege bei
ug = 0° und Ag = 0°, die Bahnfrequenzen sind @ = n (konstante Bahngeschwindigkeit)
und A = —wg (keine Bahnprizession) mit der Drehrate der Erde wp = 7.2921 15-10_5%.
Damit erhélt man fiir den Winkel :

¥ =g + Pt = (kug +mAo) + (ki + mA)t = (kn — mwg)t. (3.7)

Fiir die spétere Rekonstruktion der Schwerefeldkoeffizienten aus den Bahnstérungen gilt
es noch, die Bogenldnge ausreichend zu wihlen und ein passendes Sampling zu finden.
Dabei ist die gleichmiifige Uberdeckung der Erde mit Bahnbogen ausschlaggebend, nicht
eigentlich die Lange der Zeitreihe. Mit den gewahlten Werten dauert eine Erdumrundung
Ty = %’r = 5627s, der Satellit umfliegt die Erde also 15.31 mal pro Sterntag, nach
3 Sterntagen und knapp 46 Umlédufen schlieft sich die Bahn annihernd wieder. Laut
Nyquist ergibt das einen lésbaren Entwicklungsgrat von L = 4—26 = 23, das maximal

akzeptable Samplingintervall entlang der Bahn betrigt g—g = 122s.

Als Eingangs-Schwerefeld diene ein beim Entwicklungsgrat L. abgeschnittenes EGM96S-
Schwerefeld (Lemoine, 1998). Um nicht nur den iiberméchtigen Effekt der Abplattung,
repréisentiert vor allem durch Cs g, zu sehgn, Wérd da§ Normalfrschwerefeld GRS80 (IAG,
1980), bestehend aus Normalwerten fiir Co o, C4 0, Cg,0 und Cs g, abgezogen:
or, _ _
A, = 37 T (REGHS — RS, 59
lm ’

Kl,m steht zusammenfassend fiir die C’l,m— und S“l’m—Koefﬁzienten. Die resultierenden
Bahnstérungen in along-track, cross-track und radialer Richtung sind als Zeitreihen in
Abb. 3.1 zu sehen.

Um aus diesen Bahnstérungszeitreihen die eingegangenen Schwerefeldkoeffizienten riick-
zurechnen, mufl man sich der Ausgleichungsrechnung bedienen. Wir wéhlen eine vermit-
telnde Ausgleichung nach dem Gaufi-Markoff-Modell (Wolf, 1968), bei der die Summe
der Fehlerquadrate minimiert wird.

In Matrixschreibweise lautet die zu invertierende Beobachtungsgleichung
x=Ay (3.9)

mit den beobachteten Bahnstérungen z = Agz,,, den unbekannten Schwerefeldkoeffizien-
ten y = K ,, und der Designmatrix
oz,

=2 3.10
0K m ( )

Die partiellen Ableitungen in A sind so angeordnet, da8 fiir jeden der (L +1)? unbekann-
ten Schwerefeldkoeffizienten eine Spalte anfillt. Die zu invertierende Normalgleichungs-
matrix

N=ATA (3.11)
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Abbildung 3.1.: Bahnstorungen im bahnbegleitenden Dreibein. Deutlich sind Orbit- und
Tagesfrequenz zu erkennen.

hat also die Dimension (L+1)?x (L + 1)? und ist voll besetzt. Nach Ordnungen m sortiert
und in Grauténen kodiert (Abb. 3.2) zeigt sie eine dominante Blockdiagonalstruktur mit
schwicheren Seitenbéndern, die im Bereich der ersten Resonanz auf Bahnfrequenz n nahe
Entwicklungsgrat 15 abgebildet werden.

Gemif unseren Vorgaben hat das Normalgleichungssystem (23 + 1)2 = 576 unbekannte
Schwerefeldkoeffizienten. Zur eindeutigen Losung sind jedoch mindestens 46 moglichst
gleichméflig verteilte Umlédufe mit jeweils mindestens 46 gleichabsténdigen Beobach-
tungszeitpunkten pro Orbit noétig, also insgesamt mindestens 2116 Positionsbeobach-
tungen des Satelliten. Nutzt man aulerdem Bahnstérungen in allen 3 Koordinaten, so
verdreifacht sich die Anzahl der Beobachtungsgleichungen noch einmal.

Durch Inversion erhélt man die gesuchten Schwerefeldkoeffizienten zuriick
y=N"1ATz. (3.12)

In Abb. 3.3 wird der Kreisschluf3 der Closed-Loop-Simulation in einem Schaubild ver-
deutlicht.

Abbildung 3.4 zeigt die Grad-RMS der urspriinglichen Schwerefeldkoeffizienten und den
Fehler nach der Rekonstruktion aus den Bahnstérungen der speziellen Losung der Hill-
Gleichungen. Dabei wurden die Koeffizienten der resonanten Ordnung 0 von Vorneherein
zu Null gesetzt und nicht neu geschéitzt. In Abb. 3.5 sind die entsprechenden Ordnungs-
varianzen, getrennt nach C- und S-Koeffizienten, dargestellt. Im Bereich um die erste
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Ordnung

Ordnung

Abbildung 3.2.: Normalgleichungsmatriz bis Grad 23, nach Ordnungen aufsteigend sor-
tiert. Dunklere Grautine bedeuten grofiere Zahlenwerte.

Resonanz nahe Grad 15 fillt eine leichte Verschlechterung der Rekonstruktionsgenauig-

keit auf.

Schwerefeld-
koeffizienten K,

ox(t)/0K,, Kleinste-Quadrate-
(2.78) - (2.89) Schitzung iiber dx(t)/0K,

Bahnstorungen x(t)

Abbildung 3.3.: Ablaufschema der Simulation von Bahnstérungen und Rekonstruktion
von Schwerefeldkoeffizienten 1diber partielle Ableitungen aus der spez.

Losung der Hill-Gleichungen.
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Abbildung 3.4.: Grad-RMS des Fingangsschwerefeldes (o), der Fehler nach Rekonstruk-
tion dber partielle Ableitungen nach Hill (X ) beziehungsweise nach Re-
konstruktion mittels 1D-FFT auf einer Wiederholungsbahn ().

3.2. Verwendung von Fourier-Techniken bei
Wiederholungsbahnen

Sehr viel eleganter und Rechenzeit sparend kann die Closed-Loop-Simulation des vor-
hergehenden Abschnitts fiir Wiederholungsbahnen mittels Fourier‘Eransfc_)rmation durch-
gefiihrt werden. Hierzu werden aus den Schwerefeldkoeffizienten Cj ,, S m iiber Trans-

B he-

m,k> T m.k

rechnet und diese mlttels Gleichung (2.76) zu einfach indizierten Koeffizienten A?E bzw.

ferkoeffizienten H m,k Zuerst Lumped Coeflicients der Bahnstérungen A%

B;-@ umgewandelt. Gleichungen (2.93) bis (2.95) lassen sich dann zusammenfassend als

= Z A;@ cos w;t + BJC-@ sinw;t (3.13)
J

1=
S

schreiben. Eine inverse, diskrete Fouriertransformation lautet (z.B. Meyer, 1998)

| V-l | V-l
f(t):N . F ewit :NZ Cl]—i-lb eiwit
j=0 j=0
=
=~ a; coswjt — bjsinw;t 4 i(bj cos w;t + a; sinw;t), (3.14)
j=0
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Abbildung 3.5.: Ordnungs-RMS des Eingangsschwerefeldes (o), der Fehler nach Rekon-
struktion tiber partielle Ableitungen nach Hill (x ) beziehungsweise nach
Rekonstruktion mittels 1D-FFT auf einer Wiederholungsbahn (A ); links
der C-, rechts der S-Koeffizienten.

mit der Anzahl der Stiitzstellen! N = (2L + 1)?. Die Fourierkoeffizienten lassen sich
folgendermafien zuordnen

1 x 1 x
aj = 5(1+ Sjo)NATE by = —51+ 3j0)NBJ-. (3.15)

Unter der Voraussetzung einer geschlossenen Bahn lassen sich also Bahnstérungen mit-
tels inverser, diskreter Fouriertransformation berechnen; im Regelfall wird eine Fast-
Fourier-Transformation (FFT) zur Anwendung kommen.

Auch in umgekehrter Richtung lift sich der Ubergang zwischen einer Darstellung der
Bahnstorungen im Ortsraum (Zeitreihe) und als Spektrum mittels diskreter Fourier-

LN entspricht der Anzahl der unbekannten Schwerefeldkoeffizienten und damit der Anzahl der benétig-
ten Stiitzstellen. Nun ist das Spektrum jedoch komplex und damit werden doppelt soviele Koeffizien-
ten aj, b; gelost; dies ist nur moglich, weil die eine Hélfte der Koeffizienten nicht unabhéngig von der
anderen Hélfte, sondern konjugiert komplex zu diesen ist. Fiir die Zuordnung zu Lumped Coefficients
wird nur das halbe Spektrum benutzt, daher der Faktor % (1 + d;0) in (3.15) bzw. 2 — &0 in (3.18).
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transformation durchfiithren:

T—At ‘
F(j)= Y f(t)e ™"
=0
T—At
= Y f(t)cosw;t — if(t)sinw;t = a; + ib; (3.16)
t=0
mit f(t) aus z,(t) und den Fourier-Koeffizienten
T—At T—At
a; = Z f(t) coswjt; by = — Z f(t)sinwjt, (3.17)
t=0 =0

der Wiederholperiode der Bahn T und dem Sampling-Intervall At. Die Lumped Coef-
ficients erhilt man aus den Fourierkoeffizienten durch Normierung mit der Anzahl der
Stiitzstellen IV

A, pdz _ b
Nv B] __(2_6]0)N7
der Ubergang zu den Indizes m, k wird iiber Gleichung (2.77) erreicht.

ASE = (2 6j0)

‘ (3.18)

Beginnt die Wiederholungsbahn nicht bei ug = 0°, Ag = 0°, so kommt es zu einer Pha-
senverschiebung um ¢y, , = kug + mAg in den Lumped Coefficients. Diese kann durch
eine Drehung um —1y,, , riickgéingig gemacht werden. Mit Hilfe der Additionstheoreme
fiir trigonometrische Funktionen erhélt man fiir die korrigierten Lumped Coeflicients

Ap g = A;n,k cos o, , — B;n,k sin o, , (3.19)
By = B;n,k cos Yo, , + A;’n,k sin 4o, - (3.20)

Um die Fourier-Methode auszutesten, muf} allerdings zuerst eine exakte Wiederholungs-
bahn gefunden werden. Diese soll in unserem Fall 3 = 46 Umldufe in o = 3 Sternta-
gen betragen, um moglichst nah am vorhergehenden Beispiel zu bleiben. Fiir eine nicht
prézessierende Kreisbahn erhalten wir unabhéngig von der Bahnneigung I aus

a _f_n

Al a wg

GM o2
=g a—2%6831549m

wy B

Die speziellen Bahnstorungen nach Hill lassen sich jedoch ohne wesentliche Einschrankun-
gen auch fiir prizessierende Kreisbahnen berechnen. Dies kommt beobachteten Satelli-
tenbahnen schon bedeutend néher, allerdings ist es wesentlich schwieriger und nur iiber
Iteration moglich, fiir diesen Fall eine geschlossene Bahn zu konstruieren.
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Kaula (1966) gibt Néherungsformeln fiir Knotendrehung und Bahngeschwindigkeit des
Satelliten an, wenn dieser nur durch den dominanten Storterm Cs o beeinflufit wird

. 3nCQ7OR2 2
. 37102 0R2
. 3 C R?
M=n— 2022000 (300521 1) (3.25)
4(1 — e?)2a?

Mit giinstig gewéhlten Startwerten a = ro und /o erhélt man Néherungen fiir die Orbit-
frequenzen & = w + M und A = Q — wg. Nun gilt es, sich auf eine Wiederholperiode

Q IQQ sy

festzulegen und I oder r (und damit auch n) in (3.23) bis (3.25) zu variieren, bis ~- A=

pafit (z.B. iiber eine Newton-Raphson-Iteration).

Mit Cy9 = —1.08263 - 1073 aus GRS80 und I = 87.23° erhilt man fiir g = %6 einen
Bahnradius r ~ 6820321m. Zu beachten ist, daf} fiir prizessierende Bahnen « nicht mehr

Sterntage, sondern Knotentage bezeichnet (eln Knotentag entspricht £ A E Sterntagen). Die

Bahnfrequenzen lauten fiir diese Bahn 1 &~ 0.001121% und A ~ 7.310129 - 10_5%1.

Der Weg der Simulation von Bahnstérungen entlang der geschlossenen Kreisbahn ist nun
unterteilt in mehrere Schritte. Zuerst werden mittels Transferkoeffizienten Lumped Coef-
ficients der Bahnstorungen aus Schwerefeldkoeffizienten gebildet. Fiir diese wird von der
Indizierung mit m, k auf den Index j tibergegangen. Den einfach indizierten Lumped Co-
efficients werden dann Fourierkoeffizienten zugeordnet und die Bahnstérungszeitreihen
mittels einer inversen FF'T berechnet.

Der Zeitgewinn bei der Simulation beruht auf der Tatsache, dafl der iFFT-Algorithmus
wesentlich schneller als die bisherige Synthese der Bahnstérungen abléuft, bei der fiir
jeden Zeitpunkt die Winkel 1)y, 1(t) gebildet und iiber m,k und [ aufsummiert werden
mufte.

Auch die Analyse von Schwerefeldkoeffizienten aus Bahnstérungen lauft in den erwihn-
ten Schritten ab. Auf den Ubergang von Bahnstérungszeitreihen in den Spektralbereich
mittels FFT folgt die Zuordnung der Fourierkoeffizienten zu einfach indizierten Lumped
Coefficients, dann der Ubergang zur doppelten Indizierung mit m und &, und schlieBlich
iiber eine vermittelnde Ausgleichung die Schitzung von Schwerefeldkoeffizienten.

Die Beobachtungen z in der Beobachtungsgleichung (3.9) sind nun nicht mehr direkt
die beobachteten Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein, sondern deren Spekt-
raldarstellung in Lumped Coefficients. Die Design-Matrix A enthélt die Ableitungen der
,beobachteten* Lumped Coefficients nach den unbekannten Schwerefeldkoefﬁzienten Da
Schwerefeldkoeffizienten K; .m nur von Lumped Koefficients Az g UL nd B ., der gleichen
Ordnung m abhéngen, kénnen sie getrennt nach Ordnungen bestlmmt Werden

Das heifit, A kann in wesentlich kleinere Blocke A,, zerlegt werden, die jeweils L+1—m
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unbekannte C_’lm— und S’I,m—Koefﬁzienten (auBer fiir m = 0) enthalten. Die maximale
GroBe der zu invertierenden, zugehorigen Normalmatrix N, = AL A,, ist fir m = 1
also 2L x 2L. Wenn man beriicksichtigt, dal die in den A,, stehenden Transferkoeffi-
zienten I:Ild i p fur I — k ungerade (im Fall von x- und z-Stérungen), bzw. | — k gerade

(bei y—Stbfuflgen) zu Null werden, so lassen sich die A,, sogar noch weiter in zwei Un-

. . . . -k d d
terblocke unterteilen. Die resultierenden N, © e/ungerade 1 pon dann sogar nur noch

die maximale Dimension L x L.

0 5 10 15 23

151 L5 4

23

Abbildung 3.6.: Normalgleichungsmatriz aus Transferkoeffizienten bis Grad 23, nach
Ordnungen aufsteigend sortiert. Dunklere Grauténe bedeuten grifiere
Zahlenwerte.

Fafit man die V,,, nach m aufsteigend geordnet zusammen, so ergibt sich eine Matrix
mit Blockdiagonalstruktur (Abb. 3.6). Diese reprisentiert den dominanten Anteil auf der
Hauptdiagonalen der urspriinglichen Normalgleichungsmatrix (Abb. 3.2), ist mit dieser
aber nicht unmittelbar vergleichbar, da sie den Zusammenhang zwischen Schwerefeldko-
effizienten und Lumped Coefficients und nicht direkt Bahnstérungen beschreibt. Auch
ist sie nur halb so grof}, da Clm— und S'lym—Koefﬁzienten der gleichen Ordnung m iiber

gemeinsame Transferkoeffizienten ﬁﬁ fnk mit den Lumped Coeflicients A:ln%k und Bffk
zusammenhéngen.

Als Test wurden mit den Parametern der Wiederholungsbahn iiber partielle Ableitun-
gen geméfl Abschnitt 3.1 Bahnstérungszeitreihen berechnet, die dann mittels 1D-FFT zu
Lumped Coefficients umgewandelt wurden. In Abb. 3.4 sind die Fehler der durch Inversi-
on der Beobachtungsgleichungen 3, = N,,' AT z,, geschiitzten Schwerefeldkoeffizienten
gegeniiber den Grad-RMS der originalen Koeffizienten dargestellt. Sie sind deutlich hoher
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als die Fehler der Closed-Loop-Simulation des vorangegangenen Abschnitts, was auf Un-
perfektheit der Wiederholungsbahn zuriickzufiihren sein diirfte, jedoch immer noch um
mehrere Gréflenordnungen kleiner als die originalen Koeffizienten. Betrachtet man die
Ordnungs-RMS der Fehler in Abb. 3.5, so lafit sich im Bereich der Resonanz kein An-
schwellen feststellen, da das durch den Bahnschluflfehler verursachte Rauschlevel hoher

liegt.
Schwerefeld-
koetfizienten K,
Transferkoef. H, Kleinste-Quadrate-
(2.90-92),(2.96-101) l I Schitzung iiber H,
Lumped Coefficients
Amk’ Bmk
m, k—j (276 l l a,— A (3.18)
A —a 315 j—mk 277
Fourier-Koeffizienten
a, b,
inverse FFT l | FFT
Bahnstorungen x(t)

Abbildung 3.7.: Ablaufschema der Simulation von Bahnstorungen und Rekonstruktion
von Schwerefeldkoeffizienten iber Lumped Coefficients und 1D-Fourier-
Techniken.

Die einzelnen Schritte der Berechnung von Bahnstérungen und Rekonstruktion von
Schwerefeldkoeffizienten iiber die 1D-FFT auf einer geschlossenen Kreisbahn sind in
Abb. 3.7 zusammengefafit. Abweichend von dem Schaubild wurden die Bahnstérungen
auf dem Hinweg nicht durch eine Fourier-Transformation berechnet. Dadurch konnte der
Effekt eines kleinen Bahnschluffehlers beriicksichtigt werden.

Die 1D-FFT-Methode hat sich zur Schwerefeldrekonstruktion fiir geschlossene Bahnen
und iiber Hill simulierte Bahnstérungen bewéhrt, wobei sich der Schlufifehler als kritische
Grofle abzeichnet. Es kann nicht erwartet werden, dieses Problem durch Iteration zu ver-
bessern, da die Schétzung der Schwerefeldkoeffizienten nicht notwendigerweise zu einer
Verringerung des Schluf3fehlers fithrt. Wie in Abschnitt 4.2 spéter vorgestellt, beruht die
Losung auf einer kiinstlichen Verkleinerung des Bahnschluf3fehlers durch Multiplikation
der Bahnstorungszeitreihen mit einem beidseitig auf Null abfallenden Fenster.
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3.3. Fourier-Techniken fiir nicht schlieBende Bahnen

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, wie Fouriertechniken die Synthese von spe-
ziellen Bahnstérungen aus Schwerefeldkoeffizienten sowie im umgekehrten Fall die Ana-
lyse von Bahnstérungen auf in sich geschlossenen Kreisbahnen sehr elegant und schnell
ermoglichen. Doch ist die sich exakt schlieBende Bahn ein Idealfall, noch dazu nicht
unbedingt immer erwiinscht, da dadurch auch der Losungsraum der Schwerefeldkoeffi-
zienten nach Nyquist begrenzt wird; eine Verallgemeinerung auf beliebige Kreisbahnen
wére also wiinschenswert.

Dazu bestehen nun grundsétzlich zwei Losungsansétze. Zum einen wird die Fouriertrans-
formation in der Praxis oft auch auf nicht periodische Zeitreihen angewandt. Dazu wird
ein etwaiger Trend entfernt, die Zeitreihe auf Null zentriert und durch ein beidseitig
sanft auf Null abfallendes Fenster der Sprung bei periodischer Fortsetzung gegléittet.
Diese Technik wird in Kapitel 4 angewandt, wenn es um die Auswertung realitéitsnaher,
numerisch integrierter Bahnen geht.

An dieser Stelle soll noch ein weiteres Verfahren vorgestellt werden, welches zumindest
im Fall der Simulation hervorragende Dienste leistet und durch seine Eleganz besticht.
Zu diesem Zwecke macht man es sich zunutze, dafl sich jede Kreisbahn eines Satelliten
auf die Oberfléche eines Torus projezieren la83t, dieser aber gleichzeitig den Ortsraum
der zweidimensionalen Fourier-Transformation darstellt.

Abbildung 3.8.: Projektion einer Satellitenbahn mit Inklination I = 87.23° auf eine Ku-
gel.
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Abbildung 3.9.: Projektion einer Satellitenbahn mit Inklination I = 87.23° auf einen
Torus.

Wihrend die Projektion der Satellitenbahn auf eine Kugel (z.B. die approximierte Erd-
oberfliche) bei Bahnneigungen ungleich 90° Locher an den Polen aufweist (Abb. 3.8),
wird die Oberfliche eines Torus vollstindig iiberdeckt. Die Bahn des Satelliten win-
det sich gleichsam spiralférmig um den Torus, aufsteigende Bahnbogen werden auf die
Auflen-, absteigende Bahnbogen auf die Innenseite des Torus projeziert (Abb. 3.9).

Das iiberflogene Gebiet der Erde wird also zweimal abgebildet, einmal im aufsteigen-
den, einmal im absteigenden Bahnsinn. Wiirde z.B. das Potential entlang der Bahn auf
diesen Torus projeziert, so wiirde es sich auf Aulen- und Innenseite wiederholen (was
der Fourieranalyse keinen Abbruch tut, da es bis auf Nyquist-Uberlegungen zur maxi-
mal l6sbaren Frequenz egal ist, wieviel Perioden analysiert werden). Da Bahnstérungen
jedoch nicht isotrop sondern richtungsabhéngig sind, der Satellit also in Kreuzungspunk-
ten auf- und absteigender Bahnbogen je nach Flugrichtung unterschiedlich ausgelenkt
wird, unterscheidet sich das Abbild der Bahnstorungen auf der Innenseite des Torus von
dem auf der Auflenseite.

Die Rolle der Lange auf dem Torus iibernimmt das Argument der Linge des Satel-
liten A = 0°...360°, die der Breite sein Argument der Breite u = 0°...360°. So-
wohl in Léngen- als auch in Breitenrichtung ist der Torus periodisch, die 2D-Fourier-
Transformation lduft also iiber v und A.

Vorraussetzung einer diskreten 2D-Fourier-Transformation ist allerdings, dal die Daten
auf einem gleichabsténdigen Gitter vorliegen. Die Bahnstérungen x,,(t) miissen also zu-
erst in Toruskoordinaten u(t) und A(t) ausgedriickt werden und dann auf ein Gitter mit
jeweils 2L + 1 gleichabstandigen Stiitzstellen in u- und A-Richtung interpoliert werden,

bevor sie in Spektraldarstellung transformiert werden kénnen.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurden mehrere Verfahren zur Interpolation ausprobiert und
verglichen:

e Dreiecksvermaschung (Delaunay Triangulation) mit anschlieBender linearer oder
kubischer Interpolation in den Dreiecksmaschen,

e Natural Neighbours Interpolation auf Basis einer Voronoi-Parzellierung und

e Spline-Interpolation.

Die Dreiecksvermaschung arbeitet sauber, solange eine gleichmiflige Datenverteilung
vorliegt. Ist dies der Fall, so werden mit der anschliefenden kubischen Interpolation
noch etwas bessere Ergebnisse als mit einer einfachen linearen Interpolation in den Drei-
ecksmaschen erzielt.

Die Natural Neighbours Interpolation ist besonders fiir pathologische Datenverteilungen
entwickelt worden. In einem ersten Schritt werden die Voronoi-Zellen aller Datenpunkte
gebildet. Daraufhin erhélt auch der neu zu ermittelnde Punkt eine Zelle, welche diejeni-
gen der Nachbarpunkte iiberlagert. Proportional zur Uberlagerung wird ein Mittel aus
den Nachbarpunkten gebildet (Sambridge et al., 1995). Dieser Algorithmus lduft sehr
stabil, kann fiir ungiinstige Datenverteilungen (z.B. enges Sampling entlang der Bahn
gegeniiber diinner Uberdeckung des Globus durch Bahnbogen) aber auch keine guten
Ergebnisse erzielen.

Die Spline-Interpolation schliellich wurde hauptséichlich fiir graphische Anwendungen
entwickelt. Zumindest mit dem in GMT 2 implementierten Algorithmus konnte jedoch
aus den interpolierten Bahnstorungen kein Schwerefeld mehr rekonstruiert werden.

Wesentliches Erfolgskriterium fiir die Interpolation ist auf jeden Fall eine Gleichmé&fi-
ge Uberdeckung des Torus mit MeBwerten. Dabei ist gegeniiber der Analyse mittels
1D-FFT auch darauf zu achten, dal die Bahnstorungen entlang des Orbits nicht zu
stark iibersampelt sind, da sonst die Dreiecksvermaschung oder Voronoi-Parzellierung
auf Probleme stoflen. In jedem Fall ist jedoch mit Interpolationsfehlern zu rechnen, die
sich iiber die Fourier-Koeffizienten in die Lumped Coefficients und damit auch in die
Schwerefeldkoeffizienten fortpflanzen. Zu deren Behebung wird weiter unten eine Iterati-
on vorgestellt, zuerst soll jedoch die 2D-Fourier-Transformation néher erldutert werden.

2Generic Mapping Tool von P. Wessel und W. Smith
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Die inverse diskrete 2D-Fourier-Transformation lautet

| N1 N-l o
flud) =53 + > F(m, k)e*emt (3.26)
m=0 k=0
| NoiN-d
=3 am i (cos kucosmA — sin kusinmA)

m=0 k=0 — by, j;(sin ku cos mA + cos kusinmA)
+ iy, g (sin ku cosmA + cos kusinmA)
+ by, (cos kucosmA — sin kusinmA).

Prinzipiell mufl die Anzahl der Stiitzstellen N in - und A-Richtung nicht iibereinstim-
men. Da jedoch die Kugelfunktionsentwicklung des Schwerefeldes der Erde normalerweise
mit gleicher spektraler Auflésung in Liangen- und Breitenrichtung gegeben bzw. gefragt
ist, wollen wir uns hier auf diesen Fall beschrinken.

Mit den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen

oS Py 1, = cos ku cosmA — sin ku sinmA (3.27)

sin iy, = sin ku cos mA + cos kusinmA (3.28)

lassen sich Fourierkoeffizienten und Lumped Coefficients nun zuordnen (fiir die Anzahl
der Stiitzstellen N und den Faktor (1 + dy0) in (3.29) bzw. 2 — dk in (3.33) gilt die
gleiche Bemerkung wie bei der 1D-Fourier-Transformation)

N =2L+1. (3.29)

mk’ mk’

U j; = %(1 + 6k0) N2AZ 15 bing = —;( + 6k0) N By,
Fiir die Simulation von Bahnstérungen aus Lumped Coefficients ist die inverse diskrete
2D-Fourier-Transformation (bzw. 2D-iFFT) jedoch nur begrenzt zu gebrauchen, da die
Bahnstorungen natiirlich nur auf einem regelméfliigen Gitter auf dem Torus berechnet
werden (Abb. 3.10) und fiir Bahnstorungszeitreihen entlang der Bahn auf diese interpo-
liert werden miifiten. Da dieser Schritt spéter im Rahmen einer Iteration zur Behebung
von Interpolationsfehlern bei der Analyse von Bahnstérungen mittels 2D-FFT auf dem
Torus bendtigt wird, soll er zeitintensiver aber fehlerfrei iiber die Gleichungen (2.93) bis

(2.95) durchgefiihrt werden.
Die diskrete 2D-FFT ergibt sich zu

360°—AA 360°—

F(m, k) = Z Z qu —ikug—imA (3.30)

360°—AA 360°—
= Z Z f(u, A)(cos kucosmA — cos kusinmA)

— i f(u, A)(sin ku cosmA + sin ku sinmA)
= Gmk + me,k
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Abbildung 3.10.: Radiale Bahnstorungen aus EGMY96 bis Grad 23 auf dem Torus. Fir
die Fourieranalyse bis | = 23 werden nur Werte an den Gitterpunkten
bendtigt.

mit f(u,A) aus z,(u, A) interpoliert und den Fourier-Koeffizienten

360°—AA 360°—Au

U f; = Z Z f(u, A)(cos ku cosmA — cos kusinmA) (3.31)
A=0 u=0
360°—AA 360°—Au
by = — Z Z f(u, A)(sin ku cosmA + sin ku sin mA). (3.32)
A=0 u=0

Die Zuordnung zu Lumped Coefficients erfolgt durch

bm,k

Uk
Al = (2= 6ro) = 'Brgn,k:_(2_5k0)Wa

m,k N2’ (333)

die Periodenlénge ist durch die Geometrie des Torus vorgegeben, der in Lingen- bzw.
Breitenrichtung jeweils komplett (0°...360°) umlaufen wird; das Samplingintervall Au =
AN = % ist vom zu losenden Entwicklungsgrad L abhéngig.

Da sowieso immer ein den ganzen Torus iiberdeckendes Gitter an Bahnstérungen vorlie-
gen muf}, ist es unsinnig, die 2D-FFT nicht bei uy = 0°, Ag = 0° beginnen zu lassen. Das
heifit, dafl es nicht wie bei der 1D-Methode zu Phasenverschiebungen in den Lumped
Coefficients kommen kann.

Die bereits angesprochene Iteration zur Behebung von Interpolationsfehlern auf dem
Torus soll mdglichst ohne Vorwissen aus der Simulation der Bahnstorungen, d.h. ohne
Kenntnis der korrekten Schwerefeldkoeffizienten oder Lumped Coefficients stattfinden.
Ausgehend von Bahnstérungszeitreihen im bahnbegleitenden Dreibein gp(t) werden die-
se zuerst in Toruskoordinaten umtransformiert z,,(u, A) und auf ein gleichabsténdiges
Gitter mit 2L + 1 x 2L + 1 Stiitzstellen interpoliert.
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Die 2D-FFT liefert Lumped Coefficients in m, k, die aufgrund der vorhergegangenen
Interpolation leicht fehlerhaft sind. Aus diesen kénnen jedoch iiber Gleichungen (2.93)
bis (2.95) ohne weitere Fehler wieder Bahnstérungen z;,() berechnet werden. Es wird
sich eine leichte Differenz dz = z,(t) — z,(t) zu den urspriinglichen Bahnstérungen

ergeben, verursacht durch die beschriebenen Interpolationsfehler.

Da es sich jedoch um eine lineare Storungstheorie handelt, kénnen die Differenzen dz
wiederum auf dem Torus interpoliert, mittels 2D-FFT in Fourierkoeffizienten bzw. Lum-
ped Coeflicients der Differenzen transformiert und zu den fehlerhaften Lumped Coef-
ficients der urspriinglichen Bahnstérungen als Verbesserungen addiert werden. Dieser
Vorgang kann iterativ wiederholt werden, bis sich die aus den verbesserten Lumped Co-
efficients rekonstruierten Bahnstorungen nicht mehr signifikant von den urspriinglichen

unterscheiden.
Transfer-
Schwerefeld- koeftizienten Lumped Synthese Bahnstérungs-
koeffizienten ®| Coefficients ®  Zeitreihen
Tteration T Inter-
polation
Transfer-
Schwerefeld- koeftizienten Lumped ZD-FFT Bahnstérungen
koeffizienten [* Coefficients [ auf Torus

Abbildung 3.11.: Ablaufschema der iterativen Schéitzung von Schwerefeldkoeffiziente tiber
Projektion der Bahnstérungen auf einen Torus und 2D-FFT.

Eine vermittelnde Ausgleichung, getrennt nach Ordnungen durchgefiihrt (wie bereits bei
der geschlossenen Bahn vorgestellt), liefert schlieBlich die gesuchten Schwerefeldkoeffi-
zienten zuriick. Als Test wurden die Bahnstérungen aus Abschnitt 3.1 mittels 2D-FFT
ausgewertet, das Ergebnis war jedoch auch nach Iteration nicht befriedigend. Offensicht-
lich bedarf es einer dichteren Dateniiberdeckung, um Interpolationsfehler klein zu halten.
Deshalb wurde die urspriingliche Bogenlidnge verdoppelt, das Samplingintervall halbiert
und eine Prézession der Kreisbahn zugelassen, um den annidhernden Wiederholungszy-
klus zu verlassen.

Der Ablauf der Simulation und der iterativen Rekonstruktion der Koeffizienten ist in
Abb. 3.11 zusammengefaft, die Ergebnisse sind in Abb. 3.12 dargestellt, die einen Ver-
gleich der urspriinglichen Grad-RMS mit den Fehlern der Rekonstruktion zeigt. Deutlich
ist zu sehen, dafl nach zwei bzw. vier Iterationen die Fehler bereits um Groflenordnun-
gen unter der urspriinglichen Signalkurve liegen (es ist nicht notwengig, sondern nur
hier zur Veranschaulichung geschehen, die Schwerefeldkoeffizienten nach jeder Iteration
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Abbildung 3.12.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogen) und der Fehler nach Re-
konstruktion iber 2D-FF'T ohne Iteration (gepunktet), nach 2 Iteratio-
nen (Strichpunkt) und nach 4 Iterationen (gestrichelt).

zu schétzen).

3.4. Rekonstruktion von Schwerefeldkoeffizienten aus
Storbeschleunigungen

Bisher wurde stillschweigend {ibergangen, dafl aufgrund des Resonanzverhaltens der
Bahnstorungen um die Null- und die Orbitfrequenz bestimmte Schwerefeldkoeffizien-
ten nicht bestimmbar sind, da Transferkoeffizienten fiir Bahnstérungen singulér werden.
Dies passiert immer dann, wenn 12 , = (ki + mA)? = n? (Singularitéten in allen zu-
gehorigen Hldi k), bzw. ¢m7k = 0 (Singularitéiten in den zugehorigen Hlﬁ%,k und Hlﬁ%,ﬁ
wird.

Ubersetzt in die Indizes m und k bedeutet dies, daB sich Transferkoeffizienten aller drei
Bahnstorungen mit m = 0 und k = %1, sowie along-track und radiale Transferkoeffizi-
enten mit m, k = 0 aus der nichtresonanten Losung der Hillgleichungen nicht berechnen
lassen. In der Folge kdnnen die Schwerefeldkoeffizienten 00,0, C_’Lo und 5'170 nicht und
die restlichen Koeffizienten der Ordnung 0 nur eingeschrankt ohne Verwendung der be-
obachteten Lumped Coefficients Ag 1, Ago und Ag; geschétzt werden.
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Abbildung 3.13.: Storbeschleunigungen im bahnbegleitenden Dreibein, dominant die Or-
bitfrequenz.

Bei den bisherigen Simulationen wurden deshalb die Koeffizienten der Ordnung 0 ausge-
klammert (fiir die Simulation der Bahnstérungen zu Null gesetzt), bzw. bei der Schéitzung
aus Lumped Coeflicients mit einer durch Interpolation geflickten Normalmatrix Ny zwar
mitgeschétzt um Aliasing-Probleme zu verringern, dann jedoch in den Fehlerplots nicht
mit dargestellt, um das Ergebnis nicht zu verfilschen.

Um die Probleme mit der Resonanz zu umgehen, soll an dieser Stelle noch ein Versuch
der Rekonstruktion von Schwerefeldkoeffizienten aus simulierten Stérbeschleunigungen
durchgefiihrt werden. Diese weisen keine Singularititen auf und ihre praktische Nutz-
barkeit wurde bereits nachgewiesen (Gerlach, 2003), indem Storbeschleunigungen, die
aus einer beobachteten Satellitenbahn iiber zweifache Differentiation der Bahnstérungen
berechnet wurden, erfolgreich zur Schwerefeldbestimmung fiir den Satelliten CHAMP
eingesetzt wurden.

Es sollen jedoch in diesem Abschnitt nicht noch einmal alle bisher vorgestellten Verfah-
ren zur Closed-Loop-Simulation durchgespielt werden, sondern nur als Proof of Concept
die Simulation von Stoérbeschleunigungen entlang der geschlossenen Kreisbahn und die
Rekonstruktion von Schwerekoeffizienten mittels 1D-FFT. Tatséichlich dndert sich im
Vergleich zu Bahnstérungen nicht viel, es werden nur anstatt der fIl(f %m Transferko-
effizienten fiir Stérbeschleunigungen ﬁfmk verwendet, mit denen Lumped Coefficients

der Storbeschleunigungen A%@ s Bf*n ;. berechnet werden. Die Synthese zu Zeitreihen so-
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wie die Fourieranalyse und anschlieende Zuweisung der Lumped Coeflicients verlaufen
vollig identisch zu Bahnstérungen.

In den nach Ordnungen getrennten Design-Matrizen A,, stehen nun allerdings die Trans-
ferkoeffizienten der Stérbeschleunigungen H. lgm «» welche frei von Singularitéten sind. Das
heifit, die Normalmatrizen IV,,, haben vollen Ra}lg und koénnen, bis auf generelle Probleme
aufgrund der Schlechtgestelltheit des Problems (Schitzung des Schwerefeldes aus Bahn-
beobachtungen, die durch die Entfernung des Satelliten von der Quelle des Schwerefeldes
geddmpft und damit geglittet sind) invertiert werden.
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Abbildung 3.14.: Grad-RMS des Eingangsschwerefeldes (o) und der Fehler nach Rekon-
struktion mittels 1D-FFT auf einer Wiederholungsbahn (), mit dem
urspriinglich verwendeten Sampling (grau) und nach Verdoppelung der
Samplingrate entlang der Bahn (schwarz).

Storbeschleunigungen entlang der Bahn sind in Abb. 3.13 dargestellt, Abb. 3.14 zeigt wie-
der den Vergleich zwischen den Grad-RMS der originalen Koeffizienten und den Fehlern
bei der Rekonstruktion. Interessanterweise lassen sich ungerade Koeffizienten bei dem
bisher gew&dhlten Sampling deutlich schlechter bestimmen, eine Halbierung des Samp-
lingintervalls entlang der Bahn beseitigt dieses Problem jedoch vollstindig (entlang der
Bahn werden normalerweise sowieso deutlich dichtere Daten als benottigt vorliegen, da
Positionsbestimmungen mit GPS im Abstand weniger Sekunden erfolgen kénnen).
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4. Analyse numerisch integrierter
Satellitenorbits mit der Bahntheorie von
Hill

4.1. Definition der Bahnst6érungen

Bisher wurden verschiedene Methoden vorgestellt, mittels der Bahntheorie von Hill
Bahnstorungen zu simulieren, aus denen danach das Schwerefeld wieder bestimmt wurde.
Die praktisch fehlerfreie Rekonstruktion der Schwerefeldkoeffizienten diente uns dabei als
»proof of concept®, als nichster Schritt steht die Auswertung beobachteter Satellitenda-
ten bevor.

Gemif der Vorgaben, die wir bei der Einfithrung der Bahntheorie gemacht haben, sollen
nur durch das statische Schwerefeld der Erde gestorte Bahnen analysiert werden. Da der
Reduktionsschritt von beobachteten zu rein gravitativ gestérten Bahnen im Rahmen die-
ser Arbeit jedoch nicht untersucht wurde, beschrinken wir uns auf die Analyse numerisch
integrierter Satellitenbahnen. Ein Vorteil dabei ist, dafl das in die Integration eingegan-
gene Schwerefeld bekannt ist und als Mafl fiir die Rekonstruktionsgenauigkeit dienen
kann. Zur Veranschaulichung soll im weiteren die numerisch integrierte Ausgangsbahn
,beobachtete Bahn“ genannt werden.

Als Startbedingungen fiir die Integration wurden, wie schon fiir die Closed-Loop-Simula-
tion, in Anlehnung an die urspriingliche CHAMP-Bahn folgende Parameter gewihlt:
ap = 6838137m, Iy = 87.23° und dazu eine kleine Exzentrizitit von e = 0.015. Der
Startpunkt der Bahn ist prinzipiell egal; um keine, bzw. nach einer Bahnanpassung
nur moglichst kleine Phasenverschiebungen zu erhalten, seien ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit g, wg und fy zu Null gewadhlt. Als Schwerefeld geht das bei Grad L
abgeschnittene EGMO96S in die Integration ein.

Als erstes miissen die Bahnstorungen definiert werden. Dazu wird die Satellitenbahn
von inertialen kartesischen Koordinaten in oskulierende Keplerelemente transformiert
(siche Anhang Al). Zur Bestimmung einer Referenzbahn aus oskulierenden Elementen
hat Walter (1967) eine Iteration vorgestellt. Diese gilt unabhéingig von der verwendeten
Bahntheorie und wurde auch fiir Hill-Bahnen erfolgreich getestet. Allerdings geht sie
davon aus, dafl sich die Bahn mit Hilfe der verwendeten Theorie auch fehlerfrei darstellen
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1&8¢t. Dies ist in unserem Fall nicht gegeben, da die Hill-Gleichungen nur eine linearisierte
Naherung der Bewegungsgleichungen darstellen, welche numerisch integriert zu unserer
,beobachteten“ Bahn gefiihrt haben.

Statt dessen fithren wir eine optimal angepafite, mittlere Kreisbahn ein, welche die
Bahnstérungen minimiert. Diese wird durch Mittelung der oskulierenden Bahnelemente
a und I bestimmt. Schon im vorhergehenden Kapitel wurde angesprochen, daf3 die Hill-
Theorie ohne Einschréinkungen auch fiir préazessierende Kreisbahnen verwendet werden
kann. Deshalb schétzen wir fiir {2 auch einen lineareren Trend.

AuBlerdem stellt sich heraus, dafl die aus r = a bestimmte mittlere Bewegung n die Sa-
tellitenbewegung entlang der Bahn nicht optimal annéhert, von n leicht abweichend wird
daher fiir Perigdumslage w und wahre Anomalie f eine lineare Bewegung geschéitzt. Die
Orbitfrequenzen ergeben sich also zu A = Q —wp und @ = & + f . Fiir kreisnahe Bahnen
(Exzentrizitéit e klein) ist es oft nicht mehr moglich, w und f getrennt zu bestimmen; in
diesem Fall wird @ direkt geschétzt.

Damit ist die Referenz-Kreisbahn definiert, in inertialen kartesischen Koordinaten lautet
sie

v | = (Ra(w) Ry (DRs@)T | 0 (4.1)
Z 0

mit I, 7 = konst., u = ug+ut und Q =0+ A =0y + Ay + (wg + A)t; O beschreibt die
Orientierung der Erde zum Bogenbeginn. Die Bahnstérungen werden zuerst in inertialen
Koordinaten bestimmt, indem die Kreisbahn von der beobachteten Bahn abgezogen
wird. Dann werden sie mit Hilfe des Skalarproduktes in das bahnbegleitende Dreibein
projeziert.

Die so erhaltenen Bahnstérungen enthalten jedoch noch nichtgravitative Anteile, z.B.
durch eine leichte Exzentrizitdt der beobachteten Bahn verursacht, als auch resonan-
te Storungen, die sich durch die spezielle Losung der Hillgleichungen nicht darstellen
lassen. Es wird daher eine Bahnanpassung iiber die Schitzung optimaler Anfangsbe-
dingungen und resonanter Effekte notig, wozu die homogene und resonante Losung der
Hillgleichungen verwendet werden. Allerdings lassen sich die beiden Effekte nicht ge-
trennt behandeln, da sowohl die Exzentrizitidt als auch eine durch die Abplattung der
Erde hervorgerufene Resonanz zu einer Schwingung auf Orbitfrequenz n fithren. Sie wer-
den deshalb gemeinsam mit der kompletten Losung der Hillgleichungen bestimmt.

Zuerst werden die partiellen Ableitungen der kompletten Losung nach den unbekannten
Anfangsbedingungen z, £, und den Amplituden der Stérungen auf Null- und Orbitfre-
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quenz Ay, A% und Bj gebildet

Ox ox 4 .
— =1 —— = —sinnt — 3t
2 G g
8—2 = 6(sij11nt —nt); ) gzi = EQ(COS nt — 1)2
x 2. T .
8A§:_ﬁ(cosnt_1)_§t ; a—Ag—msmnt—i—Et
0 3 2 3 0 5 2 3
< :—cosnt+—tsinnt——;—x:—sinnt——tcosnt——t
OaAfl n? n n? 683;2 n? n n
1 1 2 1 2
(%Zg =3 sinnt + Etcosnt; 832 =3 cosnt + Etsinnt 3
0 0
_Z:(); —.Z:——(cosnt—l)
%xo %xo ) n
—Z:—3cosnt+4; —,Z:—sinnt
0zp ) 0 020 n .
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0 1 1 0 1
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0AzZ  2n 0Bz 2n? 2n
0 1
9 _ cos nt; —y = —sinnt
W W
—yy:——(cosnt—l); —yy:—tsinnt
0A] n2 0AY  2n
oy 1

. 1
8—3% = 2—71281nnt — %tcosnt.

Beobachtungen sind die Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein. Da radiale und
along-track Storungen nicht unabhéngig voneinander sind, miissen x- und z-Startbedin-
gungen gemeinsam geschitzt werden, wihrend yo, 9o aus cross-track Stérungen alleine

bestimmt werden konnen. Die Designmatrizen lauten
Oxr Oxr Ox Ox Ox Ox OJx Oz Oz Oz
A _ Oxg Oxg Oz Ozo 8A8 8,46 0AL 0BZ 0AZ 0BZ 4.3
rz — 0z Oz 0z Oz 0Oz 0Oz 0Oz 0z 0Oz 0Oz ( : )

bzw.

Ay:(a—ma—%mmm)- (4.4)
Eine Kleinste-Quadrate-Schitzung liefert fiir die unbekannten Anfangsbedingungen und
resonanten Amplituden

($07 o, 20, 20, Ag? 67 Avxw sz? Afw BZ)T = (AngZ’Z)ilAgz (j) (4'5)
bzw.

(y()vyOaAgaA%ng)T = (AZAy)_lAgj;y (46)
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Abbildung 4.1.: Bahnstérungen zwischen numerisch integriertem Orbit und angepafSter
Kreisbahn nach Filterung homogener und resonanter Anteile (grau) und
mit Hill simuliert (schwarz).

Die so ermittelten Werte kénnen in die komplette resonante Losung der Hillgleichungen
eingesetzt und die erhaltenen Storungen zur Kreisbahn zugeschlagen werden. Anstatt die
Referenzbahn auf diese Weise anzupassen, bietet es sich jedoch an, die Korrekturen direkt
von den Bahnstorungen im begleitenden Dreibein abzuziehen. In diesem Fall sprechen
wir von einer Filterung der Bahnstorungen.

Abbildung 4.1 zeigt Bahnstorungszeitreihen in along-track, cross-track und radialer Rich-
tung. Da die ungefilterten Storungen durch die Exzentrizitdt der beobachteten Bahn
von einer Schwingung auf doppelter Orbitfrequenz dominiert werden, sind nur Stérun-
gen nach der Filterung dargestellt. Im Vergleich dazu sind die aus der speziellen Losung
der Hill-Gleichungen simulierten Werte gezeigt. Deutlich sind in along-track immer noch
Abweichungen auf doppelter Orbitfrequenz sichtbar, die radialen Bahnstérungen ha-
ben nicht viel mit den durch die spezielle Losung simulierten gemeinsam. Offensichtlich
lassen sich die Effekte der Exzentrizitédt fiir along-track und radiale Stérungen nicht
vollstandig durch die homogene und resonante Losung darstellen. Zu einer besseren An-
passsung miifiten die von Kaula eingefiihrten Exzentrizititsfunktionen G(e) (siehe (2.8))
verwendet werden, welche in den Hill-Gleichungen durch die kreisférmige Referenzbahn
herausgefallen sind.

AuBlerdem fallen Linearisierungsfehler umso stirker ins Gewicht, je grofler die beobachte-
ten Bahnstorungen sind. Um kleinere Storungen zu erhalten, miissen wir mehr Vorwissen
in die Ndherungsbahn einfliefen lassen. Wir fithren deshalb einen Ndherungsorbit ein,
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der mit Hilfe eines N&herungsfeldes numerisch integrierten wurde. Unbekannt sind jetzt
nur noch die kleinen Differenzen zwischen den beiden Schwerefeldern, wir betrachten
also nur noch ein differentielles Problem, fiir das die lineare Theorie besser geeignet sein
miifite.

Als Niherungsfeld diene uns OSU91 (Rapp et al., 1991) bis zum Grad L, die Start-
werte der Integration entsprechen dem State-Vector des beobachteten Orbits zu einem
beliebigen Zeitpunkt (nicht zu nah am Bogenbeginn, da die partiellen Ableitungen nach
Anfangsbedingungen zur Anpassung der Ndherungsbahn entlang des beobachteten Or-
bits integriert werden und zu den Integrationszeitpunkten die Position des Satelliten
daher auf dieser Bahn interpoliert werden muf}). Details zur Orbitintegration finden sich
im Anhang B1.

Die Bahnstorungen werden wieder gebildet, indem die Differenzen der beiden Orbits in
inertialen kartesischen Koordinaten in ein entlang des Naherungsorbits definiertes, bahn-
begleitendes Dreibein projeziert werden. Da der Ndherungsorbit nun jedoch kein Kreisor-
bit mehr ist, radiale und Flugrichtung des Satelliten also nicht mehr unbedingt senkrecht
aufeinander stehen, mufl man entscheiden, welche der beiden Richtungen streng beibe-
halten werden soll, wihrend die andere das Dreibein rechtwinklig ergédnzt. Hier soll die
radiale Achse erhalten bleiben; Experimente haben ergeben, dafl es sich bei der Wahl
der Orientierung jedoch um keine fiir die Rekonstruktion des Schwerefeldes kritische
Entscheidung handelt.

Die Referenz-Kreisbahn, auf der spéater die Transferkoeffizienten berechnet werden, wird
optimal in den beobachteten Orbit eingepafit. Dazu werden r und I wieder als Mit-
tel der oskulierenden Elemente gewéhlt, fiir v und A wird jeweils ein linearer Trend
mitgeschitzt. Da Naherungsbahn und Referenzbahn fiir die Hilltheorie nicht mehr {iber-
einstimmen, die Transferkoeffizienten also nicht mehr am wahren Ort der auftretenden
Bahnstorungen berechnet werden, kommt es zu Modellfehlern, die sich in einer fehler-
haften Design-Matrix A niederschlagen. Da die Bahnstérungen nun jedoch wesentlich
kleiner sind, besteht die Hoffnung, diesen Fehlern durch Iteration abhelfen zu kénnen.

Aus Konsistenzgriinden miifite die Kreisbahn eigentlich aus der Ndherungsbahn gemittelt
und bei jeder Iteration neu bestimmt werden, dies fiihrte jedoch bei Experimenten nicht
zu besseren Ergebnissen oder schnellerer Konvergenz, wir ermitteln sie daher (genau wie
die partiellen Ableitungen nach Anfangsbedingungen zur Bahnanpassung) nur einmal
aus der beobachteten Bahn.

Damit die Bahnstérungen wirklich klein bleiben und nicht weglaufen, mufl auch die
mit einem N#dherungsfeld numerisch integrierte Bahn an die beobachtete Bahn angepafit
werden. Dazu kann entweder, wie schon beschrieben, die komplette resonante Losung
der Hillgleichungen benutzt werden (in diesem Fall werden die Bahnstorungen gefiltert),
oder es konnen durch Integration der Variationellen Gleichungen (siehe Anhang B2) die
partiellen Ableitungen nach Anfangsbedingungen numerisch bestimmt und zur Bahnan-
passung benutzt werden. Dieser Weg ist allerdings sehr zeitaufwendig, da die Integration
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der partiellen Ableitungen sehr rechenintensiv ist.

Abbildung 4.2 zeigt along-track, cross-track und radiale Bahnstérungen zwischen beob-
achteter und mit einem Néherungsfeld integrierter Bahn, bevor und nachdem sie mit der
kompletten resonanten Losung der Hillgleichungen gefiltert wurden. In along-track laufen
die unangepafiten Bahnen am stéirksten auseinander, was sich vor einer Filterung auch
in der Phasenlage der radialen Stérungen gegen Bogenende bemerkbar macht. Zum Ver-
gleich die auf der Referenz-Kreisbahn simulierten speziellen Bahnstérungen nach Hill,
aus denen die Schwerefeldkoeffizienten der Differenz zwischen EGM96S und dem als
Naherungsfeld verwendeten OSU91A perfekt rekonstruiert werden koénnten. Nach der
Filterung passen die Stérungen gut iiberein.

Auf Abb. 4.3 sind im Gegensatz dazu die Bahnstorungen zu sehen, welche nach einer
Anpassung der Ndherungsbahn {iber numerisch integrierte Ableitungen nach Anfangs-
bedingungen gebildet wurden. Die RMS-Werte der Residuen zwischen gefilterten und
simulierten Bahnstorungen betrugen 2.54 m in along-track, 0.53 m in cross-track und
1.08 m in radialer Richtung. Jene aus der angepafiten Bahn sind etwas kleiner, ndmlich
2.44 m in along-track, 0.23 m in cross-track und 0.42 m in radialer Richtung. Im folgen-
den Abschnitt sollen beide Varianten beispielhaft anhand eines einzelnen Koeffizienten
im Spektralbereich untersucht und verglichen werden.
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Abbildung 4.2.: Bahnstorungen zwischen beobachteter und Ndherungsbahn ungefiltert
(gepunktet), nach Filterung mit der kompletten resonanten Lidsung

der Hillgleichungen (grau) und aus deren spezieller Lésung simuliert
(schwarz).
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Abbildung 4.3.: Bahnstorungen zwischen beobachteter und angepafiter Ndiherungsbahn
(grauw) und aus der speziellen Lésung der Hill-Gleichungen simuliert
(schwarz).

4.2. Spektralanalyse der Bahnst6rungen

Im Kapitel ,,Closed-Loop-Simulation“ wurden mehrere Anséitze vorgestellt, aus Bahnsto-
rungszeitreihen in einem bahnbegleitenden Dreibein Schwerefeldkoeffizienten zu schétzen.
Besonders effizient waren dabei diejenigen Methoden, welche auf Fourieranalyse der
Zeitreihen (fir Wiederholungsbahnen) oder der Bahnstérungen auf einem Torus (fiir
nicht schlieBende Bahnen) beruhen.

Mit dem Idealfall exakt geschlossener Bahnen kénnen wir im allgemeinen nicht rechnen,
der Torusansatz fiir offene Bahnen stofit jedoch, wie wir bei der Analyse beobachteter
(bzw. numerisch integrierter) Bahnen etwas spiiter in diesem Kapitel sehen werden, auf
Probleme.

Als gangbarer Kompromify hat sich die Anwendung der eindimensionalen Fourieranalyse
auf annidhernd geschlossene Bahnen erwiesen, bei der die Unstetigkeit, welche durch
periodische Fortsetzung der Zeitreihen entstehen wiirde, durch ein beidseitig auf Null
abfallendes Fenster geglittet wird (Meyer, 1998).

Als Fenster wurde ein symmetrisches Hanning-Fenster (Abb. 4.4) gewéhlt. Durch seine
Spiegelsymmetrie verdndert es die Phasenlage des Spektrums nicht. Das Fenster iiber-
spannt die komplette Wiederholperiode der Zeitreihe. Damit die Amplituden der Maxima
des resultierenden Spektrums moglichst unverfilscht erhalten bleiben, wird es mit der

54

Scientific Technical Report STR 06/08 GeoForschungsZentrum Potsdam



1

09r- q

0.8 q

0.7 q

0.6 q

051 q

0.4r- q

031 q

021 q

0.1r- q

0

0 T

Abbildung 4.4.: Symmetrisch zu Null abfallendes Hanning-Fenster.

Summe iiber alle Fensterkoeffizienten normiert. Vor der Multiplikation der Zeitreihe mit
dem Fenster wird noch ein linearer Trend abgezogen, der die Zeitreihe um Null zentriert.

Dieses Vorbehandlung der Bahnstorungen erscheint vertretbar, solange keine nichtkon-
servativen Storkrifte auftreten, welche zu einer kontinuierlichen Absenkung der Bahn
fiihren wiirden. Da wir uns jedoch, wie zu Beginn des Abschnitt 2.1 erldutert, auf durch
den statischen Anteil des Erdschwerefeldes rein gravitativ gestérte Bahnen beschrinken
wollen, stellt diese Bedingung keine weitere Einschrankung dar.

Um zuerst die im vorigen Abschnitt aufgeworfene Frage nach der giinstigsten Behandlung
nichtperiodischer Stéranteile (Beriicksichtigung homogener und resonanter Storeffekte
durch Filterung der Bahnstérungen mit der kompletten resonanten Loésung der Hill-
gleichungen oder Schitzung optimaler Anfangsbedingungen iiber numerisch integrierte
partielle Ableitungen) zu beantworten, werden an dieser Stelle vorerst nur Stérungen
eines einzelnen Koeffizienten mittels gefensterter Fouriertransformation in den Spektral-
bereich transformiert und dort untersucht.

Als Beispielkoeffizient diene uns 6_'473, als beobachtete Bahn ein Tagesbogen mit 30s-
Sampling, welcher aus EGM96S bis Grad und Ordnung 5 integriert wurde. Die Anfangs-
bedingungen wurden dem vorhergehenden Abschnitt entlichen. Als Naherung sei 04/1,3
mit einem zehnprozentigen Fehler ACy3 = 0.1 - Cy 3 gegeben, der Rest des Niherungs-
feldes stimme mit dem Originalfeld iiberein.

Die Ndherungsbahn beginne 120s nach der beobachteten Bahn, damit bei der Integrati-
on der partiellen Ableitungen nach den Anfangsbedingungen der Néherungsbahn, welche
entlang des beobachteten Orbits durchgefiihrt wird, fiir die Interpolation des Integrati-
onsortes mit einem Lagrange-6 Punkt-Verfahren von Anfang an genug Stiitzstellen zur
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Verfiigung stehen. Thre Anfangsbedingungen entsprechen dem State-Vektor des Satelli-
ten zum Zeitpunkt ¢t = 120s.

Nun werden zum Einen die Differenzen zwischen beobachteter und unangepaflter Nahe-
rungsbahn in inertialen Koordinaten gebildet und in ein die Ndherungsbahn in radialer
Ausrichtung begleitendes Dreibein projeziert, die komplette resonante Losung der Hill-
gleichungen iiber Anfangsbedingungen und Amplituden der resonanten Stérungen an
die Bahnstorungen angepafit und danach von diesen abgezogen. Es bleiben gefilterte
Zeitreihen iibrig, die im Idealfall nur noch eine periodische Stérung durch AC_’473 enthal-
ten sollten.

Zum Anderen werden die Variationellen Gleichungen entlang der beobachteten Bahn ab
dem Anfangszeitpunkt der Naherungsbahn integriert und dadurch partielle Ableitun-
gen nach den Anfangsbedingungen erhalten. Mit diesen wird die Niherungsbahn an die
beobachtete Bahn angepafit, die auf diese Weise minimierten Differenzen gebildet und
in ein die angepafite Ndherungsbahn begleitendes Dreibein transformiert. Auch diese
Bahnstorungen sollten nur noch den Einflufl von AC_’4,3 enthalten.
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cross—track [m]

radial [m]
o

Umlaufe

Abbildung 4.5.: Mit der kompletten resonanten Ldsung der Hill-Gleichungen gefilter-
te (grau) und tber Anfangsbedingungen der Ndiherungsbahn angepafste
(schwarz) Bahnstérungen von ACy 3.

Beide Bahnstoérungszeitreihen sind vergleichend in Abb. 4.5 dargestellt. In den along-
track Zeitreihen sind dominant die m-dayly Stérungen erkennbar, des weiteren ist in allen
drei Koordinaten eine Schwingung auf Orbitfrequenz (etwa 15 Umléufe pro Tag) oder
doppelter Orbitfrequenz sichtbar. Die nach den unterschiedlichen Verfahren produzierten
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Zeitreihen passen jeweils recht gut iiberein.

Nun werden sowohl gefilterte, als auch iiber Bahnanpassung entstandene Stérungen
durch eine gefensterte Fouriertransformation in den Spektralbereich transformiert. Da
nur durch ACy3 verursachte Stérungen von Interesse sind, reicht die Analyse der in
einem Tagesbogen enthaltenen 15 Umldufe. Aulerdem kann bei Storung durch einen
einzelnen Koeffizienten die Phasenlage vernachlissigt werden und wir beschrinken uns
deshalb auf Betrachtung der Amplitudenspektren, welche in Abb. 4.6 jeweils fiir alle drei
Storungsrichtungen dargestellt sind.
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Abbildung 4.6.: Spektren der gefensterten Bahnstorungszeitreihen, gefiltert (grau) bzw.
angepaft (schwarz). Mit Sternchen sind die Soll-Amplituden von ACy 3
nach Hill markiert. Auflerdem ist die Orbitfrequenz n gekennzeichnet.

Wie aus dem Kapitel zur Closed-Loop-Simulation bekannt, lassen sich den Fourierkoef-
fizienten der Zeitreihen Lumped Coeflicients der Bahnstérungen nach Hill zuordnen. Es
konnen also iiber Transferkoeffizienten Sollamplituden fiir die Stérungen durch ACy 3
berechnet werden. Dazu wird eine mittlere, préizessierende Referenz-Kreisbahn an die
beobachtete Bahn geschiitzt, auf der die Transferkoeffizienten fiir Grad 4 und Ordnung
3 berechnet werden.

Die Storfrequenzen erhélt man aus den mittleren Orbitfrequenzen laut Hill als Q,Z)mk =
ki 4+ mA mit m = 3 und k = —5...5 iiber alle Grade des in die Bahnberechnung ein-
gegangenen Schwerefeldes laufend. Die zugehorigen Lumped Coefficients ergeben sich
aus

de _ pdz ~
Ayz = Hy,ACs3.
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Da nur ein einziger Koeflizient des Grades 4 untersucht werden soll, entféllt hier die
Summation iiber weitere Grade, die Lumped Coefficients sind also eigentlich nicht ,,lum-
ped“. Dies ist der Grund, warum eine einfache Betrachtung des Amplitudenspektrums
in diesem Fall ausreicht.

In den Spektren der Bahnstérungen wurden die so erhaltenen Sollamplituden durch
Sternchen markiert, die Orbitfrequenz durch einen senkrechten Strich. Beide Spektren
passen auf den interessierenden Frequenzen gut mit der Hill-Theorie {iberein. Greift man
die Amplituden aus den Spektren ab und schétzt aus ihnen iiber Transferkoeffizienten,
welche auf der an die beobachtete Bahn angepafiten Kreisbahn berechnet wurden, das
unbekannte AC_'4,3, so 148t es sich aus allen drei Stérungsrichtungen und mit beiden
Spektren jeweils auf 0.1 bis 0.3% bestimmen. Beide Methoden scheinen also vorerst zur
Vorbehandlung der Bahnstérungen geeignet.

Zwei weitere Dinge fallen bei Betrachtung der Spektren auf. Einmal, wie schon bei der
Closed-Loop-Simulation beschrieben, die fiir | — k gerade (im Fall von x- und z-Stérun-
gen), bzw. | — k ungerade (bei y-Stérungen) verschwindenden Transferkoeffizienten, die
sich mangels Summation iiber [ hier direkt in fehlenden Lumped Coefficients ausdriicken,
andererseits das doch bedeutend vollere Spektrum aus der Fourieranalyse der Zeitreihen,
als mit Hill vorausgesagt.

Das vollere Spektrum hat mehrere Ursachen. Durch die Fensterung wird zwar ein Sprung
in der Zeitreihe verhindert, dennoch steigt das Rauschniveau des Spektrums deutlich
an. Nach Sneeuw (2000) fithrt aulerdem die leichte Exzentrizitét des Orbits zu weiteren
Spektrallinien um die gewiinschten Tﬂmk

Da wir zur Schétzung von Schwerefeldkoeffizienten aus dem Spektrum der Bahnstérungs-
zeitreihen nur die Amplituden auf den {iber die geschitzten Orbitfrequenzen bestimmten
Storfrequenzen abgreifen und den Rest des Spektrums ignorieren, stort das vollere Spek-
trum uns nicht weiter.

4.3. Vergleich numerisch und analytisch bestimmter
Ableitungen

Im Abschnitt 4.1 wurde deutlich, dafl sich mit Hilfe der Hilltheorie lingere Bahnbdgen
niedrigfliegender Satelliten nur unzureichend berechnen lassen. Deshalb sind wir auf die
Beschreibung differentieller Stérungen zwischen der beobachteten und einer numerisch
integrierten Naherungsbahn ausgewichen.

Der Zusammenhang der Differenzkoeffizienten zwischen originalem und Niherungsschwe-
refeld mit den aus diesen Koeffizienten resultierenden Bahnstorungen wird durch par-
tielle Ableitungen der Bahnorter nach Schwerefeldkoeffizienten gegeben. Diese kénnten
parallel zur Integration der Variationellen Gleichungen mitintegriert werden (Anhang
2B), der grofie Rechenaufwand ist jedoch eines der Argumente fiir die Verwendung einer
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analytischen Bahntheorie, wie der hier untersuchten von Hill.

Zu Testzwecken sollen sie an dieser Stelle dennoch fiir den schon im vorigen Abschnitt
ausgewihlten Koeffizienten 6_‘4,3 berechnet werden. Vor einem Vergleich mit den partiel-
len Ableitungen nach Hill muf allerdings noch ein Weg gefunden werden, die im inertialen
System gegebenen numerisch integrierten Ableitungen ins bahnbegleitende System der
Hill-Ableitungen zu transformieren.

Gehen wir von der Transformation fiir die Satellitenposition

x; r 4 x
yi | = (Ra(wRi(DR3Q)T [0 |+ |z ]| =PR"| v (4.8)
Z 0 Y z+r
010
mit P=1]1001
100

aus, so fiillt ein prinzipielles Problem auf. Inertiale (oder erdfeste) Koordinaten erhilt
man aus der Summe der Niherungsbahn (PR)7(0,0,7)” und der transformierten Bahn-
storungen (PR)T(z,y, 2)T. Die Bahnstérungen nach Hill beziehen sich immer auf eine
Naherungsbahn, die partiellen Ableitungen werden auf einer Referenzbahn berechnet,
welche dieser moglichst entspricht. Dabei gelten Gleichungen (3.1) bis (3.6) universell,
es ist nicht unbedingt notwendig, daf§ die Referenzbahn eine Kreisbahn ist (r, I, und
A sind in diesem Fall eben nicht konstant).

Auch die numerisch integrierten partiellen Ableitungen werden auf einer Referenzbahn
berechnet (im Abschnitt 4.1 wurde dafiir die beobachtete Bahn vorgeschlagen). Ein Ver-
gleich der Ableitungen numerisch gegen Hill ist nur sinnvoll, wenn sich die Referenzbah-
nen entsprechen. Eine Transformation der Ableitungen auf eine andere Bahn ist nicht
moglich.

Bei identischer Referenzbahn lassen sich die partiellen Ableitungen nach Schwerefeldko-

effizienten gemaf
Oz Oz 0z, 0z,
5?"&58K”‘PR3K

(4.10)

ineinander tiberfiithren.

Will man auch die partiellen Ableitungen nach Anfangsbedingungen vergleichen, so
bené6tigt man dazu zusétzlich die Transformation fiir die Satellitengeschwindigkeit zwi-
schen inertialem und bahnbegleitendem System

= (PR)"r + (PR)T7 + ( + (PR (4.11)

mit r =
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Wieder gleiche Referenzbahnen vorausgesetzt, ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen
nach Anfangspositionen

Oz Oz Oz, 9z, Oz Oz; Oy,
— P =1 P T P =1 P T
R—azm( Ro)" + PR 3i0¢( Ro)
und entsprechend fiir Anfangsgeschwindigkeiten
dxz Oz Oz; O, oz, T
= === i — PR (PRy)". 4.14
diy  Ox; Dig, Oy 8@'01.( 0) (4.14)

Ry bezeichnet die Rotationsmatrix, Ry deren Zeitableitung, jeweils zu Bogenbeginn.

Die Geschwindigkeit des Satelliten & im bahnbegleitenden Dreibein erhélt man nach Hill
durch Ableitung der kompletten resonanten Losung der Hillgleichungen (2.34) bis (2.36)
nach der Zeit. Diese ist recht einfach zu bilden, da ¢ nur linear, quadratisch oder in
sin- und cos-Funktionen auftaucht. Man behalte jedoch in Erinnerung, daf} es sich dabei
nur um die Geschwindigkeit des Satelliten relativ zum Ursprung des bahnbegleitenden
Dreibeins handelt, welcher selbst ungefihr mit rn um die Erde kreist.

Die partiellen Ableitungen der Satellitenposition im bahnbegleitenden Dreibein nach den
Anfangsbedingungen g—f—o und g—é erhélt man ebenfalls aus der kompletten resonanten

Losung der Hillgleichungen. Sie lauten

_&C =1 : _ax =0 ; @:Gsinnt—ﬁnt
Oxo dyo 02
Ox 4 . Ox ox 2 2
— =—sinnt—3t ; — =10 ; —— = —cosnt — —
Oty n 0o 0% n n
dy Oy Oy
— =0 ; — =cosnt ; — =0
Oxg %yo 0z
oy Y 1 . oy
—Z =90 ; =— = —sinnt; — =0
Otg %yo n 0z
0z z 0z

=0 i — =0 ; -— = —3cosnt+4
8:1:0 %yo 820
0z 2 t+2 z 0 0z 1 . y
— = —— COSTN —_ . — = . —— = —SsInnt.
8@‘0 n n’ 8y0 ’ 620 n

Die komplette resonante Losung der Hillgleichungen liefert auch fiir die Ableitungen
der Bahnstoérungen nach Schwerefeldkoeffizienten (3.1) bis (3.6), welche nur aus der
speziellen Losung entstanden sind, noch Zuschlége. Diese werden analog zu den partiellen
Ableitungen der speziellen Losung aus der kompletten resonanten Losung gebildet. Fiir
nichtresonante Schwerefeldkoeffizienten ergibt sich durch Hinzunahme der homogenen
Losung fiir
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[ —m gerade:

l _ j +2 _
du 0w, 3 <2n(l+1) Al gy 3 >G]2\/[( : 5) 2

Crm  0Cm =\ n(n?—92,) Yk ) O

s a5, (M e+ B ) G ()
aggm - Q%fm - kzl:l n(n;d}md:gn,k) sin{nt) i%J <a_E)l+2 Fioma 1)

s~ i ()

agfm _ a%jil + k_z_l U— l+ 1¢2— 2)kn sin(nt)%EM (a7E>z+2 FronlD).

I — m ungerade:

agf,m _ a%?m i <2¢mk z+1)?n—k;1kn cos(nt) + 2%,,9(2;171—31@71) igj{ ( : >l+2 FomalD)
S *;msm("t) ()™ Ryt
agim B a%jfm +k;l wmk o w; 2)]m win(n) = (55)" P

Der Vollstandigkeit halber seien noch die partiellen Ableitungen nach resonanten Schwe-
refeldkoeffizienten gegeben, obwohl unser Testkoeffizient Cy 3 auf den gewihlten Bahnen
kein Resonanzverhalten zeigt. Fiir Wiederholbahnen mit Wiederholfrequenz g wird Re-
sonanz auf der Nullfrequenz mit m = hi, k = ha, h =0,1,2,... erreicht, Resonanz auf
Figenfrequenz mit m = hf und k = ha + 1. Fiir nicht schliefende Bahnen gelten obige
Kombinationen nur fiir h = 0 (sieche Abschnitt 2.4). Es ergeben sich fiir
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[ —m gerade:

Or.  GM (a_E) 42 /(34 3ha)nt + (1 — I + 2ha)nt cos(nt) — (4 — I 4+ 5ha) sin(nt) 7 o
OCim  a% \r 2 1,hf,ha+1
20+ 1)nt — (I + 1) si t) -
+ (I+1)n n(2 + 1)sin(n )Fl,hﬂ,ha(l))
Or,  GM rap\'*2 [ (1 —2l+ 3ha)(cos(nt) — 1) + (1 — I + 2ha)nt sin(nt) A ,
ASim  a% (T) nZ 1,08, hat1(d)
_ _ 2,2
n 8ha(1 cos(ntz)) 3han®t Fl,h@,ha(l))
2n
Oy, _ GM (a_E)H? nt cos(nt) — sin(nt) =« o
ACim - a3 r N2 ,hB,ha+1
Oyr GM [ap\+2 (tsin(nt) - 1 — cos(nt) -
85‘;7,” - CLQE (T) ( 2n Fl)*(hﬁvho‘+1(1) + n2 F‘l?(hﬁ,hoz (I)
0zr  GM rap\'*2 ( (1 — 14 2ha)ntsin(nt) — (4 + 4ha)(1 — cos(nt)) =
Cm  ay (T) Y Fing hati(I)
14+ 1)(1 — cos(nt)) =
_y ) 2 (nt)) l,hﬁ,ha([))
0z  GM (a£>l+2 (1 =1 —2ha)sin(nt) — (1 — I 4+ 2ha)nt cos(nt) 7 )
O8m  af \r o2 1,hB,hat1
" 2hant — h2a sin nt)Fl’hB’ha (I))
n
I — m ungerade:
Oxr  GM (ai)l+2 (1 — 21+ 3ha)(cos(nt) — 1) + (1 — I 4+ 2ha)nt sin(nt) 7 )
ICm  a% \r n2 1,h8,ha+1
_ _ 2,2
n 8ha(1l cos(2nt2)) 3han”t Fl,h,@,haU))
n
Oxr _GM (a_E) 42 (34 3ha)nt 4+ (1 — I + 2ha)nt cos(nt) — (4 — I 4+ 5ha) sin(nt) 7 1)
OSim  ap \r 2 1,hB,ha+1
20+ 1)nt — (I + 1) si t) -
+ (I+1)n n(2 + 1)sin(n )F,l’h@ha([))
yr GM (ap\+2 (tsin(nt) - 1 — cos(nt) -
9C1m - a? (T) ( 2n Fingnar () + n2 = F .m0 (1)
Oyr  GM rap\'*t2 ntcos(nt) — sin(nt) -«
aSim  a% ( r ) 2 Fg nat1(I)
0z  GM (a_E)“r? (1 —1—2ha)sin(nt) — (1 — I 4+ 2ha)nt cos(nt) 7 ()
Cm  ah \r on2 1,hB, hat1
n 2hant —:204 sin(nt) Fl,hﬁ,ha(f))
0z _ GM rap\*2 [ (1 — 14 2ha)ntsin(nt) — (4 + 4ha)(1 — cos(nt)) =
ASim B a3, (T) Y Fi v hat1(I)
[+ 1)(1— t)) -
RSP

Damit haben wir das Instrumentarium zusammen, um numerisch integrierte Ableitungen

nach Schwerefeldkoeffizienten und
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zu transformieren und dort mit Ableitungen aus der Hilltheorie zu vergleichen. Und zwar
einerseits mit Ableitungen aus der kompletten resonanten Losung der Hillgleichungen,
andererseits mit Ableitungen, welche nur aus der nichtresonanten speziellen Lésun der
Hillgleichungen entstanden sind, welche fiir unsere Schwerefeldanalyse benutzt werden
soll.

cross—track
o

w\ﬁ w%\ fAUAVNA A //\M{\Vmu/
IAAAARAAARANS

N

radial
o

N

Umlaufe

Abbildung 4.7.: Partielle Ableitungen nach Cys entlang einer mumerisch integrierten
Néherungsbahn im bahnbegleitenden Dreibein. Gepunktet aus der spezi-
ellen Losung der Hill-Gleichungen, durchgezogen schwarz aus der kom-
pletten Lésung und grau die Differenz letzterer zu numerisch aus den
Variationellen Gleichungen integrierten Ableitungen.

Voraussetzung fiir diese Vergleiche ist, dafl die Referenzbahnen, auf denen die parti-
ellen Ableitungen integriert, bzw. nach Hill analytisch berechnet wurden, miteinander
identisch sind. Es bieten sich daher zwei Szenarien an: einerseits Integration auf einer
beliebigen Nédherungsbahn an die beobachtete Bahn; die in die Berechnung der Hill-
Ableitungen eingehenden Orbitparameter r, I,% und A sind in diesem Fall nicht kon-
stant. Abbildung 4.7 zeigt die Ergebnisse entlang einer an die beobachtete Bahn bereits
angepafliten Niherungsbahn. Die Ableitungen nach Hill zeigen besonders in cross-track
und radialer Richtung schon nach wenigen Umlédufen starke Unregelméfigkeiten. Die
Differenzen zu numerisch integrierten Ableitungen erreichen bereits nach einem knap-
pen Tag Ausschlige in GroBenordnung der Ableitungen selbst. Along-track bleiben die
Differenzen kleiner, jedoch ist von Anfang an ein recht konstanter Bias erkennbar.

Andererseits die Integration der partiellen Ableitungen auf einer prizessierenden, mittle-
ren Kreisbahn, auf der auch die Transferkoeffizienten nach Hill berechnet wiirden (Abb.
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Abbildung 4.8.: Partielle Ableitungen nach C_'4,3 entlang einer mittleren Kreisbahn. Ge-
punktet wieder aus der speziellen Losung der Hill-Gleichungen, durch-
gezogen schwarz aus der kompletten Losung und grau die Differenz letz-
terer zu numerisch integrierten Ableitungen.

4.8). Der Verlauf der Ableitungen nach Hill ist wesentlich ruhiger, die Differenz zu nume-
risch integrierten Ableitungen fiir cross-track sehr gering. Along-track und radial schwel-
len die Differenzen im Tagesverlauf sichtbar an, in along-track macht sich aufler dem
schon beobachteten Bias auch eine Drift bemerkbar, die auf dem Unterschied zwischen
der aus u geschétzten mittleren Bewegung u (welche durch 6_’270 beeinfluit wird) und der
iiber den Radius der Kreisbahn berechneten n beruhen diirfte. Auf jeden Fall scheint
die Berechnung der Hill-Ableitungen auf einer mittleren Kreisbahn wesentlich bessere
Ergebnisse zu erzielen, als auf einer numerisch integrierten Néherungsbahn.

Als letztes sollen noch die partiellen Ableitungen nach Anfangsposition (Abb. 4.9) und
Anfangsgeschwindigkeit (Abb. 4.10) entlang der mittleren Kreisbahn verglichen werden.
Markant wird die starke Abhéngigkeit der Satellitengeschwindigkeit von der Bahnhohe
in g—;’f) sichtbar. Auch eine Drift in den numerisch integrierten Ableitungen, welche auf die
Differenz zwischen n und u zuriickzufiihren sein diirfte, ist wieder in mehreren Fillen zu
beobachten. Insgesamt ergibt sich jedoch eine gute Ubereinstimmung zwischen numerisch

integrierten und analytisch berechneten Ableitungen.

Zu erwihnen ist noch, dal neben dem Einflufl der Bahnhohe auf die Satellitengeschwin-
digkeit der deutlichste Effekt eine Schwingung auf Orbitfrequenz in along-track und
radialer Richtung ist. Dies entspricht dem Bild einer leichten Exzentrizitdt der Bahn. Im
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Abbildung 4.9.: Partielle Ableitungen nach x, entlang einer mittleren Kreisbahn. Grau
aus der kompletten Lisung der Hill-Gleichungen, schwarz aus numeri-
scher Integration.

Umkehrschluf} ist daher zu vermuten, daf3 der stérende Einflu} einer kleinen Exzentri-
zitdt durch Schitzung von Anfangsbedingungen aus den Bahnstérungen entfernt werden
kann, die Hill-Theorie also durchaus auch fiir leicht exzentrische Bahnen anwendbar sein
sollte.

Die letzten drei Abschnitte zusammenfassend kann man feststellen, daf3 wir mit den
Hill-Gleichungen in der Lage sind, differentielle Bahnstérungen zwischen einer numerisch
angepafiten Niherungsbahn und einer rein gravitativ gestorten beobachteten Bahn (im
Rahmen dieser Arbeit durch numerische Integration simuliert) bis auf wenige Meter
anzundhern, wobei der grofite Fehler along-track auftritt.

Zentrieren wir die beobachteten Bahnstorungszeitreihen durch Abzug eines Trends um
Null und erzwingen Periodizitdt durch Multiplikation mit einem beidseitig symmetrisch
auf Null abfallenden Fenster, so fithrt die 1D-Fouriertransformation fiir einen kiinstlich
verfilschten Testkoeffizienten zu Lumped Coefficients, die mit iiber Hill simulierten sehr
gut iibereinstimmen. Aus den auf diese Weise erhaltenen Lumped Coefficients 148t sich
der eingefiihrte Fehler in dem gewihlten Schwerefeldkoeffizient Cyy 3 bis auf ein halbes
Prozent Restfehler rekonstruieren.

Auch ein Vergleich der mittels Hill simulierten partiellen Ableitungen nach obigem Test-
koeffizienten und nach Anfangsbedingungen mit numerisch integrierten Ableitungen er-

65

Scientific Technical Report STR 06/08 GeoForschungsZentrum Potsdam



x 10° dx/dvx0 dx/dvy0 dx/dvz0

0 1000
0
500
-1 -1000
OF—m——————— -2000
_2 -
500 3000
—4000
-3 -1000
dy/dvx0 dy/dvy0 dy/dvz0
1000 1000 1000
500 500 500
0 F———AmAanAA 0] 0
-500 -500 -500
-1000 -1000 —1000
dz/dvx0 dz/dvy0 dz/dvz0
1000 1000
4000
3000 500 500
2000 0 0
1000 -500 -500
0 |
-1000 —-1000
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
Umlaufe Umlaufe Umlaufe

Abbildung 4.10.: Partielle Ableitungen nach & entlang einer mittleren Kreisbahn. Grau
aus der kompletten Lisung der Hill-Gleichungen, schwarz aus numeri-
scher Integration.

brachte gute Ubereinstimmung, wobei darauf zu achten ist, daf8 die partiellen Ableitun-
gen auf dem selben Referenzorbit integriert bzw. iiber Hill berechnet werden. Bei der
Wahl des Referenzorbits hat sich eine mittlere Kreisbahn an die beobachtete Bahn als
glinstig herausgestellt. Die Transferkoeffizienten auf dieser Kreisbahn sind konstant.

Allerdings war es notwendig, die iiber die Hill-Gleichungen simulierten partiellen Ablei-
tungen aus der kompletten Losung einschliefllich der Anteile der homogenen Losung zu
bilden, um néherungsweise Ubereinstimmung zu erzielen. Als Fehler blieben ein relativ
konstanter Bias in along-track sowie eine leichte Drift und zunehmende Schwingung auf
Orbitfrequenz. Drift und Schwingung diirften aus der Differenz der geschétzten Bewe-
gung des Satelliten @ zu dem aus der mittleren Kreisbahn bestimmten n resultieren.

Den homogenen und resonanten Anteilen kann Rechnung getragen werden, indem die zur
Definition der Bahnstérungen herangezogene Niherungsbahn optimal an die beobachtete
Bahn angepafit wird oder indem die komplette resonante Losung der Hillgleichungen als
Filter eingesetzt wird. Im néichsten Abschnitt soll geklirt werden, welche der beiden
Losungswege die besseren Ergebnisse liefert.
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4.4. Rekonstruktion von Schwerefeldkoeffizienten

Nach dem Vergleich der partiellen Ableitungen steht als néchstes ein Versuch zur Rekon-
struktion von Schwerefeldkoeffizienten mit diesen Ableitungen an. Um auch Wechselwir-
kungen mehrerer Koeffizienten untereinander zu beriicksichtigen, die iiber die Linear-
kombination in Lumped Coefficients zu erwarten sind, gehen wir iiber die Bestimmung
eines einzelnen Testkoeffizienten hinaus, beschrdnken uns allerdings weiterhin auf stark
verkleinerte Testfelder.

Als Originalfeld diene uns EGM96S bis Grad 5, als Naherungsfeld OSU91A, ebenso ab-
geschnitten. Um den Vergleich zu Losungen mit Fouriertechniken zu erméglichen, wird
als Bogenlidnge eine Quasi-Repeat-Periode von 200 Umlaufen in 13 Tagen gewihlt, nach
der sich die Bahn fast schliet. Damit ist unser kleines Testfeld natiirlich vielfach iiberbe-
stimmt, dieser Orbit hat jedoch den Vorteil eines sehr kleinen Schlufifehlers. Aufilerdem
konnen wir ihn spéter fiir Tests mit grofferen Feldern weiterbenutzen. Als Anfangsbedin-
gungen der beobachteten Bahn wurden wieder die CHAMP-Parameter aus Abschnitt 4.1
gewdhlt, die der Ndherungsbahn entsprechen dem Statevektor der beobachteten Bahn
zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢g.

Als Referenzlosung werden die Verbesserungen der Koeflizienten zuerst klassisch mit nu-
merisch integrierten Ableitungen im inertialen System geschétzt. Parallel zu den Schwe-
refeldkoeffizienten werden auch die Anfangsbedingungen verbessert. Die partiellen Ab-
leitungen dazu wurden mit dem N#herungsfeld auf der beobachteten Bahn integriert.

Das Ergebnis der Schwerefeldschéitzung ist in Tab. 4.1 zu sehen. Als Maf fiir die Si-
gnalstédrke des beriicksichtigten Schwerefeldes sind die Grad-RMS des Originalfeldes
angegeben. Einige Groflenordnungen kleiner die Grad-RMS der Differenzkoeffizienten
zwischen Naherungs- und Originalfeld.

Die Ergebnisse der klassischen Rekonstruktion folgen in der néchsten Zeile. Das schlech-
tere Abschneiden bei Grad 3 und 5 48t sich dadurch erkliaren, dafy das Problem eigentlich
hochgradig nichtlinear ist und iteriert werden miifite. D.h. mit dem verbesserten Néhe-
rungsfeld miifite eine neue Niherungsbahn berechnet und die Koeffizientenschitzung
mit den neuen Differenzen zur beobachteten Bahn wiederholt werden. Hier soll die erste
Naherung zu Vergleichszwecken jedoch geniigen.

Als n#chstes wurde der vorhergehende Versuch im bahnbegleitenden System wiederholt.
Sowohl die Bahnstorungen, als auch die partiellen Ableitungen wurden in ein mit dem
Satelliten mitbewegtes Dreibein in radialer Ausrichtung transformiert. Wie nicht anders
zu erwarten, entsprechen die Ergebnisse der Koeffizientenschétzung jenen im inertialen
System und sind deshalb nicht gesondert dargestellt.

Stellen wir diesen Test mit der Hill-Theorie nach. Zuerst mit kompletten partiellen Ab-
leitungen, welche entlang einer mittleren Kreisbahn an die beobachtete Bahn berechnet
wurden. Die Bahnstérungen werden aus der Differenz der unangepafiten Néaherungsbahn
und der beobachteten Bahn gebildet und in ein die Ndherungsbahn begleitendes Dreibein

67

Scientific Technical Report STR 06/08 GeoForschungsZentrum Potsdam



| || Grad 2 | Grad 3 | Grad 4 | Grad 5 |
Signalstirke des Originalfeldes || 216.53-107% | 1.12-107°® [ 0.53-107% | 0.35-107°

Eingefiihrter Fehler 0.49-107° | 0.78-1079 | 1.04-107° | 2.07-107?
Restfehler nach Verbesserung
num. int. part. Abl. 0.01-107? 0.57-107° | 0.01-107° | 0.34-107°
kompl. part. Abl. (Hill) 1.09-107% | 1.85-1072 [ 0.58-1077 | 1.07-107°

spez. part. Abl. (Hill)
Naherungsorbit angepaf}t

aus along-track 0.56 - 10~° 0.46-107° | 0.32-107° | 0.27-107°
aus cross-track 214.65-1079 | 0.21-107°2 | 0.12-107° | 0.09-10°
aus radial 0.21-107° 0.29-107° | 0.19-107° | 0.17-107°

spez. part. Abl. (Hill)
Bahnstorungen gefiltert

aus along-track 8.54-107° 0.46-107° | 0.32-107° | 0.19-107°
aus cross-track 283.98-107° | 1.82-107° | 0.14-107° | 0.09-107°
aus radial 3.82.1077 0.38-107° | 0.12-1072 | 0.11-107?
Torusansatz 1.90-107° 21.44-107° | 1.56-107° | 14.55-107"

Tabelle 4.1.: Ergebnisse der Koeffizientenschdtzung.

transformiert. Wieder werden parallel zu den Schwerefeldkoeffizienten auch Anfangsbe-
dingungen mitgeschétzt, diesmal jedoch als homogene Anteile der kompletten Losung
der Hillgleichungen.

Es ergibt sich damit ebenso wie in den vorhergehenden Rekonstruktionen mit numerisch
integrierten partiellen Ableitungen eine vollbesetzte Normalgleichungsmatrix, einer der
Hauptvorteile der Hilltheorie geht also verloren, allerdings ist die analytische Berechnung
der Ableitungen nach Hill wesentlich schneller, als die Integration der Variationellen
Gleichungen.

Wie sich schon im vorangehenden Abschnitt angekiindigt hat, fallen die Ergebnisse deut-
lich schlechter aus. Die beiden niedrigsten Grade divergieren, fiir die Grade 4 und 5 wird
immerhin eine Halbierung des Fehlers erreicht. Auch wenn das Ergebnis fiir die hoher-
en Grade nicht so schlecht aussieht, so ist doch Skepsis gegeniiber der Nutzbarkeit der
kompletten Losung der Hillgleichungen fiir die Schwerefeldrekonstruktion angebracht.

Schliefllich folgt noch ein Versuch mit speziellen partiellen Ableitungen auf der Kreis-
bahn. Dazu mufl entweder in einem ersten Schritt die Ndherungsbahn {iber ihre An-
fangsbedingungen z, Z,, an die beobachtete Bahn angepafit werden, die zeitaufwendige
Integration der partiellen Ableitungen nach Anfangsbedingungen macht dabei den Zeit-
vorteil der analytischen Losung teilweise wieder zunichte, oder die Bahnstérungen im
begleitenden Dreibein miissen mit der homogenen und resonanten Losung der Hillglei-
chungen gefiltert werden, wie in Abschnitt 4.1 bereits vorgestellt.

In beiden Fillen wird eine 1D-FFT zur Bestimmung von Lumped Coefficients eingesetzt
(siehe Abschnitt 4.2), wodurch ein blockdiagonales Normalgleichungssystem entsteht,
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die Vorteile der Hilltheorie also voll zum Tragen kommen. Der Ablauf beider Verfah-
ren ist vergleichend in Abb. 4.11 beschrieben, die Ergebnisse sind ebenfalls in Tab. 4.1
dargestellt. Die Koeffizienten wurden dabei getrennt aus along-track, cross-track oder
radialen Bahnstorungen geschétzt, da die verschiedenen Lisungen ein unterschiedliches
Verhalten zeigen.

So kann aus cross-track-Bahnstorungen kein Koeffizient C_'270 geschétzt werden, da er nur
tiber die resonanten Transferkoeffizienten H'g% 4, von den beobachteten Lumped Coef-
ficients abhéngt. Die generell etwas schlechteren Ergebnisse aus along-track gegeniiber
radial werden im folgenden Abschnitt angesprochen und die Probleme in along-track
zumindest etwas verringert.

Insgesamt sehen die Ergebnisse, bis auf die Ausreifler bei Grad 2, vielversprechend aus;
zwischen 50 und 90% des eingefiihrten Fehlers konnten bereits in der ersten Iteration
aus radialen Bahnstorungen verbessert werden. Dies beeindruckt umso mehr, als die
Differenzen zwischen den beiden Schwerefeldern sich auch auf die zonalen Koeffizienten
erstrecken, die aufgrund resonanter Transferkoeffizienten nur aus einer verminderten
Anzahl beobachteter Lumped Coefficients geschéitzt werden kénnen.

Das bessere Abschneiden gegeniiber der Schwerefeldrekonstruktion iiber partielle Ab-
leitungen aus der kompletten Losung der Hillgleichungen kann durch einen zusétzlichen
Filtereffekt der Fouriertransformation gegen homogene und resonante Storanteile erklért
werden. Da Fourierkoeffizienten nur den periodischen Anteil der Bahnstérungszeitreihen
reprasentieren, werden nichtperiodische Storanteile durch den noch nicht vollsténdig ent-
fernten EinfluB von Anfangsbedingungen oder durch Resonanzen nicht dargestellt und
konnen damit die weitere Schiatzung von Schwerefeldkoeffizienten mittels der speziellen
Losung der Hillgleichungen nicht storen.

Iteriert man die Schitzung tiber 1D-FFT noch, indem man das verbesserte Ndherungsfeld
zur Integration einer neuen Naherungsbahn verwendet, diese wieder iiber ihre Anfangs-
bedingungen an die beobachtete Bahn anpaft, und mit der so verbesserten Nidherungs-
bahn die Bahnstérungen neu definiert, so erh&lt man nach einer Reihe von Iterationen
das originale Schwerefeld in sehr guter Ndherung zuriick.

Abbildung 4.12 zeigt Positionsdifferenzen zwischen beobachteter Bahn und angepafiter
Naherungsbahn iiber mehrere Iterationen hinweg. Bereits nach drei Iterationen liegen
die Differenzen im Sub-Zentimeterbereich. Die Schwerefeldschéitzung konvergiert also
auf richtige Werte.

In Abb. 4.13 sind die verbleibenden Restfehler in den Schwerefeldkoeffizienten bei itera-
tiver Losung aus radialen Bahnstérungen iiber ihre Grad-RMS dargestellt. Im Fall ange-
pafiter Naherungsbahnen (Dreiecke) konvergieren die verbesserten Koeffizienten schnell
auf die wahren Werte. Iteriert man stattdessen mit den nach Filterung der Bahnstérun-
gen geschéitzten Verbesserungen, so schwellen die Positionsdifferenzen der Nédherungs-
bahn zur beobachteten Bahn bereits nach 2 Iterationen wieder an, die Losung divergiert.
In Abb. 4.13 sind die zugehorigen Koeffizienten durch Rauten markiert. Der Grund fiir
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Abbildung 4.11.: Ablaufschema der Schitzung von Schwerefeldkoeffizienten diber Filte-
rung der Bahnstérungen oder eine angepafste Naherungsbahn.
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Abbildung 4.12.: Positionsdifferenzen der angepafiten Niherungsbahnen zur beobachte-
ten Bahn bei Iteration der Schwerefeldverbesserung. Mit zunehmender
Tterationstiefe abwechswelnd grau und schwarz dargestellt.

die Divergenz liegt in den Problemen bei der Schiatzung der Koeffizienten von Grad 2,
die durch resonante Transferkoeffizienten und vermutlich auch durch die Nichtlinearitét
der Problemstellung begriindet sind.

Ein Versuch der Schwerefeldrekonstruktion durch Projektion der Bahnstorungen auf
einen Torus, dortiger Interpolation, 2D-FFT und folgender Schétzung von Schwerefeld-
koeffizienten iiber Transferkoeffizienten, welche wieder auf einer mittleren Kreisbahn
berechnet wurden, schlug fehl (siehe Tab. 4.1).

Das mag daran liegen, das die along-track-Komponente der Bahnstérungen sehr empfind-
lich auf unterschiedliche Anfangsbedingungen und resonante Effekte reagiert, weil diese
sich iiber die Zeit aufakkumulieren und zu einem Weglaufen der Ndherungsbahn fiihren.
Projeziert man nun die Bahnstérungen auf einen Torus, so liegen zeitlich weit voneinan-
der entfernte Bahnb6gen riaumlich benachbart. Der aufakkumulierte Effekt kommt voll
zur Geltung, was zur Verwindung der Bahnen gegeneinander und damit zu Unstetigkei-
ten auf dem Torus fithrt, welche bei der 2D-FFT das Spektrum fiillen und eine weitere
Anlyse der Fourierkoeffizienten behindern.
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Abbildung 4.13.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogene Linie), der eingefiihr-
ten Fehler (Kreise) und der Restfehler nach Verbesserung der Koef-
fizienten ueber angepafite Niherungsbahnen (Dreiecke) bzw. gefilterte

Bahnstorungen (Rauten); mit zunehmender Iterationstiefe heller wer-
dend.

4.5. Interpolation auf raumlich gleichabstandige
Bahnabtastung.

Die vielversprechenden Versuche im vorangegangenen Abschnitt zur Rekonstruktion von
Schwerefeldkoeffizienten iiber die spezielle Losung der Hillgleichungen nach 1D-FFT der
in ein bahnbegleitendes Dreibein projezierten Bahnstorungen zu einer iiber ihre Anfangs-
bedingungen angepafiten Ndherungsbahn legt eine Erweiterung der Tests auf grofiere
Versuchsfelder nahe. Auflerdem gilt es zu untersuchen, warum sich Schwerefeldkoeftizi-
enten aus along-track Bahnstérungen nur ungenauer als aus radialen Stérungen schitzen
lassen.

Dazu wurde eine beobachtete Bahn mit EGM96S bis Grad 20 berechnet, eine Ndherungs-
bahn mit OSU91A bis zum selben Grad. Da dies mit MATLAB nur noch unter grofiem
Zeitaufwand moglich ist, der vor allem durch die Anpassung der Néherungsbahn verur-
sacht wird, wurden parallel zu MATLAB mit dem am GeoForschungsZentrum entwickel-
ten Programm zur Berechnung von Satellitenorbits und zur Schétzung von Erdparame-
tern (EPOSOC) ebenfalls Orbits integriert. Im Unterschied zur MATLAB-Simulation
wurden dafiir tatsédchliche Erdrotationsparameter statt einer konstanten Drehbewegung
verwendet. Die Orbits lassen sich also nicht exakt vergleichen.
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Abbildung 4.14.: Grad-RMS des Originalfeldes (EGMI6S bis Grad 20) als durchgezogene
Linie, darunter die Fehler vor (Kreise) und nach der Verbesserung: aus
along-track (Kreuze), cross-track (Dreiecke) oder radialen Storungen
(Quadrate). Schwarz bei zeitlich, grau bei rdumlich gleichabstindiger
Abtastunyg.

Die Bahnstorungen wurden wie gehabt mit MATLAB bestimmt und ausgewertet. Da
die Ergebnisse der Schwerefeldschiatzung aus MATLAB-Bahnen und EPOSOC-Bahnen
sich als praktisch gleich herausstellten, wurde in allen folgenden Versuchen EPOSOC zur
Bahnintegration und Anpassung verwendet, wihrend die Schwerefeldschitzung mit Hil-
fe der Hill-Gleichungen in MATLAB erfolgte. Dies macht zwar, vor allem bei iterativen
Losungen, einen standigen Datentransfer zwischen EPOSOC und MATLAB notwendig,
doch rechtfertigt der Zeitgewinn den grofieren Aufwand. Auflerdem bestéitigt der Einsatz
von EPOSOC die Stabilitdt und Unabhéngigkeit des Verfahrens von der Simulations-
umgebung innerhalb MATLABs.

Abbildung 4.14 zeigt die Ergebnisse einer nicht iterierten Koeffizientenschitzung, ge-
trennt aus along-track, cross-track und radialen Bahnstérungen. Die Nadherungsbahn
wurde wieder iiber ihre Anfangsbedingungen an die beobachtete Bahn angepaft, der
Ubergang in den Spektralbereich erfolgte iiber die 1D-FFT einer annihernden Wieder-
holperiode von 200 Uml&ufen in 13 Tagen. Deutlich ist zu sehen, daf sich aus along-track
praktisch keine Verbesserung im Vergleich zu den eingefiithrten Fehlern ergibt. Bei cross-
track kommt es zu Problemen mit den Koeffizienten des Grades 2, ab Grad 17 kénnen
ohne Iteration aus keiner der drei Richtungen Verbesserungen in den Koeflizienten erzielt
werden.
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Abbildung 4.15.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogene Linie), der eingefiihrten
Fehler (Kreise) und der Restfehler nach Verbesserung der Koeffizienten
aus radialen Bahnstérungen (Quadrate) bei Interpolation auf gleich-
abstindiges u, mit zunehmender Iterationstiefe heller werdend.

Eine Fehlerquelle, welche bisher aufler Acht gelassen wurde, liegt in der unterschied-
lichen Bahngeschwindigkeit des Satelliten entlang einer leicht exzentrischen Bahn. Die
Bahnabtastung erfolgt in einem zeitlich gleichabstdndigen Raster, welchem allerdings
nicht rdumlich gleichabsténdige Positionen entlang der Bahn entsprechen. Da die FFT
auf gleichabstéindiger Abtastung basiert und die Bahnstérungen mit realen Schwerefeld-
anomalien iiber deren rédumliche Position korreliert sind, miifite also streng genommen
rdumlich gleichabsténdig abgetastet werden. Da Bahndaten typischerweise in einem zeit-
lich festen Sampling vorliegen, bleibt als Losung nur die Interpolation auf gleichabstindi-
ges Argument der Breite u des Satelliten entlang der Bahn.

Die grauen Markierungen in Abb. 4.14 bezeichnen die nach linearer Interpolation auf
gleichabsténdiges u erzielten Ergebnisse. Deutlich ist eine Verbesserung der Koeflizien-
tenschitzung erkennbar, besonders fiir radiale Storungen, die iiber die Hillgleichungen
stark mit den along-track Stérungen korreliert sind. Da das Verfahren die Konvergenz
beschleunigt, wird es trotz der auf diese Weise eingefiihrten Interpolationsfehler in allen
weiteren Tests eingesetzt.

Da Bahnbeobachtungen in Flugrichtung, seit der Verwendung von GPS zur Bahnbe-
stimmung, wesentlich dichter vorliegen, als quer zu dieser, d.h. auf den benachbarten
Bahnen, die Auflésung des Schwerefeldes also eher von der Linge der Wiederholperiode
der Bahn als von der Abtastrate entlang des Orbits abhéingt, diirfte die Interpolation
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entlang des Orbits fiir die Genauigkeit der Losung relativ unkritisch sein. Versuche mit
verschiedenen Interpolationsverfahren haben diese Vermutung bestétigt. Aufwendigere
und genauere Verfahren haben zu keiner sichtbaren Verbesserung gegeniiber der linearen
Interpolation gefiihrt.

Iteriert man die Losung, so lassen sich auch die Probleme bei den hoheren Graden behe-
ben (Abb. 4.15), allerdings wurden wieder nur radiale Bahnstérungen benutzt, da eine
Hinzunahme der anderen Koordinatenrichtungen zu keiner Beschleunigung der Kon-
vergenz fiithrt. Along-track Stérungen konvergieren immer noch wesentlich langsamer
als radiale, cross-track Storungen kranken an der schlechten Bestimmbarkeit der Koef-
fizienten von Grad 2, welche sich bei Iteration negativ auf alle anderen Koeffizienten
auswirkt. Natiirlich kénnte das Problem mit den Koeffizienten des Grades 2 im Rahmen
der Simulation umgangen werden, indem fiir diese Koeffizienten kein Fehler eingefiihrt
und sie dann auch nicht gelést werden. Beharrt man stattdessen jedoch auf fehlerhaften
Koeffizienten des Grades 2, womit in der Realitéit gerechnet werden muf}, und schétzt
diese Koeffizienten trotzdem nicht mit, so treten in den geltsten Koeffizienten Spectral-
Leakage-Effekte auf, welche sich im Lauf der Iteration aufschaukeln.
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Abbildung 4.16.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogene Linie), der eingefiihrten
Fehler (Kreise) und der Restfehler nach Verbesserung der Koeffizienten
aus radialen Bahnstérungen (Quadrate) bei Interpolation auf gleich-
abstindiges u, mit zunehmender Iterationstiefe heller werdend.

Erhoht man die Auflésung der Felder auf Grad und Ordnung 30, so erreicht man mit dem
neuen Verfahren eine ziigige Konvergenz der Koeffizienten bis Grad 15, dariiber hinaus
verlangsamt sie sich (Abb. 4.16). Das héngt damit zusammen, daf zwischen 15 und 16 die
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Abbildung 4.17.: Verhdltnis der geschditzten Verbesserungen zu den wurspringlich ein-
gefiihrten  Fehlern pro Koeffizient, links die C-, rechts die S-
Koeffizienten. Ein Wert von 1 (schwarz) bedeutet perfekte Rekonstruk-
tion.

erste resonante Ordnung liegt. Diese wird zwar nicht exakt erreicht, es kommt zu keinen
Singularitdten in den Transferkoeffizienten, jedoch zu einem Anstieg der Amplituden.
Betrachtet man die Koeffizienten einzeln (Abb. 4.17), so erkennt man deutliche Defizite
bei der Rekonstruktion ab Ordnung 16, die sich auch in den Grad-RMS niederschlagen.

Bei der zweiten Degradation ab Grad 27 handelt es sich um einen Artefakt der Simulati-
on, der mit dem harten Abbruch des Feldes und der Koeffizientenschétzung bei Grad 30
zusammenhéngt. Man kann dem entgegenwirken, indem man mehr Koeflizienten schétzt,
als in die Bahnstorungen eingegangen sind, in diesem Fall z.B. Verbesserungen bis Grad
40. Im ersten Rekonstruktionsschritt verschwindet die Stufe bei Grad 27 dann, bei der
folgenden Iteration kommt es jedoch zu einer Verlangsamung der Konvergenz, da der
Losungsraum vergrofert wurde und sich die Fehler durch Spectral Leakage-Effekte (Snie-
der und Tampert, 2000) auch auf die Koeffizienten ab Grad 30 verteilen, die eigentlich
zu Null geschétzt werden miifiten.

Eine weitere Ausdehnung der Simulation auf Felder bis Grad und Ordnung 40 stoft
schliefflich an die Grenzen der sinnvollen Einsetzbarkeit der Hillgleichungen zur Schwe-
refeldrekonstruktion aus Bahnstorungen. Ab der zweiten resonanten Ordnung, welche
etwa bei 31 liegt, wachsen die GRAD-RMS der Restfehler iiber die Signalstérke des Ori-
ginalfeldes hinaus. Abbildung 4.18 zeigt die Ergebnisse nach 3 Iterationen. Erstaunlicher-
weise werden auch bisher schétzbare Koeffizienten in Mitleidenschaft gezogen, deutliche
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Verbesserungen kénnen nur noch bis etwa Grad 11 erzielt werden.

Beriicksichtigt man zudem noch den Abbruchfehler, welcher bei der Rekonstruktion von
Schwerefeldern aus tatsichlich beobachteten Satellitenorbits zwangsweise auftritt, in-
dem man bei der Integration der beobachteten Bahn auch Koeffizienten iiber den da-
nach gelosten Grad hinaus mitnimmt, so kénnen praktisch keine sinnvollen Verbesserun-
gen des Schwerefeldes mehr erreicht werden (Abb. 4.18). Zu den bisher angesprochenen
Resonanz-Problemen und generellen Unzulénglichkeiten einer linearisierten Bahntheo-
rie kommen in diesem Fall noch Aliasing-Effekte, da Signal aus nicht mitgeschitzten
Koeffizienten hoherer Grade in niedere Grade hineinprojeziert wird.

Da die Probleme bei der Rekonstruktion hohergradiger Koeffizienten offensichtlich mit
Resonanzeffekten zusammenhéngen, soll noch ein Versuch mit kiirzeren Bogenldngen ge-
macht werden. Thr Vorteil liegt darin, dal durch Resonanz verursachte, nichtperiodische
Storungen nicht so stark anschwellen kénnen, ihr Nachteil dagegen in einem gréfleren
Schluflfehler. Wurden bisher 200 Umldufe in 13 Tagen analysiert, so wird dieser Zeit-
raum nun in einem ersten Experiment in vier Bogen mit jeweils 46 Umléufen in 3 Tagen
zerhackt, die jeder fiir sich an die beobachtete Bahn angepafit werden. Fiir jeden der vier
Bogen werden mittels Fourieranalyse Lumped Coefficients bestimmt, aus denen dann in
einer gemeinsamen Ausgleichung Schwerefeldkoeffizienten geschéitzt werden. Die Block-
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Abbildung 4.18.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogene Linie), der eingefiihrten
Fehler (Kreise) und der Restfehler nach Verbesserung der Koeffizien-
ten aus radialen Bahnstorungen (Quadrate) nach 3 Iterationen. Die
grauen Rauten zeigen die entsprechenden FErgebnisse bei zusdtzlicher
Einfithrung eines Abbruchfehlers.
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diagonalitdt der Normalgleichungsmatrix leidet dabei nicht.

Fiir ein weiteres Experiment werden gar 13 Tagesbdgen mit jeweils 15 Umlédufen ver-
wendet, einzeln angepafit, in den Spektralbereich transformiert und gemeinsam zur
Schitzung der Schwerefeldkoeffizienten herangezogen. Der Rechenaufwand steigt dabei
nur unwesentlich, da der zeitaufwendigste Schritt, nimlich die Berechnung der parti-
ellen Ableitungen nach den Anfangsbedingungen durch Integration der Variationellen
Gleichungen, insgesamt fiir eine dhnliche Zeitspanne erfolgt. Allerdings steigt der Auf-
wand in der Bedienung der Programme, solange der Schritt von der Integration der
Né&herungsbahnen mit EPOS zur Auswertung der Bahnstérungen mit MATLAB noch
nicht automatisiert ist (fiir einen operationellen Betrieb miifiten diese beiden Schritte
durch eine gemeinsame Softwarelosung vereinheitlicht werden).
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Abbildung 4.19.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogene Linie), der eingefiihrten
Fehler (Kreise) und der Referenzlosung aus dem 13-Tages-Bogen oh-
ne Iteration (Quadrate). Kreuze markieren die Lisung iber 4-Tages-
Bdégen, Dreiecke jene mittels 1-Tages-Bdgen.

Abbildung 4.19 fafit die Ergebnisse nach der ersten Ndherungslosung zusammen. Enttéu-
schenderweise zeigen beide Alternativen ab Grad 32 ein dhnlich schlechtes Verhalten wie
der lange Bogenzuschnitt. Die Koeffizienten niedrigerer Grade werden sogar deutlich
schlechter bestimmt, was auf das hohere Rauschlevel durch den gréflieren Schlussfehler
der Einzelbogen zuriickzufiithren sein diirfte. Auf eine Iteration der Losungen wurde
verzichtet.

Da die Konditionszahlen der Normalgleichungsmatrizen bei einigen der bisher vorgestell-
ten Ergebnisse recht schlecht waren, wird an dieser Stelle noch kurz auf die Mo6glichkeit
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der Regularisierung eingegangen. Regularisierung bedeutet, daf§ Vorinformationen iiber
die Grofle der zu erwartenden Verbesserungen zur Stabilisierung des Normalgleichungs-
systems verwendet werden. Die bisher verwendeten Beobachtungsgleichungen lauten

2

w0
Gl
x=Ay+ ey Wi = =1 (4.16)
0

2
mz,

mit den Lumped Coefficients der Bahnstérungen x, den unbekannten Schwerefeldkoeffizi-
enten y, der Designmatrix A mit den Transferkoeffizienten und den Beobachtungsfehlern
€. Als Gewichtsmatrix Wi wurde bisher die Einheitsmatrix I verwendet, da die mitt-
leren Fehler m, der n beobachteten Lumped Coefficients von vielen Faktoren abhéingen
und schwer abzuschéitzen sind. Das bedeutet fiir die Losung, dafl alle Beobachtungen
gleich gewichtet werden und ihr a priori-Fehler my den Einzelfehlern m, entspricht.

Dieses Gleichungssystem wird nun durch die Information ergénzt, dafl die Verbesserun-
gen in den m zu schitzenden Schwerefeldkoeffizienten klein sein sollen, also ndherungs-
weise gleich 0. Diese Information wird koeffizientenweise mit Hilfe der Standardabwei-

chungen mg, welche der Varianzmatrix des Néherungsfeldes entnommen sind, gewichtet
mg 0
mg,
0=1Iy+e,; Wo= . (4.17)
0

Diese pseudo-Beobachtungsgleichungen werden zu den urspriinglichen addiert und es
ergibt sich das neue Gleichungssystem

(ATWL A+ ITWol)ij = ATWhz + TT W50 (4.18)

beziehungsweise
= (ATA+Wy)tATz (4.19)

Einzig unbekannt auf der rechten Seite ist nur mg in Wa, welches zu einer realistischen
Gewichtung relativ zu Wi benétigt wird. In einem gesunden System kénnte mg a poste-
riori aus den geschiitzten Koeffizienten ¢ bestimmt werden

T Wa — 2TW Ag

n—m

m2 = (4.20)
in unserem Fall konnte man versuchen, die Fehler der Lumped Coefficients durch Vor-
wértssimulation aus den Schwerefeldkoeffizienten des Niherungsfeldes abzuschétzen. Auf
diese umsténdlichen Rechnereien soll jedoch verzichtet werden. Da die Schitzung von
Schwerefeldkoeffizienten aus Lumped Coefficients nur wenig Zeit in Anspruch nimmt,
kann ein Gewichtsfaktor problemlos empirisch bestimmt werden.
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Abbildung 4.20.: Grad-RMS des Originalfeldes (durchgezogene Linie), der eingefiihr-
ten Fehler (Kreise) und der Referenzlésung ohne Iteration (Quadrate).
Kreuze markieren die Ergebnisse bei Regularisierung ab Grad 32.

Da bisher auch ohne Regularisierung bis etwa Grad 31 Verbesserungen erzielt werden
konnten, werden diese Koeflizienten vollig frei belassen und die Zusatzinformation erst
ab Grad 32 beniitzt. Abbildung 4.20 zeigt die Ergebnisse, der empirisch bestimmte Ge-
wichtsfaktor liegt bei 5 - 107!, Die Verbesserungen fiir Koeffizienten ab Grad 32 fallen
etwas realistischer aus, wihrend sich ein Grofiteil der geschitzten Verbesserungen bis
Grad 26 kaum #ndert. Allerdings kommt es zu unschénen Artefakten bei den Koeffizi-
ente der Grade 27 bis 31. Diese fallen umso schlimmer aus, je héher das Gewicht der
Regularisierung. Ein Versuch, die Regularisierung ab Grad 32 nicht sprunghaft, sondern
mit langsam zunehmendem Gewicht einzufiithren, erbrachte keine wesentliche Verbesse-
rung.

Offensichtlich handelt es sich bei den Fehlern in den Koeffizienten ab Grad 32 nicht um
einen Defekt der Normalgleichungsmatrix, sondern um tatséchlich vorhandenes Signal,
welches mit Hilfe des linearen Modells nicht sinnvoll nachgebildet werden kann und
deshalb zu einer Verzerrung der jeweils am schwichsten bestimmten Koeffizienten fiihrt.
Regularisierung kann also in diesem Fall nicht helfen; das Modell miifite verbessert,
oder das storende Signal durch Filterung entfernt werden. Unabhéngig davon kénnte
wahrscheinlich eine Stabilisierung der Koeffizientenbestimmung erzielt werden, indem
Bogen unterschiedlicher Satelliten mit Bahnen unterschiedlicher Inklination gemeinsam
ausgewertet werden. Dies geht jedoch iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
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4.6. Rekonstruktion von Schwerefeldkoeffizienten aus
Storbeschleunigungen

Die Bahnstorungen zeigen im Bereich der Orbitfrequenz n Resonanzverhalten, d.h. die
Bahn wird durch Storbeschleunigungen auf dieser Frequenz besonders stark beeinflufit.
Dies dufert sich durch ein starkes Ansteigen der Amplituden um die Bahnfrequenz n im
Spektrum der Bahnstérungen. Durch Vernachlédssigung von Ddmpfungstermen bei der
Herleitung der Hillgleichungen kann die Storungstheorie von Hill dieses Verhalten nicht
realitdtsnah nachbilden, es kommt zu Singularitidten in den Transferkoeffizienten (2.90)
bis (2.92). Aulerdem wirkt sich die Resonanz durch starke, nichtperiodische Stérungen
besonders auf die Bahngeschwindigkeit des Satelliten aus. Diese Storungen wandern bei
der Bahnanpassung teilweise in die Schéitzung der Anfangsbedingungen, doch ist zu
vermuten, dafl Resteinfliisse die Losung von Schwerefeldkoeffizienten behindern.

Diese Problematik 148t sich umgehen, wenn statt der Bahnstorungen die Stérbeschleu-
nigungen direkt betrachtet werden. Diese zeigen kein Resonanzverhalten um n (siehe
Transferkoeffizienten (2.64) bis (2.66)) und koppeln auch nicht iiber eine Bahnanpas-
sung mit dem Resonanzverhalten der Bahnstérungen, da die N&herungsbeschleunigun-
gen direkt auf der beobachteten Bahn als Gradienten des Nédherungspotentialfeldes be-
rechnet werden konnen. Scheinkréifte miissen nicht beriicksichtigt werden, solange das
bahnbegleitende Dreibein im Massenzentrum des Satelliten gelagert ist (eine generelle
Voraussetzung der Hilltheorie).

Die Sollbeschleunigungen kénnen im Rahmen der Simulation hier aus dem Originalfeld
ebenfalls auf dem beobachteten Orbit berechnet werden, miifiten bei der Auswertung ech-
ter Satellitenbahnen jedoch durch zweifache Differentation aus diesem gewonnen werden.
Liegt keine rein gravitativ gestérte Bahn vor, sondern nur Messungen der nichtgravitati-
ven Beschleunigungen mit einem Akzelerometer, so ist eine Analyse auf Beschleunigungs-
level sowieso die giinstigste Alternative, da die gemessenen Beschleunigungen einfach als
Korrekturen von der zweifach differenzierten Bahn abgezogen werden kénnen.

Die Differenz zwischen Soll- und Niherungsbeschleunigung wird in das bahnbegleitende
Dreibein projeziert und bildet dort die gesuchte Storbeschleunigung. Die Auswertung
kommt ohne Integration und Anpassung eines Nidherungsorbits aus, dadurch fallt der
zeitaufwendige Schritt der Bahnintegration und vor allem der Integration der Variatio-
nellen Gleichungen weg. Auch der von einer Wiederholperiode unabhingige Torusansatz
gewinnt wieder an Bedeutung, da sich die Storbeschleunigungen immer auf den selben
Orbit beziehen, nichtperiodische Differenzen zwischen beobachtetem und Naherungsor-
bit also nicht zu einer Verwindung benachbarter Bogen auf dem Torus gegeneinander
und damit zu Unstetigkeiten fithren.

Auch Beschleunigungen kénnen natiirlich entlang des Orbits auf gleichabstéindiges u
interpoliert werden (dieser Schritt ist auf dem Torus durch die Interpolation auf ein
Gitter iiberfliissig). Eine Reduktion auf einen Kreisorbit, welcher der Hilltheorie am
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Abbildung 4.21.: Verbesserung tber 1D-FFT: aus along-track (Kreuze), cross-track
(Dreiecke) oder radialen Stérbeschleunigungen (Quadrate).
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Abbildung 4.22.: Verbesserung tiber 2D-FFT: aus along-track (Kreuze), cross-track
(Dreiecke) oder radialen Stérbeschleunigungen (Quadrate).
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besten entsprechen wiirde, macht jedoch keinen Sinn, da N&herungs- und beobachtete
Beschleunigungen beide mit dem selben N&dherungsschwerefeld auf den Kreisorbit re-
duziert werden wiirden. Die Storbeschleunigungen, welche aus ihrer Differenz gebildet
werden, verdndern sich also nicht.

Fehlerquellen sind nach wie vor im Fall der 1D-FFT der Schluf3fehler bei nichtperiodi-
schen Bahnen, der die Fouriertransformation behindert, und die Interpolation entlang
der Bahn auf rdumlich gleichabstdndige Abtastung, bzw. bei 2D-FFT der Interpolati-
onsfehler auf dem Torus. Und natiirlich der Modellfehler, welcher durch die Hilltheorie
bei der Berechnung der Transferkoeffizienten auf einem Kreisorbit eingefiithrt wird.
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Abbildung 4.23.: Grad-RMS der Restfehler in den geschdtzten Koeffizienten bei Itera-
tion, mit zunehmender Iterationstiefe heller werdend. Quadrate kenn-
zeichnen eine Losung alleine aus radialen, Rauten in Kombination mit
cross-track Storbeschleunigungen.

Abbildung 4.21 zeigt die Ergebnisse der Rekonstruktion von Schwerefeldkoeffizienten aus
Storbeschleunigungen bis Grad 20 mittels 1D-FFT, bei Interpolation der Stérbeschleu-
nigungen auf gleichabstindiges u. Abbildung 4.22 zeigt die entsprechenden Ergebnisse
mit Hilfe des Torusansatzes und der 2D-FFT, die sich praktisch nicht von denen der
1D-FFT unterscheiden lassen.

Es ergibt sich ein zu Bahnstorungen kontrares Bild: Koeffizienten héherer Grade werden
deutlich besser geschitzt als solche der niedrigsten Grade. Dies bestétigt sich auch nach
Iteration (in Abb. 4.23 mit 1D-FFT), wobei die Losung insgesamt wesentlich langsamer
als im Fall von Bahnstérungen konvergiert. Eine gemeinsame Lésung aus cross-track und
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radialen Storbeschleunigungen zeigt dabei insbesondere bei héheren Graden kein giinsti-
geres Verhalten als die Rekonstruktion von Schwerefeldkoeffizienten allein aus radialen
Beschleunigungen, obwohl die Probleme mit den Koeffizienten des Grades 2 wegfallen,
da keine singuléren Transferkoeffizienten mehr auftreten. In den folgenden Experimenten
beschriinken wir uns deshalb auf radiale Storbeschleunigungen.

Die Griinde fiir das schwache Abschneiden kombinierter Losungen im Fall von Beschleu-
nigungen diirften in einer Schwéche der cross-track-Losung bei Koeffizienten der Grade
2 und 4 liegen (im Gegensatz zu Problemen der radialen Losung bei den Koeffizienten
der Grade 3 und 5). Resonanzen fallen als Ursache bei Stérbeschleunigungen aus, eine
Bahnanpassung, welche Schweresignal absaugen koénnte, findet bei der Definition der
Stohrbeschleunigungen nicht statt und fiir eine generelle Unempfindlichkeit gegeniiber
bestimmten Koeffizienten findet Sneeuw (2000) im Rahmen von Fehlersimulationen in
diesem niederfrequenten Bereich keinen Hinweis. Bleibt die Moglichkeit, daf3 sich die
leichte Exzentrizitit der Bahn durch ein Signal bemerkbar bacht, welches jenes von Cs g
iiberlagert und dessen Bestimmung erschwert. Warum cross-track Storbeschleunigungen
besonders anfillig auf diesen Effekt reagieren sollten, ist jedoch nicht nachvollziehbar.
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Abbildung 4.24.: Grad-RMS der Restfehler in den geschitzten Koeffizienten (Quadrate)
bis Grad 20, bei Kombination von Bahnstirungen und Storbeschleuni-
gungen, mit zunehmender Iterationstiefe heller werdend.

Es liegt nahe, Bahnstérungen und Storbeschleunigungen gemeinsam auszuwerten, um
die jeweilige Losung zu stabilisieren. Die Beobachtungstypen enthalten zwar eigentlich
redundante Information, doch scheinen sich Modellfehler in beiden Fillen kontrar aus-
zuwirken, eine Kombination kénnte zu ihrer Veringerung beitragen. Dies wird durch
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Abb. 4.24 bestitigt, welche die Ergebnisse einer kombinierten Schwerefeldrekonstruk-
tion bis Grad 20 aus radialen Bahnstérungen und Storbeschleunigungen zeigt. Da der
Torusansatz fiir Bahnstérungen nicht brauchbar ist, sind diese und alle weiteren Kom-
binationslésungen ausschliellich iiber 1D-FFT berechnet.
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Abbildung 4.25.: Grad-RMS der Restfehler bis

Grad 30 bei

Bahnstorungen und Storbeschleunigungen.

Kombination wvon

Das Ergebnis konvergiert wesentlich schneller als bei der Schétzung aus Beschleunigun-
gen alleine. Die Koeffizienten hoherer Grade, auf denen das Hauptinteresse liegt, werden
wesentlich besser geschétzt, als bei einer Losung nur aus Bahnstorungen. Und auch die
Koefhizienten niedriger Grade zeigen, mit Ausnahme des Grades 2, zumindest eine lang-
same Verbesserung. Dieser Trend wird noch deutlicher, erweitert man das Experiment
bis Grad 30 (Abb. 4.25) oder sogar 40 (Abb. 4.26).

Die im vorhergehenden Kapitel sichtbare Verschlechterung ab Grad 16 ist nur noch als
Verlangsamung der Konvergenz bei Koeffizienten der unmittelbar folgenden Grade zu
erkennen, auch jenseits der zweiten Resonanz bei Grad 30 kommt es zu einer lokalen Ver-
langsamung der Konvergenz, die Rekonstruktion des Schwerefeldes gelingt jedoch noch
immer gut. Sogar gegen die Artefakte des harten Abbruches der Koeffizientenschétzung

zeigt sich die kombinierte Lésung unempfindlich.

Erst ab der dritten Resonanz im Bereich von Grad und Ordnung 46 mufl die Schwere-
feldrekonstruktion als gescheitert gelten (Abb. 4.27). Die gelosten Koeffizienten fangen
an zu springen und konvergieren nicht mehr stetig, was sich auch auf die niedrigsten
Grade auswirkt, die dhnliches Verhalten zeigen. Als Ergebnis unserer Versuche kénnen
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Abbildung 4.26.: Grad-RMS der Restfehler bis Grad 40 bei Kombination wvon
Bahnstorungen und Storbeschleunigungen.
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Abbildung 4.27.: Grad-RMS der Restfehler bis Grad 50 bei Kombination wvon
Bahnstorungen und Storbeschleunigungen.
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wir also festhalten, daf} sich aus der Kombination von Bahnstérungen und Stérbeschleu-
nigungen mittels der Hill-Theorie fiir CHAMP-&hnliche Bahnen Koeffizienten bis zur
dritten resonanten Ordnung 46 schétzen lassen. Dies mag daran liegen, daf3 diese Re-

sonanz wesentlich exakter getroffen wird als die beiden vorausgehenden (bei 15.3 und
30.6).
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Auch wenn das anfangs gesteckte Ziel eines schnellen Verfahrens zur Schwerefeldbestim-
mung aus Bahnbeobachtungen erdnaher Satelliten am Ende nicht in vollem Umfang
erreicht werden konnte, so wurden doch viele Teilaspekte zufriedenstellend gelost und
wertvolle Einblicke in Moglichkeiten und Grenzen der Bahntheorie von Hill gewonnen.

Im ersten Kapitel wurde der Weg von den Bewegungsgleichungen eines Satelliten, ihrer
Linearisierung fiir kreisformige Bahnen, die zu den berithmten Hill-Gleichungen fiihrte,
bis zur Losung des Gleichungssystem fiir Storbeschleunigungen in einem bahnbegleiten-
den Koordinatensystem, welche periodisch entlang der Bahn sind, vorgestellt.

Indem der zeitinvariante Anteil des Schwerefeldes mit Hilfe der Neigungsfunktionen in
ebendieses Dreibein transformiert wurde, konnten Transferkoeffizienten zwischen dem
Storpotential im bahnbegleitenden und erdfesten System sowie zwischen spektralen Dar-
stellungen der Storbeschleunigungen und Bahnstérungen (sogenannten Lumped Coeffi-
cients) und den Schwerefeldkoeffizienten gefunden werden. Die bei Sneeuw (2000) vor-
gestellte Herleitung dieser Zusammenhénge wurde durchgéngig in reeller Schreibweise
nachvollzogen, was eine Umsetzung in Programmecode ermoglichte.

In Closed-Loop-Simulationen, fiir die Bahnstérungen bzw. Stérbeschleunigungen mit
Hilfe der entwickelten Werkzeuge entlang einer CHAMP-dhnlichen Kreisbahn berech-
net wurden, konnte das Storpotential aus diesen {iber partielle Ableitungen nach Hill
praktisch fehlerfrei rekonstruiert werden. Im néchsten Schritt wurden Fouriertechniken
eingesetzt, um Lumped Coefficients aus simulierten Bahnstérungszeitreihen zu erhalten.
Dazu muflte zuerst eine moglichst gut schlieBende Wiederholungsbahn gefunden werden,
entlang derer die Bahnstérungen periodisch sind.

Aus den Lumped Coefficients wurden mit Hilfe von Transferkoeffizienten Schwerefeld-
koeffizienten geschétzt. Dabei wurde ausgenutzt, dafl die Normalgleichungsmatrix fiir
diesen Fall in Einzelblocke zerfillt, deren Dimension nur noch im Bereich des halb-
en Entwicklungsgrades des Schwerefeldes liegt. Da keine perfekt schlieBende Wiederho-
lungsbahn verwendet wurde, gelang die Rekonstruktion des Schwerefeldes nicht mit der
gleichen Genauigkeit wie zuvor, doch immer noch zufriedenstellend.

Eine Ausweitung der Simulation auf beliebige Kreisbahnen brachte den Torus ins Spiel,
der den Ortsraum der zweidimensionalen Fouriertransformation darstellt. Werden die
Bahnstorungen auf einen Torus projeziert, so braucht sich die Bahn auf ihm nicht zu
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schlieffen, um eine Spektraldarstellung der Bahnstérungen zu erhalten. Es geniigt, wenn
der Torus gleichméfig und dicht genug iiberdeckt wird.

Allerdings miissen die Bahnstorungen auf dem Torus auf ein gleichabsténdiges Gitter
interpoliert werden, wodurch Interpolationsfehler eingefiihrt werden. Es konnte jedoch
ein Iterationsverfahren entwickelt werden, mit dessen Hilfe sich diese Fehler beheben
lassen. Im Endeffekt wurde sogar eine bessere Rekonstruktionsgenauigkeit als mit der
eindimensionalen Fouriertransformation im Fall der anndhernd geschlossenen Bahn er-
reicht.

Nachdem das Funktionieren der entwickelten Verfahren auf diese Weise fiir Kreisbah-
nen nachgewiesen worden war, stand eine Erweiterung der Tests auf leicht exzentrische,
numerisch integrierte Orbits an, die eine schon recht gute Néherung an echte CHAMP-
Bahnen darstellen. Um einen Vergleich mit dem klassischen numerischen Verfahren zu
ermdoglichen, wurden durch Integration der Variationellen Gleichungen partielle Ablei-
tungen nach Schwerefeldkoeffizienten und Anfangsbedingungen fiir ein kleines Testfeld
berechnet.

Diese wurden ins bahnbegleitende System transformiert, wo sie direkt mit analytisch
berechneten Ableitungen nach Hill verglichen wurden. Bis auf einen konstanten Bias bei
Ableitungen in along-track-Richtung und leichte Driften durch die Differenz zwischen
nomineller Bahngeschwindigkeit n und tatséchlicher Bahngeschwindigkeit @ wurde eine
gute Ubereinstimmung festgestellt. Des weiteren wurden die Ergebnisse der Schwerefeld-
rekonstruktion vergleichend untersucht.

Dazu mufite jedoch zuerst eine Nidherungsbahn definiert werden, da sich schnell her-
ausstellte, dafl bei Definition der Bahnstérungen als Differenz zwischen numerisch inte-
grierter und Kreisbahn der lineare Bereich verlassen wurde, fiir den die Hillgleichungen
gelten. Fiir alle weiteren Tests wurde OSU91A als Niherungsfeld eingefithrt und mit
diesem ein Naherungsorbit integriert. Die Bahnstorungen wurden als Differenz zwischen
EGM- und OSU-Orbit gebildet und in ein den Naherungsorbit begleitendes Dreibein
projeziert. Dem EGM-Orbit wurde dabei die Rolle des beobachteten Orbits zugewie-
sen und die Transferkoeffizienten auf einem an den EGM-Orbit angepafiten Kreisorbit
berechnet.

Um den Einflul der Anfangsbedingungen auf die Bahnstérungen von dem rein gravitativ
verursachten Anteil zu trennen und ein Weglaufen einer der Bahnen zu verhindern, wurde
die Naherungsbahn entweder iiber ihre Anfangsbedingungen an die beobachtete Bahn
angepafit, oder die Bahnstérungen wurden mit der homogenen und resonanten Losung
der Hillgleichungen gefiltert. Das Ergebnis sah in ersten Tests nahezu identisch aus.

Fiir die Rekonstruktion von Schwerefeldern wurde eine anndhernde Wiederholperiode
gesucht und mit der Methode der eindimensionalen Fouriertransformation gearbeitet,
da sich der Torusansatz leider als ungiinstig erwies. Zu empfindlich reagierte er auf
nichtperiodische Stérungen in Flugrichtung des Satelliten, welche sich aufakkumulierend
zu einer Verwindung zeitlich weit auseinanderliegender, aber auf dem Torus rdumlich
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benachbarter Bahnbogen gegeneinander und damit zu Unstetigkeiten bei der Fourier-
transformation fithrten.

Zur Verminderung des Schlufifehlers wurde bei der 1D-Fouriertransformation eine Fen-
sterung der Zeitreihe eingesetzt, die zu guten Ergebnissen bei der Koeffizientenschéitzung
fiihrte. Allerdings muflte auch der Ansatz der Filterung der homogenen und resonanten
Anteile der Bahnstérungen aufgegeben werden, da sich Schwerefeldkoeffizienten des nied-
rigsten Grades 2 nur ungeniigend schéitzen lieen und es bei Iteration zu Divergenz kam.
Nur die zeitintensive Anpassung des Naherungsorbits iiber seine Anfangsbedingungen
blieb im Rennen.

Auch fiir numerisch angepafite Naherungsorbits kam es bei der Verwendung von cross-
track Stérungen zu Problemen mit dem Koeffizienten Cy o, da dieser nur iiber resonante
Transferkoeffizienten mit den aus der Fouriertransformation hervorgegangenen Lumped
Coefficients zusammenhéngt. Dies fithrte bei [teration zu verlangsamter Konvergenz der
restlichen Koeffizienten oder sogar zu Divergenz. Da eine Losung aus along-track Stérun-
gen ebenfalls nur wesentlich langsamer konvergierte als bei ausschliefllicher Verwendung
der radialen Komponente und nichts zu einer Kombinationslosung beitrug, wurden alle
weiteren Experimente nur noch mit radialen Bahnstérungen durchgefiihrt.

Nachdem die beobachteten Bahnstérungen von zeitlich gleichabsténdiger auf rdumlich
gleichabsténdige Abtastung interpoliert worden waren, konnten schliefllich Schwerefel-
der bis Grad 30 nach Iteration rekonstruiert werden. Dabei ergab sich eine deutliche
Verschlechterung fiir Koeffizienten jenseits der ersten nahezu resonanten Ordnung 15.
Deshalb wurden in einem letzten Schritt Stérbeschleunigungen mit einbezogen. Diese
zeigen kein Resonanzverhalten. Tatséchlich fithren sie im Gegensatz zu Bahnstérungen
zu einer deutlich besseren Schitzung hohergradiger Koeflizienten, haben jedoch Proble-
me im niederfrequenten Bereich.

Eine Kombinationslosung aus Bahnstorungen und Stérbeschleunigungen, wie sie in Abb.
5.1 schematisch dargestellt ist, erlaubte letztendlich die erfolgreiche Rekonstruktion
von Schwerefeldern bis Grad 45, der Rechenaufwand ist allerdings erheblich. Einerseits
miissen wie gehabt Bahnstorungen zwischen einer iiber ihre Anfangsbedingungen ange-
pafiten Niéherungsbahn und der beobachteten Bahn gebildet werden, dazu kommt die
Berechnung von Néherungsbeschleunigungen als Gradienten des Naherungsschwerefeldes
entlang der beobachteten Bahn (beide Schritte sind fiir jede Iteration zu wiederholen)
sowie die einmalige Bestimmung der tatsédchlichen Beschleunigungen auf den Satelliten
durch zweifache Differentation der beobachteten Bahn.

Die erzielten Ergebnisse konnten fiir Bahnen, welche numerisch aus Bahnelementen der
GRACE-Satelliten integriert wurden, bestétigt werden. Sie konnen also als repriasentativ
fiir Satellitenorbits mit geringer Exzentrizitéit zwischen 400 und 500 km Hohe angese-
hen werden. Dabei wurde nicht nur auf Bahnsimulation mit MATLAB zuriickgegriffen,
sondern auch das zur regulidren Prozessierung von CHAMP und GRACE am GeoFor-
schungsZentrum Potsdam (GFZ) eingesetzte Programm EPOS (Earth Parameter and
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Orbit Determination Software) kam zum Einsatz.

Der néchste Schritt wire, das entwickelte Verfahren auf tatséchlich beobachtete Satel-
litenorbits anzuwenden. Dazu wiren jedoch rein gravitativ gestorte Orbits notig. Sie
entstehen durch ein aktives Orbit-Kontroll-System, welches wéhrend des Fluges nicht-
gravitative Einfliisse eliminiert. Solche Orbits sollen von GOCE geliefert werden, sobald
diese Mission im Orbit ist (geplanter Start 2006).

Oder es wiirde notig, aus beobachteten CHAMP- oder GRACE-Bahnen durch Differen-
tation die Beschleunigungen auf die Satelliten zu berechnen, diese um die mit den mit-
fliegenden Akzelerometern gemessenen nichtgravitativen Stérbeschleunigungen zu kor-
rigieren und durch Integration eine rein gravitativ gestorte Bahn herzustellen. Es ist
fraglich, ob die in der Simulation erzielten Ergebnisse diesen Aufwand rechtfertigen.

Es muf} also abschlielend festgestellt werden, daffi im Rahmen dieser Arbeit die Hill-
Gleichungen weder fiir die tatséchliche Bahnberechnung niedrigfliegender Satelliten iiber
Zeitrdume, die den Bruchteil eines Umlaufes iibersteigen, noch fiir die schnelle Schitzung
hochauflésender Schwerefelder aus Bahnbeobachtungen uneingeschréinkt eingesetzt wer-
den konnten.

Hauptursache sind resonante Effekte, die durch die spezielle Losung der Hill-Gleichungen
nicht dargestellt werden und nicht befriedigend aus den Bahnstérungen herausgefiltert
werden konnten. Abhilfe konnte die gemeinsame Auswertung verschiedener Bahnen mit
unterschiedlichem Resonanzverhalten schaffen. Vielleicht gelingt es auch eines Tages, die
storenden Effekte besser zu isolieren und aus den Beobachtungen zu entfernen.

Ein weiteres prinzipielles Problem stellt der iterative Charakter der entwickelten Verfah-
ren dar. Einzelne, schlecht bestimmbare Koeffizienten (z.B. C2,9) beeintrichtigen im Lauf
der ITteration durch Spectral-Leakage-Effekte die Konvergenz der Losung. Hier kénnten
Regularisierungsverfahren, aber auch eine Verbesserung des Naherungsfeldes durch neue
Ergebnisse der CHAMP- und GRACE-Missionen helfen.

Dagegen bilden die spezielle Losung der Hill-Gleichungen und die daraus abgeleiteten
Transferkoeffizienten schon jetzt ein méchtiges und schnelles Simulationswerkzeug, mit
dem die auf den Satelliten wirkenden Schwerebeschleunigungen und daraus resultieren-
den Bahnstérungen im Frequenz- und Ortsraum abgeschéitzt werden konnen. Dies ist
besonders niitzlich, wenn Empfindlichkeiten und Rauschverhalten z.B. von Beschleuni-
gungsmessern, Gradiometern, oder aber auch direkten Entfernungsmessern (wie dem
K-Band-Link im Fall von GRACE) als PSDs spektral gegeben sind.

Die durch die Messinstrumente am Satellitenort auftretenden Messfehler konnen im Fre-
quenzraum direkt an den simulierten Beschleunigungen oder Bahnstérungen angebracht
und durch eine Kleinste-Quadrate-Schétzung auf die Schwerefeldkoeffizienten fortge-
pflanzt werden, siehe dazu Sneeuw (2000). Probleme durch exzentrische Bahnen kénnen
durch geeignete Wahl der Bahnparameter vermieden werden, da sich diese Annahmen
nicht nachhaltig auf das Simulationsergebnis auswirken. Einzig resonante Effekte miissen
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Integration (Bewegungsgl. + Variationelle GI1.)

¥

Niherungsfeld rein gravitativ gesidrie angepalie
beobachicte Bahn Nidherungsbahn
Gradient |
Differentation
Naherungs- ) "
beschleuni gungen Beschleunigungen rein gravitative
“ auf beob. Bahn ' auf Satelliten Bahnstirungen
. . . ID-FFT
Stéirbeschleuni gungen
sU1E
z ID-FFT
- 2D-FFT
< ¥ 4
&= Lumped Lumped
= Coefficients A* Coefficients A

Kleinste-Quadrate-Schiitzung
(it H* + H*)

Verbesserungen der
Schwerefeldkoeffizienten

Abbildung 5.1.: Ablaufschema der Schdtzung wvon  Schwerefeldkoeffizienten — aus
Bahnstorungen und Storbeschleunigungen.

aus der Simulation ausgeklammert werden, betreffen aber jeweils nur wenige Schwere-
feldkoeffizienten.
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A. Koordinatentransformationen

A.1. Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und
Keplerelementen

Die Anfangswerte eines Bahnbogens werden oft in Keplerelementen gegeben, die Inte-
gration findet darauf in inertialen kartesischen Koordinaten statt, die danach wiederum
in Keplerelemente transformiert werden, aus denen sich die Toruskoordinaten v und A
bestimmen lassen.

Die Transformationen zwischen inertialen kartesischen Koordinaten und Keplerelemen-
ten sind bei Kaula (1966) beschrieben, sollen hier aber noch einmal wiedergegeben wer-
den, da sie stindig gebraucht werden. Erginzend dazu soll der Ubergang zu Toruskoor-
dinaten und deren ersten Zeitableitungen hergeleitet werden.

Fiir ein inertiales, geozentrisches Koordinatensystem gilt

T a(cos E — e)
yi | = R3(w)Ri(I)R3(Q) | av1l—e?sinE
Z3 0
rcos f
- R3(¢U)R1 (I)Rg(Q) rsinf R
0

mit den kartesischen Koordinaten x;, y;, z; und den Keplerelementen a (grofie Halbachse
der Satellitenbahn), e (Exzentrizitét), I (Bahnneigung), w (Argument des Perigdums),
) (Rektaszension des aufsteigenden Knotens) und E (exzentrische Anomalie), bzw. f
(wahre Anomalie). Der aktuelle Abstand des Satelliten 7 zum Koordinatenursprung, der
in einem der Brennpunkte der Bahnellipse liegt, ergibt sich zu

a(l—e?)
r=—=.
14 ecos f

Vervollstédndigt wird der state-vector des Satelliten durch seine Geschwindigkeit in kar-

96

Scientific Technical Report STR 06/08 GeoForschungsZentrum Potsdam



tesischen Koordinaten

& —sinE -

. . — _ 2

zz Rs(w)R1(I)R3(2) | V1 % cos B 1 oo B
—sin f na

= R3(w)R1(I)R3(Q) 6+(<)308f Vi

mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit des Satelliten
GM

a®
Steht nur die mittlere Anomalie M zur Verfiigung, so li3t sich die exzentrische Anomalie
FE aus ihr iterativ bestimmen
Ey=M, E;y1 = Ey+esink;.

Die umgekehrte Bestimmung von Keplerelementen aus inertialen kartesischen Koordi-
naten ist etwas umsténdlicher. Mit den Hilfsgréfien

ha

h: h2 :Eixiiv
hs3

h:’h|7
P

p=|p2 | = Ri(I)R3(Q)z,
b3

T:’JZZ’,

v=|&;| und

. xz.ii

T =
r

B GMr
“T9GM — 2
h2
= 1 —
¢ GMa’
deren Stellung im Raum
1
Q=tan™' —
a s
I = tan—" hi+h3
hs3
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und die Position des Satelliten auf der Bahnellipse

n! P2
b1

u=w+ f=ta

bestimmen. Soll u weiter aufgeteilt werden, so fithrt der Weg iiber die exzentrische An-
omalie I aus

a—rT

cosE =
ae

rr

evGMa

sin £ =

zur wahren Anomalie
_1sinEvV1 —e?

= tan
! cosFE —e

und schliefflich zur Perigdumslage
w=u—f.

Werden auch sikulare Bewegungen in I und €2 und die Orbitfrequenzen 1, A bendtigt,
so erhélt man durch zeitliche Ableitung der bei Kaula gegebenen Zusammenhéinge mit
Hilfe der Groflen

und

T; X
Ry(I)R3(Q)z; + Ru(I) Rs(Q)z; + R (1) Rs(Q)

RS
I

B =
die gewiinschten Driften zu

O = hihy — hihy
h? + h3
_ (hl + hg)hg — (h% + h%)hg
(h? + hZ + h3)\/h3 + h3
. P2p1 — Dp2p1
U=—5—5
p1 + D3
A=Q—wg.

Toruskoordinaten lassen sich aus Keplerelementen durch Zusammenfassen der wahren
Anomalie f und des Arguments des Perigiums w zum Argument der Breite u des Satel-
liten, und durch Reduktion der Knotendrehung €2 um die Erdorientierung © (Greenwich
Sidereal Time) zum Argument der Linge A des Satelliten erhalten

u=w+tf,
A=Q-06.
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A-A

Abbildung A.1.: Sphdirisches Dreieck: aufsteigender Bahnknoten - Satellit - Fufipunkt auf
Aquatorebene.

Sind erdfeste kartesische Koordinaten bzw. Polarkoordinaten A, ¢ des Satelliten gegeben,
so 1aBt sich u iiber sphérische Geometrie (Abb. A.1) auch direkt aus diesen bestimmen

sin ¢

sinu = fir ¢ < 1,

sin
cosu = cos(A — A) cos ¢.

Positionen mit ¢ > I erreicht der Satellit nicht, dies sind die schon erw#hnten Po-
larlocher.
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B. Numerische Integration

B.1. Bahnintegration

Im Abschnitt 2.1 wurden die Bewegungsgleichungen eines Satelliten im Erdschwerefeld
z; = RVV

vorgestellt, spéter bei der Suche nach einer bestmoglichen Naherungsbahn, wurde ein
numerisch integrierter Satellitenorbit vorgeschlagen. Deshalb soll hier kurz auf die nu-
merische Integration der Bewegungsgleichungen des Satelliten eingegangen werden.

Da Integratoren normalerweise nur einfache Integrale 16sen kénnen, werden die 3 Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung in 6 Gleichungen 1. Ordnung umgeformt, indem die ersten
Ableitungen #, als unabhéngige Variablen eingefiihrt werden. In Matrizenschreibweise
lassen sich die 6 Differentialgleichungen dann folgendermaflen schreiben

v or | OV 09 9V O\

.Tl Rll R12 R13 0 0 0 or 6£Et Wamt Waaf:t
Yi Ro1 Ra2 Ry3000 R R
ZZ R31R32R33000 B_Vﬁ_’_a_V@_i_a_Va_,\
j:i = 0 0 0 100 or Ozt Bﬁ'azt O\ Ozt
T
Yi 0 0 0010 y%
2 0 0 0001 .
Zj

Die Integration selber findet am giinstigsten im inertialen System statt, da dort kei-
ne Scheinkréifte auftreten. Inertial miissen in diesem Fall auch die Startwerte z, und
&, vorliegen. Zur Berechnung des Schwerefeldgradienten werden die Satellitenkoordina-
ten daraufhin zuerst in kartesische terrestrische Koordinaten z, = RTx; und dann in

Kugelkoordinaten
r= iy + 2
Y =tan~! ¥ zi+y;

Zt

_ 1y
A = tan o

transformiert, welche in die partiellen Ableitungen des Potentials nach r, ¢ und A ein-
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gesetzt werden

00 l
oV . G ag ! = _ . _
i (1 + ;:2([ +1) (T> mgo(CLm cosmA + Sy, sinmA) Py, (cos 19))

OP, m(cos V)
oY

ov. GM i (aE

l
59 = 3" (Chm cosmA + S sinmA)

oV GM i (aE

3N m(gl’m cosSMmA — C_’l,m sin m)\)Pl’m(cos 9).
r

Um den Gradienten in kartesischen Koordinaten zu erhalten, werden schliefflich noch die
partiellen Ableitungen der Kugelkoordinaten nach kartesischen Koordinaten benttigt

19}

g sin ¥ cos A

Oxe  \faf +y] + 2]

0

T M GindgsinA

Oye /i +yi + 2

or 2

— = = cos ¥

Oz \Jaf +yi + 2]

oy T2t _costcos A
Oy (af + y7 + 22) /27 + 4} r

oY Yt 2t cos ¥ sin A

Oye (¢ +y? +22)\/2} +y} r
v Vai+y;  sind

0z artyi+z
ox ye  sinA
do B4+ remd
oN  x  cosA
8—yt_a:§+ytg ~ rsind

8215

Fiir die eigentliche Integration der so erhaltenen 6 Differentialgleichungen stehen zahl-
reiche Methoden zur Verfiigung. Als besonders geeignet haben sich Predictor-Korrektor-
Verfahren herausgestellt. Weitergehende Informationen zu Integratoren finden sich z.B.
bei Montenbruck (2000).
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B.2. Integration der Variationellen Gleichungen

Soll eine numerisch integrierte Bahn als Ndherungsbahn zur Definition der Bahnstérun-
gen benutzt werden, so ist es notwendig, sie iiber die Schitzung optimaler Anfangsbedin-
gungen an die beobachtete Satellitenbahn anzupassen, damit die aus der Differenz der
beiden Bahnen berechneten Bahnstérungen moglichst nur gravitative Anteile enthalten.
Dazu werden die partiellen Ableitungen der State-Vektoren nach den Anfangsbedin-

oz, ox; 0%, 0, e . .. .
gungen g -, Bzo > Do, und D benottigt. Diese erhélt man aus der Integration der

Variationellen Gleichungen (M(;nltenbruck, 2000)

O, _ 0i; dx; 0PV Oy Oz \ _ I

Ozy,  Ox; 0xg,  Ox? Oxy, * \Oxzg, ),

Oi; _ Oi; dz; _ O*V Oz <a£i > —0
0

Oy, Oz, Oky,  0x? Dig, ' \ Oy,

I steht hier fiir die Einheitsmatrix. Parallel dazu kénnen partielle Ableitungen nach
Schwerefeldkoeffizienten -2 mitintegriert werden

aKl,m
8Rl7m B 6@? 8Rl7m 8@1-8[_(1,”1’ 8Rl7m 0 e

Diese werden im Rahmen dieser Arbeit zwar nicht zur Bestimmung von Schwerefeldko-
effizienten benutzt, doch dienen sie im Vergleich zu Ergebnissen der Hill-Gleichungen als

Referenz.

Fiihrt man wieder die ersten Zeitableitungen als unabhéngige Variablen ein, so lassen sich
die sechs Differentialgleichungen 1. Ordnung in Matrizenschreibweise folgendermaflen
formulieren

Y=FX+f

mit der ersten zeitlichen Ableitung der State-Transition-Matrix und der partiellen Ab-
leitungen des State-Vektors nach exemplarisch einem Schwerefeldkoeffizienten

ow 0n O 0n 0 Ob O,
0K} m

Ol il Ol Oii i Ok i
; 0K m

o5 0z 05 0 05 On 0a
v Dio, Ogo, D0, Oy
| O%i O, Oy Ot Oy Ob 0% )
8I_<l,m

Ozo; Oyo;, Oz, 0K,

20, 8Kl,m,

auf der linken Seite, und der zeitlichen Ableitung der Sensitivitdtsmatrix (welche die
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Ableitungen des State-Vektors nach den Modellparametern enthélt), die sich aus

0%V

0%V

0%V

v 92V 9*V
O0x;0y; 0y? 0yi0z 000
v 9V 9V
F= | 900z oyon 022 000
0 0 0 100
0 0 0 010
0 0 0 001
Ozo; Oyo;, Ozo; O%o; OYo;, Ozo, 0K,
Jy; Oyi Oyi Oyi Oyi Oyi _Oy;
Ozo; Oyo;, Ozo; O%o; OYo, Ozo, 0K,
Oz; Oz; 0Oz 0Oz 0z 0Oz 0z;
. dxo;, Oyo;, Ozo;, %o, o, z0; OK|m
X=1 os 0i, 04, 0 0w os o | W0d
Oxo, Oyo; Ozo; Odo, Oyo; Ozo; OKim
0y 0OYi OYi Oyi 0y; 0y; _09Y;
Ozo; Oyo, Ozo; Oto; Oyo, Ozo, 0K,
8$0i ayol 8ZO,L onz 8y02 8202 8K[7m
o) oV
000000 52— (§%)
ol ov
000000 52— (Gyi)
9 ov
;| 00000052 (8)
ox;
000000 Koo
9Y;
000000 K1
0z;
000000 DKo

zusammensetzt, auf der rechten Seite. Die Anfangsbedingungen fiir X lauten denkbar

einfach
1000000

0100000
0010000
0001000
0000100
0000010

Xo=

Um die Matrix F' zu berechnen, braucht man zu jedem Integrationszeitpunkt die zweiten
Ableitungen des Potentials nach inertialen kartesischen Koordinaten, die man erhélt,
indem man den Marussi-Tensor in Kugelkoordinaten bildet (tiefgestellte Koordinaten
x,y, z bzw. r,9, A bedeuten in den folgenden Formeln ,, Ableitung nach*)

‘/7‘7' ‘/;"19 V;”)\
Vie Voo Vox | »
Vix Vox Vax

Vij =
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ihn in ein tangentiales System transformiert (Scheinert, 1996), dessen Lage durch r, 9, A
definiert wird und dessen Koordinatenachsen radial nach auflen, tangential in ¥-Richtung
und tangential in A-Richtung zeigen

1 1 1 1
Ver ;‘/;"19 B r_2V79 rsinﬁ‘/;”)‘ B r2smv9v)‘
1 1 1 1
Vijiang, = +Veo — —2V19 = Voo +3V2 rz 1= Vor — =24V
cos cos ¥
rsin ¢ Vix — 72 s1n19 Va 72 s1n19 Viox — r2sin2 9 Vi r2 51112 9 Vaa+ 5 V + r2sind Vo
und darauf ins geozentrische inertiale System rotiert
wa ny sz
T _
‘/:ijinert Rlnert -tang. ‘/thangA Rinort.—tang. - me Vyy Vyz
sz Vyz ‘/zz

Die Rotationsmatrix setzt sich folgendermaflen zusammen
Rinert.—tang. = Rl( )R3(_ - ﬁ)Rl( )R3(>‘)R3(9)

und die zweiten Ableitungen des Potentials nach Kugelkoordinaten lauten

%27‘2/ CiM <2+Zl+ l+2)( ) Zl:OClmcosm/\—|—Slmsmm)\)le(cos79)>
g:é‘;ig = —Gr—jg\/[ g(l +1) (GTE>Z mzl::O(CLm cosmA + Sy SinmA)w

g:;/)\ = _Cjﬂ—JQ\/j i(l +1) (GTE>Z mzl::om(gl’m cosmA — Cpm sin mA) P, (cos )

?;TZ = GTM :2 (CLTE)l g:o(cl,m cosmA + S, sin mk)w

?;TZ _ _GTg (aE> iom (Crm cos mA + Sy, sin mA) Py, (cos ).

Vorschriften zur rekursiven Berechnung von 857’57(1;0519) findet man z.B. bei Ilk (1983).

Nun miissen noch die Komponenten der Matrix f bereitgestellt werden. Diese erhilt
man, indem man die Ableitungen des Potentials nach inertialen kartesischen Koordinaten
in Kugelkoordinaten ausdriickt
ov. oV or 0OV 99 9OV O
or; Eax, + %ﬁxi + ﬁaxi
ov. . oV or oV 99 OV oA
dy;  Or oy 99 0y X oy
ov. oV or oV oYy oV I
9%  Or 0 00 0m  0X 0%
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und deren Ableitung nach Schwerefeldkoeffizienten bildet

0o l C
0 oV GM ag\! cos mA _
0K m, <E> T2 ps (t+1) (7) mzz:o { sinmA }S Pim(cosd)

0 ovy _GM > (@)li cos mA\ 0815[77,1(00819)
8[7(17,,1 o) 7 N sin mA o

%9 l ) c
0 ov GM ap\! —sinmA _
aKLm <a> - T P (7) W;)m{cosm)\ }S Pl,m(COS’ﬁ)’

die schon im letzten Abschnitt bereitgestellten Ableitungen von Kugelkoordinaten nach
erdfesten kartesischen Koordinaten ins inertiale System rotiert

Or _ pOr 99 _ 00 0N _ O

v, Oz, Ox; O, Ox; = Ox

und alles in f zusammensetzt.

Da fiir die Integration der Variationellen Gleichungen zu jedem Integrationszeitpunkt
die aktuelle Position des Satelliten benottigt wird, fithrt man sie am besten gemeinsam
mit der Bahnintegration durch. Méchte man sie fiir eine schon vorliegende Bahn (in
unserem Fall die beobachtete Satellitenbahn) berechnen, so muf} die aktuelle Position des
Satelliten auf dieser Bahn jeweils interpoliert werden. Fiir polnahe Bahnen ist es dabei
wichtig, dafl nicht in Kugelkoordinaten, sondern in kartesischen Koordinaten interpoliert
wird, da die Breite des Satelliten nahe des Pols sehr schnell variiert. Eine Lagrange-6
Punkt-Interpolation hat sich als geeignet herausgestellt.
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