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Uber die Veranderlichkeit des erdmagnetischen
Hauptfeldes und seine Theorien

Mitteilung aus dem Geomagnetischen Institut und Observatorium Potsdam-Niemegk Nr. 46

Von G. Fanselau und O. Luckel)

Zusammenfassung: Abschnitt A. Die Verdnderlichkeit des geomagnetischen Feldes
und seiner Energiedichte wird auf Grund seiner Potentialentwicklungen in neuer
Weise dargestellt. Die beiden Pole des Quadrupols fiihren neben einer Westwirts-
drift von 24°/100 Jahren noch eine ebenso kriftige nord- bzw. siidwartige Bewe-
gung aus.

Abschnitt B. Es wird gezeigt, wie die Multipole durch einfache zonale Stromsyste-
me erzeugt gedacht werden kénnen. Ihr Skineffekt wird betrachtet. .

Abschnitt C. Die groBrdumigen Konvektionsstrome, die die sdkulare Anderung der
Tageslénge bewirken, sind auf Ebenen senkrecht zur Drehachse beschrédnkt. Sie
stehen in keinem direkten Zusammenhang mit der sékularen Verénderlichkeit des
geomagnetischen Feldes, dessen Entstehung auf eine Grenzschicht an der oberen
Grenze des Erdkerns beschrinkt sein muB. Sie kann nicht durch hydromagnetische
Theorien beschrieben werden.

Abschnitt D. Wenn man im AnschluB an H. Miki die Materie des #@uBeren Erdkerns
als hochionisiertes Plasma betrachtet, kann das geomagnetische Feld als Grenz-
schichteffekt gedeutet werden. Seine Westwirtsdrift ist dann die Westwértswande-
rung langer hydrodynamischer Wellen. Die Wanderung der Pole des Quadrupols wird
durch das Vorzeichen ihres Drehsinnes beeinfluBt.

Abstract: Part A. The variability of the geomagnetic field and its density of energy
is described by means of its potential developments in a new manner. The two
poles of the quadrupole still show besides a westward drift of 24°/100 years a
movement northward resp. southward of the same strength.

Part B. It is shown, how multipoles can be produced by simple zonal current sy-
stems. Their skin-effect is considered.

Part C. The extended convection streams, which effect the secular variation of the
length of the day are confined to planes perpendicular to the axis of rotation.
They are not connected directly with the secular variability of the geomagnetic
field, the origin of which must be confined on a boundary layer of the upper border
of the core. It may not be described by means of hydromagnetic theories.

Part D. If one regards in agreement with H. Miki the matter of the outer core as
highly ionizised plasma, the geomagnetic field may be interpreted as an effect of

l)Pl'Of. Dr. G. Fanselau und Dr. O, Lucke, Geomagnetisches Observatorium, Potsdam-
Niemegk, Kreis Belzig

16 Ztschr. f. Geoph. 22
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boundary layer. Its westward drift now is the westward migration of long hydro-
dynamic waves.

The migration of the poles of the quadrupole is influenced by the sign of its turning
direction.

A. Uber die Potentialentwicklungen und die Verinderlichkeit des

erdmagnetischen Feldes

Die Ausmessungen des magnetischen Feldes auf der Erde zu verschie-
denen Epochen ergeben auch nach Reduktion der kurzfristigen Variationen
(von der Dauer von Minuten bis Tagen) Verdnderungen des ganzen Feldes,
die im Vergleich zu den geologischen Prozessen sehr schnell verlaufen.
In einem Zeitraum von 100 Jahren kommen schon bedeutende Veranderungen
vor. Da ein externer Anteil am DPotentialfeld des ganzen Feldes und sein
Nichtpotentialfeld schwach sind und der weitaus gréfte Teil des Erdfeldes
aus dem Erdinnern stammt, muB man annehmen, daB sein Ursprung im Erd-
kern zu suchen ist. [1] Darunter versteht man den Teil des Innern der Erde
mit einem Radius von a; = 3500 km, in den die elastischen Transversal-
wellen der Erdbeben nicht eindringen. Der physikalische Zustand seiner
Materie ist vielleicht fliissig oder gasférmig zu nennen und 148t wahrschein-
lich Prozesse zu, die das, geologisch gesehen, stark verénderliche erd-
magnetische Feld erzeugen.

Verschiedene Autoren haben es unternommen, die Verénderungen im
Potential oder den Komponenten des Feldes zahlenméBig zu erfassen, z. B.
E. C. Bullard und Mitarbeiter (2] und E. H. Vestine [6]. E. C. Bullard und
seine Mitarbeiter haben die erdmagnetischen Karten der Epochen 1907,5
und 1945 sehr genau bearbeitet und ihre Unterschiede gegeniiber einem
Dipolfeld mit den Parametern

g a’=~0,3057a’, gla’ = ~0,0211a%, hia’ = +0,0581a" [Cem’] ,

die Vestine fiir 1945 fand, festgestellt. In den Verénderungen der Isolinien-
gebilde der beiden Karten tritt am klarsten ihre Westwértswanderung her-
vor. E. C. Bullard und seine Mitarbeiter haben sie im Durchschnitt aller
Breitenkreise zu 0,18 + 0,02°/ Jahr bestimmt. Es muf3 aber gesagt werden,
daB nicht nur das Nichtdipolfeld, sondern auch das Dipolfeld selbst Ver-
dnderungen zeigen, und daB auch andere Bewegungen als eine westwir-
tige Drift vorhanden sind. Schliefllich erweisen sich alle Veranderungen als
Funktionen der Zeit, so dafl eine genauere Bestimmung der Veranderlich-
keit des erdmagnetischen Feldes wiinschenswert erscheint. Sie ist als
Grundlage fiir theoretische Erorterungen notwendig.
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E. H. Vestine hat die Veréinderungen des ganzen erdmagnetischen Fel-
des durch den exzentrischen Digo dargestellt. Seine Parameter kénnen
aus glo, gll, hll, gzl, hzl, g2% h22 berechnet werden. [3]. Sie werden
von Vestine mit den Verdnderungen der Rotation der Erde in Beziehung ge-
setzt. Leider ist der exzentrische Dipol ein ziemlich komplexes Gebilde.
Deshalb wird ein neuer Weg vorgeschlagen, der ebenfalls auf der Auswer-
tung der bisherigen Potentialentwicklungen beruht.

Bekanntlich kann man jede auf einer Kugel definierte stiickweis glatte
Funktion, in unserem Falle das Potential des erdmagnetischen Feldes,
nach Kugelfanktionen entwickeln. Dabei wird die Potentialfunktion in ein-
zelne Abschnitte zerlegt.

V@, ) =a i Vn, V. = i gnanm+thm
m=0

n n
n=1

(1) ,wobei
Cnm =cos mp P ™(cos @), S™ =sin m¢p P " (cos 6)
darstellen sollen.

Fiir sie gelten nach Adolf Schmidt [4] die folgenden Orthogonalitatsbedin-
gungen

wenn m fp

0
1 /’ Cmcydw____l_ fsmslldco= oder n#v
n v n 14
4m 4n

E.K 1

E.K.
2n+1

,Wenn m=n
r=v

(2

1 / C “‘SVl‘ dw = 0 fiir alle Kombinationen von m, y, n, v.
4m "
E.K.

Die Buchstaben (E.K.) sollen andeuten, daB iiber den vollen Raumwinkel
(die Einheitskugel) integriert werden soll. dw = sin §dfd¢. 6 ist die Poldi-
stanz des Aufpunkts, ¢ seine geographische Lange. Wir benutzen die bis-
her vorliegenden Potentialentwicklungen, wie sie vor allen Dingen P. Mau-
ersherger [4] und fir die Zeit seit 1890 Vestine [6] zusammengestellt ha-
ben. Thre Parameter sind dort als Funktionen der Zeit gegeben. Fiir das
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Dipolfeld erhélt man die Tabellen 1, 2 und fiir das Quadrupolfeld die Ta-
bellen 5, 6. Die Tabellen sind aus Kurven entstanden, die eine einfache
Ausgleichung der Ergebnisse der Potentialentwicklungen darstellen. Da-
durch wird nur eine ausgeglichene Bewegung des Feldes erfalt. Es ist in-
dessen mdglich, dafl auch relativ plstzliche Anderungen bei ihnen vorkom-
men [20]. — Bei diesen Potentialentwicklungen ist im allgemeinen angenom-
men worden, daB sich das erdmagnetische Feld ganz durch ein skalares
Potential darstellen 146t, und daB dessen duferer Anteil als verschwindend
klein angesehen werden kann. Wir werden auf diese Voraussetzungen noch
eingehen.

Man bildet den quadratischen Mittelwert mit Hilfe von (1) und (2)

< 2 m. 2
vi-L / Vie-—L1_ ¥ (<gn"') MO )
. 2n+1 m=0

4
(3) E.k. mit hno=
_ %o ——
und 1—2 V2= Z Vn2
a n=0

-12 . VZ und -\-’? haben eine einfache physikalische Bedeutung.

Im Luftraum kann mit hinreichender Genauigkeit die dimensionslose re-
lative Permeabilitdt gleich eins gesetzt werden. Die Energiedichte des
erdmagnetischen Feldes ist dann nach der Formel (4) zu berechnen.

(4) e= £2 (VYyV.VV)
2

Im GauBschen MaBsystem und im em E-System ist statt p, = 1/47
zu setzen.

Ho y? und g, V2
a? "

haben die Dimension einer Energiedichte. Man kann diese Beziehung quan-
titativ fassen. X, Y, Z seien die iiblichen Komponenten des erdmagnetischen

Feldes. Dann gilt nach (4)

1
8n

xX2+Y24 2%,

e
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Man bildet den Mittelwert iiber die ganze Erdkugel

f(xz +Y 472 do = i(P+F+.Z_§)=
8w

ead
-5 s,
n=1

In [5] (s.a.[5a]) wird gezeigt werden, daB folgende Gleichungen gelten:

—_— 00 2 n
2. ) b+ D Z[ ™ b J SV 2

n=1(2n+1) m=0 n=1

—_— 00 n 2 °‘; V=1 n
Vol S Soam(gn0) ek $F 5 wferen
n=1 m=0 " v=1 n=1 m=0
1 1
b ™h m] (u_m)v] : [(n+m)'J 2(+ ="
vo.r (v+m)! "(n—m)!

"%l
1
[
M=
[—
—
o
e
+
=
B
—2
=
)
+
P
N
}
nik'r—o
M
]
INGE]
o
3V
3
—
—~~
&
.
+

n=1 m=0 2n +1 n=1
v=1 2
m, 2 1 < - o m m; m (v—m)!]2
c60,0°)-3 55 5 (6780 w |
v=1 n=1 m=0 (v+m)!

Man erhilt also

n

F+F+?=i (n+1) Z [(g )+(h ] Z(n+1)(2n+l)
0

n=1 m= n=1

.—2. 00
. Vn =8n Z €,
n=

1
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(n+1)(2n+1) _‘}—2
8n "

(6) e =

n

Wir werden sehen, daB} €, = f:— V12 alle anderen €, an Grifle bei weitem
T

iiberragt und betrachten deshalb zuerst das Dipolfeld.

I. Die Lage und die Intensitit des Dipols als
Funktion der Zeit

(mn Vv, = gi’P?(cos 0) + giPi(cos 0)cosop + hiPi(cos 0)sing = gicos 0

+ g}sin Ocos ¢ + hisin fsing

Die Komponenten des Einheitsvektors Z= {& n, {1, wobei & 7, { die
Richtungskosinus sind, schreiben sich in Kugelkoordinaten, wenn die x-
Achse die Pole der Kugeln durchstsft:

(7a) &=cos 6, n = sin 0 cos ¢, ¢ =sin @ sin ¢

Man kann also das Potential des Dipols (7) als inneres Produkt zweier
Vektoren schreiben:

A 0 1 1
(8) Vl=(0-§)= gl f+g17]+h1<

0 ist dabei der Vektor b = glo, gll, hll} . Er héngt mit dem Dipolmoment

durch die Gleichung zusammen

> 3
m=abd

wie auf Seite 1 erwidhnt wurde. Wenn man die Stelle P(l), an der der Vek-
tor D die Erdoberflache trifft, als Nordpol eines Kugelkoordinatensystems
betrachtet, kann man das innere Produkt (8) auch schreiben

(9) V,=d-1. cos® ) =d. cos @
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d ist der absolute Betrag von b und ®'" ist der Winkel zwischen P und
der Richtung zum Aufpunkt auf der Kugeloberflache. Es gilt

cos 6(1) =cos 0§ cos0“) + sin @ sin 0(1) cos (¢ —~ ¢(1)).

61 und ¢(1) sind die Koordinaten des Punktes P'") im geographischen

1 (1
Koordinatensystem. Die Beziehungen zwischen d, 0( ) und ¢  sind be-
kanntlich die folgenden

0 1
2 2 2 g h
(10) d2=(g10) +(g11) +(h11) , c030(1)=—§—, tgg{)(l):_l_l
g
1

Um die Methode zu erlautern, die bei den hoheren Abschnitten der Po-
tentialentwicklungen angewandt wird, seien auch diese Beziehungen noch
einmal abgeleitet. Wir suchen die Extreme der linearen Form mit 3 Variab-
len (8) unter der Nebenbedingung

& an’ v &=,

also ihre Extreme auf der Einheitskugel.

In diesen Extremalpunkten gelten bekanntlich die notwendigen, aber
nicht immer hinreichenden Bedingungen, daB die folgenden Differential-
quotienten verschwinden

AV, = A€+ EF 4 £7))
(11) ” =0, v=123,
a¢

wobei
£-6 &= £ =¢

bedeuten sollen.

A sind die Lagrangeschen Multiplikatoren. Die Gleichungen (11) heifen,
explizite geschrieben,

1
g,'—20&=0, g '~ 2An=0, h ' -2r¢=0.
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Daraus folgt

1 1
g
n* =l-=tg0(”cos<;b“)-——16, C*=-£= tg0( )31n¢“)=;0
3 8, ¢ 8,
2 1 0,2 1,2 L2 1,2 1
AN=71 (g,) + (g ) + &) —Id,)‘—zd
1
e =, ge® o L Je b+ M,
L3l &,
was mit

g
cos 0(l)= L
d

iibereinstimmt. (Siehe Formel (10)).
AuBer den Funktionen d (t), ¢(1)(t) und 0(1)(t) wurden noch

dt ’ dt ’ dt

und &, (t), g, )

als Funktionen der Zeit berechnet. Thre Formeln sollen hier nicht aufge-
schrieben werden. Die Ergebnisse der Rechnungen sind in den Tabellen 3,
4 und den Abbildungen 1, 2, 3, 4, 5 zu finden.

Man mufB} bei der Betrachtung der Zeichnungen beachten, dafl die Para-
meter der Potentialentwicklungen, die ja durch Ausgleichungen gewonnen
wurden, eine relativ groe Unsicherheit enthalten.

Man stelle sich daher die Kurven mit einem breiten Saum umgeben vor,
in dem sie auch ebenso gut verlaufen kénnten. Seine Breite wird durch den
Vergleich der beiden Kurven illustriert, die auf den Parametern nach Mau-
ersberger bzw. Vestine beruhen. Bemerkenswert sind zwei Lrgebnisse:

a) Die Poldistanz des Dipols ist praktisch eine Konstante.

b) Man kann seine zeitliche Variabilitat dahin deuten, daB er Schwankungen
mit einer Quasiperiode von etwa 500 Jahren Dauer ausfiihrt. Dieselbe Dauer
wird auch durch die Beobachtungen der Richtungen des erdmagnetischen
Feldvektors in Lopdon nahegelegt [3].
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II. Lage und Intensitéat des Quadrupols

als Funktion der Zeit

Die in I angegebene Methode fiihrt fiir V,, zur Hauptachsentransformation
der quadratischen Formen.

V,= ggpzo (cos 0) + gzlpzl(cos 0)cos ¢ + h21P21(cos 0)sing +
(12)
+ 3221322 (cos 0)cos2¢ + h22P22 (cos 0) sin 2¢

Man iiberzeugt sich leicht, da V, eine homogene Funktion 2. Grades, eine
Form der Richtungskosinus ist. Man hat nur die Richtungskosinus (7 a) in
(12) einzusetzen, um (12a) zu erhalten.

3
(12 a) V2=ﬂz1 Xy Evéu  mit £, =¢=cosb, §2=r]=sinecos¢,
W=

53 =¢=sinfcos¢ und

Xy =Xy - Die Matrix der quadratischen Form ist symmetrisch. Ihre Ele-
mente x haben die folgende Bedeutung

X X
11 12 %13

(13) (xw/)=x= Xop XggXpa | =

X
13 X32%33

1 2 ol ~, 11 2
i(ﬁgz +8,)3V3 by fﬁhz
1 o1 1
V3 hzl g8, 3V3g,

1 11 2 0
%ﬁhzz gV3h, 5(V3g, -8,)
- &VV2 ist der Beitrag von V, zur Feldstarke.

17 Ztschr. f. Ge oph. 22
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Im Luftraum miissen sowohl ihre Rotation als auch ihre Divergenz ver-

schwinden.
0=(VxV) V2=(x23—x32) b —x ) +(x12--x21) t=X.

Diese Gleichung ist identisch erfiillt, weil die Matrix symmetrisch ist. Das
Verschwinden des Vektors X bedeutet, daBl der Tensor nur 3 unabh#ngige
skalare Invarianten hat.

V-VV2=x11+x22+x33 = XI = 0 ist offenbar
identisch erfiillt, d. h. die erste skalare Invariante des Tensors X ver-
schwindet ebenfalls identisch. Die beiden restlichen haben die folgenden

Werte

22 Xa3 11 %13 11 X12
X = + +

II
X X X X X X
23 33 13 33 12 22

3 2 1,2 1,2 2,2 2,2 15 72
=-7 (520) +(32) +(h2) +(g2) +(h2) } =—4—V2
(14) X X X
11 T12 13
3V3 2 1,2 1,2
X =[*12 X22 %23 = 3 g, ((g2 ) "(hz ) )
X X X
12 "23 33

2
~lg 0 (5 l(gz,z)2 + (h22)2] —3[(821) - (h21)2J - 2(g20)2)

(=)

Um die Hauptachsen des Tensorellipsoides zu bestimmen, hat man,
wie gesagt, die Extreme von V2 unter der Nebenbedingung

fz + r;2 + 42 = 1 zu berechnen.
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Ihre Koordinaten sind aus den 3 folgenden linearen Gleichungen zu be-
stimmen:

a_af (Vz—A(.f’+n2+{2>)=o,a—a;(v2-x(¢2+n2+<2))=o,a—a¢—.

C (V= ME 47+ =0

Man kann sie einfacher schreiben:

100
(15) X - )\I)z = 0, Iist dabei die Einheitsmatrix ( 010 >
001
Das lineare Gleichungsystem fiir die extremalen & 75, { ist homogen. Da-

fir, daB iiberhaupt Lsungen existieren, ist notwendig und hinreichend, dafl
die Determinante

[x-ar] = o

verschwindet.
Das ist die bekannte charakteristische Gleichung der Matrix X, die folgen-
de Gestalt hat:

3,2 _
AT = A Xl+AX"-Xm—0

—

0
Zu jeder Lisung )\v. v =1, 2, 3 dieser reduzierten kubischen Gleichung
gehort ein Lésungssystem Ev . Weil die Matrix X symmetrisch ist, sind alle

3 Eigenwerte A ,v =1, 2, 3, reell und die Eigenvektoren fv stehen paar-
weise aufeinander senkrecht. Man erhalt die )tv aus:

(16) A =V/5VZcos®, A =-\/5VZcos(®@+ ),
A =-\/5V_22cos - (D~ g-)

Dabei ist
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Die Summe der Eigenwerte ist naturgeméaR null. Die 3 Gleichungen (15)

sind nicht mehr unabhéngig von einander. Mit n* =-§— und (2 -g-erhiilt man

fiir die letzten beiden

* £ 3
(x,y=A)m," + X038y =T X5
* *
o3y 7 (xas —)‘v) 4v =T X
¢t 2 2
Wegen tg ¢V = V* und tg 01/ = + (TIV*) + (év*)
77!/

erhilt man schlieBlich

1 1 2 1 1 1 2 0

L, 2V A (an et - dvan ! (vag,t - 6,%)
v 1 1 2, 1 1 1 2 0
53 8, Av+(3/4h2 b +5V3g, (V3g, +g2))

(17 2 2 2
%/4[@2‘) + (") ]sz_ 2) [-—3/8 8,) (V3g," +8g,)+

thV=

2 0 0,2 2,2 2,2
A +g, A, +1/4(g,) —3/4(g,) —3/4(h,7)

1 1, 2
+3/80Y, (V3g, =g, ~3/4yTg,"h)"h, ] ,

1 2 0 1, 2] 2
-1/4V3 g, (\/3—-g2 +g,) —3/4h, h, +

2
{1/4 VBh ' (V3g, -5, - 3/ah " g2]|
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Zu X, gehort das Maximum der quadratischen Form auf der Einheitsku-
gel, zu A; das Minimum und zu A, gehort die mittlere Achse des dreiachsi-
gen Ellipsoids. Man kann durch Drehungen um den Mittelpunkt der Kugel
erreichen, daB die 3 Achsen in der Reihenfolge, wie sie zu A;, A,, A, ge-
horen, die Achsen eines kartesischen Koordinatensystems sind. Die zum
Aufpunkt gehdrenden Richtungskosinus seien

&’ = cos 91(2) 7’ = cos @2(2), ¢’ = cos @2(2).

In diesem System schreibt sich die quadratische Form bekanntlich

)\100
12 02 2__ _
(18) A ER RN +A3¢’ =V, x_(o AZO)
0 0 A,

Die Bedingung V - V V, ist erfiillt, weil A; + A, + A3 =0 ist. Es wird dann
behauptet, daB gilt:

(19 V2 = Cl(z)on (cos @1(2)) + C2(2)P2 0 (cos@zm) +
C3(2)P2° (cos @;2))

. 1 . 1 . 2, 1 ’ 1
=C1(2)(§2___§”2_.2.¢2)+C2 (—552+72-§C’2)+

(2) (12 1 2 2
+C, M (=52 -5 + D)

Der Koeffizientenvergleich zwischen (18) und (19) ergibt:

2 1,@ 1@
A =€ =567 =50 )

1.(2) (2) 1. (2)
)‘2=(_'2'C1 +C, "fca )

1.2 1, () (2)
A3=(—§Cl -§-C2 +C3 )
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Die Determinante der Koeffizienten des Gleichungssystems verschwindet,

die Cv(z) sind also nicht voneinander unabhiéngig. Es wird geldst durch

@ _ @ _ (2) _
C 7= 2/3x,, C, " = 2/3)\2, C, 7 = 2/3)\3,
und es gilt

(2) (2) (2)
C,7+C 7 +C " =0

Fiir die numerische Durchrechnung seien noch einmal die Formeln zu-
sammengestellt:

= _ 1572 |erg — 15 2| erg
e2*8nvz Lmi"] ’ €2~ Br V2 L 3 J

m se

Das ist die Energiedichte von v, und ihre zeitliche Anderung. Die Koeffi-

zienten CV(Z) findet man aus

3/2C1(2)= )\1 =\/5-V—27COS(D, 3/2 C2(2)= /\2 =—\/5E::05((I) + g)’

3/2C, M= = _\/5\7;—2 cos (@ -1

4 xIII

Dabei ist cos 3¢ = ———
5V, 5%

Wegen X | siehe (14).

tg b, und tg GV sind gem#B den Formeln (17) zu berechnen.

Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen sind in den Tabellen 7a,
b, c, d und 8a und in den Abbildungen 6 bis 12 dargestellt.

Bemerkenswert ist, daB die Energiedichte des gesamten Quadrupols auf
der Erdoberfldche zunimmt. Wenn man allerdings die Energiedichte, die zu
allen Abschnitten der Potentialentwicklungen gehdrt, als Funktion der Zeit
darstellt, findet man, daB sie trotzdem abnimmt. Siehe [5a], wo diese Rech-
nungen durchgefiibrt sind. Von den Koeffizienten der 3 einfachen Quadru-
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pole sind besonders C (Z)und C.® interessant. Ihre absoluten Betrdge
nehmen sténdig zu. Cl(z) wird stdndig groBer, Ca(z), das negativ ist,
kleiner. Die Rechnungen ergeben auch die geographischen Koordinaten der
3 einfachen Quadrupole. Auch hier beanspruchen Pl(z) und P3(2) besonde-
res Interesse. Ihre Westwartsdrift betrdgt in 100 Jahren 24,95° bzw. 23,20°,
withrend Pz(z) nur 14,77° nach Westen wanderte. Pl(Z) wanderte in 100 Jah-
ren um 10,24° nach Siiden, P3(2) um 11,96° nach Norden; Pa(z) beschreibt

dagegen eine gekriimmte Kurve. Diese Winkel liegen weit oberhalb von den
Werten, die E. C. Bullard und seine Mitarbeiter als Westwartswanderung
des erdmagnetischen Feldes erhalten haben (18°/100 Jahr). Das gilt auch
noch, wenn man nur die Ver#inderungen seit 1900 beriicksichtigt. Man muf
also annehmen, daB die ibrigen Multipole (1.,3.,4. «.. Ordnung) mit weit ge-
ringerer Geschwindigkeit nach Westen wandern. Vestine [6] fand mit Hilfe
des exzentrischen Dipols eine Westwirtswanderung des Nichtdipolfeldes
von 30°/100 Jahre. Die Bearbeitung seiner Daten nach unserer Methode
ist noch nicht abgeschlossen. Unsere Diskussion seiner Ergebnisse soll
daher spater verdffentlicht werden.

Besonderes Interesse verdient nochdie Lage der Punkte Pl(z) und P3(2)
relativ zum Dipol. Wir beschranken uns dabei auf die Nordhalbkugel. Wir
bezeichnen mit « und B die Poldistanz in ver#nderlichen geomagnetischen
Koordinaten (die also mit dem Dipol wandern), mit y und & die “‘Westwarts-
drift” in 100 Jahren, und zwar sollen «;, @, und y,, y, die Lage zur Epo-

che 1850 bzw. 1950 fir P_‘* angeben; 8,8, und 81, 82 sind die entspre-
chenden Angaben fiir P3(2 . (Siehe Tabelle 7d).

Die Werte zeigen, daf8 Rl(.ﬂ in verdénderlichen geomagnetischen Koordi-
naten lan§sam nach Siiden wanderte, dafiir aber kraftig nach Westen, wih-
rend P3(2 sich stark nach Norden bewegt, dafiir aber schwach nach Westen.

In P_* hat der einfache Quadrupol als Pol dasselbe Vorzeichen wie der
Dipoi. Man kénnte etwa sagen, daB diese beiden Pole sich anziehen, wah-
rend P(1) und P,(2) einander abstofBen.

In den Kurven kommen kleine Unregelm#Bigkeiten vor. Da wir ausge-
glichene Ausgangswerte benutzt haben, miissen sie auf Abrundungsfehler
und dhnliche Quellen zuriickgefithrt werden. Bei einem ziemlich langen
Rechnungsgang erscheint das immerhin als méglich. GroBere Fehler kénnen
nicht vorkommen. Die aus den 3 Eigenwerten berechneten Punkte P,(2),
P,(2), P, miissen Winkeldistanzen von 90° voneinander haben. Tabel-
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le 7c gibt in Hundertstelgrad die Abweichungen davon an. Da ihr Maximum
bei 0,03° liegt, scheint gesichert zu sein, daB keine groBeren Rechenfehler
vorkommen.

1. Uber den Oktupol

Die Behandlung von V4 nach derselben Methode wie V, behandelt wur-
de, stoft auf einige Schwierigkeiten, weil das Gleichungssystem, das zu
16sen ist, nicht mehr linear ist.

Gegeben ist

V3 =g30P3O (cos8) +g31F‘31 (cos6) cos ¢ +h31P31 (cos6) sing +
25 2 2. 2 .
(20) + g, P3 (cosf) - cos 2¢ +h3 Pa (cos6) - sin 2¢ +

g33 P33 «(cos @) cos 3 ¢ + h33P33 (cos #)-sin 3 ¢.

Es ist auch hier leicht, V, auf die entsprechende kubische Form zu bringen.

_ 3 2
V, = x §3+x222r; +x §3+3x“2§21;+3x“3{:17+

111 333

2 2 2
+3xlzzfn +3x133§{2+3x2237; C+3x23317§ +

+6 &nd.

X
123

Einfache Rechnungen geben die folgenden Beziehungen:
g3°P3°(cose) =%g30 (28 -39°¢-309

1 1 1
8, P3 (cos 6) cos<75=+Z \/‘g‘gsl (_45271 +173 +’742)
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'(cos ) sing =+5 VEh ' (=487 40? ¢4 L)
8,’P,” (cos6) cos 24 =5 VT5 g, (&n° - £¢7)
*P,? (cost) sin2¢ =I5 h,” &9 ¢
g,"P,’ (cos0) cos3¢ =3 VIO g, (-7° + 37 ¢)
*P,’ (cos 6) sin3¢ =7 vI0 b* (¢*-340%)

Wenn man die Terme nach éa. 7)3, 43. fzn. ..

zienten von (20) vergleicht, erhalt man:

0 1
111783 0 220 4 \/—g3
(21)

P Py
X113 ==3V6h, xp,, =5 (VI5e, -3

1 1
=ﬁ(\/€ha

-3y b)) x,,.

. ordnet und mit den Koeffi-

2 1 1 3
\/ﬁ'ga h x:«133=Z(‘/gh:4 +\/T6h3 )

1 1
X112 T ‘3'\/?83 ’

0 1 2

53 )9 x133=_g(V1583 +
(]

4-3g3 ),

1 1

=13 (V6h, +3y10g2), x

1 2
23\/15 lx3

Die dreidimensionale Matrix der kubischen Form ist symmetrisch. Alle
Koeffizienten, die durch Permutation der Indizes auseinander hervorgehen
konnen, sind einander gleich. Wenn allerdings alle Indizes einander gleich
sind, sind keine Permutationen mdglich; wenn 2, und zwar nur 2, einander
gleich sind, sind 3 Permutationen vorhanden. Dagegen kann (123) 6 mal
permutiert werden. Von den 27 Koeffizienten der kubischen Form sind also
nur 10 voneinander verschieden. Zu demselben SchluB fiihrt die Bedingung

18 Ztschr. f. Geoph. 22
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VxV -V3=0.

Setzt man ndmlich die Form

3 3 3 2 2 2
Vo= x 08 # X0 # X 8 43x 0 +3x 87 0+3x ) &7+
X 5{2+3x r]2<+3x nC2+6x én ¢
33 223 233 123
voraus und bildet den Gradienten
avs—v =3(x, & +2x  &n+2x, £+ ex (P
9T Ve X118 ¥ 4% 4 X 1227 133
+2x12ar]§)
6V3 2 2
dn V3q=3(x222" X128 P28 2x, x4
(22 12354)
iV, 2 2
9c V3<=3(x333§ +x“3§ +2x ‘f<+ x223 23347”
xlzsfo’
so kann man weiter schlieBen:
Die Komponenten der Rotation des Vektors rot {V V.,V }
3¢ Tap’ 3¢
erhilt man aus
( 34_6V30)+‘(6V3§—3V34)+r(’8V3 —6V3§)=
o EFS I3z £ ‘Tfla o
2Dy = x gy Mt (xyg g =%y ) (= x ) S+
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i-2-[(x133- x133)§+(x“3-— x“a) §+(x123— xua)r]]+
t-2 '[(xuz_ xuz) §+(x122._ xlzz)" +("123 - x123) ¢l=0

Sie verschwinden identisch. Die Bedingung, daB die Matrix der kubischen
Form in dem angegebenen Sinne symmetrisch ist, ist mit der identisch, daf
die Rotation der magnetischen Feldstarke verschwindet.

Die 10 voneinander verschiedenen Koeffizienten sind aber nicht von-
einander unabhingig. IThnen sind noch 3 Bedingungen aufzuerlegen, weil

V.V V3 =0 gelten muB. Aus (22) folgt

V-V-V3=6§(x“1+x +x133)+677(x112+x +x233) +6¢-

122 222

Notwendig und hinreichend fiir das Verschwinden von V - V V, ist, daB
gelten:

23 X =0 X + X + =0
( ) X X gt X =0 1127 T2227 X233 ’

Auf Grund der Gleichungen (21) sind diese Bedingungen identisch er-
fiillt, wie man leicht nachrechnet. Wir bemerken, daB die Summen (23) die
Spuren der zweidimensionalen symmetrischen Matrizen sind, die man er-
hilt, wenn man nacheinander die 1 als ersten Index festh&lt und die beiden
anderen laufen 14Rt, dann die 2 als ersten und schlieBlich die 3 als ersten
Index festhilt und die beiden anderen laufen l&Rt.

Das von uns vorgeschlagene Verfahren, die Extreme von V, unter der
Nebenbedingung &2 + n% + {2 = 1 zu bestimmen, fihrt zu dem folgenden
nichtlinearen Gleichungssystem von 3 Gleichungen fiir 3 Unbekannte &»,<.

(24)

2
xlllf +2x

A g

W Ino

2 2
1125'”2"113&54+ X g + X 53¢ + 2%, mC=

2 2
n +2x §7+2x22377§+ x233§2+x112«f + 2x123§§=

W Ino
>
=

x222 122
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(2+2x EC+ 2x q§+x“362+x r;+2

=2
X333 133 233 223 &n= 3 A ¢

123
Dieses Gleichungssystem hat nur Ldsungen fiir geeignete Werte des
Parameters A. Wir kénnen die Berechnung des Parameters erleichtern, wenn

wir einfithren A\* = %%und die Gleichungen (24) durch £2 dividieren.

Dabei bezeichnen wir n* =-%, * =z<-, so daB nur noch 3 voneinander unab-

hangige Unbekannte n* ¢*, A*vorhanden sind. SchlieBlich fiihren wir, um
allgemeine algebraische Sétze benutzen zu kénnen, wieder homogene Koor-
dinaten ein:

und erhalten mit

~2A\% = x* X =A¥)=x* —A* =y *
(x 22 111’ ( 122 ) 122 ° X233 X933
2
Xz + =
u x111 +2x112xy+2x113 Z+X,,Y +2x13yz+x1332 0
(24 a)

2
vV=x 2
x2+ x122xy+2x1 Xz +x_ . y°+2x

2
112 23 222 YZ + Xy442° =0

223 233

w= x x2+2x 3 XY +2xl

2 2
X =
113 xz + 2237 +2x233yz+x z 0

33 333

Die Elimination 188t sich am besten durchfiihren, indem man den fol-
genden Satz benutzt: ([7]). Wenn das soeben abgeleitete System von homo-
genen Gleichungen Losungssysteme hat, so verschwinden fiir sie die Diffe-

rentlal@otlcntenT-O 9J —0 6J =0, falls J = g(::w;,’v;) die Jacobi -

sche Determinante ist.

du _ 2 (x*

Y +X932), Jy 122X * X999

—g—:=2(x y+x

*
111X+ X 99 2232
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ov _
Jdx
ow

_—

Ox
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2 * 9V _ g(xx
( X+ X%, 0Y +X,,,2), 2 2(x122x+x222y+x223z),

X112 122

* aW_
200 g X +% gy +x¥,,2), dy 2(x g X +X g0y +X,4,2),

Jdu _

== 20x g X + Xg53Y +X,552)
dz

dv _

i 2(x 93X +Xpp5 Y +Xy5,2)

aw,_ *
T = 20K X+ Xy Y + Xy, 2)

*
X111 *112 *113

9J - 0 hat die folgende Gestalt: 3x? |x,,. X192 X123 | +
*

X

X X

X113 *123 X133
\————w————
2
allx
* *
11*111 *112 X123 X111 X122 *113
*
+ 2xy { %193 X129 X923 | * [¥112 X222 X123t
X113 X123 X233 X113 X223 *133
R - »
2a,,xy
* *
X111 *112 *133 X111 *123 *118
+2X2z 0 1%)19 X199 Xo33 | * | *112 X223 X128] ( +
»
X113 X123 *333 X113 *233 X133
N ~ —
2xza13
*
X111 *122 *123 X112 *122 *113
2 *
ty X112 X992 X223 | t | *122 *222 *123((*
*
X113 X223 *233 X123 *223 *133
N V o7

2
a59Y
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*
X X X X

111 *122 *133 113 *112 *123

*

X123 X122 Xa23|( "

+ 2yz x +

DN |t

112 X222 *233
*

x 133

X X

123 X233

—

113 *223 *333

v

2a,,y2

*
X

1 *

X X

113 *112 *133

*
Xo33| *|*123 X122 X233
*

133

123 7133

X112 X223

X X X X

113 X233 X333

123 7333

‘f2
ay32
Man kann sie mit den angegebenen Bezeichnungen so schreiben:

2 2 2
X%+ 2a,,xy+2a,,Xz2+8,,y" +2a,,yz+a,,2""

33

(25 a) g_i = a,

D
—

= 0 laBt sich auf eine entsprechende Gestalt bringen:

SE
~

*
122 *133 X111 *112 *123

X + |x

222 *123 112 X122 *223

223 X133 113 *123 X233

*
X112 *122 *113 X111 *122 *123

X + |x

»

*
+ 2XY {{*122 X222 X123 112 X222 X223

*
123 X223 X133 X113 X223 *233

~
2by,xy
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X

X112 *122 *123

+ 3y? *
y X122 X223 Xa23f( *

123 7223 7233

2
byoy

X X

123 *113 X111 *123 *133

+ 2xz
X X112 X229 X233{f *

ol

122 ¥223 *123

X123 *233 X133 X113 *223 X333

v
2xz b13

122 *

X112 *122 *133 113 123
)
t 2YZ (X193 X222 ¥233| t |*123 *222 ¥223

X123 *223 X333 133 *223 *233
-

—
2b,,yz

X112 *123 *133 113 *122 *133
2 *
+ 2 X192 *923 ¥233| * | X123 X222 X233

X123 *233 X333 133 X223 *333

2 2 2
x“+b ,xy+y"by, +2b xz+2b,,yz+b,, 2%,

J
(25b) % = b,

Die entsprechende Gleichung 3*’ = 0 soll ebenfalls aufgestellt werden

z

* *
X111 *123 *113 X111 *112 *133
*

X112 X199 X233|( *

da] 2
9z x X112 X223 *123)

*

X113 ¥233 *133 X

113 *123 *333

i

p
w3
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*
113 *112 *123 X111 *122 *133

123 *122 222 X233

123 223 X333

*
113 X112 *133 X111 *123 *133

"

+2X2 1| X153 X g9 223 X233t *

"
]
L
"

133 *123 *333 113 *233 *333

X113 *122 *123 X112 *122 X133

2 L]
ty X999 *223| * | *122 *222 X233{( *

X X

223 7333

t]
»

133 X223 X233 X123
Y2
227

c

X X

113 x

123 7133

2
+ 3277 X193 Xg93 Xp33|( *

*
X133 X233 X333
\-——ﬁ——/

2
Cg32

X113 *122 X133 x

112 *123 *133

X X

+ 2 *
Yz, |x + | X122 *223 X233

123 X222 X233

*

133 X223 *333 X123 ¥233 X333
7

hd

2cy3y2

X

N\

2

(25¢) gi = ¢, x%+ 2c,,xy + 2¢ ,xz+c,,y? +2yz Cgg +Cyy2
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Die Resultante des Gleichungssystems (24 a) erhdlt man dann in der

folgenden Form

(26)

X112 *113 X
X
X
a a

b b b b

c

X

122 *123 *133

X X

222 7223 7233

223 X233 *333

a a

22 223 f33
22 Pog bag
22 %23 Ca3

Sie

Gleichungssystems

ist die Determinante des

aJ_

X

aJ _ 0, 9] _ o

dy dz
und stellt die Bedingung dafiir
dar, daB von 0, 0, 0, 0, O, O
verschiedene Lasun%ssysteme
fir x2, Xy, Xz, y% yz, z2
existieren.

u=0, v=0, w=0,

Ihr Verschwinden ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,

daB das Gleichungssystem (24 a) Losungssysteme hat. Die Gleichung (26)
ist eine algebraische Gleichung fiir die A *-Werte, die nun explizite ange-
geben werden soll. Zu diesem Zwecke miissen die A*-Werte isoliert wer-
deno

* * * *

X111=%q; 24 X199 %192~
_ *3 *2 * _ *2 *
a8 =a50M “ta A Tra A fay e by =hy A Tkby oA by,
*2 * _ *2 *
8)9= 8191 a0l a0, byg=bygiA “#bjppd +byy
_ t2 * _ *2 *
(27a) 813 =813 A “Ftaygh ag,,, big=byg A “4b 5o +byy,,
*2 * _ *
8y = 8914 “Hagy, A tay,g, bgg=bggat +byyss
_ *2 * _ *
893 = 8531 A “Hagg A +ayg, by =bggah +byqs,
tz * _ *
8y3 = 83318 “FaggeA tag,,, byg =bygah +bgyss
»* *
X 133=%133~A
co. N2 .
cip=cinh ey e,

19 Ztschr. f. Geoph. 22
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_ *9 *
C1a=Cpg1h e oA He

_ 12 x
C13=C131A THe gp) He g

*

=c,.,A +cC

¢ 222 223

22
*
*

C33 =Cggp +Cgq4

Die Koeffizienten sind Funktionen von den XeAp ® Zum Beispiel gel-
ten:

8100 = =6 a5y = 300, + 2%, +2x,) = 3(x 5,4+ x, ),
byyy = 2(xgpp + Xp55)s €55 = 20xyp5 +X555)
X111 *112 X111 *113 X122 X123
a“2-—3 + + 2 ’
X112 *122 X113 *133 *123 X133
X922 X123 X111 X192
b12=_ 2 + ’
X923 *133 X112 *222
X923 X123 X111 *123
C1127 2 +
X933 X133 X112 X223
X111 *122 *123 X111 *122 *113 X111 *112 *123
a3 3% 19 X190 X103 |+ Pr1s™ )| *112 X222 X123 * [ X112 X122 X223 *
X113 *123 *133 X113 X223 *133 X113 *123 *233



X111 *123 *113 x

(27b =
) €113 X112 X203 *123 T | ¥
X113 X233 *133 X
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X X

113 7123 333

Die iibrigen Koeffizienten sollen an anderer Stelle angegeben werden. Man

kann mit den GréBen (27a) die Gleichung (26) folgendermaBen schreiben:

.
X122 *112 *113
*
X112 X192~ A X123
X113 X123 "133'}‘*
0= a110)‘*&"’111)‘*2”‘112)‘**"“11:«1 a121)‘*2‘”‘122)‘*“‘123 a131)‘*2“‘132’\‘”'13.:«1
b111)‘*2“’112)“l‘“1’113 b121)‘*2“’122)“'*'1’123 b131A.2+b132)‘*+b133
°111)‘*2+°112)‘*+°113 °121’\*2+°122)‘*+°123 °131)‘*2+°132)‘*+°133
X122 X123 X133
X222 X223 X933
X923 X233 X333
a221)‘*2’"“222)‘*“'22:«; El2:«;1)‘*2+"'232)‘**""2:-33 a331)‘*2J”3'3:;2’\*+*‘333
bzzz)“”’zza bzaz’\*”zaa baaz’\‘J'bass
czzz’\*“zzs °232’\*+°233 °332>‘*+°333

Diese Gleichung ist eine algebraische Gleichung 7ten Grades fiir )\*
von sehr uniibersichtlicher Gestalt, die fiir die praktische Rechnung kaum
zu gebrauchen ist. Alle ihre Wurzeln miissen reell sein. Wenn man ndmlich
die Gleichungen (24) in der folgenden Form schreibt:

aV av
_';_3'—' 2)\V§V’ 3
a*’v J v

\'

3
vy =
v

2 L, v=1,23,., 7
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sie multipliziert nacheinander mit £, 7,,, ¢, und addiert, so erhalt man

aVv av av
&, —32+ 3+ 3=3V,() = 2),
v 3E, Ty o, & aC, 3 v

A, = % vV, (fv’ 7y &)

V3 (v) soll dabei den Wert der Funktion V3 an der Stelle fv, Nys vaedeu-
ten. Er ist auf jeden Fall reell und beschrénkt. Wenn zuféllig £, =0 sein
sollte, so wird X; iiber alle Grenzen wachsen. Das ist nicht zu erwarten.
Zu jedem )}, gehort vermdge der Gleichungen (24a) eine Richtung, die
durch ¢, 6, angegeben werden kann., Wie man sich leicht klarmacht, sind
die Richtungen nicht alle willkiirlich. Eine erste kann durch ¢,, 6; fest-
gelegt werden. Die iibrigen miissen feste Winkel gegeneinander haben, &hn-
lich wie bei V,, wo drei Eigenvektoren ein regelmiBiges Oktoeder aus-
spannen. 7 Ricfxtungen spannen, wenn sie moglichst regelméBig auf den
Halbraum verteilt werden, ein Rhombendodekaeder aus. Da die Numerierung
der Eigenwerte willkiirlich ist, kann man annehmen, daB die Richtungen
regelmiBig verteilt sind, Die rédumliche Lage des Rhombendodekaeders ist
durch ¢, 6; und durch einen weiteren Winkel bestimmt. Die Eigenwerte
A, sind ebenfalls nicht alle unabhéngig voneinander. Es stehen uns 7
unabhiéingige Parameter zur Verfiigung. Da schon 3 Winkel von ihnen un-
abhéngig sind, kénnen nur 4 A -Werte voneinander unabhéngig sein. Eine
genauere Untersuchung soll an anderer Stelle erfolgen.

B. Physikalische Veranschaulichungen der verschiedenen

Glieder der Potentialentwicklungen

Bekanntlich stellt im Gegensatz zum Stabmagneten eine homogen mag-
netisierte Kugel ein Dipolfeld exakt dar. (S.z.B.[5] ).

(29) aV, = Vol(a) (M, - v)l
T

Vol (a,) ist das Volumen der Kugel mit dem Radius a), I ihre Magne-
tisierung, r, der Radius des Aufpunktes, vom Kugelmittelpunkt aus gemes-
sen. Wir identifizieren a, mit dem Radius des fliissigen oder gasférmigen
Erdkerns. Man kann sich auch noch ein anderes Bild von der Entstehung
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eines Dipols machen, indem man sich ihn durch ein elektrisches Stromsys-
tem erzeugt denkt, das an der Oberfliche der Kugel mit dem Radius a,

flieBt.
Man denke sich den Erdkern senkrecht zur Achse des Dipols in Schei-

ben zerschnitten von der Dicke
dx = - a,sin 0 dé = ald (cos 9).

An der Umrandung jeder Scheibe soll tangential ein elektrischer Strom
Tl¢dx = Tig a,d(cos ) = - T1¢ 81 sin 0df = j’¢ald0

flieBen. Die Kreisflache, die in diesem Stromfaden eingespannt ist, denkt
man sich mit einer Belegung von magnetischen Dipolen. Wenn d a ein Fla-
chenelement der Scheibe ist, so gilt

@—-: T1¢dX‘-ﬁ

da

R ist die Flachennormale, die in unserem Falle (geomagnetische Koor-
dinaten) nach Norden weist. ], 4 + @ ist also einer rdumlichen Dichte von
magnetischen Dipolen gleichzusetzen

h’j‘1¢ = imm = const - i

T ist die Stromdichte langs eines Meridians und es gilt

(29a) T¢ = Tip sing = [IR |sin 6

Die Stromdichte ist nach Westen gerichtet. Sie ist am Aquator am grB-
ten und an den Polen null, Wenn der Strom durch eine Bewegung der Elek-
tronen zustandekommt (also in einem Elektronenleiter), so ist deren Ge-
schwindigkeit nach Osten gerichtet.

Das Quadrupolfeld ist aus 3 einfachen Quadrupolen zusammengesetzt.

Wir benutzen ein Koordinatensystem, in dem fiir einen von ihnen gilt:
(2) po(@ (2)
CY' P, (@7%)
Die x-Achse soll in die Richtung des Nordpols dieses Systems fallen. Wir

nehmen nun an, daB die Magnetisierung der Kugel mit dem Radius a; eine
lineare Funktion des Abstandes vom Aquator ist.
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(32) M =0 - M . cosg

Im Innern und an der Oberfliche der Kugel gelten die Gleichungen
(32a) V- = L RP)| bzw. Div.IR =-3,-M =~ 1902 cos?6
a,

B ist der Normalvektor auf der Kugeloberfliche in dem betrachteten
Punkte. Wir berechnen das magnetische Feld, das durch diese Magneti-
sierung erzeugt wird, nach der folgenden bekannten Formel:

(2) m’(Z) 0
(33) aV =——/ | r?drsinf9dfdeé f‘;—'—i——— in0dfode .

12
' (Kugcl) A,(Kugel)

V, (Kugel) und A’R(Kugel) bezeichnen das Volumen bzw, die Oberfldche

der Kugel mit dem Radius a. Wir setzen wie iiblich an:

_1_= 1 =l_ S P (COSy )(l‘_)v
\/:2+l’a2—2 ray=Zo v Ta

12 r.r cosy,

-

Dabei gehért r, wieder zum Aufpunkt; y, ist der Winkel zwischen der Rich-
tung zu ihm und der zum laufenden Punkt mit den Koordinaten r,6,¢ .

Im ersten Integral fiihrt man die Integration iiber r aus:

2 (2) 00
aV2=_iLi_??m_|fZ C: V dp y(cos y_)sin 6d6dg

v+3
A l(Kugel)
a? m(ﬂ C a.\v
I e p—
a
Al(Kugel)

Im zweiten Integral hat man sogleichr = a, zu setzen.

Man erhélt zusammengefalt:

(34) aV, = ( P, (cosy,) [——— + c0520] sin 6d0db
,/_ a v+3

AI (Kugel)
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Wir setzen cos? 6 = NP Pg (cos 6) + 1] und entwickeln Pv (cos y,) we-

gen cos y, = cos 0 cos 0, +sin 0 sin 6, cos (¢ - ¢,) mit Hilfe des Addi-
tionstheorems der Kugelfunktionen.

P, (cosy ) = Z PE(cos 6) Pﬁ(cos 0,)cos p(d-¢,)
u=0

Wir erhalten dann fiir r,>a;

r, p=0 3 v+3

Al(](ugel)

2 (2) 00
av2=a1|ﬂ_l Z (/(:l_l)t(l—l—>Pﬁ(cosﬁ)Pﬁ(cos 6,)

(cos p ¢ cos p b + sin p ¢ sinpep ) sin 6d6de

(35) + %(E_I)Vf Pl (cos 6) P (cos 6,) (cos pp cos pp, + sin p ¢

rB
A (Kugel)

sin p ¢ ) Pg (cos §) sin 6 d6 d¢.

Wenn man die Orthogonalitétsbeziehungen (2)beachtet, erhilt man:

4
(36) aV, =—L- (| 2 .37p 0(cos 9,) = V,(KugeD2| ZLPO (cos 4. )
2 . 3 m 3 5 a m 3 2 a

r
a a

= aC (12) Pg (cos ®§2))

wobei 0, = @1(2) und r_ = a ist.

Wir hatten gefunden, daB man V, allgemein so schreiben kann:

a V2 = aCl(z) Pz(cos @1(2))+aC2(2) Pz(cos®é”) + aCa(z)Pz(cos@;”) .
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Auf Grund des soeben erhaltenen Ergebnisses gilt:

(36a) aC (2 = 2 M |M21)] L g, aCL2) =2V1(Kugel)
! 5 3 m 17 %2 e
r, ‘.

Vl(Kugel)

M (22| a ,aC = §_ 1M (23] a,

a V, ist das Potential eines magnetischen Quadrupols. Es 148t sich aus
dem Potential von 3 einfachen Quadrupolen aufbauen. Die dazu gehérigen
Magnetisierungen einer Kugel mit dem Radius a; haben die Richtungen der
Achse des jeweiligen einfachen Quadrupols, an seinem Aquator besitzen
sie den Wert null und sind im iibrigen lineare Funktionen des Abstandes
von ihm:

(2,v) (2,v)
m = M | ’aih'v. v =123
Auch hier ist es angebracht, sich die Magnetisierungen durch Stromsys-

teme an der Oberfliche des Erdkerns erzeugt vorzustellen. Wir benutzen
wieder die Gleichung

- o)
Tigy = ED?I(HZOV | cos@ .

Fiir die Stromdichte léngs eines Meridians erhélt man
37 Tqu = |m;2(;l/)|c0803in0 = %hm:fo.v) |sin26 , v = 1,2,3
Bei der Poldistanz 45° des jeweiligen Koordinatensystems flieBt der

Strom am stérksten, Er ist auf der anderen Halbkugel entgegengesetzt
gerichtet.

Ein einfacher Oktupol hat das Potential

aC(la) Pa (cos (91(3))
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Wieder soll die x-Achse eines kartesischenKoordinatensystems die Kugel-
oberfldche im Punkt @(13) = 0 treffen. Wir setzen als Magnetisierung, die
dieses Feld erzeugen konnte, an

2
(38) mm =§mnf3)(l‘—? - coa) = §mm(3)(c0526 - co3)
a

1

wobei 0 die laufende Koordinate vom selben Pol aus wie @)(3) bedeutet,

Wir bilden
( 2 . _ ->
(38b) V - M =%12|§U(n3)[ X = -a—1|§mnf3)|cose, DivIk = - ,u0~§mm- =

-Iﬂﬁnf”I (cos3 6 - co, cos 9)

An Stelle von (33) benutzen wir:

aV, = - L (2 jgp (o) cosOsinbr? 4, 44 40 +

T12
Vl(Kugel)
|§mn53)l (cos® 9 - co, cos 0) a"'l’cos2 0 sin 6 d do
r

AI(Kugel) 12
und erhalten statt (34)

2|wz (3)|
aVa f p (cosy) ZP (cos6)+( ———-—co )

v+3

A (Kugel)
P, (cos 6) ] sin 0 d6 d¢
Wir ersetzten dabei cos39 = %(2 P3 (cos @) + 3cos §)
Wenn man co, =3 -2 -12-10 =1% setzt und die Orthogonalitétsrela-

8 5 4 20

20 Ztschr. f. Geoph. 22
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tionen (2) beachtet, erhilt man

as I (3] al
aV, = 1"m | 2 .:*_’IPO 6,) =V, (Kugel a1 2-3
3 » 5 (cos @) 1 (Kuge )r |§D? |5

PY(cos8,) = aC¥)P, (cos®(®))

0- ist hier mit ®1(3) zu identifizieren. Man erhilt also

2
aC® = V, Kugeh) M® 222 21 . _,
5.7 44 " 0t

Wir hatten gesehen, daB sich wahrscheinlich V3 aus 7 solchen einfachen
Oktupolen zusammensetzen léBt. Man kann sie sich auch als Stromsysteme
vorstellen. Entsprechend (37) erhalten wir

M 3| (cos26 - L) sino
m 10

Die Stromdichte, fiir die Streckeneinheit des Meridians gerechnet, nimmt
von den Polen aus zuniéichst einmal zu bis zu einem Maximum, das bei cos

0 liegt, durch

cos Om( - 2 sin? Om + cos? 6., —1%) =0

bestimmt.

Die Losung dieser Gleichung ist

cos = 07,60 = 33,2I°

Bei cos?2 6, = 0,1, also 6, = 71,56°, wird die Stromdichte null, um dann
am Aquator des betrachteten Koordlnatensystems in entgegengesetzter
Richtung zu flieBen.

Uber die Stromdichten, die das Dipolfeld bzw. das Quadrupolfeld er-
zeugen kdnnten, geben die folgenden Formeln und Tabellen Auskunft.
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L. Der magnetische Dipol

An seinem magnetischen Aquator gilt nach (29) I¢ = |W¢;1)I und aus
(9) und (29) folgt ad = Vol (a,) -1—2- ]i);ftn‘,”l , wobeir, = a (Erdradius) zu
r

setzen ist, und die Tabelle 9.

II. Die magnetischen Quadrupole

In der Breite von 45° eines jeden von ihnen gilt nach

(37) f¢fn2) = él- [imnfz)l und nach (36a)
4 (2)
@0 o 5-a” -Gy , 722 - 5-a4-C2(2)
pm 2.2.a Vol(a) pm 2-2-a, Vol(a,)’

4 (2)
~ (2,3) 5-a%-Cy

- . Siehe Tabelle 10.
T¢m 2-2-a,Vola) o 0°

Man kann den Standpunkt vertreten, daB diese Veranschaulichungen
rein formaler Natur sind, so wie die Entwicklungen des erdmagnetischen
Potentials nach Kugelfunktionen als rein formale Darstellung angesehen
werden kénnen. Wir sind dagegen der Meinung, daB man diesen formalen
Darstellungen bis zu einem gewissen Grade einen physikalischen Sinn bei-
legen kann. Die Prozesse, mit denen die soeben besprochenen Stromsys-
teme verkniipft sind und die das erdmagnetische Feld letztlich erzeugen,
sind an den Erdkern und seine geometrische und physikalische Struktur
gebunden. Man hat Griinde anzunehmen, dafB der innere Erdkern (auch Zen-
tralkérper genannt [1] ) ein fester Korper ist. Die genannten Prozesse miis-
sen sich also in dem Raum zwischen den Radien a; ~ 3500 km und a,
~ 1400 km abspielen. Dadurch werden ihnen gewisse bevorzugte Ausmale
aufgezwungen, die mit der rdumlichen Konfiguration der fliissigen oder gas-
formigen Schicht des #uBeren Erdkerns vertrdglich sind. So”ist es gewil3
kein Zufall, daB die Finereiedichten e, ,v = 1, 2, 3, ... mit wachsendem
v stark abnehmen.

Einen anderen Gesichtspunkt, der die Ansicht stiitzen kann, da den
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formalen Veranschaulichungen physikalische Bedeutung zukommen kann,
liefert die folgende Betrachtung. Wir nehmen an, daf die elektrischen Stré-
me, die das erdmagnetische Feld erzeugen, durch Bewegungen von Elek-
tronen zustande kommen. Wir nehmen an

dd > 1
— = N « ] = 0 N = ——
(38) : 0, p=p, V- (& e]

( «, ist die elektrische Leitfahigkeit, D die dielektrische Verschiebung)
und setzen voraus, dafl die Yaxwellschen Gleichungen giiltig sind

0B

Jt

V x €

-

Vx@ =@+]
dt

Daraus folgt bekanntlich

22 3
(39) Vi =k, e

Die Stromsysteme, die uns zur Veranschaulichung des erdmagnetischen
Feldes dienten, wiesen keine j,—Komponente auf.

Stromfelder von diesem Typus nennt man nach Elsasser toroidal [8] .
Wir werden hier auch poloidale Stromfelder zulassen.

Wir nehmen an, dafl die Stromdichte in einem Raumpunkte des Erdkernes
eine periodische Funktion der Zeit ist. Das kann aus den Beobachtungen
nicht ohne weiteres herausgelesen werden. Wenn aber einmal geniigend
lange und zuverldssige Reihen von Potentialentwicklungen vorliegen, wer-
den wahrscheinlich gewisse Quasiperioden zu erkennen sein, deren Dauer
T o= % zwischen 500 und 2000 Jahren liegen kénnte. Fiir die folgende Ab-
schitzung geniigt es,

]? - ;0 eiZﬂut

anzusetzen. Man erhilt aus (39)
40) (V% = 2mvik py)j, = (VE-k¥)j, = 0

wobei k eine komplexe Zahl ist. Fiir toroidale Stromdichtefelder macht man
bekanntlich nach Lamb den Ansatz
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(41) i, = [txVF(0) ]

wobei F (t) eine skalare Funktion des Ortsvektors ist. Da man (41) auch
schreiben kann

(41a) J, = rot @ F)

sind diese Stromdichtefelder auch divergenzfrei, d.h. es kénnen keine Ra-
dialstréme vorkommen. Poloidale Stromfelder, die auch Vertikalkomponen-
ten aufweisen, findet man durch den Ansatz:

(42) i, = k™ot [txVF, (1))

Auch dieser Ansatz ist divergenzfrei. Irgendein solenoidales Stromsystem
kann man durch Ubereinanderlagerung von beiden Typen darstellen.

Wir zeigen, daB (41a) eine L&sung von (40) ist. Dann ist auch (41) eine
Lésung. Die Rotoroperation kann man mit demOperator (V2~k2) vertauschen
und man erhilt aus (40)

rot { (V2 —k2) (tF(r)) }=rot{ t(VE-k)F(r)+F(r)At

+2VF(r)}l=0

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn F () aus (V2 -k?2) F(t) =0 bestimmt
wird., Wie man sieht, ist auch (42) eine Lésung von (40), wenn man F1 (r)
so bestimmt, dafl entsprechend (V2 - k2) Fi(t) = 0. Fiir F (t) mach
wir den Ansatz

F(x) = Z fn(r) Z P? (cos 0) cos (m¢p + ¢T')

n=]1 m=0

Die Funktionen P(cos 6) cos(m¢ + @T') geniigen der Differentialgleichung

1 d4...

1 9
( sin26 d¢?

+ nn+1Deee =0
sinf d0

sina—"-'—) +
06

wobei die Punkte durch die Funktionen zu ersetzen sind. Die Funktionen
f_(r) miissen dann der folgenden Differentialgleichung geniigen
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r2d?f (r) df (r)
S T + 2r n
drz dr

- [+(n+1) +k2r2]fn(r) =0

Die allgemeine Lésung der Gleichung lautet:

1
g r q r :
fn(l') =T 2 [ AJn_'__;(a—o\/l-) + BNn+-%—(;—(;V1 )}
Dabei ist a, = |/2——1——— gesetzt, das tatsdchlich die Dimension
ﬂKe'p_OV

einer Linge hat, Fiir r+o wichst die Neumannsche Funktion N , 1 iiber

alle Grenzen, so daB sie als Lésung des Problems nicht zu gebrauchen ist.

Die Besselschen Funktionen J .1 erfiillen die Randbedingung f_  (r)
2

=0 fiir r = 0. Um einen Einblick in den Verlauf der Lésungen zu bekom-

men, bestimmen wir die Gr5Be a,.

In Ubereinstimmung mit anderen Autoren [2],[9] (s.a.[27] ) nehmen wir

k =310 [ cm™!] = 3.107%[cm™%sec] (emE) an,

Ko (emE) = 47, v = l, r = 500 bzw. 2000 Jahre. Man erhalt
T

a, = 0,82.107cm bzw. 1,63.10" cm , also
82 km, bzw. 163 km.

-1
. . 2 -
Die Konstante A in f cy=A -r Jn+%(;—‘/‘)
0

wird durch Integration iiber-g- - dr zwischen 0 und 1 bestimmt. Sie hat die-

selbe Dimension wie die schon benutzte Linienstromdichte f¢

Die Zylinderfunktionen mit halbzahligem Index v = n + 1 mit n
2
= 0,1,2,3... sind elementare Funktionen [10]. Nach den bisherigen Aus-
fuhrungen sind besonders die fiir n = 1,2,3 interessant. Sie haben folgende
Gestalt:
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0 = Ar2/2 8 /.,
w

(43) . ) r
fz(r) — Azr_%‘/g‘[sm(a—;)\/;)(— 1+%T)— 3 cos ({Ta_o) ].
WeE \E (Ve

Wir brauchen die Lésungen nur an der Obergrenze des Erdkerns, also

fiir Argumente ;— >> 1. In diesem Bereich erhilt man
0

fl(r) = - Alr—zl\/—f.c_oj(a—o\/;;)_, fz(r) ~ — A2 r_%\/zsm (ao‘/—l‘)'
= =

Das sind besondere Fille der allgemeinen asymptotischen Darstellung der
Zylinderfunktionen [11]

JA(Z) = \/ﬂzzcos (Z _._)\2_” __127) +0 (|Zl—3/2)

Sie liefert fiir n = %

: cos (- )
Yolial N0
T VT

N~

f(0) ~ Ay e

Nach unseren bisherigen Ergebnissen ist a , das von v abhéngig ist, fiir
verschiedene n verschieden. Im iibrigen haben die Funktionen sehr &hn-
liche Gestalten. Es gelten

-1

: T 2
i1/2=e'4=%-\/'§'-(1+i),i =(1—i)-%~\/_2_'
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.
(1/4 = e°8 = 0,9230 + i 0,3827
-1/4 = 0,9239 - i 0,3827

Man erhilt der Reihe nach die Realteile

0

\/5“0 0,9239.:03(%\/?;—0)@0@ (gﬁ;—) - 0.3827
- A
1 m

R(f,(0) =

r

i (b o (37

zo 0,923 sin( 1T 5608 (4V2)+0,3827
0

R(f,(r) = - A, 2
m

r

o /3 7]

r

0,9239 cos (% \/_'

o 4, VS oo (475 o

g

sin (3 VE-)8in (3 V2 )

0

r

Man wei8 ferner, daf fiir sehr groBe Argumente gilt

N

@05( \/“‘r ) =6in(%ﬁ§;) =~ e ﬁaLo

so dafl man schlieBlich gewinnt:
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A /2 1./
R(£,0) = 1,/ "2 VZa (0,9239 cos (;ﬁg—) - 0,3827
r m 0
: 1 r
sin( V7))
f2a” 1/7L 0,9239 sin (%ﬁ%)+ 0,3827
0 o2V “°% 0
R(f,(0)) = +A, L e a, .
cos( 1 v TE- )
2 0
r
(44)

1 r .
57 L5 0,9239 cos(-f\/_2‘—)-—0,3827
R, () = +A3\/i ez\/ a %o
w

r

cos (FV2E)

r

An den Losungen (44) (und auch an den Lésungen (43) )ist zu erkennen,
daBf (r) in den Absténden 7 ao\/—z_: d.h, in Absténden 362 km bei r = 500
Jahre, bzw. 725 km bei 7 = 2000 Jahre Nullstellen hat, Die Maximalwerte
in den einzelnen Intervallen nehmen jeweils auf 1/23 ab, wenn man sich
von auflen in den Erdkern hinein bewegen wiirde. Es ist naheliegend anzu-
nehmen, daB die stidrkste Stromdichte, die das sich periodisch &ndernde
Erdfeld erzeugt, ziemlich dicht unter der Oberflache des Erdkerns flieBt.
Der induzierte Gegenstom flieBt dann in der Tiefe /27 a,, aber seine
Stromstarke betrdgt nur 1/23 der primédren. Die primdre Stromdichte wird
etwa auf 1/4 dieses Intervalles, also auf die Tiefe a_, beschrénkt sein,
so daB die im vorstehenden gemachten Veranschaulic?nmgen mindestens
fir V, und V, einen physikalischen Sinn haben. Die Ableitung der Glei-
chungen (44) “zeigt, daB auch die poloidalen Stromdichtefelder eine mit
V2 a schalenformige Struktur haben miissen, soweit sie als periodi-
sche Funktionen der Zeit angenommen werden. Man kann sich ihre Strom-
faden etwa wie die Stromlinien sehr flacher Bénard- Zellen vorstellen.

21 Ztschr.f. Geoph. 22
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Wie in [8] ausgefiihrt, sind die dazugehsrigen Magnetfelder toroidal und tre-
ten nach auBen nicht in Erscheinung.

Zu den Ausfiihrungen muf} einschréinkend gesagt werden, daf3 die Schliis-
se nur richtig sind, wenn die Bewegungen der Materie bei den Ableitungen
zu vernachlissigen sind. E. C.Bullard [ 21] hat aber iiberzeugend gezeigt,
daf3 die Energiequelle fiir das Entstehen des erdmagnetischen Feldes Kon-
vektionsstrdmungen der Materie des Erdkern sein miissen,

Wir fassen zusammen. Wenn die Materie des Erdkerns als unbewegt, in
ihr eine homogene elektrische Leitfahigkeit und die Giiltigkeit der gewdhn-
lichen Maxwellschen Gleichungen angenommen wird, haben die vorn darge-
stellten Veranschaulichungen einen physikalischen Sinn. Dabei bleibt aber
die Frage offen, wie die genannten elektrischen Stréme in die Wege gelei-
tet und unterhalten werden.

C. Uber die hydromagnetischen Theorien des

erdmagnetischen Hauptfeldes

Man ist im allgemeinen geneigt, das fundamentale Ergebnis von E.C.
Bullard mit den Hilfsmitteln der Hydromagnetik zu behandeln. Ihre Dif-
ferentialgleichungen bilden eine Koppelung der hydrodynamischen Dif-
ferentialgleichungen mit den Maxwellschen Gleichungen. Wir setzen die
Navier-Stokeschen Differentialgleichungen in der folgenden Form an:

45) 28 4« (0 - V)b = O+ 17 xB]- 218 xp] - Lvp
ot PP P

+AV2Zp + Ay (V. p)
P 3p
(Bewegungsgleichungen)

d
'Jt£+V(pb) =0

(Kontinuit#tsgleichung) ;
- .
 ist der Vektor der Rotationsgeschwindigkeit der Erde,

Bekanntlich sind die allgemeinen Gleichungen der Kontinua immer rich-
tig, wenn fiir die eingeprégten Kréifte und den Spannungstensor geeignete
Ansitze gemacht werden.

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen ist von der Stokeschen
Hypothese iiber den zweiten Koeffizienten der kinematischen Zahigkeit Ge-
brauch gemacht worden.
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AuBerdem wurde angenommen, daB sich die Normalspannungen auf Vp
reduzieren und der Ansatz von Newton (Stokes) geeignet ist, wonach die
Tangentialspannungen dem Geschwindigkeitsabfall proportional sind. Die-
ser Ansatz zeichnet sich durch seine Einfachheit aus und ist schon des-
halb gerechtfertigt, weil unsere Kenntnisse von der Struktur der Materie
des Frdkerns sehr gering sind.

Fiir die dynamische Zahigkeit n nimmt E. C. Bullard [2] , damit die Rei-
bungskrifte zwischen Erdkern und Erdmantel klein bleiben , an

cm sec secC

2
n= 10“2[_E__J =10"2[poise], v* =L =~ 10'3[.°l]= 103 [stok 1.
[

Haruo Miki [9] kommt auf Grund sehr eingehender Untersuchungen zu dem
Ergebnis, daB fiir einen flissigen Erdkern

7 ~ 1072 - 107! [poise]l , mit & = v* ~ 1072 + 1072 [stok],
p
fir einen gasfdrmigen

n = 1073 [poise ], mit v* = 1074 [stok ] zu setzen ist.

Diese Angaben stimmen gut iiberein. Als Vergleich seien angegeben

n (Luft) = 1,8.107* [poise] , = v* (Luft) = 0,14[stok]bei 20°C

1

p
n (Wasser) = 1,06.10"%[poise], g— = p* (Wasser) = 1,06.10~2 [stok]
bei 18° C.

Einander widersprechende Angaben macht S.K. Runcorn. In [12] wird
7 <106 [poise] angesetzt, wihrend in [13] % ~ 10*6¢ [stok] angenommen
wird, Eine Begriindung wird nicht angegeben. Aus der Anwendung ist aber
zu erkennen, daB in [13] der turbulente Reibungsterm gemeint ist. Als Ver-
gleich mdge dienen, daB der vertikale Austauschkoeffizient in der Atmos-
phére ~ 10+3 [_cr_n_"T, der horizontale = 10+8 [.g.glﬂ ist, ([13a]) . Die An-

sec
nahme von S. K. Runcorn in [13] erscheint daher plausibel,

In einer Strdmung mit der kinematischen Zahigkeit v* ~ 103 [%g‘ci]
sind die Geschwindigkeitsprofile stabil, deren Héhe d durch die kritische
Reynoldssche Zahl R =~ 1200 (fiir Rohre mit dem Halbmesser d) gegeben

wird,

e krit
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d _ Re krit .
krit v

Fiir v entnehmen wir den Ausfiihrungen von Elsasser [1] den Wert v = 0,1
cm/sec.

Man erhilt etwa dkm ~ 10 cm.

Wenn man dazu gefiihrt wird, groBere Werte fiir v anzunehmen, wird d kleiner.

In Bereichen von etwa 20 cm Durchmesser kdnnten nach den oben ange-
gebenen Werten die Strgmungen am Erdkern laminar sein. In den Bereichen
in denen die Konvektionen stattfinden (! = 1000 km = 108 c¢m nach [13]),
ist sie sicher turbulent. In Grenzschichten mdgen immerhin Werte von | V2 |

~ 0,1[ 1 ]vorkommen. Der Term |1*V%b| ist dann von der GréBen-
cm sec

ordnung 1074, also vergleichbar dem Term der Coriolisbeschleunigung
2|18 x o] = 21075,

Wenn man die grofr&umige ausgeglichene Bewegung betrachtet, &ndert
sich das Bild vollkommen, In der freien Strémung ist die Reibungsbeschleu-
nigung v*V 2 p neben der Coriolisbeschleunigung ganz zu vernachlassigen.

S. K. Runcorn hat ahnliche Uberlegungen auch fiir die anderen Kraftedich-
ten pro Masseneinheit angestellt und gefunden, da sie alle neben der Co-
riolisbeschleunigung zu vernachlassigen sind [13]. Er folgert daraus im An-
schlufB3 an J. Proudman [14], daB die Bewegungen der Materie im Erdkern aus
einer Anzahl von zylindrischen Wirbeln bestehen, deren Achse parallel zur
Drehachse ist. Man kann das fiir Bewegungen ohne elektromagnetische
Krafte leicht folgendermafBen einsehen. Wir gehen von den Gleichungen
(45), die auch fir die turbulenten Zusatzbewegungen gelten sollen, zu de-
nen der ausgeglichenen Bewegung iiber, die quasistationdr verlaufen, indem
wir den Operator

+.7'

2
-f-.(t) = / f(t+ 0)doauf die Gleichungen (45) anwenden,

—r
2
Man erhilt bekanntlich

) - -» T
(46)—-F—+ (F-NF=F -200x5] + L[] xB)]-1yp+
at p P

+V(A* . VD),
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%}* ist die ausgeglichene Kraftdichte pro Masseneinheit, 2* der kinema-
tische Austauschtensor. Auf diese Gleichungen beziehen sich die Uberle-
gungen von S. K. Runcorn. Wir lassen zundchst die elektromagnetischen
Krafte auBer acht und gehen zur Wirblichkeitsgleichung fiir & --l-rot P iiber,
Wenn wir noch

(-V)F =—B><(V><F)+%VF2 und

A* = Conit im ganzen Raum setzen, erhalten wir aus (46)
g—t‘z-Vx('ﬁ'xZ’) = - 2[0x Z]-%[V%xwﬂ A V2D
P

=*
Fir die Kraftdichte & wurde dabei die Existenz eines Potentials angenom-
men. Indem wir fiir

EH

dp _ (E) - V)b setzen, erhalten wir

-V x@®xd)=(F - VS + it

(47)—01é (3-V)F - &’)%‘:1-2[Qx "’]—l[levp]+91*.v2*

Die Glelchung (47) sagt aus, daB 5 Quellen fiir die Verdnderung der Wirb-
ligkeit eines Fliissigkeitsteilchens der ausgeglichenen quasistationiren
Strdmung in Frage kommen.

1) Den Ausdruck (& - V) ¥ kann man als Vektor auffassen, den die lo-
kale Dyade {V B} dem Vektor & zuordnet, Dieser Term stellt das Wechsel-
spiel zwischen den Translations- und den Rotationsgeschwindigkeiten dar,
Durch Strecken der Feldlinie des & -Vektors wird die Wirbligkeit vergros-
sert, durch Stauchen verkleinert.

2) —cu—-e-zelgt, wie auch Dichtednderungen zur Wirbligkeit beitragen
kénnen,

3) Ferner kénnen nicht konservative Kraftsysteme zur Wirbligkeit der
Strémung beitragen, wie der Term Z[Q x 3] zeigt.

4) Im Sinne des Bjerknesschen Theorems kann Wirbligkeit entstehen,
wenn der Term %[V-bx VP ] von null verschieden ist.



166

5) Durch die _innere Reibung kann Wirbligkeit vernichtet werden, wie
der Term A* - V2 & zeigt. Sie kann auch an Grenzschichten entstehen.

Wir wollen uns mit dem stationdren Zustand der ausgeglichenen Stré-
mung befassen, wie er sich an den oberen 2000 km des Erdkerns und ver-
gleichsweise in den Atmosphdren der Sonne und der Planeten ausbildet.
Wir nehmen dabei an, daB p(r) und p(r) gegeben sind, so daB eine Barotro-
piebeziehung p = p(p) besteht. Diese ist in der Atmosphére der Sonne an-
scheinend gut, in der Erdatmosphére nicht ganz und wahrscheinlich in den
oberen 2000 km des Frdkerns bis auf eine auflere Schicht gut erfiillt. Wir
werden darauf noch eingehen. Dann wird der vierte Term gleich null.

Auch der fiinfte soll voraussetzungsgemiB vernachléssigt werden. Durch
turbulente Reibung soll keine Wirbligkeit vernichtet werden. Die Entste-
hung von Wirbligkeit an Grenzschichten durch innere Reibung soll eben-
falls vernachldssigbar klein sein. Man weiB, daB dann die Materie mit den
Wirbellinien fest verbunden bleibt. Das Wechselspiel der Prozesse, die
durch die Terme 1 und 2 auf der rechten Seite von (47) dargestellt wird, hat
dann langsame Schwankung in der Verteilung der Wirbligkeit zur Folge.

Den stationéiren Zustand, den wir jetzt betrachten wollen, denken wir
uns durch Mittelung iiber so lange Zeitrdume entstanden, daB man auch die-
se Schwankungen vernachldssigen kann. Die Bewegungen werden sich
senkrecht zu den Richtungen des Schwerevektors einstellen (‘‘horizontale‘*

Bewegungen), d.h. es wird gelten ? = 0. Wenn ferner die Bewegung léangs
t

Linien verlduft, auf denen & = Con|t , ist, so wird auch g—&”= 0. Der Aus-
t

druck (a:) - V) b verschwindet ebenfalls, wenn diese Linien mit den Linien
b = G@onft, zusammenfallen. Der stationdre Zustand, der eintritt, wenn
A = o, [V,%x VP] = O und die Stromlinien “‘horizontal’’ gelegen sind

und mit den Linien & = Conft; und b = Consty iibereinstimmen, ist
durch den Ausdruck ‘

=0

1S]

(48) [6 X

gekennzeichnet. Die Wirbelvektoren sind alle parallel dem Vektor der Erd-
rotation gerichtet. Die Bahnen der “‘ausgeglichenen’’ Fliissigkeitsteilchen
sind dann Kreise um die Rotationsachse. 9y , die Tangentialkomponente der
Geschwindigkeit, ist allein von null verschieden; sie ist langs eines Krei-
ses konstant. p ; kann eine Funktion von r und 6 sein, wenn die Rotations-
achse als Achse eines Kugelkoordinatensystems angesehen wird. Zwischen
diesen Stromlinien besteht ein turbulenter Impuls- und Wéarmeenergieaus-
tausch nach allen Richtungen.
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Eine solche Stromung scheint in der Atmosphire der Sonne sehr gut aus-
geblldet zu sein. In der Atmosphére der Erde ist dagegen zu beachten, dafl
in gleichen Aquipotentialflichen der Schwere ein Temperaturgefille vom
Aquator nach den Polen vorhanden ist. Auch in zylindrischen Systemen,
wie z. B, in der Aquatorebene des Erdkerns, kommen Temperaturgradienten
senkrecht zur Achse der Rotation vor. Solange sie nicht allzu groB sind,
wird durch turbulenten Warmemengenaustausch ein stationdrer Zustand er-
reicht. Wenn allerdings die Temperaturgradienten gewisse GréBen iiber-
schreiten, die durch eine kritische Rayleighsche Zahl gekennzeichnet wer-
den kénnen, bilden sich, wie R. Hide ([13], [15]) experimentell gezeigt hat,
statt der rotationssymmetrischen Form der Strahlstrsmung andere Formen
aus. (Strahlstrémung = jet-stream) Die Strahlstrémung pendelt nunmehr zwi-
schen erhitztem inneren und gekiihltem &uBeren Zylinder (man kann die An-
ordnung auch umkehren) in 2,3,4 oder 5 Schleifen hin und her, je nach der
GréBe der Rossbyschen Zahl

1(p - V)t:[ _ _Tragheitskraftdichte
| 208 x v]| Corioliskraftdichte.

Wenn der gekiihlte Zylinder sich innen befindet, kdnnen die Ergebnisse
auch auf die Umgebung der Pole der Erdatmosphére iibertragen werden. Wenn
man die langjdhrigen Monatsmittel der 500-mb Fliche betrachtet, erkennt
man, daB hier auch Strahlstrémungen mit einer Schleife vorkommen. Bei
Rossbyschen Zahlen, die sehr klein gegeniiber der kritischen Rossby-
schen Zahl sind, werden die Schleifen instabil und es bilden sich zeitwei-
se geschlossene Wirbel. Das muB vor allen Dingen bei den gréBeren Poldi-
stanzen in der Erdatmosphiére eintreten.

Uber die Strémungsverhéltnisse im Erdkern, soweit die elektromagne-
tischen Kréfte vernachldssigt werden kénnen, machen wir uns nach den vor-
stehenden Ausfiihrungen folgendes Bild, In den zur Rotationsachse senk-
rechten Ebenen in der Umgebung des Aquators stellt sich in den oberen
1000 - 2000 km des Erdkerns'eine ausgeglichene Strémung mit verschwin-
denden Komponenten in Achsenrichtung ein. Sie pendelt in Maander-Form
zwischen der Obergrenze des Erdkerns und dem inneren Kern hin und her.

Es wird oft angenommen, daB diese Strahlstrémung nicht m#andert und
eine by -Komponente, die nach Westen gerichtet ist, besitzt. Dafiir sind
mehrere Argumente anzufiihren:

E.C.Bullard [21] sagte, daB wegen der Erhaltung des Drehimpulses d9
= dm[r x v] fiir ein Massenteilchen in einer turbulenten reibungslosen Fliis-
sigkeit die #uBeren Teile sich langsamer als die inneren drehen miifiten.
In den oberen Schichten des Erdkerns miifite sich also eine Westwirtsbewe-
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gung gegeniiber dem Erdmantel einstellen. Wenn man nun ferner nach Elsas-
ser und Bullard die Annahme macht, daB die Feldlinien der magnetischen
Feldstidrke wegen der hohen elektrischen Leitfahigkeit in die Materie “‘ein-
gefroren’’ seien, so kann man aus der Westwirtswanderung des Erdmagne-
tischen Feldes die im Erdkern auftretenden Horizontalgeschwindigkeiten
erschlieBen. Auf diese Weise ist die’ im vorstehenden angegebene Ge-
schwindigkeit von 0,1 cm/sec zustande gekommen.

Folgende Ergénzung ist zu machen.

Die Geschwindigkeiten des Spektrums fiir die aufsteigenden Stréme der
nicht ausgeglichenen Konvektion sind im Durchschnitt etwa 2 bis 3 mal so
groB wie die des Spektrums fiir die absteigenden Stréme. Wenn die aufstei-
genden Strome grofBere Ausmafle annehmen, erhalten sie durch die Wirkung
der Coriolisbeschleunigung eine westwiirtige Komponente. Dieser Effekt
untergribt die Giiltigkeit des Satzes von der Erhaltung des Drehimpulses,
weil auf der rechten Seite der Gleichung

- ¥,

v=1

die Summe der Momente nicht verschwindet. Der zu erwartende Effekt wird
aber verstarkt, Wie weit die magnetischen Feldlinien in die Materie ‘‘ein-
gefroren’’ sein kdnnen, werden wir sogleich ersrtern.

DaB eine b4 -Komponente in westwirtiger Richtung im Erdkern vorhan-
den ist, scheint auch aus den Experimenten von R.Hide hervorzugehen

(s. auch [15a] ).

Die Beobachtung der Wanderung der Sonneflecken zeigen dagegen, daf3
wenigstens in der Photosphére der Sonne in der Nahe des Aquators eine
verstirkte ostwirtige Drift vorhanden ist, und auch in der Atmosphire der
Erde und der Planeten ist im Mittel iiber lange Zeitrdume eine ostwirtige
Strahlstrémung zu beobachten. Das folgt nach Rossby [16], wenn der hori-
zontale Massenaustausch den .vertikalen um GréBenordnungen iibertrifft und
dabei eine starke Erhaltungsneigung fiir die radiale Komponente des Wirbel-
vektors angenommen wird. In einer reibungsfreien Fliissigkeit wiirde der
Wirbelvektor eine konstante GrofBe sein. Auch wenn grofrdumige horizontale
Konvektionsstréme vorhanden sind, werden diese Uberlegungen noch gel-
ten, wenn der horizontale Massenaustausch den vertikalen bei weitem iiber-
trifft. Wir meinen, dal3 sie auf die obersten Schichten der Materie des Frd-
kerns anwendbar sind.

Wir wollen zeigen, daB dort ein Temperaturgefalle vom Aquator zu den
Polen vorhanden sein mufl. Die soeben geschilderten Konvektionsstréme in
den zur Rotationsachse senkrechten Fbenen sind wahrscheinlich vorhanden.
R. Revelle und W. Munk[17] schlieRen vom astronomischen Standpunkt aus,
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daB die sikularen Schwankungen der Rotation der Erde auf Bewegingen

im Erdkern zuriickzufiihren sind. Wegen der Schwankungsdaten (s. [6] oder

[19] ). Die nahezu rhythmisch verlaufenden Schwankungen A7 der Dauer der

Erdrotation in (,s[,—ef-) konnte ein MaB fiir die Stérke der Ausbildung der Kon-
g

vektionsstrome sein.

Um der Theorie von E. C. Bullard [8],[21] gerecht zu werden, kénnte man
ein zweiblittriges Konvektionsstromsystem annehmen, das in der Aquator-
ebene léuft. Man hat aber zu beachten, dal dann erstens die exzentrische
Lage des erdmagnetischen Dipols unerklérbar bleibt, wenn man nicht an-
nehmen will, daB3 die Rotationsachse der Materie des Erdkerns mit der des
erdmagnetischen Dipols iibereinstimmt. Das ist aber deshalb nicht méglich,
weil zwischen den Anderungen von A7 und der Lage und Intensitit des Di-
pols keine Korrelation zu bestehen scheint. (s. Abbildung 14). Ferner zeigt
die Bewegung des erdmagnetischen Quadrupols, dal keine groBe Materien-
bewegung mit ihr verbunden sein kann, weil ebenfalls keine Korrelation
zwischen A7 und seiner Lage zu bestehen scheint. AuBlerdem sind die Be-
wegungen des Quadrupolfeldes keineswegs auf Ebenen senkrecht zur Ro-
tationsachse beschrinkt, sondern weisen erhebliche meridionale Kompo-
nenten auf. Die Materienbewegungen, die das Quadrupolfeld erzeugen, miis-
sen also auf eine so diinne Grenzschicht an der Oberfldche des Erdkerns
beschrinkt bleiben, daB ihre Wirkung die Erdrotation nicnt beeinfluBt,

In dieser Grenzschicht miissen, wenn das soeben entwickelte Bild rich-
tig ist, folgende Verhiltnisse herrschen. In der Umgebung des Aquators
vom Erdkern sammelt sich Wdarme an, weil die Konvektionsstrome, die im
Innern flieBen, die Umgebung der Pole nicht erreichen. In der Grenzschicht
sind die Reibungskréfte nicht zu vernachlidssigen, so daB sich ein intensi-
ver horizontaler Austausch entwickelt und sich sogar eine horizontale
Strahlstrmung ausbildet. Die Ahnlichkeit zum ausgeglichenen Stromfeld
der Erdatmosphire ist iiberraschend, wenn man davon absieht, daB im Erd-
kern keine dquatoriale Weststromung vorhanden sein wird, Wir haben hier,
wie etwa in der Sonnenatmosphire, relativ so starken horizontalen Aus-
tausch anzunehmen, daB die Strahlstrdmung am stérksten in der Umgebung
des Aquators ausgebildet ist [22]. Die Konvektionsstréme des tieferen Erd-
kerns greifen unmittelbar nicht in diese Grenzschicht ein. Zwischen den
hoheren und tieferen Breiten der Grenzschicht bildet sich eine horizontale
Strahlstrmung mit einem Blatt aus. Es ist klar, daB dieses Bild nicht mit
den Voraussetzungen der eleganten Theorie von H. Takeuchi und Y. Shimazu
([231, [24],[25],[25a]) vereinbar ist. Bevor wir dazu iibergehen, wollen
wir die bisher vernachlissigten elektromagnetischen Krifte betrachten.

Zu diesem Zwecke wird das Gleichungssystem (45) durch die folgenden
Gleichungen erginzt [18], [26] :

22 Ztschr. f. Geoph.
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(49>V><es=-%?,vxb=},v-sa=o,v-sb=o,

B=p,D=cC,j=x (E+[px8])

D = Verschiebungsvektor

Wenn man eine Reihe von GroBen eliminiert, erhilt man (eine ausfiihrliche
Diskussion s. [26] )

a—?-= [Vx[b xB]] +AV2R

(50) J
40 _ g+ 4 L [[VxBI xB1+v* Vi + LV (V.p)-Lvp
dt pp 3 P
Dabei ist A =-1 , also in em Einheiten mit
pK,
,1, = -L A = ———1—
Fo 4wy K,

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes erhalten wir analog zu (47)

(51) - [Vx[bxB]] = -V)B+B(V-p)-(B-V)b.

Wir beschrénken uns zunéchst auf kleine Bereiche, in denen V - b = 0 ge-
setzt werden kann. Dann heiBt die erste Gleichung von (50)

(52) %t&= (B-V)b+AV2H

Kann der zweite Ausdruck neben dem ersten vernachldssigt werden, wann
gilt

A
<< 17?
(52a) -

L ist dabei eine kennzeichnende Linge.
A wird klein, wenn die Leitfshigkeit x, groB wird, Wir nehmen gemif
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[27] K, = 10~5 (emE) als obere Grenze an, L ~ 10 cm als Halbmesser
kleinsten Turbulenzkdrpers v ~ 0,1 cm/sec, p’ = 1. Wir erhalten

A 1 4
= = 10 .
v-L 01 - 10 - 47 - 10-5

Die Bedingung (52a) scheint in keiner Weise erfiillbar zu sein. Sie ist aber
die Voraussetzung dafiir, daB Analoga zu den Helmholtzschen Wirbelsétzen
aus (52) abgeleitet werden, die aussagen wiirden, daB die magnetischen
Feldlinien in die Materie eingefroren sind. Dieses Ergebnis betrifft aber
noch nicht den Ansatz von Elsasser und Bullard fiir groBrdumige Bewegun-
gen, Nehmen wir diese als im wesentlichen horizontal verlaufend an, so
daB auch V - § = O gesetzt werden kann, so ist nach Czada [28] X in
(52a) durch eine andere GroBe zu ersetzen. Wir setzen in der ersten Glei-
chung von (50)

b=5+b’,%=8+%’mit?=0,%’=0

wobei die Querstriche zeitliche Mittelwerte iiber eine hinreichend lange
Dauer bedeuten sollen.

Wennman in (50) zu den zeitlichen Mittelwerten iibergeht, erhilt man

(53) %= [(Vx[BxB]] +AV2B+[Vx[p' xB']1]

Mit Hilfe des Prandtschen Ansatzes iiber den Mischungsweg kann man setzen

B =-(I-V)-B

und [0’ xB1=-[0" x(_ - V) Bl=-[{p’-1}vxB]

{o’ . f } soll das tensorielle Produkt der beiden Vektoren darstellen.

{o’ f } = (Aik) ist der kinematische Austauschtensor.

(0’ xB'] = -~ (A,) rat B
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Wegen div B = 0 erhidlt m m weiter
(53a) [Vx[b’ xB']] =- (Aik) v? B und statt (53)

g_?= [Vx[5xB1] + (A+(4,)) V2B

Wenn man hofft, aus dieser Gleichung eine Information iiber die Grife
von (Ajy) zu erhalten, wird man enttduscht. Nach [29] kann man fiir den
kinematischen Austauschtensor schreiben

(54) (A, = (v/'v') oy (nicht summieren).
R 2
Wenn wir v v, > = 0,01 [ c_m_] s @), die Erhaltungstendenzen, zu 10 Jah-
sec? !

ren = 4 - 108 sec als obere Grenze annehmen, erhalten wir
6
Ay) = 4 - 10°%,
etwa in Ubereinstimmung mit den Annahmen von Runcorn iiber v*.

A erhalt fir x, = 1075 [emE ] folgenden Wert

1

A =————=~ 8.10" undfir«,3-107°[emE]
471078

A= ! ~ 2,6 - 10°.
3-.47 1076

Es ist aber undenkbar, daB8 ein so langsamer turbulenter Massenaustausch
die elektrische Leitfahigkeit beeinflussen soll, Der Fehler der Betrach-
tung liegt in der Voraussetzung, daB B bei den turbulenten Zusatzbewegun-
gen mit der Materie bewegt, also ausgetauscht wird, Wir haben das (A;})
fir die magnetische Feldstérke zu benutzen, das nur einen geringen Bruch-
teil desjenigen fiir den Impulsaustausch (der Impuls ist eine Erhaltungs-
gréBe) betrdgt, Wenn wir also (52a) in den Zahler das obenstehende A set-
zen, fiir v den von Bullard [1] angegebenen Wert von
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v = 3 . 10"2["1J
secC

so wird bei einer Lénge von L. = 2km

A 4
: 8 * 10 13.

=~ =

v.L 3.102.2:10°%

Man kann auch nunmehr nicht annehmen, daB die magnetischen Feldlinien
in die Materie ‘‘eingefroren’’ sind.

Die Linge L = 2 km entnehmen wir einer Arbeit von Runcorn [21], Darin
wird von der auf E. C. Bullard zurtickgehenden Voraussetzung ausgegangen,
daB im Erdkern ein starkes toroidales Magnetfeld B, als Primérfeld vor-
handen ist, Durch die Bewegung leitender Materie in diesem Felde wird das
Sekundérfeld B, erzeugt, das mit dem an der Oberflédche der Erde meBbaren
Feld zu identifizieren ist. Die effektive Geschwindigkeit b, der Materie ist
von der GréBenordnung L. -+ », wo o eine Winkelfrequenz darstellt, die fiir
die Feld- und Geschwindigkeitsénderungen von 8B, typisch ist und L eine
typische Linge (Tiefe) angibt. Es wn'd angenommen, daB w, L, &, (die Leit-

lol

der Dimensionsanalysis zu schlielen, dafl

fahigkeit) allein das Verhéltnis bestimmen, Dann ist mit den Mitteln

(55) |$ll - L2 a .l.
EX f [(L*w «, )*] gilt

Runcorn folgert nun aus dem Spektrum der Sakularvariationen des erdmag-
netischen Feldes, daB a= L und L2 x = 6,5 - 104 [emE] sein muB. Mit
k, =3 + 1076 [emE ] folgt daraus

e
L2=3.10°, L=18-10°cm=1,8km.

A

Wir finden, daB der Ausdruck — erst geniigend klein wird, wenn L von der

v
GrBenordnung 1000 km wird, Das ist bei |w,, | =~ 4 - 102 und |v| =~ 0,1 em
sec ungefahr die Liange des Mischungsweges. Dann erst kann man anneh-
men, daB die Magnetfelder und die Materiebewegungen des ausgeglichenen
Systems fest miteinander verbunden sind.
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Ein anderes fiir die Hydromagnetik typisches Ergebnis ist die Méglich-
keit, da3 in bewegten gut leitenden Fliissigkeiten spontan Magnetfelder ent-
stehen koénnen. Der ProzeB, der zuerst von Batchelor [26] beschrieben wur-
de, kann sich bei giinstigen Bedingengen so stark auswirken, daf ein gros-
ser Teil der Bewegungsenergie in die Magnetfelder flieft, die die Bewe-
gung sehr stark beeinflussen. Die Voraussetzung dafiir ist, wie Lundquist
sehr allgemein gezeigt hat (18] , daB die Batchelorsche Zahl

Ba = yxey*>1

sein muB. In em-Einheiten ist p = po = 4 7 zu setzen, k, = 3 . 1075,
v* = 1074, Es ist ausgeschlossen zu folgern, daB sich in der turbulenten
Strsmung des Erdkerns, auch in der Grenzschicht zum Mantel, auf diese
Weise Magnetfelder entwickeln kénnten.

Die Antwort wiirde wesentlich anders ausfallen, wenn wir von dem aus-
geglichenen Strémungszustand ausgingen. Dann wiirde v* durch (A;,) zu er-
setzen sein, Mit einem Wert von [(A;,)| = 106 = 107 wiirde das Krite-
rium erfiillt sein, Das kann man als Rechtfertigung der Ans#tze von Elsas-
ser, Bullard, Takeuchi und Shimazu ansehen. Wenn im ganzen Raum des
Erdkerns die ausgeglichene Strémung betrachtet wird, konnte ein Magnet-
feld sich selbst erregen. Dann wiirden, wie gezeigt, seine Feldlinien in die
Materie ‘‘eingefroren’’ sein.

pe

S. Lundquist hat ferner geschlossen, dal die gegenseitige Beeinflus-
sung zwischen den hydromechanischen Bewegungen und den elektromagne-
tischen Feldern groB ist, wenn

(56) Lu = | Ll Kq \/-—pE>> 1.

2
Wir setzen in em E 8| = 4", x, =3 . 1076 [ﬂ-], p=py=4m, p =11

secC

§m—] und finden, daB Lu>> 1, wenn L., = 1000 km und mehr.

cm

Modelle wie die soeben genannten kommen aber in Wirklichkeit im Erd-
kern nicht vor. S. Runcorn [13] hat gezeigt, und es ist leicht nachzupriifen,
daB die Corioliskréaftedichte mindestens 102 mal so groB ist wie die elektro-
magnetischen Kraftdichten, Wenn wir in em E eine gréBte Stromdichte von
3 . 1078 annehmen (d.h. 3 em E Stromeinheiten/cm auf 108 cm = 1000 km
Tiefe verteilt), so ist mit |p| = v = 0,1 cm/sec
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2[0)(”]_1_ 10—5 ~ 2. 102.

IS 1077
p

Man mul also auch bei dem Vorhandensein elektromagnetischer Felder
und ihrer riickgekoppelten Wirkung annehmen, daB die Corioliskraft die
Bewegung der Materie bestimmt. Das Magnetfeld der Erde miifte dann aus-
schlieBlich eine Drift entlang der Breitenkreise zeigen. Das entspricht
nicht unseren Ergebnissen. Wie bereits gesagt, kann man auch nicht die
Achse des Dipols als Rotationsachse ansehen. Das von E.C.Bullard ange-
gebene Konvektionssystem von zwei Quellen und zwei Senken liegt zwar
nach unseren Auswertungen ungeféhr in einer Ebene, aber diese richtet
sich immer mehr gegen die Aquatorebene auf.

Wir meinen, daB man aus den Bewegungen des erdmagnetischen Feldes
sehr wenig iiber die Bewegung der Materie in den Tiefen des Erdkerns, son-
dern héchstens etwas iiber die seiner oberen Grenzschicht wird aussagen
kdnnen, Die Bewegungen in dieser Grenzschicht héngen nicht unmittelbar
von den Bewegungen im Innern ab. Die mechanischen Bewegungen werden
nicht durch die elektromagnetischen Kréfte beeinflufit. Ob ein starkes pri»
mires toroidales Innenfeld existiert oder nicht, bleibe dahingestellt; es
hat auf die Entstehung des Erdfeldes, das wir beobachten, keinen EinfluB.
Aus diesen Ergebnissen schlieBen wir, daB die hydromagnetischen Gleich-
ungen die Prozesse, die das Magnetfeld der Erde erzeugen, nicht beschrei-
ben knnen.

Diese Uberlegungen werden nicht durch die folgenden Feststellungen
beeintrachtigt, sondern eher gestiitzt, S. K. Runcorn folgert aus dem Satz fiir
die Erhaltung des Drehimpulses fiir die ganze Erdkugel, unter der Voraus-
setzung, daB sich Mantel und Kern der Erde wie starre Kérper bewegen,
das zwischen der Lénge des Tages in Sekunden und der Anderung des Vor-
aneilens des Erdkerns die Gleichung besteht:

(57) 8r =67 -10725Q,,

wenn {1, die Winkelgeschwindigkeit pro Jahr ist. Rechnet man Q; in Radian
pro Sekunde um und berechnet daraus die Geschwindigkeit am Aquator des

Erdkerns in cm/sec, so erhélt man

8r = 0,64 8v,
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Nach Revelle und Munk [17] ist 57 von der GréBenordnung (1 - 10) 1073 sec.
Man erhilt fiir v, = bis 1,1. 102 cm/sec nach Osten. Man schlieBt dar-
aus, daB die Geschwindigkeiten der Drift selbst ebenso groB oder vielleicht
bis zu einer GréBenordnung grofBer sein miissen. Die Westwartdrift des erd-
magnetischen Nichtdipolfeldes betrdgt nach Bullard 0,034 cm/sec. Aus
diesen Feststellungen schlieBen wir, da3 die Bewegungen der Materie nicht
mit der Westwirtsbewegung des erdmagnetischen Feldes identisch sind.

Man darf annehmen, daBl die GréB8e der turbulenten Zusatzbewegungen
im Erdkern noch um eine GréBenordnung gréBer ist als die der ausgegliche-
nen Strémung, Sie diirfte etwa 10 cm/sec haben. Wenn der kinematische Aus-
tauschtensor

2
Apl = H":"U“’n' = 107[‘2‘%1‘6]

(nicht summieren)

angenommen wird, folgt |w;, | = 105 sec = 10 Tage. Das ist aus folgendem
Grund befriedigend. Die Schwankungen der Erdrotation, die auf die Bewe-
gungen der Materie im Erdkern zuriickgehen, zeigen im Laufe von 10 Jahren
schon bedeutende Verénderungen. Die Erhaltungstendenz eines Wirbels muf3
im Durchschnitt gegeniiber dieser Dauer verschwindend klein sein, sonst
wire ein mechanischer Ubertragungsprozef der ausgeglichenen Bewegungen
des Erdkerns mit geniigend kleiner Relaxationszeit nicht denkbar,

Wir haben oben zu zeigen versucht. da3 die Koppelung der Bewegungen
des Erdkerns relativ zu denen des Erdmantels nicht durch elektromagneti-
sche Krifte erfolgen kann, die das erdmagnetische Feld beeinflussen, Die
Frage erhebt sich, ob die Relaxationszeit gering genug ist, in der eine Ver-
anderung z. B. der dquatorialen Geschwindigkeit des Erdkerns dem Erdman-
tel mitgeteilt wird. Wir schreiben die Bewegungsgleichungen fiir die quasi-
stationére dquatoriale Geschwindigkeit an der Untergrenze der Grenzschicht
des Erdkerns, der wir versuchsweise den Dickenwert (im AnschluB8 an Run-
corn) 1 km erteilen.

dv
dt

(58) L= AVE,

Aus der Theorie dieser Differentialgleichung, die die Gestalt der Wéarme-
leitungsdifferentialgleichung hat, weil man, daB der Geschwindigkeitsun-
terschied auf verschwindende Werte abgeklungen ist, wenn

4r? =~ At ist.

rot
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Mitr = 1 km = 105 cm erhilt man

10
t(rot) = 4-10" _ 4. 10%sec ~ 1Stunde.
107

Ein Geschwindigkeitsausgleich zwischen dem tiefen Erdkern (r =
1000 km) und dem Erdmantel wiirde sich in der 106 fachen Zeit, also in
100 Jahren vollziehen. Diese Zeiten sind offenbar zu groB. Es ist aber zu
beachten, daB mdglicherweise A fiir die Konvektionen des Erdkerns um 1-2
Zehnerpotenzen zu klein angenommen worden ist,

Die Bewegungen in der Grenzschicht werden wahrscheinlich einen hori-
zontalen Austausch erzeugen, der die turbulenten vertikalen Austauschvor-
gédnge in ibr noch um zwei Zehnerpotenzen iibertrifft. Er findet in einer
sehr seichten Schicht an der Obergrenze des Erdkerns statt.

Die in ihm stattfindende groBréumige horizontale Strahlstrdmung mufB
eine Geschwindigkeit haben, die groB gegeniiber der ausgeglichenen rela-
tiven Geschwindigkeit des Erdkerns ist. Anders ist es nicht zu erkliren,
daB die Schwankungen des erdmagnetischen Feldes mit den Anderungen der
Erdrotation keine Korrelation haben. Diese Annahme iiber die Geschwindig-
keit setzt voraus, daB eine erhebliche Temperaturdifferenz zwischen der
Materie der Grenzschicht am Aquator des Erdkerns und der an den Polen be-
steht, die von der GréBenordnung der Temperaturdifferenzen in der Erdat-
mosphiire in horizontaler Richtung sein kénnte. Eine quantitative Untersu-
chung soll an anderer Stelle erfolgen. Mit diesen Temperaturdifferenzen
werden thermo-elektrische Stréme verbunden sein, die vom Aquator zu den
Polen flieBen. Sie liefern wegen ihres poloidalen Charakters aber keinen

Beitrag zum erdmagnetischen Feld,

D. Uber die Plasmatheorie des erdmagnetischen Hauptfeldes

Das Bild von der leitenden Materie des Erdkerns, das man den hydro-
magnetischen Gleichungen zugrunde legt, ist zu einfach. Man hat offenbar
in der Grenzschicht, in der das erdmagnetische Feld entsteht, zu beachten,
daB die flissige oder gasformige Materie ein hochionisiertes Plasma ist,
wie es z. B. von A. Schliiter [30] beschrieben wurde.

DaB die hydromagnetische Theorie in vielen Fillen nicht anwendbar ist,
zeigen die Experimente, die unter der Leitung W.Lochte-Holtgreven iiber
den Tolman-Effect in ionisierten Fliissigkeiten und Gasen angestellt wur

den [31], [32], [33].

23 Ztschr. f. Geoph. 22
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Bei den Untersuchungen rotierenden Quecksilbers wiirde die Batchelor-

sche Zahl
Ba = Av* = 477:<e1f“

- 2
mit ¥ =1.10° ICLJ , k,=1-10[emE]Ba ~ 1077 << 1

| sec

ergeben. Auf keine Weise diirften sich spontan Magnetfelder entwickeln.

Die genannten Physiker fanden aber trotzdem, daB in einem zylindri-
schen GefdB, in dem Quecksilber mit einer Frequenz von 25 Hz rotierte,
ein magnetisches Feld von 4,3 - 10~4 I" entstand. Die Magnetfelder wurden
auf Diffusionsstréme von Elektronen zuriickgefiihrt. In einer Zirkulations-
stromung eines fliissigen Metalls tritt immer dann eine elektrische Stré-
mung auf, wenn V2b sehr von null verschieden ist, Die mittlere Driftge-
schwindigkeit der Elektronen des ‘‘Plasma’ Quecksilber ist stets kleiner
als die mittlere Ionengeschwindigkeit. Das erinnert an den Tolman- Effekt
der metallischen Leiter, wonach die Elektronen der Beschleunigung der Me-
tallgitter nicht vollkommen folgen.

Der von W. Lochte-Holtgreven beschriebene Vorgang ist aber etwas an-
derer Art, indem die Bewegung der Elektronen durch die Bewegung der Ionen
erst bestimmt wird. Er ist vor allen Dingen 500mal so groB wie der Tolman-
Effekt. Er wird nach [33] fiir stationédre Strémung durch die Gleichung dar-
gestellt

;=_M°_ﬁ_'_

(59) € Vp, .
n

1

Dabei ist n die dynamische Zahigkeit des Quecksilbers, A* die mittlere
freie Weglénge der Elektronen, N ihre Zahl/ccm, e die elektrische Elemen-
tarladung, Vp, der Druckgradient, unter dem die lonen stehen. Die mitt-
lere freie Wegldnge der Elektronen wird aus der experimentell ermittelten
Leitfshigkeit errechnet

(60) ao= et Vo' e
N .e?
. . ~ m, o, .
m, ist die Masse des Elektrons, u ) =—= v ihre Grenzenergie am absoluten
2

Nullpunkt.



179

Die oben angegebenen Werte fiir die Leitfahigkeit und kinematische
Zshigkeit des Quecksilbers und seine Dichte zeigen, dafl es eine gute Mo-
dellfliissigkeit fir die Materie des Erdkerns liefern diirfte. (Siehe jedoch die
Bemerkungen auf S. 182).

Es sei ferner erwihnt, daB W. Lochte-Holtgreven und P. Schilling Ver-
suche mit gasférmigen Plasmen angestellt haben, die die Voraussagen auf
Grund der Theorie von A. Schliiter gut bestitigen. Dieser hat ein Plasma-
modell fiir Gase durch die folgenden Annahmen definiert. Man betrachtet
das Gemenge von Ionen (Index i, Ladung + ) und Elektronen (Index e, La-
dung - e). Beide Komponenten sind durch Reibungsglieder miteinander ge-
koppelt. Man setzt ferner voraus, daB das Plasma quasineutral ist und daf}
die StoBe zwischen Elektronen und Ionen véllig elastisch verlaufen. Wenn
y die durchschnittliche Anzahl der St58e pro Sekunde ist, so ist

me
(61) morm, ¥ (B -%,)

die Anderung der Geschwindigkeit B, der Ionen pro Sekunde. Man setzt als
Bewegungsgleichungen an :

d. .

mi@ it (B -B)=eG+elB xB]+R-R,
dt m;  m,

(62)
d .

m—t@, -t (B -B,) - E-c[B, xBl+ R, -,
dt m, +m_

y kann nicht von vornherein als konstant angenommen werden. A. Schliiter
zeigt, daB seine Abhingigkeit & und B gering genug ist um vernachléssigt
zu werden, R, und & sind die inneren Reibungskrifte der beiden Kompo-
henten.

Die substantiellen Ableitungen haben die folgenden Bedeutungen:

d. 3. 0%,
d—‘t——‘ = — + (B, - V)Y, und fiir B, entsprechend.Man kann
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den Gleichungen eine physikalisch sinnvollere Form geben. Als Summe der
Gleichungen erhilt man:

(mi + me)

= e[DxB]+ R, +8 -R -R,
(63)

mit D = 8i—%e und (mi+me)8= mifBi+me$e

Das sind die Bewegungsgleichungen des Plasmas.

® ist die Diffusionsgeschwindigkeit, ¥ die Massengeschwindigkeit.
Der Operator

:_:13_ ist wie folgt zu definieren:
d.8
217 _ 9%
1 i + (8B - V)%+(m+m)(® V) 9.

Wenn man die erste der beiden Gleichungen (62) mit m,, die zweite mit m;
multipliziert und dann subtrahiert, erhélt man die Diffusionsgleichung

4.9

m,m, (d'2

+y®D) = e(mi+me)i@ +[%x%]—e(mi—me)[®,58]}
(64 +{m & -m® -m R +mR_}

d
Dabei ist der Operator -azt— folgendermaflen zu definieren:

(D-V)D

4.9
dL=-§i-'i+ (B-V)D+ (D-V)B-Tile

m.+m
i e

Im allgemeinen ist ® eine sehr kleine Geschwindigkeit. Man kann daher
in den beiden substantiellen Ableitungen den letzten Term vernachléssigen.
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In der letzten Gleichung konnen dagegen beide Glieder (8 -V) D und
(D - V) B von bedeutungsvoller GriBe sein.

(B - V) D ist die Konvektion der Diffusionsgeschwindigkeit, (D - V)8
zusitzliche Diffusion durch den Gradienten der Massenbeschleunigung. Zu
diesem Gleichungssystem kommen noch die Maxwellschen Gleichungen mit
] = eN®D. Die Bewegungsgleichungen unterscheiden sich von denen der
Hydromagnetik nur unwesentlich. GroB ist dagegen der Unterschied zwi-
schen der Diffusionsgleichung und der Leitungsgleichung der genannten
Theorie

]

= k(€ + plo x B]) + p_b

wo p_ die Ladungsdichte ist.

Bei den Versuchen von W. Lochte-Holtgreven und P. Schilling kann
B = 0,&, = 0 (eingepragte Feldstirke), N®; = -~ Vp; = 0, N®, = -V
p, = 0 gesetzt werden. N ist die Anzahl der Teilchen pro cm3.

m << m,
e 1

Dann heiBt die Diffusionsgleichung (63)

d.D . R R,
(648) —2—+ yD = ——L4+— =1 (+m -m)
dt ml me mlme ° !

Auf beide Komponenten wirkte die gleiche sehr starke Reibungskraft,
die alle @ibrigen Kréfte und auch die Koppelung zwischen beiden Komponen-
ten iiberwog. Wir setzen fiir den ersten Teil des Gasstromes daher y = 0 an.
Wenn man eine Koordinatenachse in Bewegungsrichtung legt, sieht man, daB
auf der rechten Seite eine positive GroBe steht, Man findet, da die Strom-
richtung mit der Richtung der Bewegung iibereinstimmt. Die Messungen der
beiden Physiker bestiitigen die Theorie. Das Ergebnis bedeutet, daBl der
Tolman-Effekt in Gasen dem in festen Korpern gerade entgegengesetzt ge-
richtet ist. Die Elektronengaskomponente reagiert schneller auf beschleu-
nigende Krafte als die Ionengaskomponente.

In der stationdren Strémung einer Grenzschicht knnen wir wegen der
groBen freien Weglénge der Elektronen ebenfalls weitgehende Entkoppe-
lung, also y = 0, annehmen.
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V p_ erhdlt man aus (64)

e

Mit ® =-Lvp,0 =-1
! 1 NVPI Qe N

4,
(64) 2= - _L(yp +NR)+1 (vp +NR)
d Pi Pe

Beim Aufbau des stationdren Zustandes wichst Ji; bzw. fe so lange an,
bis N®, = — Vp,; bzw. N3, = - V p, ist. Bis zur Ausbildung des statio-
nédren Zustandes ist also der Wert der beiden Klammern positiv, wenn man
in die Richtung der Bewegung blickt. Es ergibt sich also ein D # 0 fiir den
Endzustand. Wegen der viel groBeren freien Weglénge der Elektronen ist
aber die Grenzschichtdicke in dem Elektronengas weit kleiner als in der
Ionenkomponente. Das wird noch ausfiihrlich gezeigt werden. Der resul-
tierende Strom aus diesem Effekt ist also der Bewegungsrichtung entgegen-
gesetzt. Auch das wurde von W. Lochte-Holtgreven und seinen Mitarbeitern
beobachtet (persénliche Mitteilung).

Bei den Untersuchungen des Entstehens von in rotierendem Quecksilber
wurde, wie Formel (58) ausweist, von denselben Vorstellungen ausgegangen.
Dabei wurde aber angenommen, daf3 die Koppelung zwischen Ionen-und Elek-
tronenkomponente auch in der gesamten Strémung klein ist.

Bemerkenswerterweise bestitigten die experimentellen Ergebnisse die
absoluten Betréige der Formel (58) gut, aber die elektrische Stromrichtung
war gerade umgekehrt als man nach Formel (58) erwarten muflte, also gleich-
sinnig mit dem Grenzschichteffekt in ionisierten Gasen. W. Lochte - Holt-
greven erklart diesen Effekt dadurch, daB im Quecksilber die Lécherlei-
tung iiberwiege und fithrt als Beweis an, daB die Hall-Konstante des
Quecksilbers positiv sei. Von Interesse fiir die Anwendung der Ergebnisse
auf das Erdinnere ist, daB man sich die Materie des Erdkerns vielfach als
geschmolzenes Eisen vorstellt, und daBl Eisen ebenfalls eine positive Hall-
konstante hat.

R (Cu) - 10}%2 = - 5,5 R (Fe) »10v12 = 4 100, [34]

Im stationdren Zustand hétte man also bei einem gasférmigen Erdkern
die gleiche Stromrichtung wie bei einem fliissigen Erdkern zu erwarten.

Das Vorkommen der genannten Effekte im Erdkern setzt voraus, daB die
Materie des Erdkerns gegen eine obere feste Wand grenzt; sonst konnen die
starken Geschwindigkeitsunterschiede, die ihre Voraussetzung sind, nicht
zustande kommen. Aus den seismischen Beobachtungen folgt, dafl die starke
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Inhomogenitit, die wir als Obergrenze des Erdkerns ansehen, bei

a, = 3473 * 4km
liegt (Jeffreys 1939) [1],[35]). Der Dichtesprung auf beiden Seiten der In-
homogenitét wird durch den Faktor 1,6 charakterisiert.

Die Dichte ist eine Funktion der Temperatur, des Druckes, der chemi-
schen Zusammensetzung und des Kristallgitters.

Es scheint uns unwahrscheinlich, daB eine so scharfe Inhomogenitéts-
schicht durch die chemische Zusammensetzung allein erkldrt werden kann.
Die atomare oder molekulare Diffusion (vielleicht auch die molare) hitten
bei der herrschenden Temperatur im Laufe der geologischen Zeitraume eine
mehr als 100 km dicke Ubergangszone erzeugt. Bullen [36] hat folgende 4
Postulate aufgestellt.

a) Die Erdé, der Mars und die Venus (auch der Mond) haben eine gemein-

same urspriingliche Zusammensetzung,.

b) Die Kompressibilitit ist im wesentlichen eine einfache Funktion des
Druckes in allen 3 Planeten.

c) Der #uBere Erdkern ist zum groBlen Teil eine Hochdruckmodifikation
der Materie des tiefen Erdmantels,

d) Jeder Planet hat einen inneren Kern von anderer chemischer Zusam-
mensetzung als der &uflere Kern (Eisen).

Diese Postulate stellen eine Modifikation der Arbeiten von Ramsay [38]
dar, Bullen hat die Dichte der Erde als Funktion von r unter verschiedenen
Annahmen berechnet, Sein Modell A liefert an der Obergrenze des Erdkerns

den Druck 1,37 - 012dyn , sein Modell B dagegen nur 1,33 - 1012 dyn

cm2 Cm2

Seine Rechnungen und die Arbeiten vieler anderer Autoren (Verhoogen)
zeigen, dal die Temperatur nicht die fiir die scharfe Inhomogenitét aus-
schlaggebende GriBe sein kann, Als Hauptbestandteile in den tiefen Schich-
ten des Mantels sind nach Birch S; 05, Mg 0 und Fe 0 anzunehmen, Im Erd-
kern soll auch nicht gebundenes Eisen als wesentlicher Bestandteil hin-
zukommen.

Eine genauere Analyse der Bestandteile des Erdmantels und des Erd-
kerns verdanken wir L. Knopoff und R. I. Uffen [37]. Sie haben eine Inter-
polationsformel von Birch verwendet, die die von Bridgman gemessenen
Werte mit denen, die man nach dem Thomas-Fermi Modell bei sehr hohen

Drucken (>10“‘1ﬂl) erhilt, verbindet., Fiir den tiefen Teil des Erdmantels

cm2
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2

(1012 éﬂ) erhalten sie die reprdsentative Atomnummer 12,5 und die Zusam-
cm

mensetzung (0,635 Mg + 0,36 Fe), - Si 0,,

wenn nur Fayalit und Forsterit (Olivin) als Bestandteile des Mantels zu-
gelassen werden und die Temperatur 0° K. den Rechnungen zugrunde gelegt
wird, Die Temperatur liegt in diesen Schichten zwischen dem absoluten
Nullpunkt und dem Schmelzpunkt des Materials bei dem herrschenden Druck,
der von Uffen an der Untergrenze des Mantels zu 5 300° K bestimmt wird.
Firr dieses Intervall muB8 dann, wie eine Rechnung von Knopoff und Uffen
ergibt, die repriéisentative Atomnummer von Z = 12,5 auf Z = 13,5 steigen
und im Olivin muB die Magnesium-Komponente von 63 % auf 47 % abneh-
men,

Uber die Temperaturverhiltnisse geben verschiedene Arbeiten Anhalts-
punkte, die von Y. Shimazu [40] zusammengefaBt wurden, Nach P. Valle
und J. Jacobs folgt aus derKenntnis des adiabatischen Temperaturgradien-
ten folgende adiabatische Temperaturzunahme

T
100 _ 1,58
T

2898

= Temperatur in 100 km Tiefe

100
T2898 = Temperatur in 2898 km Tiefe
Wenn man fiir T, ), nach Verhoogen [39]
T100 = 760° K annimmt, erhélt man T2898 = 1200°K;
loo = 1800° K (Schmelzpunkt des Gesteins, s. [40]1 ) annimmt,
erhilt man Tyg9s = 2 850°K .

Der Temperaturgradient kann einen gewissen Exzess iiber den adiabati-
schen Gradienten hinaus nicht iibersteigen, weil Konvektionen im Mantel
moglich sind (Shimazu [40] ). Wenn man diesen ExzeB zu 0,03°/km annimmt

( [40] ), so erhdlt man als Untergrenze der Temperatur an der Untergrenze
des Erdkerns

T ~ 3000°K . Nach [40] ist T

2898 min =~ 5300°K.

2898 max
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Wenn man nicht annimmt, daB an der Obergrenze des Erdkerns eine Pha-
senumwandlung stattfindet, so erhélt man (nach [37] ) eine représentative
Atomnummer von Z = 22 (Fe - Z = 26). Das bedeutet, daB in dem 3-Kom-
ponentensystem Fe — Fe, Si 0, — Mg,Si0, jetzt reines Eisen 90 % des ge-

samten Materials ausmacht.

Wir haben schon gesagt, daB man diese scharfe Inhomogemtat an der
Obergrenze des Erdkerns nicht allein durch eine Anderung in der chemi-
schen Zusammensetzung wird erkldren konnen, Sonst miifiten Diffusionsvor-
génge in den geologisch iiberschaubaren Zeitrdumen dieser Grenze ihre
Schérfe genommen haben. Man kann diese Meinung durch folgende {berle-
gungen stiitzen, Ionengitter, wie sie auch am Grunde des Erdmantels ange-
nommen werden, stellen ein stabiles System der Elektronendichten oder
Werte der Potentialfunktion dar, das durch abstoBende und anziehende Kréf-
te erzeugt wird. Die Gesamtenergie fiir den Kubikcentimeter einiger Be-
standteile des Olivins 148t sich angeben ( [34] )

1l

0,87 - 1012 =&

cm

Mg0 242 - 103 cal/mol bei 15°C

Fe 94 - 103 cal/mol bei 15°C 0,55 - 1012 2X&

cm

0,75 . 1012 2re

cma '

Sio, 4057 - 10° cal/mol bei 15° C

Man kann nun die spezifische Energie erg/cm3 (Energiedichte) auch als
spezifische Kraft dyn/cm?2 (Kraft pro Flicheneinheit) auffassen und sagen,
daB bei einem Druck von etwa 0,8 dyn/cm2 der Warmebewegung auf das be-
trachtete Ionengitter dieses zerbricht. Die Richtung des Druckes ist so zu
denken, daB sie die Atome von einander entfernt. Wir bemerken, daf der
Druck, der das Ionengitter an der Untergrenze des Erdkerns nach innen zu-
sammenzudriicken sucht, mit

1,33 - 10129 bow, 1,37 . 10'2dyn

cm? cm?

nahezu das Doppelte der ‘‘Warmedrucke’’ darstellt. Man kann sich vorstel-
len, daB ein sténdig wachsender AuBendruck nicht ohne EinfluB zun#chst
auf die #uBere Elektronenhiille, spater auf alle Elektronen der Atome blei-
ben wird, Die Verwendbarkeit des Thomas-Fermi Modells fir Berechnung
der Druck-Dichtebeziehung sagt ja aus, daB eine solche Transformation
vor sich gehen muB., DaB diese nicht stetig vor sich gehen wird, ist schon
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aus den Erfahrungen von P. W. Bridgman [41] iiber das Verhalten der festen

Kérper bei Drucken bis 10! dyn oy erkennen. Die Interpolationskurve auf

2
cm
Grund der Theorie der endlichen Dehnungen von Birch geht auf diesen Um-
stand nicht ein.

Aus den bei Knopoff und Uffen mitgeteilten Kurven ist zu erkennen, daB
die nach Thomas und Fermi gewonnenen Dichtewerte von Fe,Si 0, und

MgZSiO‘ fir p zwischen 10! bis 10'2 M‘Z unterhalb von den nach Birch

cm
interpolierten Dichtewerten und somit auch unterhalb der wirklichen Werte
liegen. Das hat seinen Grund darin, daB die elektrostatischen Anziehungs-
kréfte der Ionen nicht in den Ansatz nach Thomas und Fermi fiir die Physik
der hohen Drucke aufgenommen sind. '

Wenn man die Verhéltnisse in der Spanne zwischen p = 1012 und 1014

g% richtig beschreiben will, muB man - so scheint es - annehmen, daB der

ProzeB des Zerquetschens der Struktur der Elektronenhiille in Stufen vor
sich geht. Wir kénnen voraussetzen, daB bis zur Obergrenze des Erdkerns
die Druck-Dichtekurve nach der Formel von Birch richtig ist. Bei dem in
dieser Grenzschicht herrschenden Druck beriihren sich die als Kugeln dar-
gestellten 4 Ionen des Sauerstoffs 0 , die die Siliziumionen des Olivingit-
ters tetraedrisch umgeben, wenn man die Radien der Kugeln mit den bekann-
ten lonenradien identifiziert. Das heiBt, daB die Elektronenwolken anfangen
einander merklich zu iiberdecken, Die &uBeren Elektronenschalen der Ionen
werden zusammenbrechen und diese werden in einem Elektronengas die
Rumpfionen bilden. Dieser Zustand 148t sich mit einem Modell vergleichen,
das P. Gombas [42] auf Grund des Atommodells von Thomas-Fermi und sei-
ner Erweiterung nach Dirac fiir die Beschreibung des metallischen Zustan-
des geschaffen hat [42]. Dabei stellt man sich die lonenriimpfe in kleman-
tarkugeln mit dem Radius R eingeschlossen vor, deren duBerer Teil durch
das Elektronengas erfiillt ist. Wenn U die Gitterenergie ist, ergibt sich der
Radius R fiir Metalle aus der Gleichung

(=9

___=0

R

ey

als Gleichgewichtslage. Zum Untersehied dazu wire R, im vorliegenden
Falle aus dem Druck und der Dichte zu berechnen, bei denen dieser Zu-
stand zuerst auftritt, Bemerkenswert ist dabei der folgende Umstand: Nach
P. Gombas ergibt sich als Druck- Dichtebeziehung:



187

(65) p = ¢/

34 2A2R%(&

5/4
o)

<4A ( ‘)”3+ 3A3R0(&)
4ﬂR7 Po Po

‘A 33( )”3),
Py

wihrend die Birchsche Formel lautet

(66) b = 3/2 Ko((z_o)z/a _ (,;Lo)s/e)

Wenn man die Konstanten geeignet bestimmt, so haben beide Kurven
einigermafBen den gleichen Verlauf. Man kann also nicht unbedingt, was
Knopoff und Uffen auch betonen, aus der Tatsache, daB die Funktion p (p),
wie sie sich bei der Berechnung der Dichte der Erde in gréBeren Tiefen er-
gibt, einen Sprung macht, schlieBen, daB auch die chemische Zusammen-
setzung des Materials eine iiberwiegend andere wird, Bei hsherem Druck
wiirden auch die inneren Schalen der Ionen zerquetscht werden und die
Druck- Dichtekurve wiirde durch das Thomas- Fermi-Modell gut erfalt wer-
den, Es sei noch angemerkt, dafl das Thomas-Fermi-Modell bei noch héhe-

rem Druck (p = 1018 (_lY—) in den Ansatz von Fowler eines homogenen Elek-

tronengases kontmmerhch iibergeht, der in der Physik der Fixsterne eine
Rolle spielt.

Vorbehaltlich einer genaueren Untersuchung wollen wir annehmen, da
eine mit dem Druck sukzessive eintretende Zerquetschung der Elektronen-
schalen den Zustand der Materie im Erdinnern richtig beschreibt. Diese Un-
tersuchung kann nach dem Vorbild der Arbeiten von P. Gombas u. a. erfol-
gen. Was dabei nicht erfaBt wird, ist die inetallische Leitfahigkeit, die
ziemlich sicher wenigstens fir die Materie in den #@uBleren Schichten des
Erdkerns angenommen werden muB. Sie mul mit anderen Methoden unter-
sucht werden. Auch die Frage, ob die Materie sich wie eine Fliissigkeit
oder ein Gas verhilt, kann so nicht entschieden werden, Uber diese Fragen
liegt eine wichtige Arbeit von H. Miki ( [9] ) vor. Wenn man nach den Ergeb-
nissen von Knopoff und Uffen eine représentative Atomnummer von Z < 22
und eine Temperatur T > 2 500° K annimmt, wird man daraus schlieBen,da8
die Materie des Erdkerns sich wie ein Gas verhilt, d. h., daB ihr Gibb-
sches Potential
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KT\3/2
(670 G=E-p-V-TS=Eg, ...~ RT -RT log (2_"'";_) Y
h? N,

das Minimum von G darstellt.

Wenn diese Uberlegungen die Hypothese Ramsays stiitzen kénnen, wo-
nach die ganze Erde aus nahezu einheitlichem Material besteht, so gibt
doch eine Tatsache einen Anhalt dafiir, daB gewisse Differenzierungen vor-
kommen. Man findet, da der Dichtegradient in der Schicht D’’ zwischen
2700 - 2900 km wahrscheinlich einen abnormen Wert hat. Vielleicht kann
man diese Tatsache als Diffusionseffekt deuten. Die Erfahrungen iiber Dif-
fusionen der Atome und Molekiile von festen Kérpern wiirde in geologischen
Zeitrdumen etwa diese Diffusionsbreite ergeben. Wenn man annimmt, daB
die Materie des @uBeren Erdkerns 10 Prozent mehr Eisen als die des mitt-
leren Mantels enthilt, kénnte man diese Beobachtung schon erkléren. Das
die Materie des Erdkerns auch ungebundenes Eisen enthalten kann, wird
allgemein angenommen. Die starke turbulente Diffusion im #uBeren Erdkern
hétte es dann gleichméBig auf ihn verteilt, so daB bald nach der letzten
groBen geologischen Umwilzung ein Materialunterschied zwischen dem Erd-
kern und dem Erdmantel vorhanden wire, Die nunmehr einsetzende Diffu-
sion hétte dann, wenn das Bild richtig ist, die Dichteverhiltnisse der Zone
D’ geschaffen. Wenn allerdings, wie Knopoff und Uffen finden, das unge-
bundene Eisen 90 % der Materie des Erdkerns ausmachen, wiirde die Dichte-
zunahme der Zone D’’ nicht nur etwa 0,3 g/cm3 (Bullen [36]), sondern et-
wa 2,5 g/cm?® ausmachen,

Die vorangehenden Ausfiihrungen legen die Annahme nahe, daB die Un-
tergrenze des Erdmantels eine ganz scharfe Grenze ist, so scharf wie zwi-
schen dem festen und geschmolzenen oder sublimierten Material eines
Ionengitters. Dieses Bild legen wir den folgenden Ausfithrungen zugrunde.

Damit die turbulente kinematische Zahigkeit, der kinematische Aus-
tauschtensor, die Bewegungen der groBréumigen Bewegungen des Erdkerns
gut iibertrégt, ist eine groBe Rauhigkeit der Wand anzunehmen. Die Bewe-
gungen bilden aber an den einzelnen Fldchen laminare Grenzschichten aus,
die jetzt genauer betrachtet werden sollen.

In der Strémung auBerhalb der Grenzschicht flieBen Elektronen und
Ionen gleich schnell.

An der Grenzschicht treten aber Reibungskrifte auf, die die Bewe-
gungen der Ionen stérker hemmen als die der Elektronen. Der sich einstel-
lende elektrische Strom hat nach (64b) die Richtung der Reibungskraft,
die auf die Ionen ausgeiibt wird, so daB er der Richtung der hydrodynami-
schen Geschwindigkeit entgegen gesetzt ist. Die Dicke der Grenzschicht
fiir Ionen wird deshalb die fiir Elektronen bedeutend iibersteigen. Wir wol-
len die Verhaltnisse quantitativ zu erfassen versuchen.
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Wenn die makroskopische Geschwindigkeit u parallel zur Wand gerichtet
ist und r den Abstand von ihr darstellt, so gilt

i,e i fiir Ionen
dr e fiir Elektronen.

(68) 7 =7 i,e

AuBerhalb der Grenzschichten sei eine vollkommene Parallelstrémung
vorhanden, deren ausgeglichene Geschwindigkeitsbetrige fiir Ionen und
Elektronen die gleichen seien

ue=ui

Im Innern der Grenzschicht sind die Elektronen und Ionen wegen der
relativ groBen freien Weglédnge der Elektronen teilweise (wir nehmen an
vollsténdig) entkoppelt. Ferner nehmen wir dort, was nur dicht an der
Wand richtig ist, an, daB das Geschwindigkeitsprofil linear sei. Dann sind
in der im vorstehenden angeschriebenen Formel (68) o, und o, konstante
GroBen. Das von uns der Rechnung zugrunde gelegte Bild sagt also aus,
dal die Spannungen von den parallel zur Wand verlaufenden Schichten auf
die Obergrenze der Grenzschicht iibertragen und von dort aus der Gesamt-
strémung mitgeteilt wird.

Der Resultierende aller Tangentialspannungen hilt dem Druckgradien-
ten das Gleichgewicht, so daB die Strémung auBerhalb der Grenzschicht
ohne Kraftwirkung bleibt.

Dann folgt aber, daBo; = o, und weiter, daf3
(69) duy du, It
. = en.
g T Teqr BT

Die aus der kinetischen Gastheorie folgenden Formeln fiir n, bzw. n_ er-
geben (s. etwa Chapman und Cowling [43] ) nun das Verhaltnis

7; -
— - 1/% - VA
7’, nle

wobei A das Atomgewicht ist. Dabei wird vorausgesetzt, dal jedem Ion ein
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Elektron zugeordnet ist, was sicher nicht ganz richtig ist. Man wiirde z.B.
bei Mg, Si O, ein mittleres Atomgewicht

2Mg +Si+40
7

20 erhalten.

Wenn man dagegen die in der @uBersten Schale freiwerdenden kKlektro-
nen beriicksichtigt, erhdlt man fir Mg, Si O, :

Al - 2’2‘24,33‘34'284‘24'16 = 18,5

und fiir F'e2 Si O4 :

A, - 455814 -2+%U:16 _ g
32

so daB wir trotzdem mit einem mittleren Atomgewicht von 20 rechnen kénnen.
Man erhilt

dui du 1

dr  dr 200

Man kann sich den Raum in der Verdridngungsdicke der Grenzschicht
fiir die Ionen durch Elektronen angefiillt denken, die den Ionen voraneilen,
denn die ausgeglichene Elektronenbewegung reicht sehr dicht an die Wand
heran.

Wir vergleichen dieses Ergebnis mit den friiher erhaltenen Stromstérken.
Es gilt

I = eNl%i,e ’

wobei B, _ die Geschwindigkeit der Ionen relativ zu den Elektronen, N,
’

die Anzahl der Elektronen ist.
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PNy,
e T 1023 [1/em3].

Es gilt: N, =

Die frither benutzte auf die Linge des Meridians bezogene Stromdichte
] soll berechnet werden. Wenn wir wie bisher ein lineares Geschwindig-
keitsprofil annehmen, erhalten wir mit e = 1,6 + 10719 Coulomb

(69a) j = e-lNL-,fla* cu o= 2,4 - 104-5*u[A_mEl
2 2 cm

8* ist dabei die Verdrangungsdicke [13a] .

Wir erhalten fiir

sec cm

u = 0,5-102["1}, * =2.10%[cm] T = 24 [A“_‘BJ

also Stromdichten, wie sie vorkommen kénnen, wenn wir uns das erdmag-
netische Feld als durch Stréme an der Oberfléche des Erdkerns erzeugt vor-
stellen.

Wir haben in der Grenzschicht die vollkommene Entkoppelung der Bewe-
gung der Ionen und die der Elektronen angenommen. Das ist eine ideale
Voraussetzung, die nur zum sehr geringen Teil wirdlich vorhanden sein
wird, AuBerdem muB man annehmen, daB die lokalen Strome wesentlich
stérkere Dichten haben, da wir nur ihren ausgeglichenen und geschwich-
ten magnetischen Effekt beobachten. Wir kénnen mit Verdringungsdicken
von 8* = 103 [cm] rechnen.

Nach Blasius gilt fiir eine iiberstrmte Platte [13a]

vk .1

u

(69b) o = 1,73

wobei * die kinematische Zahigkeit und | der Uberstrsmungsweg ist. Wenn
8* ~ 10~3[cm], so folgt aus dieser Gleichung mit

v o~ 1074 l%n;] u = 50 cm/sec
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—6
1] =10 v _ 7. 10lcm.

3 . v*

Das sind die Dimensionen an Gleitflichen an der kristallenen Unterseite
des Erdmantels, wie sie durchaus vorkommen konnten. Dabei brauchen kei-
ne besonderen Voraussetzungen iiber die Glattheit des Materials gemacht
zu werden.

Wenn die hier vorgetragenen Gedanken iiber den Ursprung des erdmag-
netischen Feldes richtig sind, wiirde seine formale Darstellung durch
Stromsysteme an der Oberfliche des Frdkerns auch weitgehend eine ur-
sédchliche sein.

Zusammenfassend sagen sie folgendes aus:

Das erdmagnetische Feld entsteht durch Stréme an der Oberfldche des
Erdkerns. Sie kommen dadurch zustande, da sich in dem wie ein stark iso-
nisiertes Gas verhaltenden Material des Erdkerns eine Grenzschicht an der
mit scharfer Untergrenze versehenem Material des Mantels ausbildet. In
dieser Grenzschicht flieBen die Elektronen schneller als die Ionen. Diese
lokalen Stromsysteme schlieBen sich nicht auf kurze Strecken, sondern bil-
den groBe Stromsysteme, weil im Innern des Erdkerns keine relative Bewe-
gung der Elektronen an den Ionen stattfindet; Wenn man von den Wirkungen
der im Erdkern und in dem unteren Erdmantel (Halbleiter) induzierten Stré-
me absieht, so stellt der elektrische Strom die horizontale hydromechani-
sche Bewegung gut dar. Die Induktionsstréme verwischen zahlreiche Ein-
zelheiten, so daBl das erdmagnetische Feld von den urspriinglichen Strom-
systeme nur die allgemeinen Ziige zeigt.

Wenn wir daher annehmen kénnen, daB das erdmagnetische Feld in ei-
ner Grenzschicht des Erdkerns an der Unterseite des Erdmantels entsteht,
in der die dort horizontalen Geschwindigkeiten die iibrigen um eine GriBen-
ordnung oder mehr iiberwiegen, so werden die Vorstellungen der theoreti-
schen Meteorologie anwendbar. Man kann sich die horizontalen Strom- bzw.
Geschwindigkeitssysteme der ersten Abschnitte der Potentialentwicklungen
nach Kugelfunktionen gut als ‘‘Wellen’’ im Sinne der Meteorologie vorstel-
len, wenn man sich z. B. die Linien gleichen Potentials auf der Oberfla-
che des Erdkerns als Funktionen der geographischen Linge dargestellt
denkt. Zwischen der Geschwindigkeit und der ausgeglichenen Grundstrs-
mung, der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und der Wellenldnge L besteht
nach Rossby [44] die Beziehung

(70) C = u( _L_z_)
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L, ist dabei die Wellenldnge, bei der die Welle bei gegebenem u sta-
tionédr wiirde, d. h. C = 0 aufwiese, Fiir die Wellenlénge ergibt sich nach
Rossby aus

L2 =422 B:zQSiﬂe - 4ﬂsin6[ 1 }
s 3’

8.1 alr cm sec

mit a, = 3,5-10%cm

r = 8,64 - 10%sec

die Formel meu-a,r
2 _ 1
(71) L, = sin 6,
27 a, 27 a,sin 0
Wir werden L und L durch sin @bzw, ——1 0 aysdriicken
v v

wobei v die Nummer des Abschnittes der Potentialentwicklung ist. Man er-
hélt also aus der Formel (71)

(71a) sin3 9 =X :T-u
47 a

Wir haben gefunden, daB 1930 die ‘‘Welle’’, die den Dipol des erdmag-
netischen Feldes darstellt, stagniert. Wenn man die Potentiallinien, die
den Nordpol am Erdkern gerade umschlingen, als Begrenzung der Welle an-
sieht, erkennt man, daB8 6, mit der Lage des erdmagnetischen Dipols zu
identifizieren ist.(71a) gestattet es, fiir v = 1 u, zu berechnen.

sec

Ergibt sich u, = 41: 102 [ﬂ] ,

also noch etwas groBer als in den vorangegangenen Abschitzungen ange-
nommen wurde, Doch ist der Wert immerhin von der GréBe, daB diese giiltig
bleiben. Man muB sich auch vorstellen, daB3 die Geschwindigkeit dicht an
der laminaren Grenzschicht kleiner ist als einige 100 m tiefer, wo die
Strahlstrdmung ihre groBten Werte erreicht.

Um die Formel (70) anzuwenden, beachten wir, daB sich c aus p (1850)
berechnen liBt. Es ergibt sich, da3

c (1850) =~ 0,0045 ['ﬂ] .

sec

25 Ztschr. f. Geoph. 22
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Wenn mant u zunéchst in der gleichen GréBenordnung annimmt, wie bis-
her, so findet man

L~ 15,1 . 105,

u

so daB auch in diesem Falle im Hinblick auf die iiberhaupt erreichbaren Ge-
nauigkeiten L (1850) ~ L_ (1850) gesetzt werden kann, obwohl, wie die
Westwirtswanderung zeigt, der erstere Wert ein wenig gréBer sein mul3 als
der zweite. Setzt man in Formel (71a) 6, = 11,3° (1850), so ergibt sich

u, - (1850) =~ 3,8 - 102[ﬂj.

sec

Das scheint zunichst einen Widerspruch zu den Formeln (9), (29), (69a)
und (69b) zu ergeben, wonach gilt:

(72) d~j~ul/2

Nun ist aber sicher, daBl das einfache Modell der Grenzschicht, das
wir betrachtet haben, die Verh#ltnisse nur in sehr groben Ziigen darstellt.
Wir setzen daher an

d (1930) _ (u g1930))“
d (1850) u (1850)

mit d (1930) = 0,31421, u (1930) = 4,1 [-m—-’
sec

d(1850) = 0,32772, u (1850) = 3,8[.'2_]

sec

und finden @ = - 0,55 .

Statt (72) mfiBte man dann also schreiben:
2L
(72a) d~j~u?

Dieses Ergebnis sagte wegen Formeln (69a) und (69b) aus, daB auch in
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der Grenzschicht die Bewegung der klektronen noch weitgehend an die der
Ionen gekoppelt ist, so daB sie nur wenig den letztgenannten voraneilen,
Fiir die Stromstérke ist die Dicke der Grenzschicht nach Formel (69b) aus-
schlaggebend. Mit zunehmender Geschwindigkeit wiirde in diesem Bereich
also die Energiedichte des erdmagnetischen Dipols abnehmen.

Es mul aber gesagt werden, daB man den Wert dieser Betrachtungen
nicht tiberschiitzen darf, weil die Rossbysche Theorie eine Reihe von Vor-
aussetzungen enthélt, die bei der vorliegenden Anwendung nicht erfiillt
sind, Noch schwieriger ist ihre Verwendbarkeit auf die Wanderung des Qua-
drupols zu rechtfertigen. Wenn man als Durchschnitt fiir die Geschwindig-

keit der Materie u = 400 [EEJ ansetzt, erhilt man aus (71a)

sec
0,, = 18,40°.
Dieser Wert ist sehr verschieden von 8 = 50% in dieser Poldistanz

lagen die beiden Pole P(lz) und sz) des Quadrupols im Jahre 1850, Es ist

auch nicht anzunehmen, dafl sie mit diesem Wert iibereinstimmen. Aus der
durchschnittlichen Westdrift von 24°/100 Jahr 1&Bt sich mit 0, , die Ge-
schwindigkeit ¢ berechnen, wenn man beachtet, daB auch hier 6 und 6-
nicht sehr voneinander verschieden sind. Man erhilt

2 sec

. = - o,ms[ﬂLJ.

Als Ergebnis stellen wir heraus, daB die Westwirtswanderung des erd-
magnetischen Feldes als Wanderunglanger horizontaler hydrodynamischer
Wellen aufgefaBt werden kann. Die Experimente von R. Hide und die Beob-
achtung meteorologischer Prozesse ergeben, daB die Wellen hherer Fre-
quenz als der zweiten eine weniger ausgeprigte Westwirtswanderung haben,
wie es augh in den hoheren Abschnitten der Potentialentwicklungen zu er-

warten ist.
Auch die Wanderung von P{(2) siidwirts und von P(2) nordwirts lassen
. . . 3
sich hydrodynamisch erkléren.
Wenn wir die Stromdichte, die das Magnetfeld des erdmagnetischen Di-

pols erzeugt, in geomagnetischen Koordinaten (@,,¢,) bezogen auf den ab-
soluten Raum, betrachtet, 1461 sie sich schreiben:

3
v, = |[MD]sj --ad . gD
g M |sin ©, ol(a) sin @]
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Da D am Nordpol negativ ist, flieBt der Strom nach Westen, wihrend die
ihn erzeugende Geschwindigkeit nach Osten gerichtet ist.

(73) u, = vg =24 sin@®

Dieses Stromsystem konnen wir uns folgendermalen entstanden denken.
Wir betrachten die fiir das Erdinnere ungewdhnlich groBe Horizontalge-
schwindigkeit als zu einer zweidimensionalen Strdmung an der Oberflache
des FErdkerns gehérig, Die radialen Geschwindigkeitskomponenten seien
vernachlissigt. Die Stromung sei reibungsfrei. Dann gilt fiir die vertikale
Komponente des absoluten Wirbelvektors ein Erhaltungssatz. Es sei ange-
merkt, daf3 dieselben Annahmen schon fiir die Ableitung der Rossbyschen
Formel gemacht wurden. Wenn man ferner annimmt, daB in der Umgebung
der erdmagnetischen Pole der absolute Wirbel w, = const. sei, ergibt sich

([45] , s.a. [22]) fir die Winkelgeschwindigkeit
29,
(D; =—, Q, = Qcos &1) (nach Tabelle 3).
1+ cos @f‘l)

Daraus erhilt man nach Rossby [45]

o 1- @(l)
(74) it sin @: (—"— 1) = sin @il) (-——ci—'-—)
Caq 0 1+ cos @1

Cyq ist dabei die Translationsgeschwindigkeit des Aquators an der Un-
terseite des Erdmantels. Die von Rossby angegebenen Diagramme zeigen,

daB

u, ~sin e!
a

den Verlauf von u + an der Sonnenoberflédche und, wie bereits dargetan,
auch an der des Elrdkerns gut darstellen wiirde. Sie zeigen, daB diese Dar-
stellung auch noch ziemlich gut ist, wenn die Annahme w_ = const. in der
Umgebung des Aquators nicht mehr gemacht werden kann. DaB der Pol die-
ser Strémung nicht mit dem Nordpol zusammenfillt, hat, wie gezeigt, seinen
Grund darin, daB die Strahlstrmung als eine horizontale, groBriumige Kon-
vektion ausgebildet ist.
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Eine #hnliche Deutung lassen die beiden wesentlichen Bestandteile
des Quadrupols zu. Wir gehen nach Rossby aus von den Gleichungen

P .
@58 —+ 208 L g g0, (K leich
a + - & A .
FENMIFT) . ctg @, ontinuitétsgleichung)
00: dda’
(75b) ©_ sin® =-—=24 sin?@ 2 420 sin® cos O
a a aQ a a@a a a a
(Wirbelgleichung)

Die absoluten Koordinaten sollen sich auf eine der beiden Stellen P(lz)

oder P;ﬂ beziehen. Wir suchen die Verteilung von
w, (8,)fir @; =0, + c sin®_ cos 8 .

@ ist eine Funktion von @ allein. Eine ®: -Komponente soll nicht vor-

handen sein. Die Gleichung (75a) ist daher identisch erfiillt. Die Gleichung
(75b) heiBt

w, sin @. =c, sin? @_ (cos? e, - sin? @.)+ 2 Ql sin ©_ cos e, +
2¢c sin? 9. cos? e,

& = (o, - 2Qcos® ) = c°(3sin®.cosz®.—sin3®a)

48 _ da (c,)a-2Q1 cos @a) =co(30053 @_m—9c08®amsin2

a.
@
o
@
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£’ ist die relative, vertikale Wirbligkeit der Strémung. Wir sehen, daB
sie in der Umgebung der Pole P(IZ) bzw. sz) konzentriert ist.

Hsiao lan Kuo [46] hat den Satz bewiesen, daB die Materie mit Wirblig-
keit bei der hier angenommenen Bewegung immer so wandert, daB sie in Ge-
biete mit erhshter, gleichgerichteter Wirbligkeit eindringt. Auf diese Weise
machen wir uns klar, warum Pg” zum magnetischen Pol auf der Nordhalb-
kugel, P(IZ) von ihm weg wandert.

Wir wenden uns zum Abschlufl der Frage zu, ob die Maxwell’schen Glei-
chungen in ihrer gewshnlichen Form angewendet werden diirfen. Sie héngt
mit der Frage zusammen, wie S. K. Chakrabarty [47] ausfiihrt, wie weit die
Annahmen, die den meisten Potentialentwicklungen des erdmagnetischen
Feldes zu Grunde liegen, erfiillt sind:

1. Es ist ein zu vernachldssigendes externes Feld vorhanden.

2. Die Potentialbedingungen sind erfiillt.

3. Es sind Gewichte einzufiihren, die die gegebenen Werte am Aquator
stirker beriicksichtigen als an den Polen.

S. K. Chakrabarty zeigt, daB3 die an sich willkiirlichen Gewichte wegzu-
lassen sind. Man findet dann, daB ein Nicht-Potentialfeld und auch ein
schwaches externes Feld vorhanden sind, die gerade gro8 genug sind, die
Forderungen von Schrédinger auf Grund seiner Unitéren Feldtheorie zu erfiil-
len [48].%ie Vereinfachung, die ihr gegeniiber die Maxwellschen Gleichun-
gen bedeuten, beeintrichtigen indessen die hier vorgelegten Schliisse nicht.

Zusammenfassung

Abschuitt A. Es wird eine neue Methode angegeben, die Verénderlich-
keit des erdmagnetischen Feldes auf Grund der Kugelfunktionsentwicklun-
gen seines Potentials zahlenmiBig zu erfassen. AuBerdem werden Formeln

fiir die mittlere Oberfldchendichte F, YZ F und fifr e =-8—1—-(X_3 +YZ
™

v? v
+ ZV), die mittleren Energiedichten des Feldes, mitgeteilt. v kennzeich-
den v-ten Abschnitt der Potentialentwicklung. Die zeitliche Verénderung
der Lage und der Intensitit des Dipols und der drei einfachen Quadrupole,
die den zweiten Abschnitt der Potentialentwicklungen darstellen, werden
fiir die Zeit von 1850 bis 1950 in Absténden von 10 Jahren in Tabellen und
Zeichnungen angegeben. Zwei der einfachen Quadrupole fiihren neben einer
Westwirtsdrift von 24°/100 Jahren noch eine fast ebenso starke nordwirti-
ge bzw. siidwirtige Bewegung aus.
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Abschnitt B. Es wird gezeigt, daB jeder einfache Multipol bis zur
dritten Ordnung ausschlieBlich durch ein einfaches zonales Stromsystem
erzeugt gedacht werden kann, dessen Achse die Achse des Multipols ist.
Fir den Dipol und die drei einfachen Quadrupole werden die Stromdichten
als Funktion der Zeit angegeben. Der Skin-effekt von Stromsystemen mit
etwa gleicher Periodizitdt wird untersucht und gefunden, daB diese in den
obersten Schichten des Erdkerns flieBen miissen.

Abschnitt C. Es wird im AnschluB an S. K. Runcorn gezeigt, daB die
groBrdumigen Konvektionsstrémungen im Erdkern, die das erdmagnetische
Feld erzeugen konnten, auf zur Drehachse senkrechten Ebenen beschrénkt
semn miissen. Somit entsteht zwischen den Theorien, die das erdmagnet:-
sche Feld auf dem Boden der Hydromagnetik erkldren wollen (Elsésser,
Bullard, Takeuchi und Shimazu), und den Ergebnissen des Abschnittes A
ein Widerspruch. Aus dem Verhalten der Anderung der Tageslinge von 1850
und den Verinderungen des erdmagnetischen Feldes wird geschlossen, da8
kein stochatischer und auch kein urséichlicher Zusammenhang zwischen den
beiden Ph#nomenen besteht. Die Bewegungen der Materie, die das erdmag-
netische Feld erzeugen, sind deshalb auf eine sehr seichte Schicht an der
Obergrenze des Erdkerns zu beschrénken, in der im wesentlichen horizon-
tale Bewegungen stattfinden. Sowohl deren ausgeglichene Geschwindigkeit
als auch deren turbulente Zusatzbewegungen sind um GréBenordnungen
groBer als die im Erdkern selbst. Es besteht ein ziemlich starkes Tempera-
turgefille vom Aquator zu den Polen, das eine besondere oberfldchennahe
Strahlstrémung erzeugt. Die Entstehung des erdmagnetischen Feldes in
dieser Grenzschicht kann nicht mit den Mitteln der Hydromagnetik behan-

delt werden.

Abschnitt D. Ausgehend von den experimentellen Ergebnissen von
W. Lochte- Holtgreven wird die Materie des Erdkerns als hochionisiertes
Plasma angesehen. Die Msglichkeiten einer eingehenden Priifung der Hy-
pothese von Ramsay werden erértert und es wird gefunden, dal das erdmag-
netische Feld in der Grenzschicht zwischen dem Erdkern und dem Erdman-
tel entstehen kénnte. Fiir den Zusammenhang zwischen der Stromdichte
und der Geschwindigkeit des Materials werden erste Abschdtzungen vor-
behaltlich einer genaueren Untersuchung angegeben. Falls die hier vorge-
tragenen Gedanken richtig sind, ist die Westwirtswanderung der Isolinien-
gebilde des erdmagnetischen Feldes als diejenige langer hydrodynamischer
Wellen aufzufassen. Die Abweichung der Achse des Dipols von der Rota-
tionsachse erhilt eine natiirliche Erkldrung. Auch die nord- bzw. siidwir-
tige Bewegung der einfache Quadrupole kann erklért werden.
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Zum SchluB mochten wir Fréulein G. Runge und Herrn G. Naitha vom
Geomagnetischen Institut Potsdam, die die umfangreichen Rechenarbeiten
fir diesen Aufsatz in vorbildlicher Weise durchgefiihrt haben, unseren
besten Dank aussprechen.
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Die Funktionen g‘l’(tl) «eey in y = 107° " angegeben

Tabelle 1 (nach [4])
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t g?(tl) gi(tl) hi(tl) gl éi(tl) Hi(tl)
1850 -32135 -2719 5823 15,0 11,02 7,81
1860 -32034 -2615 5890 15,4 9,84 5,74
1870 -31909 -2522 5938 15,9 8,65 3,85
1880 -31761 —2442 5968 16,8 7,47 2,16
1890 —-31594 —2373 5982 17,9 6,28 0,66
1900 —-31410 -2316 5982 19,2 5,10 -0,65
1910 -31211 —-2270 5970 20,8 3,92 -1,76
1920 —-31000 —-2238 5947 22,6 2,73 -2,69
1930 -30779 —2216 5917 24,7 1,55 3,42
1940 -30652 -2207 5880 27,1 0,36 -3,96
1950 -30319 -2209 5838 29,6 - 0,82 —-4,31

Tabelle 2 (nach [6])
Die Funktionen g‘l)(t P eees iny = 1075 I" angegeben

t, g(l)(tl) gi(tl) hi(,) é(l’(tl) g’i(tl) hi(tl)
1890 -31596 -2377 6038 1,3 18,4 1,0
1900 -31538 —-2248 6023 13,7 9,2 -3,7
1910 -31365 -2178 5981 23,9 1,8 -6,3
1920 -31100 —-2158 5931 29,2 3,7 -7,4
1930 -30827 -2135 5842 26,6 2,1 -5,3
1940 -30627 -2108 5808 13,9 1,3 -1,0
1950 -30646 —-2096 5827 - 1.3 3,7 +5,3
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Tabelle 3 (nach [4])

e—i[erg-lo3} 1["5'10 ]d(l)[[—‘]d(l)[r 10 ] #l°] ¢[°/Jahr] 9[°] é[o/Jabr]
cm® cm” Jahr ahr
1850 8,55544 -0,74318 -0,32772 -1,424 295,0 -0,1187 168,7 +0,00957
1860 8,50642 -0,77308 -0,32676 -1,485 293,9 -0,1009 168,6 +0,00705
1870 8,44257 -0,80664 +0,32555 -1,555 293,0 -0,0843 168,6 +0,00585
1880 8,36697 -0,85602 +0,32409 -1,658 292,3 -0,0688 168,5 +0,00490
1890 8,28150 -0,91848 +0,32243 -1,788 291,6 -0,0542 168,5 +0,00338
1900 8,18678 -0,98583 +0,32058 -1,930 291,2 -0,0404 168,5 +0,00259
1910 8,08546 -1,06530 +0,31859 -2,099 290,8 -0,0273 168,4 +0,00212
1920 7,97664 -1,15133 +0,31644 -2,284 290,6 -0,0145 168,4 +0,00238
1930 7,86464 -1,24897 +0,31421 -2,495 290,5 -0,00229 168,4 +0,00280
1940 7,74993 -1,35742 +0,31191 -2,732 290,6 +0,00963 168,4 +0,00328
1950 7,63307 -1,46700 +0,30955 -2,975 290,7 +0,0210 168,4 +0,00468
Tabelle 4 (nach [6])
3 . .
,[""‘3 10 ] [“8 10 ]d“’[r] a‘”[r i }¢[°] ¢ [°/Jake] 6[°] 6[°/Jak]
cm cm?® Jahr
1890 8,28772 -1,25538 +0,32255 —0,244 291,5 -0,1548 168,4 -0,00962
1900 8,25274 -0,75687 +0,32187 -1,476 290,5 -0,0654 168,5 —0,00682
1910 8,15923 -1,26343 +0,32004 —2,478 290,0 +0,00418 168,5 —0,00347
1920 8,02157 -1,52946 +0,31733 -3,025 290,0 -0,00860 168,5 -0,00406
1930 7,87818 -—1,36283 +0,31448 —2,720 290,1 —0,00141 168,6 —0,000579
1940 7,77630 -0,69191 +0,31244 -1,390 290,0 -0,00820 168,6 +0,00255
1950 7,73797 +1,00154 +0,31167 +0,202 289,8 -0,0488 168,6 +0,00631




Die Funktionen gg () eee, in y= 1051 angegeben (nach [4])

Tabelle 5
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t gl®) gle) g20) bl 2@ g0 g} g2 k.l B2

1850 - 20 2835 150 - 245 1409,4 -12,6 1,3 16,1 -13,7 14,5
1860 — 146 2848 311 - 382 1499,7 -12,6 1,3 16,1 -13,7 4,4
1870 - 272 2861 472 - 519 1502,3 -12,6 1,3 16,1 -13,7 - 8,2
1880 — 398 2874 633 - 656 1469,6 —12,6 1,3 16,1 -13,7 - 9,2
1890 - 524 2887 794 - 793 1324,5 -12,6 1,3 16,1 -13,7 -13,2
1900 - 650 2900 955 - 930 1180,0 -12,6 1,3 1,1 -13,7 -15,5
1910 - 776 2913 1116 -1067 1019,3 -126 1,3 16,1 -13,7 -17,1
1920 - 902 2926 1277 -1204 856,0 -12,6 1,3 16,1 -13,7 -16,1
1930 -1028 2939 1438 -1341 701,9 -12,6 1,3 16,1 -—13,7 —14,6
1940 -1154 2952 1599 -1478 566,9 -12,6 1,3 16,1 -13,7 -12,4
1950 ~1280 2965 1760 -1615 459,4 -12,6 1,3 16,1 -13,7 — 9,2

Tabelle 6
Die Funktionen gg(t) «es, in y = 1075 T" angegeben (nach [6])

a0 0 g0 N o & 6} @ B 6

1890 - 619 2896 731 - 831 1389 -15,8 5,0 17,2 -19,5 15,4
1900 - 770 2935 923 -1019 1235 -98 22 215 -12,5 15,4
1910 - 846 2946 1158 -1119 1069 - 7,0 -1,2 24,5 - 8,8 15,4
1920 - 916 2946 1381 -1231 916 - 8,9 1,2 19,0 -12,0 15,4
1930  —1023 2942 1535 -1369 769 -12,8 1,8 12,0 —17,5 15,4
1940 —-1169 2942 1616 —1562 600 -17,0 0 4,2 -19,8 15,4
1950 -1358 2942 1635 —-1769 462 -19,8 0 -5,0 -21,2 15,4

Anm. Die Parameter des geomagnetischen Feldes sind die gemaB

ausgeglichenen Werte.

[4] bzw. [6]
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Tabelle 7a (nach [4])

P 3] — 5

v2 o |erg10°|y2 Flergl0” | L(2) @) ()

B v L -
1850 0,20213.10°% 0,12064 0,1 206.10°° 0,0720 1812,0 46,25 —1858,2
1860 0,21248.10°° 0,12681 0,0 895.10° 0,0534 1851,4 59,20 -1910,6
1870 0,22017.10°% 0,13140 0,0 381.10° 0,0227 1881,2 67,35 —1948,6
1880 0,22818.10°° 0,13619 0,0 576.107> 0,0344 1910,9 76,78 —1987,6
1890 0,23246.10 > 0,13874 0,0 661.107° 0,0395 1935,9 63,22 —1999,1
1900 0,24004.10~% 0,14326 0,0 871.10° 0,0520 1975,1 48,92 —2024,0
1910 0,25021.10°% 0,14933 0,1 149.10°° 0,0686 2028,6 26,84 —2055,5
1920 0,26376.107° 0,15742 0,1 538.10™° 0,0918 2097,4 — 0,76 —2096,6
1930 0,28107.10°% 0,16775 0,1 922.10° 10,9147 2179,4 —-30,08 —2149,4
1940 0,30217.10°° 0,18034 0,2 294.10°° 0,1369 2272,0 —56,60 —2215,4
1950 0,32693.10°° 0,19512 0,2 649.10™> 0,1581 2371,3 —75,81 -2295,5

Tabelle 7b (nach [4])

pl(Z) p2(2) p;2)

¢§2)[o] 0(12)[01 ¢;2)[o] 9;2)[°] ¢§2)[°] 0;2)[01
1850 20,07 50,81° 86,09° 116,47° 152,01° 50,68°
1860 19,16° 52,79° 85,24° 118,07° 148,69° 50,06°
1870 17,26° 54,19° 84,30° 118,38° 146,22° 48,94°
1880 15,11° 55,32° 83,34° 118,23° 144,10° 47,68°
1890 11,45° 55,99° 81,55° 116,75° 142,30° 45,91°
1900 8,01° 56,70° 79,73° 115,10° 140,43° 44,27°
1910 4,59° 57,23° 77,78° 114,08° 138,42° 42,83°
1920 1,44° 58,23° 75,84° 113,47° 136,24° 41,32°
1930 - 1,24° 59,13° 74,05° 113,00¢ 135,82° 40,18°
1940 - 3,36° 60,07° 72,52° 112,96° 131,35° 39,31°
1950 — 4,88° 61,05° 71,32° 113,32° 128,81° 38,72°
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Tabelle 7¢

- ( (
A @ﬂp_ (<)P#2’PV2)—90°)

A @ 12 A ®2 3 A® 13
1850 -0,02° 0,00° +0,02
1860 -0,02° -0,02° -0,02
1870 -0,01° -0,00° +0,01
1880 +0,03° +0,01° +0,03
1890 -0,01° 0,00° +0,01
1900 -0,02° 0,00° +0,02
1910 0,00° 0,00° 0,00
1920 0,00° 0,00° 0,00
1930 +0,01° -0,03° +0,03
1940 +0,01° +0,01° -0,01
1950 -0,01° -0,01° +0,01

Tabelle 7d
Die Lage der einfachen Quadrupole relativ zum Dipol

* A Y177, 5,-%,
1850 50,7° 60,0°
1950 56,7° 40,2 41,3° 19,3°

Tabelle 8a (nach [6])

{/E e——z[erg-los] ’\TE e—;(erg-ms]
cm3 2 cm3 Jahr
1890 0,23848.10°3 0,1423 0,29771.10°3 0,1777
1900 0,25245.1072 0,1507 0,26242.10°° 0,1566
1910 0,26261.103 0,1567 0,22827.107° 0,1362
1920 0,27559.10 3 0,1645 0,26685.107° 0,1592
1930 0,29047.1073 0,1734 0,29044.10°° 0,1753
1940 0,30866.10™3 0,1842 0,26731.107° 0,1595

1950 0,30311.102 0,1809 0,25332.107° 0,1512
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Tabelle 9
Aquatoriale Stromdichten [AMP] far V,

cm

1850 1860 1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930

T4 ([4]): 4,757 4,743 4,725 4,704 4,680 4,653 4,624 4,593 4,560
bm
T ([6]): 4,682 4,672 4,645 4,606 4,564

1940 1950

4,527 4,493
4,535 4,524

Tabelle 10
Aquatoriale Stromdichten [m] fiir V2

cm

1850 1860 1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930

,~¢§n2-1): 0,5999 0,6129 0,6228 0,6326 0,6409 0,6539 0,6716 0,6944 0,7215
f¢l‘f-2): 0,0153 0,0196 0,0223 0,0254 0,0209 0,0162 0,00889 0,00252 0,00996
f(ﬁ;"--”z 0,6152 0,6325 0,6451 0,6580 0,6618 0,6701 0,6805 0,6941 0,7116

1940 1950

0,7522 0,7851
0,0187 0,0251
0,7335 0,7600



209

830
8201
810
8,001
7.90
780
770
760 -
750

L | ! ! | | | | ! 1 1
1850 60 70 80 90 1900 10 20 30 40 1950

Abb. 1: Die mittlere Energiedichte des ermagnetischen Dipols in “‘3 . 10% als

Funktion der Zeit nach den Ergebnissen von [4] und [6]. cm
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Abb, 2: Die jdhrliche Anderung der Energiedichte des erdmagnetischen Feldes in
3’—% . 103 / 10 Jahr als Funktionen der Zeit nach [4] und [6] .

cm

27 Ztschr. f. Geoph. 22



210

o =[4]
O =[6]

. S

T T T Y Y S I |
1850 60 70 80 90 190010 20 30 40 1950

Q
S5
TTTTTT

Abb. 3: Die Linge des Vektors und seine jahrliche Knderung nach [4] und [6] in
" bzw. [ x 10%/ 10 Jahr.
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Abb. 4: Die GrGe der Winkel ¢! und 6 in ©(2 7~ 360°) und ihre 10-jahrige
Anderung nach [4] und [6].
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Abb. 5: Die GrdBen (;5(1), 0(1) (GrundriB) und die Léngen des Vektors d (AufriB) in
[I") bzw. [°] (2 # ~ 360°) nach [4] und [6].
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Abb. 6: ¢(12) . 9(12) in [°] (2 7 ~ 360°) als Funktionen der Zeit nach [4].
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Abb. 7: ¢(22) . 0(22) in [°] (2 7 ~ 360°) als Funktionen der Zeit nach [4].
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Abb. 8: ¢g2’, 0;2’ in [°] (2 7 ~ 360°) als Funktionen der Zeit nach [4].

24}
221
201
18f

161
14r
2r
101
081
061
04r

02 60 80 1900 20 40

- 0’2 1850 70 90 10 30 1950
-04}
-06}
-08f

| I I I |
N se-
QO O N

T T T T

M

Abb. 9: €42, C{?, ¢{?) in [y 107%] als Funktionen der Zeit nach [4].

[}
N



214

20} &, g 10" |

1.9
1,8
17 -
1.6
15 -
14
13

’

12 -

i

T

non
(L N

o
o

L1

Il

L T N G B a1
1850 60 70 80 90 1900 10 20 30 40 1950

Abb. 10: Die Energiedichtendes erdmagnetischenFeldes, soweit sie durch V2-a

3

5
erfalt werden, in [ﬂ_}-o—] als Funktion der Zeit.
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Abb. 11: Die zeitliche Anderung der Energiedichte des erdmagnetischen Feldes,

S
soweit zu V, - a gehdrig, in [er_g . LA

]als Funktion der Zeit.
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Abb. 12: Die Wanderung des Pols Piz) im (8, @) Koordinatensystem.
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Abb, 13: Die Wanderung des Pols sz) im (8, &) Koordinatensystem.
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Abb. 14: Die Punktwolken (1 (t.), T ,)) und (4P ), T )
Sie zeigen an, daB keine Korrelation zwischen den genannten GroBen besteht.
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a) Theoretische
Gezeitenkurve
ermittelt nach den
Tabellen von
l. Goguel

b) Gemessene
Gezeitenkurve
aufgezeichnet durch ein
Askania-Gravimeter Gs 11
mit Registriereinrichtung
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Walther Lietzmann

LEBENDIGE
MATHEMATIK

2. Auflage
465 Seiten mit 343 Abbildungen und 10 Tafeln
Leinen DM 16.80

.Dieses Werk ist kein nettes Biichlein zur Veran-
schaulichung der Elementarmathematik, sondern
durchleuchtet einmal wirklich die Mathematik,
auch ihre abstraktesten Teile, in ihrer Einheit-
lichkeit und kiinstlerischen Schénheit. Aus eie-
mentarsten Begriffen ergibt sich alles, von den
Klammerregeln und Kongruenzsédtzen bis zu den
Differentialgleichungen und der sphérischen
Trigonometrie, ja zur Axiomatik. Dem Leser
wird nichts erspart. Kann man auch nicht alle
Beweise bringen, so wird doch nirgends eine
Vereinfachung erschlichen, vielmehr auf alle
Schwierigkeiten ausdriicklich hingewiesen, ge-
rade auch auf die nur dem kritischen Wissen-
schaftler erkennbaren (Begriff der Menge, des
Unendlichen, des Grenzwertes, der Wahrschein-
lichkeit; wunde Stellen im Beweis der Ketten-
regel der Differentialrechnung oder in der
Taylorschen Entwicklung). Und wo man bléttert,
wird man auch iiber vieles Elementare einschliefs-
lich der Anwendung véllig neu aufgeklart. Wer
kennt die Entstehungsweise der MehBtischblatter?
Wer weifs, wiees im Innern einer Rechenmaschine
zugeht, wie das Lochkartensystem funktioniert,
wie der Eiffelturm verstrebt ist? Wer hat Funk-
tionsleiter und Rechenstab wirklich durchdrun-
gen? Und vieles, vieles andere, natiirlich auch
viel Geschichte sowie Geschichten und Scherze.
Wer aber nur das letztere zu finden hofit, auf
den wird das Buch besonders wohltétig wirken,
wenn er sich nach Abschluf der Lektiire
im Besitz ungewollter, aber umso
soliderer Kenntnisse steht.”
YDI:Zeitschrift

Zu beziehen durch jede Buchhandlung

Prospekte verlangen Sie direkt vom

PHYSICA-VERLAG-WURZBURG

Bitte nehmen Sie bei Anfragen und Bestellungen auf unsere Zeitsdirift Bezug!
Please, mention our review in writing to advisers



SE.'S!“S ~verringer?Jhr Riciko-

HANNU OVER
Fernschr. 023419 - Ruf 70831

Bitte nehmen Sie bei Anfragen und Bestellungen auf unsere Zeitschrift Bezug!
Please, mention our review in writing to advisers.



Seghen

=

=

e

N

o
DURCH GEOPHYSIK

ERFORSCHUNG
LAGERSTATTEN

wy
w
v
(%, ]
<
o
—
(%, ]
(- 4
<
<
-
- 4
t
>
o
4
4
<
I

—_— = v el

e e
——

S e e e |

RUF: 80148 - FERNSCHREIBER: 0922847

DRAHT: PRAKLA

Bitte nehmen Sie bel Anfragen und Bestellungen auf unsere Zeitschrift Bezugl

Please, mention our review in writing to. advisers



