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Der Gewittergenerator im luftelektrischen Stromkreis II

Von H.W, Kasemir, Neptune®’

Résumé: La publication traite du courant électrique au dedans et hors d’ un
nuage orageux. La calculation commence avec le courant d’une source punc-
tuelle située dans un médium dont la conductibilité augmente avec 1’ hauteur
selon une fonction exponentielle. La terre est considerée comme une plaine
conductive par un procédé de réflection appropié. L’addition des courants de
plusieurs sources punctuelles de différente polarit€é permet de représenter les
conditions de charge et de courant dans quelconque nuage orageux. Donné un
pouvoir de courant de 1 ampere il résulte que la charge dans la t€te d’un nuage
orageux sera environ 2400 coulombs. C’est cent fois la valeur de 24 coulombs
supposée jusqu’a présent comme elle était calculée 21a base dela théorie élec-
trostatique. Ce contenu de charge considérablement plus grand explique, qu’un
nuage orageux puisse créer une suite de décharges d’éclairs, dont chaque éclair
consomme environ 30 coulombs, et, en surplus, puisse continuellement produire
un courant de 1 ampere = 1 coulomb/seconde jusqu’2 la ionosphere. Mais le
champ €lectrique de cette charge de nuage est abrit€ 2 1’ extérieur 2 90% par
une charge de surface du signe opposé d’une grandeur d’environ — 2200 cou-
lombs, 2 cause du chute de conductibilité 2 la surface du nuage. Un autre effet
abritant est aussi représenté par la charge spaciale qui se forme 2 la proximité
de 1'orage par raison de la conductibilité augmentant avec 1'hauteur. Cette .
augmentation avec 1’hauteur est aussi 1a raison qu’un grand pourcent de la char-
ge positive émanant de la t€te d’orage ne retourne pas 2 la terre tout prés de
1’ orage mais monte 2 la jonosphére. Appliqué 2 la charge négative descendant
3 laterre celasignifie qu’une grande partie de la charge négative sera distribuée
sur toute la surface du globe et que seulement une mince partie reste ficée au
dessous de 1° orage. Cela résulte dans 1'image que — déviant de 1’ usage commun
jusqu’2 présent — la surface de la terre et non pas la ionosphére doit €tre con-

D Dr. H.W. Kasemir, Box 216 B, R.D. 2, Neptune N, J., U.S.A.

9 Ztschr, f. Geoph, 25



66 H. W.Kasemir

siderée comme “couche d’égalisation (= Ausgleichsschicht)”: Aussi si la iono-
sphere n’existait pas la charge libre serait distribuée également par la surface
du globe. Par cette raison on peut comprendre que des variations de 1’hauteur
ou de la conductibilité de la ionosphére n’auront A peu prés aucune influence
sur le champs @letrique prés de 1a surface de 1la terre.

Dans cette thése le potentiel du globe a non plus 1a valeur zéro comme sup-
posée jusqu’2 alors mais plutdt une valeur négative calculée de l1a charge néga-
tive et'la capacité du globe. D’autre part, le potential de la ionosphere résulte
dans z€ro, supposé€ que les générateurs €lectriques atmosphériques produisent des
charges positives et négatives des m€mes quantités. Donné ces valeurs du poten-
tiel au globe et 3 la fonosphere le circuit €lectrique atmosphérique devient un
syst2me complet. Si 1'on insistait A partir de 1'image que le globe a le poten-
tiel zéro, on arriverait aux hypoth&ses additionelles et sans fondement concer-
nant le potentiel du space mondial ou concernant un courant perpétuel et uni-
polaire de la ionosphére au space mondial. La représentation de 1°orage par un
ordre appropri€ de sources punctuelles permet d’examiner la validité de la re-
présentation plus simple au sens mathématique par des sources-couches, (Quell-
schichten) la coupe finite des sources-couches est indentique avec la négligence
des distributions marginales. I1 est évident que, pour obtenir certains notions in-
tégrales comme "courant productif (Nutzstrom)”, "courant de perte (Verlust-
strom)”, "effet (Wirkungsgrad)" etc., les deux modes de calculation produiront
les m€mes résultats. Le courant productif du générateur orageux est définé com-
me le part de la charge orageuse négative qui se répand sur la terre et se distri-
bue également ausurface mondial et, enfin, retourne de la terre 2 la ionosphere
comme contribution de 1’orage au courant vertical. Ici, 2 la ionosphere, il se
joint avecle courant des charges positives coulant de la t€te orageuse 2 1a jono-
sphere, tellement formant le complet circuit extérieur. Au contraire, le courant
conducteur au dedans de 1’ orage est définé comme courant de perte parce qu’il
ne contribue pas au champs électrique de beautemps. L’effet de 1’ orage est dé-
finé comme leratio du courant productif dividé€ par le courant total. Considérant
la conductibilité diminuée au dedans du nuage 1’ orage moyen devrait avoir un
effet d’environ 90%.
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V1. Das Gewitter als Quellschicht

Die Darstellung des Gewittergenerators durch Quellpunkte hat eine Reihe we-
sentlicher Erkenntnisse gebracht, sie bleibt aber auf die im Gewitter flieBenden
Stréme beschrinkt. Die Frage nach der Spannung des Wolkenpols kénnen wir
nicht beantworten, weil das Potential einer unendlich kleinen Punktquelle in
dieser selbst unendlich groB wird. Es bleibt sowohl die Frage nach den Wider-
stinden als auch die nach der Leistung des Generators offen. Es gibt hier nur den
Ausweg, eine passend gewihlte Aquipotentialfliche als Randflache des Wolken-
pols willkirrlich festzulegen, und ihren Potentialwert als Spannung des Generators
zu definieren.

Einen anderen Weg geht H.Isra&l [13] bei der Berechnung des elektri-
schen Energieanteils an der thermodynamischen Gesamtenergie des Gewitters. Er
stellt die elektrisch aktiven Gebiete der Gewitterwolke nicht als Punktquellen
sondern als Quellschichten dar. Bei der Voraussetzung einer rein homogenen
Strémung, d.h. unter Vernachlissgiung der Randstreuung ergibt sich dabei ein
fir die Rechnung auBerordentlich einfaches Modellbild, bei dem sich alle bisher
nicht zuginglichen GréBen erfassen lassen. Das Potential einer Quellschicht wird
nidmlich nicht unendlich, weil sich die endliche Quellstirke und damit die end-
liche Ladung nicht in einem unendlich kleinen Punkt zusammendrdngen mu8,
sondern sich auf einer endlichen Fliche ausdehnen kann. Auch die Widerstdnde
lassen sich leicht berechnen, weil die einzelnen Stromrshren bei der homogenen
Strémung konstanten Querschnitt haben, so daB die Stromung nurvon einerein-
zigen Koordinate, nimlich der x - Koordinate, abhingt.

Es erhebt sich allerdings die Frage, ob die Voraussetzung der homogenen
Strémung, die ja einen zwangsweisen Eingriff in die natiirliche Strdmung dar-
stellt, die Ergebnisse nicht grundlegend filscht. Durch die exakte Rechnung der
Quellpunktstrémung sind wir in der Lage, die Zuverlissigkeit der Quellschichten-
darstellung mit der homogenen Strémung zu iiberprifen. Dabei wird sich tiber-
raschenderweise zeigen, daB beide Rechnungsarten zu genau demselben Ergebnis
fihren.

Wir brauchen fiir die Ableitung derFormeln diesmal nicht den umsténdlichen
Weg (iber die Eigenfunktionen der Differentialgleichung zu gehen, sondern kon-
nen alle erforderlichen Gleichungen aus dem elektrotechnischen Ersatzschaltbild
herleiten. Wir beginnen wieder mit der Darstellung des Einpolgenerators. In der
Héhe 4, befinde sich die positive Quellschicht mit der Gesamtstromergiebigkeit
I, die auf der Fliche F gleichmiBig verteilt ist. Die Erdoberfliche stellt die
negative Quellschicht mit der Gesamtstromergiebigkeit —I dar. Die Raumla-
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dungswirkung des fallenden Niederschlages, der den Quellschichten die Ladung
zufithrt, wird in diesem Bild wieder vernachlissigt.

In Fig.4a ist das Stromlinienbild des Quellschichtgenerators dargestellt.

o]

I

Fig. 4b: Ersatzschaltbild der ein-
poligen Quellschicht

Fig. 4a: Stromlinien einer Quellschicht
iiber der leitenden Erde unter Ver-
nachldssigung der Randstreuung

Wir wissen aus den vorangegangenen Abschnitten, daB sich der von der posi-
tivenQuelle ausgehende Strom [ aufteilt in einen Anteil [ N der zur Ionosphi-
re bzw. ins + Unendliche abflieBt und einen Anteil /|, der vonderQuell-
schicht zur Erde strémt. Ebenso teilt sich die Stromergiebigkeit der Erde auf in
einen Strom -I,, der von dem unter der posiitven Quellschicht befindlichen
Stiick der Erdoberfliche ausstromt, und einen Strom =1y, der gleichmiBig tiber
die ganze Erdoberfliche verteilt von dieser zur Ionosphire bzw. zum Unendli-
chen abflieft. Der Stromanteil -1, dient zur Neutralisierung des Anteils +1I,,
der positiven Quellschicht, wihrend der Anteil ~/,, den Beitrag des Generators
zum luftelektrischen Schénwettervertikalstrom darstellt und zur Neutralisierung
von +I, dient.

In Anlehnung an die ausfithrlich besprochenen Verhiltnisse bei der Punktquel-
le konnen wir ein ganz analoges Schaltbild nach Fig.4b entwerfen mit den
Widerstinden W’i zwischen Quellschicht und Erde, W o zwischen Quellschicht
und Ionosphire und W_ = als dem Widerstand des ilbrigen Luftraumes Erde-Iono-
sphére. Betrachten wir nun vorerst nur das zylindrische Stiick des Luftraumes mit
dem Querschnitt F der Quellschicht, das sich unter und tiber dieser von der Erde
bis zur Ionosphdre bzw. bis ins Unendliche erstreckt. mit den Widerstdnden W,
und W . Die Aufteilung der Stromergiebigkeit +/ in die Anteile +I, und
+I,, muB der GroBe der Widerstinde W, und W entsprechen. Aus der Leitfa-
higkeitsfunktion der Luft lassen sich diese Widerstinde durch eine einfache Inte-
gration berechnen.
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1/A ist der spezifische Widerstand eines Einheitsvolumens Luft in der Héhe
x. Damit erhalten wir den Widerstand ¥ eines Zylinders von dem Querschnitt
F und der Linge h_ bis h  zu

h

m ,\ A
-1 -2kx ,_ _ o_"o
@D Pam = X, F ;.f w7y (a,-, T;) -
Daraus folgt
1 AO 2
(22) W, = T2k F A,
und
— 1- Ao
(23 i = X ZhF )/

Da sich nun die Sudme I, und I, umgekehrt verhalten miissen wie die
Widerstinde W, und W, folgt aus (22) und (23)

(24) L N L
0

Beriicksichtigen wir noch, daB Iy = I-1,, ist, so erhalten wir

A Ao
(25) I, = A—OI und Iy=\1-v] I,
1 1

also genau dieselbe Beziehung wie bei der Punktquelle.

Es mag im ersten Augenblick sehr tiberraschend erscheinen, da8 fiir die Auf-
teilung der Gesamtstromstdrke im Verlust- und Nutzstrom bei der Punktquelle
und bei der Quellschicht das gleiche Ergebnis herauskommt. Wir kénnen dies
aber leicht einsehen, wenn wir bedenken, daB wir uns die Quellschicht aus lau-
ter einzelnen Punktquellen aufgebaut denken k&nnen. Dabei wire sogar die
Randstreuung noch mit beriicksichtigt worden. Wir sehen also, daB die Vernach-
lssigung der Randstreuung, d.h. die zwangsmaiBige Einfithrung einer homogenen
Strémung an dem Verhdltnis Nutz- und Verluststrom nichts geindert hat.

Dadurch, daB wir in unserem zylindrischen Stilck sowohl die Stromstirke als
auch die Widerstidnde in den einzelnen Teilen kennen, ist es auch méglich, den

2)

Da es praktisch keinen Unterschied bedeutet, ob wir WO von der Quellschicht bis ins

Unendliche erstrecken oder nur bis zur Ionosphére, wurde mit Ricksicht auf die einfachere
Formel die Integration bis ins Unendliche erstreckt.

XN
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Spannungsabfall tiber einem vorgegebenen Widerstandsstiick und damit die Po-
tentialfunktion der Strémung zu berechnen. Fiir den Bereich zwischen Erde und
Quellschicht gilt

A
I )
(26) ‘Du=m(1“r) fir 0<=<hy,
und fiir den Bereich zwischen Quellschicht und Ionosphire gilt

A
@mn ‘Db:"rplz_k(l‘*,\'f‘) filr Ay <x<eo .

Wenn wir A = A, setzen, erhalten wir aus beiden Gleichungen die Klemmspan-
nung U, des Gewittergenerators zu

A
I 0
(28) U, = (1 - )
airew7 e
_ _ _ —o.70-14__1
Fiir dieIZa:xéenwene Iy =14,k = 7km, A= 5)\0, AO =2-10 oyl
2k = ’1‘3H . F = 50km? ergibt sich fiir die Klemmspannung der Wert U, =
=8.7-108v,

Nun haben wir bisher nur die Strémung der Originalquelle mit der Stromer-
glebigkeit +7 und des unter ihr liegenden Stilckes der Erdoberfliche mit der
Stromergiebigkeit ~I;, betrachtet. Wir missen also noch den von der Erde ab-
stromenden Verluststrom -/, durch den Nutzstrom -1, zu derGesamtstromer-
giebigkeit —1 erginzen. Hier kénnen wir aber nicht mehr — wie schon oben er-
wihnt — die Potentialfunktion in Zylinderkoordinaten berechnen sondern missen
auf die Darstellung in Kugelkoordinaten zuriickgreifen. Wir erhalten das Poten-
tial @, des Schonwettervertikalstromes zu

2kR

I e 0 -2k’ | ¢
29 - NG~ ; e -
(29) Dy oW 2kEi_ 0t —F .

oder in geniigend genauer Anndherung

I —2k(r—R0)
30 = NG €
(30) (DN 477/\0 r

Dabei bedeutet Iy . hier bereits die Summe aller Nutzstrome der gleichzeitig
auf der Erde stattfindenden Gewitter, R o den Erdradius und r die Kugelkoordi-
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nate. Beim Ubergang zu unseren Zylinderkoordinaten haben wir die Beziehung
r=R)+x.

In Fig.5 ist der Verlauf von ¥, gestrichelt, der Verlauf von & und @/
strichpunktiert eingezeichnet. SchlieBlich ist die im Gewitter herrschende Uber-
lagerung von beiden Potentialfunktionen durch die ausgezogene Linie wiederge-
geben.

120 km

Fig. 5: Potentialverlauf mit der Ho- /
he im Schénwettergebiet und im Ge- //
witter (Einpolgenerator) e . )
108V 510 ¢

Wir sehen, daB das Potential im Gewittergepiet mit dem Wert -7,5 - 108 v
am Erdboden beginnt, mit der Hthe rasch zunimmt, in etwa 2,3 km Hohe durch
0 hindurchgeht und in der Quellschicht den Maximalwert von + 7,2 - 108 v er-
reicht. Uber der Quellschicht nimmt das Potential mit weiterwachsender Héhe
wieder rasch ab und n#hert sich asymptotisch dem Wert 0. In 100 km Hohe hat
das Potential bis auf einen verschwindenden Rest den Wert 0 fast erreicht. Die
gestrichelt eingezeichnete Potentialkurve @, der Schénwettergebiete nimmt
ebenfalls von dem Bodenwert —-7,5- 108y mxt der Hohe stark ab und strebt
dem Potentialwert 0 zu. Diese in Abschnitt IV bereits diskutierten Tatsachen
sehen wir in der Potentialdarstellung der Fig. 5 deutlich vor Augen.

Die wichtigsten Ergebnisse von Abschnitt VI:

1. Da die Darstellung des Gewittergenerators durch Punktquellen in der
Hauptsache nur denStromverlauf in den beidenStromkreisen ergibt, die Klemm-
spannung des Generators, die Widerstinde und die Leistung aber nicht zu berech-

XY
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nen gestattet, wird als Modellbild statt einer Punktquelle eine Quellschicht mit
zwangsweise homogener Strémung verwendet.

2. Die Berechnung von Potential- und Stromfunktion ebenso wie die der
Klemmspannung, Widerstinde usw. gestaltet sich auBerordentlich einfach. Dar-
tiber hinaus ergibt sich, da8 beziiglich der Aufteilung der Gesamtstromergiebig-
keit in Nutz- und Verluststrom die in derLiteratur gebrduchlichen beiden Ge-
witterdarstellungen zu demselben Ergebnis fithren.

3. Der graphisch dargestellte Potentialverlauf im Gewittermodell und im
Schonwettergebiet illustriert die in Abschnitt IV erljuterte Vorstellung von der
luftelektrischen Strémung im Faraday-Kifig der Ionosphire.

VII. Das Gewitter als Dipolquellschicht mit Beriicksichtigung der
erniedrigten Wolkenfihigkeit und der Wirkungsgrad der

verschiedenen Gewittermodelle

Nach dem in Abschnitt V tiber Quellschicht und Punktquelle Gesagten bietet
die Ubertragung derErgebnisse von der Bipolpunktquelle auf die Bipolquellschicht
keine Schwierigkeiten. In Bezug auf die Berechnung von Nutz- und Verluststrom
filhren Punktquelle und Quellschicht zu demselben Ergebnis. Dariiber hinaus las-
sen sich bei derQuellschichtendarstellung noch die Widerstinde und die Klemm-
spannung des Generators berechnen. Weiterhin definieren wir den Wirkungsgrad
w des Generators als das Verhiltnis von Nutz- zu Gesamtstrom w = —?’— Mit
Beriicksichtigung der vorigen Abschnitte kommen wir zu folgender Formelzu-
sammenstellung.

Fiir Quellpunkt und Quellschicht gilt

AO )\b ,\0
(C2Y IV:TI—I; Iy = (l—x—)l; ws=1l-5—.

Fur die Quellschicht alleine gilt

I A
U, = 1- —2);
K Xl 2kF ( Xl)'
(32)

0

A A
- I ol . » _ I
Wi"mk_F(l"‘,\_l') W0 =Xy 2kF Ky
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Fiir die Bipolquelle aus Punktquellen oder Quellschichten gilt

'\0 AO )‘o Ao
IBV= l——/g—'f'—rl l; IBN= T—Tl I;
33) 2
w02
A, AL
Filr die Bipolquellschicht allein gilt
v =_1__(1+ 1 1)(&_"0)
K= 2kF \ Xy T &) 'X; s A ) F
1 A
W = 1 -2
u X02kF( “X;)
(34)
W, = 1 >\0 A0
i ‘W T;'“X_l' ’
1 A,
W =
0 XOEEF‘ Xz .
w ’,&
i /”
/,/ NT
/,\
50 ,’ :
/ \.
/, \‘\‘ ~b—‘
/ ~
/.
// A
5 10Kkm

Fig. 6: Der Wirkungsgrad des Gewittergenerators in Abhingigkeit von
der Hohe der Quellgebiete iiber dem Erdboden
a) Der Einpolgenerator
b) Der Bipolgenerator
c) Der Bipolgenerator mit Beriicksichtigung der niedrigen Wolken-
leitfahigkeit

10 Ztschr, f, Geoph, 25
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In Fig. 6 ist der Wirkungsgrad fiir den Einpolgenerator (gestrichelte Linie) und
den Bipolgenerator (strichpunktierte Linie) in Abhingigkeit von der Hohe iiber
dem Erdboden graphisch dargestellt. Dabei ist fiir den Bipolgenerator ein kon-
stanter Abstand der beiden Quellschichten (bzw. Quellpunkte) von 4 km ange-
nommen. Fig.6 zeigt uns, daB der Einpolgenerator einen umso besseren Wir-
kungsgrad hat je hoher der positive Pol tiber dem Erdboden liegt. Das ist durch-
aus verstindlich, da mit wachsender Héhe der Innenschlufwiderstand Wi immer
groBer und der iiber der Quelle liegende AuBenwiderstand immer kleiner wird,
sodaB der Nutzstrom auf Kosten des Verluststromes ansteigt. Bei dem Bipolgene-
rator beginnt die Kurve erst mit der Hohe der positiven Quellschicht von 4 km,
da bei einer Entfernung zwischen positiver und negativer Quellschicht von 4 km
hier die negative Schicht gerade noch die Erde berithrt. Der Wirkungsgrad betrdgt
an dieserStelle genau wie beimEinpolgenerator 60 %. Mit wachsender Hohe wird-
er immer schlechter. Wenn der positive Pol die Héhe von 10 km erreicht hat,
und der negative Pol dementsprechend in 6 km Hohe liegt, dann hat der Wir-
kungsgrad bis auf 16 % abgenommen.

Dies Ergebnis steht etwas im Widerspruch zu dem experimentellen Befund,
daB gerade die tropischen Gewitter, die bis in Hohen von 10 und mehr Kilometer
hinaufreichen, einen Hauptteil des luftelektrischen Generators ausmachen. Das
erkennt man im weltzeitlichen Tagesgang des luftelektrischen Potentialgefilles,
in dem sich der Einsatz der tropischen Gewitterzentren deutlich abhebt. Es wire
deshalb unverstindlich, wenn gerade die tropischen Gewitter einen schlechten
Wirkungsgrad haben wiirden. Nach unserer bisherigen Berechnung gilt dies aller-
dings nur fiir den Gewitteraufbau mit zwei Raumladungszentren, wihrend der
Einpolgenerator einen mit der Hohe wachsenden Wirkungsgrad hat. Wir milssen
uns also die Voraussetzungen filr diz Berechnung des Zweipolgenerators nochmals
kritisch ansehen. Dabei ist sofort der Einwand zu machen, daB die erniedrigte
Leitfihigkeit der Wolkenluft nicht in Rechnung gestellt ist.

Alle bisherigen Ergebnisse laufen darauf hinaus, daB der Wirkungsgrad mit
wachsendem Innenschlufwiderstand steigt. Dies ist der Fall, wenn die entgegen-
gesetzt geladenen Quellen méglichst weit voneinander entfernt sind, und wenn
die Leitfahigkeit des Zwischenmediums niedrig ist. Wir miissen also auch quan-
titativ untersuchen, wie stark sich diese erniedrigte Leitfahigkeit auf den Wir-
kungsgrad des Zweipolgenerators auswirkt.

Die Berechnung hierfiir ist nicht weiter schwierig aber etwas umstindlich und
ist deshalb im Anhang durchgefithrt. Von dort iibernehmen wir die Gleichungen
A1V (58) (59) (60) (67) fur die Widerstinde W, ¥,, W, und den Wirkungsgrad
w. Es bedeuten hierin h, und h, die Hohe der positiven bzw. negativen Quell-
schicht. A;,A ,A,,A, ist die Leitfahigkeit am Erdboden, in der Hohe der
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oberen Quellschicht, in der Hohe der unteren Quellschicht respektive in der
Wolke. Es ergibt sich

1 )‘o
(39 o =Xy 2rF X,
36 VA 1--A°
(36) u XO 2kF 7‘7
hl"hz
(37 W, = AT

Weiterhin ist der Nutzstrom des Bipolgenerators nach A1V (65)

W.

i
(38) Igy = W.+ W _+ W I
i 0 u

und der Verluststrom nach AIV (66)
WO +W,

- I
(39 Igy = -v5ws7w
1 0 u

Damit ergibt sich der Wirkungsgrad zu

ho—h
1 2
(40) w=

A A A
L ( 2o __0)
1Rt TR T,

Die Gleichungen (38) bis (40) sind in der im Anhang durchgefiihrten Rechnung
nach der Methode der Uberlagerung der Strémung von zweiEinpolgeneratoren
gewonnen worden, wie sie bereits in Abschnitt V fiir den Bipolpunktquellenge-
nerator ausfijhrlich beschrieben worden ist. Nach dem in Fig.3 gegebenen Er-
satzschaltbild des Bipolgenerators kénnen wir sie direkt aus dem Schaltbild ent-
nehmen. Es handelt sich hier um die Stromverzweigung in den beiden parallel
geschalteten Widerst4inden Wi und W ot Wu + V’a . Dabei ist der Widerstand Wa
gegen W + W, zu vernachlissigen, da er in Praxis um etwa 6 Zehnerpotenzen
Kleiner ist als W,+ W, . Den Widerstand W der Parallelschaltung von ¥, und

Wu + W, erhalten wir zu
Wi (W0 + Wu)

(1) i Jve Jvy e
i 0 u

(XN
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Da nun sowohl der Gesamtstrom [ als auch die beiden Teilstréme /,,, und
Iy an den von ihnen durchflossenen Widerstdnden immer die Generatorspan-
nung erzeugen, folgt sofort

W AW, + W)
IBV(W +W0)=I =
! ot W.+W +W
3 0 u

oder auch
W,
Ji  —t
BN ~ W.+W _+W
i 0 u

I

In dieser einfachen und klaren Rechnung zeigt sich der Wert der bisherigen
Uberlegungen, die die Riickfilhrung der dreidimensionalen Strémung des luft-
elektrischen Stromkreises auf ein einfaches elektrotechnisches Schaltbild gestat-
ten. Das bei der Strémung fast unldsbar erscheinende Problem, die Wolkenleit-
fahigkeit in der Rechnung mit zu beriicksichtigen, kann auf Grund des Ersatz-
schaltbildes in wenigen Zeilen hingeschrieben werden.

Nach Gleichung (40) ist mit dem obengewihlten konstanten Abstand der
Quellschichten voneinander von 4 km der Wirkungsgrad unseres Bipolgenerators

mit Beriicksichtigung der niedrigen Wolkenleitfahigkeit A, =%)\0 in Fig. 6 als

dick ausgezogene Linie eingetragen. Unsere Erwartungen sind voll eingetroffen.
Durch den erhohten Innenschlufwiderstand ist der Wirkungsgrad erheblich gestie-
gen und dabei noch verhiltnismiBig unabhingig von der Hohe geworden. Bei
einer Hdheninderung von 4-10 km sinkt der Wirkungsgrad nur von 87% auf 78 %
ab, wihrend er ohne Beriicksichtigung der erniedrigten Wolkenleitfhigkeit von
60 auf 16% abnimmt. Wir sehen, wie grundlegend wichtig die Berilcksichtigung
der erniedrigten Leitfahigkeit in der Gewitterwolke ist.

Wenn auch der zum SchluB berechnete Wirkungsgrad wegen der Vernachlis-
sigung der Randstreuung, die ja wieder im Gebiet der normalen Luftleitfahigkeit
liegt, einen Maximalwert darstellt und in Wirklichkeit etwas niedriger ausfallen
wird, so werden wir doch festhalten kdnnen, daB im Durchschnitt mit einem
Wwirkungsgrad von 60-70% auch fir den Bipolgewittergenerator zu rechnen ist.

Die wichtigsten Ergebnisse von Abschnitt VII:

1. Die Zusammenstellung derFormeln zurBerechnung des Gewittergenerators
mit ein oder zwei Quellpunkten oder -schichten auf S. 72.

2. Der Wirkungsgrad ist um so besser, je gréBer der InnenschluBwiderstand
wird. Dieser wichst mit wachsendem Abstand der Pole oder bei Erniedrigung der
Leitfahigkeit zwischen den Polen.
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3. Es wird der Wirkungsgrad des Gewittergenerators berechnet unter Beriick-
sichtigung der erniedrigten Wolkenleitfshigkeit. Aus einer graphischen Darstel-
lung Fig.6 des Wirkungsgrades bei den verschiedensten Verhiltnissen kann man
im Durchschnitt auf einen Wirkungsgrad von 60 bis 70 % schlieBen.

4. Besonders bei einer Berechnung der tropischen Gewitter, die sich bis in
Hoéhen von 10 km und mehr erstrecken, ist die Beriicksichtigung der niedrigen
Wolkenleitfahigkeit notwendig. Ohne diese hitten die tropischen Gewitter nur
den schlechten Wirkungsgrad von 16%. Durch die geringe Wolkenleitfshigkeit
steigt ‘der Innenwiderstand des Gewittergenerators und damit sein Wirkungsgrad
auf etwa 80%.

5. Die Riickfilhrung der luftelektrischen dreidimensionalen Stromung auf ein
elektrotechnisches Ersatzschaltbild gestattet eine auBerordentlich einfache Be-
rechnung selbst eines kompliziert aufgebauten Gewittermodells, wobei sogar
noch die erniedrigte Leitfihigkeit der Wolke mit in Rechnung gestellt werden
kann.

VIIL Die Fernwirkung eines beliebig aufgebauten Gewitters

Bisher haben wir die Strémung im Gewittergenerator selbst betrachtet oder
den vom Gewitter weit entfernten Schénwettervertikalstrom. Wir miissen uns also
noch mit dem Zwischengebiet beschiftigen, in dem sich die Stromlinien vom
Gewitterzentrum ausbreiten, um schlieBlich in die zurErdoberfliche senkrechten
Stromlinien des negativen Nutzstroms einzumiinden. Wir werden in den Strom-
linienbildern Fig.7a und 7b spiter sehen, daB dieses Gebiet weit iiber Ionosphi-
renhdhe liegt, wenn wir die Ionosphire in der Rechnung nicht beriicksichtigen.
Wenn wir die hohe Leitfihigkeit der Ionosphire mit in Rechnung stellen, so drin-
gen keine Stromlinien mehr iiber diese hinaus, und wir kommen zu dem Bild der
Strémung in einem sehr engen Kugelkondensator. Diesen konnen wir dann ohne
merklichenFehler in einen mit derErdkugel oberflichengleichen Plattenkonden-
sator aufbiegen mit einem Radius doppelt so groB wie der Erdradius.

Aus solcher Entfernung betrachtet wiirde unser Quellpunkt bzw. Quellschicht
in 7 km Héhe iiber dem Erdboden mit seinem Spiegelbild praktisch zu einem
Dipol zusammenschrumpfen. Wir wollen deshalb versuchen, uns die Potential-
und Stromlinienfunktion filr eine Dipolsttdmung bei der vorgegebenen Leitfahig-
keitsverteilung abzuleiten. Dies gelingt, wie im Anhang gezeigt wird, durch
einen Grenziibergang bei der Entwicklung der Potentialfunktion (3) in einer Tay-
lor’schen Reihe, und wir erhalten nach AIII (48,49) fiir die Potentialfunktion

®,, unseres Dipols die Gleichung

(XY



18 H.W.Kasemir

2, 52
(42) b = Iy x(1+kVx2+R2) e F(Vx"+R +x)
D mOk (x2+R2)3/2

oder in Polarkoordinaten

—k(1+cosB)r

1
N cosO(1+kr)e
3 0p = FaAgk 2
Der Ausdruck I, /k ist das Dipolmoment Af des Dipols. Es ist der auf &
bezogene Nutzstrom I, des Quellpunkts bzw. der Quellschicht. Bei der Uber-
tragung der Quellpunkts- auf die Dipolstrémung haben wir also zu setzen

A I IN
(44) A!:( ‘T) -2

Beim Grenziibergang k£ = 0 gewinnen wir die bekannte Formel fiir die Di-
polstrémung in konstanter Leitfshigkeit.

Betrachten wir die x = 0 Ebene d.h. die Erdoberfliche, so sehen wir aus
Gleichung (42), daB hier die Potentialfunktion den konstanten Wert 0 annimmt.
Folglich kdnnen wir diese Aquipotentialfliche durch die leitende Erdoberfliche
ersetzen, ohne daB sich dadurch die Potentialfunktion 4ndert. Bilden wir aus
Gleichung (30) die Orthogonaltrajektorien (Anhang AIII (52)), so erhalten wir
die Gleichung der Stromfunktion ¥

. 9
(45) ‘I’D = IN{I_-;—[cos 0 (1 + cos 0)——51;1‘—76 e_2k'(1-°°80)}.

Hieraus ergibt sich folgende interessante Tatsache. Machen wir 6 = 180°,
so erhalten wir Iy = I, . Mit 0 = 180° haben wir aber alle vom Dipol aus-
gehenden und in ihm einmiindenden Stromlinien erfaft. Ware die positive und
negative Quelle, aus der sich der Dipol zusammensetzt, gleichstark, wie sie
etwa bei der Dipolstrémung in konstanter Leitfahigkeit ist, so miiten wir hier
fur ¥, den Wert 0 erhalten. Hier aber zeigt der Wert ‘PD = I, an, daB der
Dipol unsymmetrisch ist, d.h. daB die Stromergiebigkeit der positiven Quelle
die der negativen um den Betrag 1 tiberwiegt. Das ist insofern nicht iiberra-
schend, als wir ja vor unserem Grenzubergang den Bipol aus 2 ungleichstarken
Quellen aufgebaut haben. Diese Eigenschaft ist also trotz des Grenzilberganges
erhalten geblieben. Um nun Strémungsgleichgewicht zu bekommen, missen wir
ebenso wie bei der einpoligen Quelle den Zusatzstrom -1, gleichmiBig iiber
_ die Erdoberfliche verteilt von dieser abstrémen lassen. Alle Uberlegungen der
vorangegangenen Abschnitte bleiben also erhalten.
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Wenn wir die Ersatzdipolstrémung fiir den aus 2 Quellpunkten oder -schichten
gebildeten Gewittergenerator berechnen wollen, so iiberlagern wir einfach die
Ersatzdipolstrémungen der positiven und negativen Quelle. Das 14iuft formelmé-
Big lediglich darauf hinaus, daB wir den Nutzstrom IBN (83) fiir diese Kombi -
nation zur Berechnung des Ersatzdipolmomentes heranziehen. Es wird

A

A
__BN _ I [_0_ "o
(46) M= =% = 2% (Tz— "1)'

Mit diesem Rechenschema ist es auch leicht méglich, das Ersatzdipolmoment
fir Gewittermodelle anzugeben, die sich aus mehr als 2 Quellpunkten oder
-schichten aufbauen. MaBgebend fiir die Stromung in etwas weiterer Entfernung
ist lediglich der Nutzstrom des Gewittermodells, sodaB hier alle Arten von Ge-
witterdarstellungen in einem einheitlichen Strémungsbild zusammenflieBen.

Fig. 7b: Stromlinien des Ersatzdipols mit
Beriicksichtigung der Ionosphire

Fig. 7a: Stromlinien der Ersatzdipolstrs-
mung ohne Beriicksichtigung der lonosphére

In Fig.7a ist der geschlossene Stromkreis eines Gewittergenerators ohne Be-
ricksichtigung der Ionosphire dargestellt. Die Ionosphire ist durch eine gestri-
chelte Linie eingezeichnet. Wir sehen sofort, daB die Strombahnen weit iiber
Ionosphirenhshe hinausgehen, um dann scharf umzubiegen und senkrecht auf die
Erdoberfliche hinunterzustofen. Deswegen ist mit Ausnahme des Gewittergebie-
tes selbst in dem Raum zwischen Ionosphire und Erde eine homogene Strémung
wie in einem Plattenkondensator vorhanden. DaB der Abstand der senkrechten
Stromlinien voneinander mit wachsender Entfernung vom Gewitter immer klei-
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ner wird, ist folgendermaBen begrilndet. In jeden Kreisring, der von zwei ne-
beneinanderliegenden Stromlinien bei Rotation aus der Erdoberfliche ausge-
schnitten wird, miindet derselbe Bruchteil des Gesamtstromes ein. Damit nun die
Stromdichte in den einzelnen Kreisringen gleich bleibt, miissen diese flichen-
gleich sein. Das ist nur durch stetig kleiner werdende Radien zu erreichen, wo-
durch dann die Stromlinien bei wachsendem Abstand von der Dipolquelle enger
aneinander riicken.

In Fig.7b ist das Stromlinienbild der Dipolstromung wiedergegeben, wenn
man die Leitfihigkeit auBerhalb der Ionosphire gleich Null setzt. Hierbei sind
die Stromlinien in der Ionosphire aber nicht berechnet sondern ihr wahrschein-
licher Verlauf auf Grund folgender Uberlegungen erschlossen. Wegen der sprung-
haft erhdhten Leitf4higkeit beimEindringen in die Ionosphire wiirden schrig ein-
miindende Stromlinien zur Normalen hin gebrochen werden. Da aber die vom
Gewitterkopf und in erhdhtem MagBe die von der Erde ausgehenden Stromlinien
nahezu senkrecht hochsteigen und somit die Normalenrichtung fast besitzen,
wiirde das Eindringen in die Ionosphire keine wesentliche Anderung des Strom-
linienverlaufs bringen. Beim Austritt aus der Ionosphire in den Weltenraum
nimmt aber die Leitfihigkeit stark ab, und demzufolge werden hier die Strom-
linien von der Normalen weg gebrochen. Die vom Gewitterkopf und der Erde
ausgehenden Stromlinien wiirden sich in flach gestreckten Bégen durch den Wel-
tenraum schlieBen. Unter der Annahme, daB der Weltenraum die Leitfihigkeit
0 besitzt, wilrden sich diese Bdgen sogar auf den Raum in der Ionosphire zusam-
mendringen. Die Leitfihigkeit 0 des Weltenraumes wire dabei so zu interpre-
tieren, daB nicht nur eine Ionisation des Mediums wegen des Mangels an Atomen
oder Molekiilen wegfillt, sondern daB auch Ionen oder Elektronen die Grenze
Ionosphédre-Weltenraum nicht durchdringen kénnen. Die Berechtigung fiir diese
Annahmen ist jedoch nicht gegeben, so daB in jedem Fall mit einem Hinaus-
dringen der Stromlinien in den Weltenraum zu rechnen ist. Da es sich aber hier
um frei bewegliche Ladungstriger handelt, mifte fur die Berechnung ihrer
Strombahnen das erdmagnetische Feld mit beriicksichtigt werden. Solche Unter-
suchungen gehen aber iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus, so daB in Fig. b
die Stromlinien unter der (physikalisch nicht richtigen) Annahme der Leitfihig-
keit 0 des Weltenraumes gezeichnet sind.

Die Darstellung der Erde durch eine ebene Platte mit der GréBe der Erdober-
fliche wie in Fig.7a und 7b ist eigentlich nicht mehr zulissig. Wir miiten hier
die Erde dutch eine Kugel darstellen. Der Rechenaufwand dazu ist aber'so un-
vergleichlich viel groBer, daB hier darauf verzichtet worden ist. Das Wesentli-
che dieses Stromlinienbildes, nimlich die gleichmiBige Verteilung der Strom-
dichte auf der Erdoberfliche, wilrde auch bei der Darstellung der Erde als Kugel
erhalten bleiben. Bei der Anwesenheit mehrerer Gewitter wiirden sich die ein-
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zelnen Stromlinienbilder {iberlagern und die Stromdichten auf der Erde zu der
resultierenden Vertikalstromdichte aufsummieren.

Die wichtigsten Ergebnisse von Abschnitt VIII.

1. In Entfernungen vom Gewitter, die groB sind im Vergleich zu der Héhe
des Gewitterkopfes tiber dem Erdboden, laufen die Potential- und Stromlinien
des ein- und mehrpoligen Gewittermodells in dem einheitlichen Bild der Dipol-
strémung zusammen.

2. Das Dipolmoment M berechnet sich aus dem resultierenden Nutzstrom
I, des Gewittermodells durch die einfache Formel M = I, /k . (k ist die Kon-
stante der Leitfahigkeitsfunktion A = A e2k%),

3. Ohne die Anwesenheit der Ionosphire wiirden sich die Strombahnen bis in
Gebiete weit oberhalb der Ionosphire hinaufziehen. Bei Beriicksichtigung der
Ionosphire knicken die Strombahnen wegen des plétzlichen Leitfshigkeitssprun-
ges um und ziehen sich in flachen Bdgen innerhalb der Ionosphire bis zu der
Stelle hin, an der sie die Ionosphire verlassen, um senkrecht zur Erde hinabzu-
steigen.

4. Die homogene Strémung des Vertikalstroms zwischen Erde und Ionosphi-
renhthe ist unabhingig davon, ob man den Leitfihigkeitssprung in der Ionosphi-
re mit berticksichtigt oder nicht.

Die Arbeit wurde ausgefithrt am Meteorologischen Observatorium Aachen un-
ter der Leitung von Herm Prof. Dr. H.Isra€l, und der Verfasser mochte an
dieser Stelle Herrn Prof. Israel seinen herzlichen Dank aussprechen fiir die
stete Férderung und viele anregende Diskussionen.

11 Ztschr, f. Geoph, 25



82 H.W.Kasemir

Mathematischer Anhang

A I, Die Strémung einer Punktquelle in einem Medium mit der
Leitfahigkeit A = A e2k*

Gegeben:

Die Stromergiebigkeit der Punktquelle /.

Die Leitfahigkeit des Raumes A = A L

Die Leitfahigkeit der x = 0 Ebene A .

Die Stromquelle liegt im Mittelpunkt des Zylinderkoordinatensystems x, R, ¢.

Gesucht:

Die Potentialfunktion .
Die Stromfunktion .

Die Raumladungsfunktion ¢.

1. Die Eigenfunktionen der Differentialgleichung der elektrischen Stromung
in Zylinderkoordinaten (Rotationssymmetrie)

Um die Differentialgleichung der Strémung zu erhalten, gehen wir aus von
der Kontinuit4tsgleichung der stationiren Strémung

(1) div ;') =0

und der Beziehung

@ T=\E
Aus (1) und (2) folgt
3) div AE =AdivE+ B grad A = 0.

Da divE = q/¢€ ist, erhalten wir aus (3) die allgemeine Gleichung fiir die
Raumladung

4) =—{—Z’grad>\.
Mit E = - grad @ erhalten wir ebenfalls aus (3)

(5) div grad @ +-lx grad A grad ® = 0.
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Da A nur von der x-Koordinate abhingt, ist von dem Vektor grad A nur die
x-Komponente von 0 verschieden. Somit bleibt von dem skalaren Vektorpro-
dukt grad A grad @ nur das Produkt der beiden x-Komponenten iibrig. Mit

%ﬁl = 2 k erhalten wir aus (5)

(6) divgrad¢>+2k—32- 0.
Um die Eigenfunktionen der Differentialgleichung zu bekommen, machen
wir fir ® den Produktansatz

M D = f(Rr)B(x)"

wobei f eineFunktion von R allein und g eine Funktion von x allein sein soll.
Da bei den hier inFrage stehenden Problemen Rotationssymmetrie herrscht, kén-
nen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ¢ und die Ableitung nach ¢
gleich 0 setzen. Schreiben wir noch div grad ® in Zylinderkoordinaten aus, so
erhalten wir aus (6) mit (7)

1 d2 1 _5_
(®) /(dR2 Rd—%) (d—xiwk ) 0.

Diese Gleichung muB auch dann gelten, wenn wir fiir den ersten Ausdruck in
(8) den beliebig wihlbaren, konstanten Wert (jy)? setzen.

2 d
© fl(—LjR2 ;zari) = (jy)?

Gleichung (9) in (8) eingesetzt ergibt filr g eine lineare homogene Differen-
tialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

x

Thre Losung lautet
(11) g =4V K +y2-k)x +B e-—(\/k2+y2+k)x )

Die Buchstaben A und B sind willkirlich wihlbare Konstanten, die wir zur
Anpassung der L8sung an die vorgeschriebenen Randbedingungen benutzen wer-
den,

Die Gleichung (9) ist die Differentialgleichung einer Zylinderfunktion null-
ter Ordnung Z, mit dem Argument yR .
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(12) f=Zoury -

Mit Gleichung (7) erhalten wir als Losung fiir unsere Potentialfunktion

(13) d=[4 e(Vk2+y2—k)x+Be—(“’k2+y2+“:]zo-

Fir konstante R nimmt mit wachsendem x die bei 4 stehende e-Fkt zu
und die bei B stehende ab, wodurch sich der erste Ausdruck als AuBenpolfunk-
tion (Da und der zweite als Innenpolfunktion CDi erweist., Unter AuBenpolfunk-
tion wollen wir eine Potentialfunktion verstehen, deren Quellen oberhalb des
betrachteten Gebietes in positiver x - Richtung liegen. Bei der Innenpolfunktion
liegen die Quellen unterhalb in negativer x - Richtung. Im Hinblick auf die spi-
tere Rechnung trennen wir (13) auf in die Gleichung der AuBenpolfunktionen und
in die der Innenpolfunktionen. Wenn wir noch beriicksichtigen, da8 4 und B
frei verfiigbar sind, also auch als Funktionen des Parameters y angesehen wer-
den konnen, 148t sich jede Potentialfunktion in einer Integraldarstellung nach y
in den Eigenfunktionen der Differentialgleichung ausdriicken. Fiir AuBenpolfunk-
tionen erhalten wir die Integraldarstellung

x f,2, 2
(14) (Da - f A e( k+y —k)xz
0

() o(yR) 47

und filr die Innenpolfunktionen

oyr) %Y

(15) O = f B e_(\/k2+y2+k)xz
(y)
0

2. Die Potentialfunktion einer Punktquelle

Wir legen die Punktquellen in den Koordinatennullpunkt des Zylinderkoordi-
natensystems x, R, ¢ . Dann ist fir positive x die Potentialfunktion der Punkt-
quelle eine Innenpolfunktion von der Form (15) und filr negative x eine AuBen-
polfunktion von der Form (14). Fir die x = 0 Ebene missen beide Potential-
funktionen ineinander Ubergehen. Daraus erhalten wir die erste Bestimmungs-
gleichung fiir die Funktionen 4, und By Aus @, = ®, fir x = 0 erhalten
wir nach (14) und (15)

(16) A, =B
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Die zweite Bestimmungsgleichung gewinnen wir, wenn wir fiir die Quellstar-
ke 7 in der x =0 Ebene eine Integraldarstellung in Zylinderfunktionen finden
kdnnen. Dieses Ergebnis muf mit einer Berechnung der Quellenstirkeverteilung
auf der x = 0 Ebene aus den Potentialgleichungen (14) und (15) ibereinstim-
men. Bezeichnen wir die Stromdichte auf der x = 0 Ebene mit i, so gilt

90, 90,
o e |5 ()]

Mit (14) und (15) erhalten wir daraus

(18) N [ Ay VER+y ZO(yR) dy
0

Eine Integraldarstellung filr eine beliebige Quellstirkeverteilung erhalten wir
nach [9] in der Form

19 i = f Jotyr) Y f iy oz 2924y
0 0

I, ist dabei die Zylinderfunktion erster Art der Ordnung O. Verteilen wir
die Quellstirke I gleichmiBig auf einen sehr kleinen Kreis (Radius a), den wir
spdter zu einem Punkt zusammenschrumpfen lassen, so gelten fiir die Gewichts-

funktion i(;y die Gleichungen

(2 0) ma

Damit wird das innere Integral von (19), das wir mit G bezeichnen wollen,
zu

a
1 1 Y3y e
(21) G = ——- J z2dz = tyz) .
ral of 0(yz) ral yz 0

Mit der Reihenentwicklung der Zylinderfunktion J,

1. (.1_ ,)3
] -2 - 2’ +
1771 1rer X

erhalten wir fir z =a > 0

[XN



86 H.W.Kasemir

I aya 1
(22) G = xaye __1
ma 272 27

Setzen wir diesen Wert in (19) ein, so bekommen wir die Integraldarstellung
der Quelldichte in der Form

. I
(23) iy =55 f 7‘,0(yR)d7‘
0

Durch Vergleich mit (18) gewinnen wir die Gleichungen

I y
(24) A4, =
(y) 4:7)\0 \/k2+ y2
und
(25) Zor) = Togr)

Damit sind die Funktionen A( )= B bestimmt, und wir erhalten aus (14)
die Darstellung des Quellpunktpotentials als AuBenpolfunktion

(Ve +y2—k1x dy

I o0
(26) (I)a=_x_ S, Su— e
4 0(yR)
Ty J \/k2+y§ Y

und aus (15) die Darstellung als Innenpolfunktion

—(Wr2+y2+K)x dy

@0

oo

(D = ! " 4 ] e
1 R
i 477/\0 6’ /I‘-'2+y2 0(yR)

Beide Potentialdarstellungen lassen sich durch L&sung der Integrale auf die

einheitliche Form bringen
[ e~k (/xi+RZ4x)
4l [x2 + R2 )
In Polarkoordinaten r, 0, ¢ mit der Beziehung r = \/x2+ R* und cos 6 =

=x/ 22 + R? lautet die Potentialgleichung

(28) ® =

I e—kr(l+cosO)
4, r

(29 ® =

Damit haben wir die gesuchte Potentialgleichung fiir eine Punktquelle gefun-
den, die sich in einem Medium mit in positiver x-Richtung zunehmender Leit-
fahigkeit befindet.
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3. Die Raumladungsgleichung

Durch Differenzieren von (28) nach x erhalten wir die Feldstdrke in der x-
Richtung.

a0
@) -$2- £ -
x (x) 477A0 x2+R2 x2+ R2 k(x2+R2)

2 2
Ik e~k WzP+R%+2) [1+ x . J
’

und damit nach (4) die Gleichung fiir die Raumladung

; 2 2
@1 .=~ kztl e-—k( x“+R%+x) - x N %
= - 9

2”*0 /x2+R§ %° + R k(x2+R2)

oder in Polarkoordinaten r, 6, ¢

2 ~kr(l14+cos0)
(32) q= —;”{1 z [1+cos€+-co—sﬁ].

r kr

4. Die Stromfunktion

Den StromfluB durch eine Fliche erhalten wir, wenn wir die auf der Fliche
senkrecht stehende Komponente der Stromdichte tiber diese Fl4che integrieren.
Zur Berechnung der Stromfunktion wihlen wir eine Kreisscheibe mit dem Radius
R’, die parallel zur x = 0 Ebene liegt. Aus (30) erhalten wir die Stromdichte
in der x - Richtung zu

(33) =\E

) =)

und durch Integration ilber die Scheibe die Stromfunktion

YLk R’ N . ok (V224 R?=x)
(33) ¥ = — 1+ + RdR.
2 3 (x2+ R2)1/2 k(x2 +'R2) (x2 +R2)1/2

Das Integral 148t sich geschlossen 1ésen, und wir erhalten fiir die Gleichung
der Stromfunktion

(35) [\ 1__1. 1+ x )e—k("x2+R2-x) .
2 \/152+Ri

“w
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oder in Polarkoordinaten r, 6, ¢

(36) |\ l_b_%ﬂ e—k(l—cose)

(In (35) ist statt R’ wieder R gesetzt worden.)

A IL. Die Potentialfunktion einer Punktquelle iiber einer leitenden
Ebene

Gegeben:

Die Punktquelle mit der Stromergiebigkeit I in der Hohe 4 tiber der Ebene
x =0,

Die Leitfahigkeitsfunktion im Raum A = A ek

Gesucht:
Die Potentialfunktion &.

Durch Verschiebung der Punktquelle auf der x- Achse in die Hohe 4 4ndert
sich die Potentialgleichung (28) in

- o o1 e—k(\/(x—b)2+R2+x—h)
17 4md, Vx=1)?+R?

Wir versuchen dfe Lésung fir unser Problem durch Spieglung an der Ebene zu
gewinnen, und erhalten die Potentialfunktion @, der Spiegelquelle mit der
Stromergiebigkeit —1,, durch Verschieben des Quellpunkts in die Tiefe —h.

Nach (28) gilt dann
-1y k=R 4RZ 42 4h)
—h Viz+n2+r?

Durch Uberlagerung von @, und ®, erhalten wir die Potentialfunktion filr
die Punktquelle tiber der leitenden Ebene.

<D=<D1+(D2.

(38) o, =

Auf der x = 0 Ebene muB & konstant sein. Diese Bedingung 148t sich erfiil-
len, wenn wir dort ® den speziellen Wert 0 geben. Damit erhalten wir eine
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Bedingungsgleichung fiir das bisher noch frei verfilgbare -7, . Aus (37) und (38)
folgt fiir & = 0

0
(39) -1, =A_T1.
Damit wird die Potentialgleichung des Quellpunktes (iber einer leitenden
Ebene
P I O L e SR 4 O O S )
(40) @ =

dmd, V(z-m2+R? - Viz+ b+ R? )

A III. Die Dipolstromung
1. Die Potentialfunktion einer Dipolstromung
Um aus (40) die Potentialgleichung einer Dipolstrémung zu erhalten, lassen
wir dort & gegen 0 gehen. Dann kénnen wir die in der eckigen Klammer ste-

henden Terme in eine Taylorsche Reihe entwickeln. Bezeichnen wir den ersten
Term mit 4 und den zweiten mit B, so erhalten wir

e
NErro UK PN e U

e—k\/x2+R2 oo e—k\/x§+R2
B=ouo— 2 B T —
<2+ R2 1T J= VEi+ R

Berticksichtigen wir noch, dag

2 2 2 2
e~ kVx"+R _ x (1+kvV22+R2) e * V=2"+R

+ ...

(42) 9 =
dz  [x®+R? (x%+ R%)3/2
ist, so wird
2 2
(43) 0o 2 x(+kya"+RDTFVEHR x)
TN (2 + R2)3/2

12 Ztschr, f, Geoph. 25
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Das Dipolmoment 24 stellt bis auf einen konstanten Faktor k den Nutz-
strom [y des Gewittergenerators dar. Das erkennen wir sofort, wenn wir in der
Gleichung

A
(44) 1N=(1--Xi)1= (1-e~2khy
h

die e-Fkt. in eine Reihe entwickeln, die wir wegen 4 - 0 mit dem zweiten
Gliede abbrechen kénnen. |

2kh
(45) 1N=(1—1+—1!—;...>1,
oder auch
(CY)) Iy = 2kAI.

Damit wird nach (43) das Potential ® des Dipols, der aus der Original- und
Spiegelquelle gebildet werden soll,

1 [2, p2
N e-k( X+R +Z)x(l+k x2+R2)

o R ow: (x2 4+ R23/2

oder in Polarkoordinaten r, 6, ¢

IN 3050(1+kr)e_k'(1+°°'9)

4n)\0k ;2

(49) O =

2. Die Stromfunktion einer Dipolquelle

Die Berechnung der Stromfunktion W der Dipolquelle 148t sich einfacher
nach der Gleichung (49) in Polarkoordinaten berechnen. Die Integration der
Stromdichte i erfolgt dann ilber eine Kugelkalotte bei konstantem r bis zum
winkel 6, . Es gilt allgemein

" aw
(50) V= [ido== [ A% omr?sin0d0 .
0 0
Mit (49) erhalten wir damit

(51) 0

—kr Al
¥ =-1_e§7-f (6% 124 2 (1 + k) + (1 + kr) kr cos 0] cos ek 1=cos0 530049,
0
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Das Integral 148t sich geschlossen 16sen. Wenn wir nach Einsetzen der Gren-
zen statt 61 wieder nur € setzen, erhalten wir die Stromfunktion der Dipol-
stémung zu

.2
(52) ‘-I’:I{l—%[cose(l«%cosﬁ)—s—lzr—(9 e"k'(l_“se)}

A 1V, Berechnung des Quellschichtengenerators
1. Der Einpolgenerator

Gegeben:

Die Quellschicht mit der Stromergiebigkeit / und der Fliche F in der Héhe &
liber dem Erdboden. Die Leitfahigkeit in der Hohe 4 sei A, .

Die Leitfshigkeitsfunktion des Raumes A = A/ e2kx

Gesucht:

Die widerstdnde zwischen Quellschicht und +eo WO
und zwischen Quellschicht und Erde Wu.

Der Verluststrom zwischen Quellschicht und Erde lV .

Der Nutzstrom zwischen Quellschicht und +eo IN .

Der Widerstand W eines zylindrischen Stiickes des Luftraumes zwischen den
Hthen 4 und A berechnet sich zu

A A
1 1 0 0
53) =—p'f _-'Xo‘z_k?()\n ‘1;)-
n
Damit ergibt sich .
(54 2| Ao
) u N 2kF ”)q
und
(55) W o=t Ao
0~ onkr'Xl‘ .

Die Stréme IV und [/ N verhalten sich umgekehrt wie die von ihnen durch-
flossenen Widerstdnde v, und W 0
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I 4

N u
(56) -— = .

IV WO
Mit Iy +1;, =1 folgt daraus

Wu WO
(57) IN=W1, und IV:W—-FTI.
u 0 u 0

2. Der Quellschicht - Zweipolgenerator mit Beriicksichtigung der
erniedrigten Wolkenleitfahigkeit

Gegeben:

Die positive Quellschicht in der Hshe A, mit der Fliche F und der Stromer-
giebigkeit I. In der Héhe 4, hat die Leitfahigkeit den Wert A, .

Die negative Quellschicht in der Hthe A, mit der Fliche F und der Stromer-
giebigkeit —I. In der Hohe h, hat die Leitfahigkeit den Wert A, .

Die Leitfihigkeit in dem Raum zwischen den Hthen 4, und 4, hat den Wert
A,. Im tbrigen Luftraum ist die Leitfshigkeit gegeben durch die Funktion A =
- Ao e2kx.

Gesucht:

Der Nutz- und Verluststrom [ und /,,, und der Wirkungsgrad w.
Die Widerstinde

Wu im Raum 3 zwischen Erde und negativer Quellschicht,

W, im Raum 2 zwischen positiver und negativer Quellschicht,

W im Raum 1 zwischen positiver Quellschicht und +eo .

0
Nach (53) sind W, und W  gegeben durch
A
1 0
(58) Wy = 7
0 )\0 2kF /\1
und
1 )‘o
©9) Vo= xur 1%, )
0 2
Der Widerstand Wi berechnet sich zu
hy=h,
(60) Wi = ——rp—- .

3



Der Gewittergenerator im luftelektrischen Stromkreis II 93

Aus Gleichung (57) erhalten wir den Verluststrom und den Nutzstrom der po-
sitiven Quelle I;' und 1‘.;',' , wenn wir beriicksichtigen, daB8 hier der untere
Widerstand durch Hintereinanderschalten von W, und ¥, gegeben ist.

+ Wo
(61) ly=—=w+v I+
u i 0
und
v +W,
+ u 13
(62) Iy =—5———— 1.
N Wu+Wi+Wo

Ahnlich berechnet sich der Verlust- und Nutzstrom der negativen Quelle I;
und l; , nur daB hier der obere Widerstand durch Hintereinanderschalten von
W, und W, gegeben ist.

_ W0+Wi
(63) IV=-———W TV I.
u i 0
Wu
(64) Iy = = ——vor .
N Wu+Wi+W0

Wir erhalten den Nutzstrom des Bipolgenerators I, durch Uberlagerung
der Nutzstrome der positiven und negativen Quellschicht in Raum 1.

¥

(65) gy =51,
BN uu+ﬂi+Wo

und den Verluststrom /g, durch Uberlagerung des Verluststroms der positiven
Quelle und des Nutzstroms der negativen Quellschicht. Wir miissen dabei darauf
achten, daB hier der Verluststrom der positiven Quellschicht mit negativem Vor-
zeichen anzusetzen ist, weil Stromrichtung und positive Koordinatenrichtung ent-
gegengesetzt sind.

Wu + WO

= - |,
BV qu+wi+wo

(66) 1

Der Wirkungsgrad ist durch das Verhiltnis von Nutzstrom zu Gesamtstromer-
giebigkeit gegeben und berechnet sich nach (65) und (58) bis (60) zu

(67) w =

X X, X,
hl—h2+m (1+_X; —];
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A'V. Die Oberflichenladung einer Kugel mit dem Radius K und der
Leitfahigkeit A,, die sich in einem Medium mit der Leitfahigkeit
A, befindet. Im Mittelpunkt der Kugel sei eine Stromquelle mit
der Stromergiebigkeit I angeordnet,
Gegeben:
Eine Kugel mit dem Radius K und der Innenleitfahigkeit A,. Im Mittelpunke

der Kugel befindet sich die Stromquelle mit der Stromergiebigkeit I und der La-
dung Q. Der AuBenraum hat die Leitfdhigkeit A, .

Gesucht:
Die Oberflichenladung QO der Kugel.

Aus der Stetigkeit der Strémung an der Grenzfliche der Kugel K folgt

: I
(68) e =)\ E, = )\E,.

Die Oberflichenladungsdichte ¢’ der Kugel berechnet sich aus der Flichen-
divergenz der Feldstdrke

Ie 1 1
(69) =g, —Ey - —L (Lo )
! 2 4mK? '\1 -X;
Durch Integration tiber die Oberfliche ergibt sich die Gesamtladung ma zu
1 1
(70) Q% =re[+ -+ -
TR,

Da die Ladung Q der Stromquelle und ihre Stromergiebigkeit verbunden sind
durch die Beziehung I = 4\2 /€@, erhalten wir aus (70)

A
(1) Q°=—(1—-X—2-)Q.

1

A VL Die Gesamtladung einer Kugel mit der Raumladungsdichte ¢

Gegeben:

Im Mittelpunkt des Kugelkoordinatensystems r, 6, ¢ liegt der Mittelpunkt der
Kugel mit dem Radius a.

Die Quellstirke der Kugel ist I,
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Die Raumladungsdichte der Kugel ist gegeben durch ¢ = —4—1—53—-— .
Y A
3 ma

Die Leitfshigkeitsfunktion A = A e2krcos 0
Die Leitfahigkeit im Mittelpunkt der Kugel A .

Gesucht:
Die Gesamtladung der Kugel Q.

Auf einerKreisscheibe senkrecht zur @ = 0 Achse mit dem Radius a sin 0
und der Dicke a sin 6 d § ist die Ladung ¢’ gegeben durch

(12) g =——1d€  c2kacosO .2 5200 0040,

Die Gesamtladung Q der Kugel ergibt sich durch Integration von ¢’ {iiber
die Kugel.

3 g
(13) Q = .Xf_ﬂs_f sin30 e 2kacosl 50

m ’g ma© o
Das Integral 148t sich geschlossen 18sen, und wir erhalten

(74) Q= -}\—C—I——3-——[(1+2ka)e_2ka—(l—2ka)e2ka] )

m  2(2ka)’
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Ergebnisse der Messung natiirlicher Erdstrome bei

Gottingen

Von H. Repsold, Hannover !}

Zusammenfassung: MeBmethode und -apparatur werden kurz beschrieben.
Die Amplituden bei zwei gleichzeitig registrierenden (etwa 3 km voneinander
entfernten) Erdstromstationen werden verglichen. Dabei ergibt sich ein linearer
Zusammenhang der einander entsprechenden Amplituden. Die beiden Stationen
lassen zwei verschiedene Anisotropien des spezifischen Widerstandes der obersten
Erdschicht erkennen. Ferner wird der Zusammenhang zwischen Erdstrom- und
Magnetfeldvariationen untersucht. Hierbei ergibt sich eine annihernd lineare
Beziehung zwischen dem Amplitudenverhiltnis (Erdstromamplitude/Magnetfeld-
amplitude) und der Quadratwurzel aus der Frequenz. Die Phasenverschiebung
zwischen Erdstrom und Magnetfeld wichst von 90° bei niedrigen bis auf ann-
hernd 180° bei hsheren Frequenzen.

Abstract: The measuring-method and -apparatus are briefly described. A
comparison is made between the amplitudes of two earth-current-stations
(located about 3 km apart), recording simultaneously. A linear relationship bet-
ween the corresponding amplitudes is found, and different anisotropies of the
specific resistivity of the upper soil-layers at both stations. The connection bet-
ween earth-current- and magnetic field-variations is studied. A nearly linear
relationship is found between the amplitude-ratio (earth-current-amplitude/
magnetic field-amplitude) and the square-root of the frequency. The phase-
difference between the earth-currents and the magnetic field increases from 90°
for low to nearly 180° for higher frequencies.

1. Die MeBapparatur

Es wurde eine Galvanometerapparatur (mit StromfluB) benutzt. Diese Anord-
nung lieB sich einfacher herstellen als eine Kompensationsanlage, bei der die an
den Elektroden abgegriffene Spannung laufend kompensiert wird. Die Einfachheit
der Bauweise brachte den Vorteil, daB wihrend der mehrmonatigen Beobach-

D Dipl.-Geophys, Hans Repsold, Amt far Bodenforschung, Hannover,

13 Ztschr. f. Geoph, 25
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tungszeit (Oktober 1956 bis Februar 1957 und Juli bis Dezember 1957) nur wenige
Registrierungen ausfielen. Die Verzerrung des natfirlichen Feldes durch den die
Apparatur passierenden Strom wurde durch die Verwendung hoher Vorschaltwi-
derstdnde tunlichst unterdriickt, bei Galvanometern der Stromempfindlichkeit
4+10°° A/mm/m.

Es wurden Cu = Cu S0, - Elektroden benutzt, und zwar als Doppelelektroden,
um den Ubergangswiderstand méglichst klein zu halten. Der Abstand der Elektro-
den betrug 30 m. Dies ist sehr kurz im Vergleich zu Registrieranlagen, die an-
dernorts verwandt werden. Bei Versuchen mit verschieden langen MeBstrecken

16h Welltze/'t | 2 | 0 o o |
| |7955N0u n l ”
17 | Vertikalint [”'
10 |

R W}\/\W Nordstrom! l/nst/tut
14 IWW//"" ' MMM.

1
( l i I HerstlF

Tﬁm b
|

l
MMMUt
Tﬁ I5l)m|//‘km | | | |

[s0mv 7km Kerstl.F
i AT D R
Abb, I: Beispiel einer Registrierung vom 11./12,Nov, 1956. Erdstrom am Institut

und am Kerstlingeréderfeld, zus, mit dem Gottinger Magnetogramm, (N, E = Erd-
strom nach Norden, Osten; H, D, Z = Magnetfeld nach Norden, Osten, unten,)

Horizontalint.}

hatte er sich aber als ausreichend erwiesen. Er erlaubt es, die Beobachtungen als
differentielle MeBwerte aufzufassen. Die Vorschubgeschwindigkeit des Regi-
strierfilms betrug 2 cm/Stunde. Zeitweise wurde zusitzlich eine Pulsationsregi-
strierung mit 6 mm/Minute betrieben. Die Empfindlichkeit der ganzen MeBap-
paratur lag etwa bei 3 mV/km pro mm Papierausschlag. Die Eichung wurde
durch Einschaltung einer bekannten Spannung in die MeBleitung bewirkt. Des-
halb ging der Einflu8 des Bodenwiderstandes, der allerdings durch die Wahl der
Vorschaltwiderstinde gering gehalten wurde, in die Eichung ein und machte den
Skalenwert um + 10% unsicher.

Zum Vergleich der zeitlichen Variationen des Erdstromes mit denen des erd-
magnetischen Feldes standen die magnetischen Registrierungen des Geophysika-
lischen Institutes Gottingen zur Verfiigung.
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2. Vergleich gleichzeitiger Registrierungen zweier Stationen in
ca 3km Abstand

Um zu erkennen, wieweit die Erdstromvariationen durch &rtliche Ursachen
bedingt oder verindert werden, wurden zwei unabhingige Registrierstationen in
der Umgegend von Géttingen aufgebaut, die eine am Warteberg in unmittelba-
rer Nihe des Geophysikalischen Institutes, die andere in einer Jagdhiitte auf dem
Kerstlingerdder Feld (Lageskizze in Abb.2). Beide Stationen besaBen je eine
nord-siidlich (N) und eine ost-westlich (E) verlaufende MeBstrecke. Ein Regi-
strierbeispiel aller Komponenten zusammen mit dem Gottinger Magnetogramm
findet man in Abb. 1. Auf den erstenBlick erkennt man eine weitgehende Uber-
einstimmung zwischen der Registrierung beim Institut und der auf dem Kerst-
lingerdder Feld.

1km
—_—

[} %
ImV/kaN Inst. m - Kerstlingeroder
50 / 50 P /—-].:\\Lu_d
Moy
P
@ . / )
J o
3 & n .
. /,A_”/nsr.ﬂ, e
s, alNyr 1 . -
20 . % 20 ‘% (bt l
/0 . ../'./' . ot 2
b.
’n 0/.: ’” .: .4
~e o " e
A N KE | o~* E HerstlF
w & W w0 w2 3 ¢ 50 6 70

[mV/km] [mV/km

Abb. 2: Amplitudenproportionalitit und Proportionalititsfaktor zwi-
schen den Erdstromregistrierungen am Institut und am Kerstlingeroder-
feld; Lageskizze.

Zur Durchftthrung eines quantitativen Vergleichs wurden von einer gréBeren
Anzahl deutlich erkennbarer Einzelvariationen gleichzeitige Amplituden ent-
nommen und komponentenweise als Punktwolke aufgetragen (Abb.2). Man er-
kennt einen linearen Zusammenhang. Fiir die beiden Komponenten ergeben sich
jedoch unterschiedliche Proportionalititskonstanten. Diese deuten darauf hin,
da8 bei efner oder auch beiden Stationen eine Anisotropie der Leitfshigkeit des
Erdbodens, und zwar der obersten Schichten, vorliegt, und daB diese Anisotropie
an beiden Stationen verschieden ist. Zur Uberpriifung wurde eine Widerstands-
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messung nach Wenner durchgefithrt. Diese ergab fiir die obersten 3 m Erdbo-
den am Institut NS: 200 Ohmmeter, EW: 200 Ohmmeter; am Kerstlingerdder
Feld NS: 200 Ohmmeter, EW: 150 Ohmmeter. Der Unterschied in der Anisotro-
pie wurde auBerdem mit einem bei Cagniard [1, 2] angegebenen Verfahren
durch lineare Vektortransformation untersucht.

Die Wirkung der unterschiedlichen Leitfshigkeitsanisotropie erkennt man
auch schon aus den Vektogrammen einzelner Variationen (Abb.3). Die groSe
Achse der Vektorellipse stimmt dabei mit der Richtung des maximalen spezifi-
schen Widerstandes tiberein; denn die Erdstromanlage miBt den Spannungsabfall
des Erdstromes am Bodenwiderstand. Die aus mehreren Vektogrammen durch
Mittelung gewonnene Richtung maximalen spezifischen Widerstandes an den
beiden Stationen ist in die Lageskizze in Abb.2 eingetragen.

A N N
Institut Kerstlinger, Feld

100 100

80 % 80
209 DN
2% 1%
60 N\ 60

10 mV/km
lalte Imin en Punkt ]

w 1956 Nov. 17, 1930~ 209w ,

W 50 80 F w 60 o F

Abb, 3: Vektogramm eines ausgewidhlten Effektes (s. in Abb. 1) fir

Institut und Kerstlingerdderfeld zur Sichtbarmachung der Widerstands-

anisotropien (dazu wurde aus den Registrierungen alle 3 Minuten ein
Punkt entnommen),

3. Zusammenhang zwischen den Variationen des Erdstromes und des
erdmagnetischen Feldes

Zur Zeit stirkerer Variationen des Erdstromes beobachtet man stets auch
starkere Schwankungen des erdmagnetischen Feldes. Es besteht wohl kaum ein
Zweifel dariiber, daBl die Erdstréme durch die Variationen des duBeren magne-
tischen Feldes elektromagnetisch induziert werden. Der Zusammenhang zwischen
den Variationen des erdmagnetischen Feldes und denen der induzierten Erdstrg-
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me interessiert neuerdings besonders bei der erdmagnetischen Tiefensondierung
[3, auch 1]. Deshalb wurden die Beziehungen zwischen magnetischen und Erd-
strom-Variationen, filr die gritndliche aber nicht leicht durchschaubare theore-
tische Untersuchungen vorliegen [1], von der empirischen Seite eingehend un-
tersucht.

Da der Strom durch Induktion entstanden ist, wurden die Stromkomponenten
mit den dazu senkrechten Magnetfeldkomponenten in Beziehung gesetzt, also
— E mit der Horizontalintensitit H und N mit der Deklination D (diese ist
praktisch gleichbedeutend mit der Ostkomponente des Magnetfeldes). Das Ver-
hiltnis der Amplituden der in dieser Weise einander zugeordneten Variationen
ist eine Funktion der Schwingungsdauer T der Stérung.

Auf Grund theoretischer Uberlegungen ist ein einfaches Bild zu erwarten,
wenn man das Verhiltnis nicht iiber T, sondern iiber der Quadratwurzel aus der
Frequenz v = 1/T auftrigt. Dies ist in Abb.4 geschehen. Es wurden nach Mdg-
lichkeit ann#hernd sinusfdrmige Schwingungen und Wellenziige benutzt, um
ohne harmonische Analyse die Frequenz einigermaBen gut bestimmen zu kén-
nen. Die Periode wurde dabei in der tiblichen Weise durch Vermessen der Ab-
stinde zweier Maximga oder Minima ermittelt. Wo dies nicht méglich war, z.B.
bei Bay-Stérungen, wurde, wenn die Stdrung scharf begrenzt war, die Basissff-
nung als halbe Periode oder, bei einer sanft auslaufenden Stérung, die Linge der
Tangente an die Offnung als ganze Periode angenommen. Die Amplituden wur-
den nicht synchron aus denErdstrom- und magnetischen Registrierungen entnom-
men, sondern es wurden jeweils die eventuell gegeneinander verschobenen Ma-
ximalwerte (Hshe von der Basis bis zum Scheitel) benutzt. Zwischen beiden Re-
gistrierungen zeigen sich ndmlich charakteristische Phasenverschiebungen, die
in Abb.5 ebenfalls tber \/v aufgetragen sind; und zwar l4uft der Erdstrom stets
der entsprechenden Magnetfeldkomponente voraus.

Fiir das Amplitudenverhiltnis (Abb.4) erhilt man einen nahezu linearen An-
stieg mit \/7 . Die Komponenten N/D und — E/H unterscheiden sich darin nicht
wesentlich. Auffillig ist lediglich die etwas groBere Streuung in ~ E/H, die aber
von «der geringeren Empfindlichkeit der E W-Me8anlage herrithrt. Dadurch war
der Ausschlag auf dem Papier kleiner und die Ablesegenauigkeit geringer. Die
gesamte, recht betrichtliche Streuung der Punkte ist sicher nicht nur auf Me8-
ungenauigkeit zuriickzufithren, sondern diirfte seinen Grund in der unterschied-
lichen Geometrie des induzierenden Magnetfeldes haben. Ein einfacher funktio-
neller Zusammenhang wire nur zu erwarten, wenn die Geometrie des Magnet-
feldes stets erhalten bliebe und nur die Periode variierte.

Die Phasenverschiebung (Abb. 5) lieB sich nur bis zu Perioden von etwa 2 Mi-
nuten aus den Registrierungen entnehmen (auch die eingetragenen Punkte fiir die

[NY
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Abb, 4: Amplitudenverhiltnis Erdstromamplitude / Magnetfeldamplitude

in Abhéngigkeit von der Quadratwurzel aus der Frequenz.
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kurzen Perioden sind noch sehr unsicher). Der Verlauf der Phasenkurve hingt ab
von dem unterschiedlichen Verh4ltnis von Ohm’schem zu induktivem Widerstand
im Erdboden bei variierender Periode. Zur Interpretation mu8 man beachten,
daB es sich um den direkt an der Erdoberfliche flieBenden Strom handelt (der
von dem Strom in gréBerer Tiefe nach Phase und Amplitude sehr verschieden
sein kann). Bei demMagnetfeld jedoch handelt es sich um dasGesamtfeld (Sum-
me von juBerem und innerem Anteil).

(Die beschriebenen Messungen und Auswertungen wurden in den Jahren 1957
und 1958 im Rahmen einer Diplom-Arbeit am Gottinger Geophysikalischen In-
stitut gemacht. Herrn Professor J. Bartels und den Herren Dr. W.Kertz und
Dr. U.Schmucker mochte ich an dieser Stelle filr Unterstiitzung und wert-
volle Diskussionen und Anregungen meinen Dank aussprechen.)
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Der Diffusionskoeffizient des Radons in der Bodenluft

(Bemerkungen zur Arbeit von E, Budde:
‘‘Bestimmung des Beweglichkeits - Koeffizienten der

Radium - Emanation in Lockergesteinen”’)

Von H. Israél, Aachen !

(Manuskripteingang: 1,7.1958)

In einer kiirzlich in dieser Zeitschrift erschienenen Arbeit beschreibt
E.Budde [1] Versuche zur Bestimmung des Beweglichkeits-Koeffizienten
(Diffusionskoeffizienten) von Radon in Bodenluft. Aus Messungen der Durchlissig-
keit eines aus verschiedenen Erdbodenmaterialien gebildeten Filters fiir Radon
leitet er ab, daB sich bei trockenem Material der Diffusionskoeffizient offen-
sichtlich nicht merklich von dem fiir freie Luft geltenden Wert unterscheidet.
Bei feuchtemn Material dagegen findet er den Filterdurchsatz stark verringert und
errechnet daraus folgende Diffusionskoeffizienten:

[}

Bausand: kE=1,2+103 cm?2 sec”!

Sand mit Schluffanteil: &

[t}

8 + 1074 cm? sec™!
Geschiebemergel: k= <1075 cm? sec”!

Die Ubertragung dieser Werte auf die Verhiltnisse im natiirlichen Boden er-
scheint nicht ohne weiteres gestattet, da sich dabei Widerspriiche mit der Er-
fahrung ergeben:

In einem kornig-lufthaltigem Boden gleichmiBigen Aktivitdtsgehaltes ist die
Radon-Konzentration in der Bodenluft bestimmt durch den Radium-Gehalt und
dasEmanierungsvermdégen des Bodenmaterials und durch das Verhiltnis von Fest-
volumen zu Luftvolumen im Boden. In der N4he der Erdoberfliche werden infol-
ge des Konzentrationsgefilles zur Atmosphire hin Diffusionserscheinungen wirk-
sam, durch die ein Teil des Bodenluft-Radons zur "Exhalation” kommt. Die An-

D Prof, Dr. Hans Isra&l, Meterolog. Observatorium Aachen des Deutschen Wetter-
dienstes, Aachen, Pipinstr, 12,
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wendung des zweiten Fickschen Diffusionsgesetzes liefert bei Beriicksichtigung
von Nacherzeugung und Zerfall des Radons folgende Beziehung fiir die Radon-
Konzentration ¢ (z) in Abhingigkeit von der Tiefe (H. Mache [2]).

(1) c(z)=—§—(l—e_VA/k2)
¢ (z) = Radon-Konzentration in der Tiefe z
a = Nachlieferung von Radon pro cm® Bodenluft und sec.
A = Zerfallskonstante des Radons (2,097 « 1076 sec™ 1)
k= Diffusionskoeffizient des Radons in der Bodenluft.

Die Radon-Konzentration nihert sich also von (praktisch) Null an der Erd-
oberfliche mit zunehmender Tiefe exponentiell einem Grenzwert a/A an. Die
"Halbwertstiefe"

[3) 7 In2

VA/k

als Funktion des Diffusionskoeffizienten zeigt den in Abb. 1 wiedergegebenen
Verlauf.

Nach dieser Beziehung sind filr die drei von E.Budde~angegebenen Dif-
fusionskoeffizienten folgende Halbwertstiefen zu erwarten:

Bausand: Z 16,6 cm
Sand mit Schluffanteil: Z = 13,5cm
Geschiebemergel: Z=<1,5cm

d.h. die Tiefenprofile der Bodenluft-Emanation muBten in Bausand in 110 cm
Tiefe, in Sand mit Schluff in 90 cm Tiefe und in Geschiebemergel in weniger
als 10 cm Tiefe sich dem konstanten Tiefenwert a /A bis auf 1% genshert haben.

Dies ist jedoch nach dem experimentellen Befund nicht der Fall:

1. Es ist eine bef allen Untersuchungen dieser Art bestitigte Tatsache, daB
der Radon-Gehalt in den obersten Bodenschichten bis zu mindestens 2 m Tiefe
zunimmt (H. Brandes [3], st.Meyer und E.Schweidler [4], H.Is-
ra€l und J.Saldukas [5] u.a.).

2. Es ist indes zu vermuten, daB der konstante Tiefenwert in der Regel erst
in groBerer Tiefe erreicht wird, wie vor allem aus der Tatsache zu schlieBen ist,
dag Abriegelung der Exhalation durch Verstopfung der Oberflichen-Kapillaren

14 Ztsche, f, Geoph, 25
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Abb. 1: Halbwertstiefe Z der Radon- Konzentration im Boden in
Abhingigkeit vom Diffusionskoeffizient k.

bei Regen bzw. bei Tauwetter und nachfolgendem Frost den Radon-Gehalt auch
noch in 1 m Tiefe und darunter wesentlich ansteigen lassen (A.Gockel
[6, H.Bender [7]).

3. Die Exhalation des Bodens, die sich nach Gleichung (1) durch den Aus-
druck
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(3) E:{-d—c(-ﬂ} =q- ‘/k/A

dz =0

ergibt, wilrde sich fiir die von Budde angegebenen k- Werte unter der iiblichen
Annahme tber die mittlere Boden-Aktivitit und das Emanierungsvermdogen 2 2y
etwa 10 bzw. 8 bzw. < 1-107'® Curie/cm? sec ergeben. Dem gegeniiber
sind nach allgemeinen Abschitzungen tiber den Radonkreislauf im System Boden
— Atmosphire etwa 60 - 10718 Curie/ cm? sec zu erwarten [10]. Messungen der
Exhalation an verschiedenen Punkten ergeben in guter Ubereinstimmung damit
im Mi;tel einen Wert von etwa 40+ 10”18 Curie/ cm? sec (Grenzen 21 u. 74 -
- 107 % [11].

Es darf danach als wahrscheinlich gelten, daB die Diffusionskoeffizienten des
Radons in der Bodenluft in der Regel nicht wesentlich unter dem fiir Freiluft gel-
tendem Wert liegen kdnnen. Es besteht deshalb keine Veranlassung, die frither
dafiir ermittelten Werte von etwa 0,035 bis 0,05 cm?2 sec™1 (V.J.Baranow
undE. Gratscheva [12], H.Israél und F.Becker [13]) als "wesentlich
zu hoch" anzusprechen.

Eine Aufkldrung der Diskrepanz zwischen den Budde’schen Versuchen und
den wirklichen Verhiltnissen kann nach Ansicht des Verfassers in zwei Richtun-
gen versucht werden: Eine erste Mglichkeit ist die, daB bei den Laboratoriums-
versuchen andere Bedingungen geherrscht haben, als sie den wirklichen Verhilt-
nissen im Boden entsprechen: Wihrend im Boden das Radon aus dem Inneren der
stindig emanierenden feuchten Bodensubstanz nach auBen in die Bodenkapillaren.
dringt, was ein mit Radon gesittigtes Bodenwasser zur Voraussetzung hat, erfolgt
bei den genannten Laboratoriumsversuchen die Aktivierung von auBen und ohne
Nachlieferung. Es erscheint deshalb nicht ausgeschlossen, da8 infolge dieser Ab-
wandlung bei den Durchlissigkeitsversuchen eine gewisse T4uschung dadurch
entstanden ist, daB bei den relativ kleinen Versuchsmengen Radofi die hohe L&s-
lichkeit des Radons im Wasser den Versuchsausfall beeinfluBt hat. Es wire denk-
bar, daB eine Separierung von Loslichkeit und Diffusion durch lingere Versuchs-
dauern und gréBere Versuchsmengen sowie durch entsprechende Versuchsfithrung
bef verschiedenen Temperaturen gelingt.

Die andere Mdglichkeit wire die, daB fiir den Randon-Transport im Boden
neben der reinen gaskinetischen Diffusion evtl. noch andere Wirkungen ange-
nommen werden kdnnen, die zu einer VergroBerung des wirklichen Diffusions-
geschehens fithren. Man hitte dann, wenn sich dies best4tigt, ebenso wie in der
Atmosphire zu unterscheiden zwischen gaskinetischer Diffusion und Scheindiffu-

2 Radium-Gehalt zu 1 10_12 ele [8] Bodendichte zu 2 und Emanierungsvermdgen zu
log 9] angenommen,

(XN
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sion infolge anderer Einfliisse. Man konnte hier etwa an eine Art vertikal zur
Erdoberfliche hin gerichtete Gasbewegung im Boden denken, wie sie von
G.Aeckerlein [14] vermutet und im Untergrund vonBad Nauheim als radon-
verfrachtender CQ, - Strom vom Verfasser und F.Becker [15] nachgewiesen
werden konnte.
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Die solaren Gezeiten im Barogramm des Juli 1959

Von M, Siebert, Gottingen!)

Zusammenfassung: Infolge einer ungewdhnlich konstanten Druckverteilung
tiber Mitteleuropa in der zweiten Julihilfte traten die gezeitenartigen Schwan-
kungen des Luftdruckes unmittelbar im Barogramm hervor. Die harmonische Ana-
lyse der Daten von nur 11 Tagen fiihrte auch quantitativ auf Druckvariationen,
wie sie sonst nur aus der Analyse langer Beobachtungsreihen bekannt sind.

Abstract: Tidal variations of atmospheric pressure appeared immediately on
the barogram owing to an unusually uniform distribution of pressure over Central
Europe during the second half of July. Using the data of 11 days only, the har-
monic analysis also quantitatively yields pressure variations as they are known
otherwise from analysis of long series of observations only.

Da die gezeitenartigen Schwankungen des Luftdruckes in mittleren und hshe-
ren Breiten meistens durch die mit dem Wetterablauf verbundenen Druckinde-
rungen vollig verdeckt werden, ist es ganz auBergewshnlich, wenn in 51,5°
Breite diese kleinen, periodischen Druckvariationen fiir mehr als eine Woche das
Aussehen des Barogramms bestimmen. Dieser seltene Fall ist in der zweiten Juli-
hilfte 1959 eingetreten. Abbildung 1 zeigt einen dem Original nachgezeichne-
ten Ausschnitt von vier Tagen. Die Registrierung erfolgte mit einem Lam -
brecht-Mikrobarographen (Nr. 293) am Geophysikalischen Institut in Gottin-
gen. Deutlich erkennbar ist eine halbtigige Druckwelle mit einem besonders
ausgeprdgten Minimum gegen 19h. Der Wetterablauf duBert sich in einer ganz
langsamen und gleichmifigen Abnahme des Druckes. Die Wetterlage wurde be-
stimmt durch ein Hochdruckgebiet tiber Nordeuropa, von dem aus sich ein Hoch-
druckkeil nach Siidwesten erstreckte und zeitweilig eine Briicke zu einem Azo-
renhoch bildete. Dadurch war Mitteleuropa véllig gegen atlantische Stérungen
abgeschirmt. Diese Wetcerlage erwies sich als auBerordentlich bestindig.

Die weitere Betrachtung des Barogramms ergibt, daB die Tagesschwankung
des Druckes an 11 aufeinanderfolgenden Tagen — ndmlich vom 17. bis zum 27.
7.1959 — jeweils geringer als 2 Torr war. Diese Tage wurden fiir die harmoni-
sche Analyse verwendet. Dazu wurden aus dem Barogramm zweistiindliche Werte

I)Dr. Manfred Sieb ert, Gdttingen, Geophysikalisches Institut der Universitat, Herz-
berger Landstr, 180.

(XY
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Abb, 1: Dem Original - Barogramm nachgezeichneter Ausschnitt

von vier Tagen einer Registrierung mit einem Lambrecht-Mikro-

barographen am Geophysikalischen Institut in Godttingen. Zeit-
angaben in mitteleuropdischer Zeit.

des Luftdruckes nach mitteleuropdischer Zeit mit einer Genauigkeit von 0,1 Torr
abgelesen und der mittlere Tagesgang bestimmt. Die Mitternachtsdifferenz wur-
de linear eliminiert (Lamontsche Korrektion). Obwohl es sich bei den verwen-
deten Tagen um ausgesprochen heitere Tage gehandelt hat, bei denen nach
Bartels [1] eine meistens einseitige Krimmung im Druckverlauf durch die
Lamontsche Korrektion nicht erfaft wird und zu einer Verfilschung der Ergeb-
nisse der Analyse fithren kann, ist in diesemFall eine Beriicksichtigung desKriim-
mungseffektes nicht erforderlich. Die Druckunterschiede tiber Mitteleuropa wa-
ren so gering und die Wetterlage so stationdr, daB die interdiurne Druckinderung
praktisch linear erfolgte. Das geht auch aus Abbildung 2 hervor, in der die Ta-
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Abb, 2: Linear verbundene Tagesmitter des Luftdruckes vom 17.-27.7.59,
gegeben in Abweichungen vom Tagesmittel des 27.7.
gesmittel des Druckes fiir die verwendeten Tage in Abweichungen vom Tages-
mittel des letzten Tages eingetragen und linear verbunden sind. Wie auBerdem
aus der Abbildung abzulesen ist, betrug die durchschnittliche Druckabnahme
weniger als 1 mb pro Tag.

Der aus den 11 Tagen berechnete und korrigierte mittlere Tagesgang ist in
Abbildung 3 dargestellt. Er zeigt eine anndhernd halbtigige Welle mit je einem
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Abb. 3: Aus den Daten von 11 Tagen (17.-27.7.59) berechne-

ter mittlerer téglicher Gang des Luftdruckes nach linearer Eii-

mination der Mitternachtsdifferenz, Zeitangaben in mittlerer
Ortszeit,

auffallenden Hauptmaximum und -minimum und je einem schwachen Neben-
maximum und -minimum. Auf Grund der Ergebnisse der Untersuchungen fiber

die atmosphirischen Gezeiten ist ein solcher Verlauf des mittleren Tagesganges
etwa zu erwarten. Von den Variationen mit eindeutig planetarischem Charakter
ist die halbtdgige solare Druckschwankung die weitaus grégSte. Sie hat ihre Ma-
xima in Mitteleuropa um etwa 103° und 223° Uhr mittlerer Ortszeit. Dazu
kommt eine stark ortsabhdngige ganztigige Variation, deren Amplitude an hei-
teren Tagen die der halbtigigen noch tibertreffen kann. Ihr Maximum nimmt sie
um etwa 63° Uhr mittlerer Ortszeit an. Durch Uberlagerung dieser beiden Wel-
len 148t sich der in Abbildung 3 wiedergegebene Tagesgang schon ungefihr ver-
stehen.

Nach der Vorschrift der harmonischen Analyse wurden aus dem mittleren Ta-
gesgang die harmonischen Koeffizienten und aus diesen die Amplituden ¢ und
die Phasenwinkel ¢ der einzelnen Variationen berechnet, deren Uberlagerung
wieder auf die mittlere Druckschwankung & p fithrt:

6p = Z <, sin (nt+,(n)

n

Die Ergebnisse der numerischen Rechnung sind (Amplituden in Mikrobar):

c, =539(328) pb; €, = 340,4°(352,2°)
c, =299 (289) pb; €, = 123,8°(132,8°)
cg= T3(7D) pb; ey = 134,5°(142°)
c, = 33(15) pb; €, =245° (210°)

[N



112 M.Siebert

Die Phasenwinkel sind auf mittlere Ortszeit bezogen; sie wurden wegen der nach
mitteleuropdischer Zeit vorgenommenen Druckablesungen entsprechend dem Ab-
stand Gottingens von 15° E-Meridian umgerechnet. Die in den Klammern ste-
henden Werte sind zum Vergleich hinzugefiigt worden. Es sind von Bartels [2]
berechnete Juli-Werte der Amplituden und Phasenwinkel fiir Potsdam. Ihnen lie-
gen die stiindlichen Ablesungen aller Julitage der 30 Jahre 1893 bis 1922 zu
Grunde.

Bei der ganztigigen Variation fillt die Gré8e der Amplitude auf, wie sie sich
filr Gottingen ergeben hat. Bei ihrer Beurteilung mu8 jedoch beriicksichtigt wer-
den, daB ¢, —im Gegensatz zu den ilbrigen Variationen — stark vom Wetter be-
einfluBt wirde An den ausgewihlten 11 Tagen betrug die mittlere tigliche Son-
nenscheindauer 11,6 Stunden, wihrend das langjihrige Gottinger Tagesmittel
fur Juli 6,1 Stunden betrdgt. An heiteren Tagen ist ¢, aber groBer als im
Durchschnitt iiber alle Tage. So hat Bartels [3] ans 76 heiteren Junitagen der
Jahre 1893 bis 1916 fur Potsdam sogar die Amplitude ¢, = 667 ;b erhalten. Bei
der halbtigigen und sogar noch bei der drittelt.’igigen Druckvariation ist die
Ubereinstimmung mit den Vergleichswerten gut. Erst bei der Kleinen viertelts-
gigen Variation beginnen die Unterschiede gréBer zu werden.

Insgesamt bestitigen die Ergebnisse der harmonischen Analyse auch quantita-
tiv, daB der tidgliche Druckverlauf an diesen Tagen vorwiegend von den solaren
gezeitenartigen Schwingungen der Erdatmosphire bestimmt worden ist. Die Be-
rechnung der lunaren Druckvariation ist wegen ihrer Kleinheit aus den Daten von
nur 11 Tagen nicht mdglich.

Eine allgemeine Behandlung der atmosphirischen Gezeiten, insbesondere
auch ihre Theorie, findet sich in den neueren zusammenfassenden Darstellungen
von Kertz [4] und Siebert [s].
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