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I. Einleitung

Die Registrierungen eines Seismographen sollen gewisse
Eigenschaften der Bodenbewegung am Aufstellungsort zu er—
kennen geben. Die Anwesenheit eines mechanischen Empfän—
gers verändert jedoch die lokalen physikalischen Bedingungen
insofern, als die Boden— und Gestellbewegungen in VVechsel—
wirkung treten. Außerdem wirken die Gehängebewegungen
auf das Gestell und dadurch auf den Boden zurück. Im Seismo-
gramm werden tatsächlich nur Eigenschaften der Gestellbe-
wegung registriert. Es erhebt sich also die fundamentale Frage,
wie weitgehend die Gestellbewegung mit der Bodenbewegung
am Ort des Seismographen bei dessen Abwesenheit überein—
stimmt.

Mit diesem Problem befassen sich in neuerer Zeit sowohl
experimentelle als auch theoretische Arbeiten, über die in [7]
weitgehend berichtet wird. In letzteren repräsentiert man den
mechanischen Empfänger durch einen starren Kreiszylinder,
der auf einem homogenen isotrop elastischen Halbraum oder
auf einer derartigen Schicht steht. Der Zylinder wird durch
longitudinale harmonische Planwellen zu Schwingungen ange-
regt, wobei die Wellennormale zum Grundkreis des Zylinders
senkrecht ist. Die erzwungene Schwingung des Zylinders ver-
ursacht im angrenzenden Medium ein sekundäres \Vellenfeld.
Für das dynamische Gleichgewicht zwischen dem Zylinder
und dem primären und sekundären Feld ist die Spannungsver—
teilung unmittelbar unter dem Zylindergrundkreis maßge—
bend.

Diese Spannungsverteilung konnte bisher nicht exakt be—
stimmt werden, so daß die Lösung des Schwingungsproblems
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plausible Näherungsansätze für die Verteilung erfordert. Bei
relativ niedrigen Frequenzen des stationären Vorganges liefert
die statische Spannungsverteilung eine denkbar gute Näherung
für die fragliche dynamische. Darum benutzen die neueren the—
oretischen Untersuchungen [1, 3] diese Näherung. Als einschrän-
kende Bedingung für die Berechtigung des Ansatzes wird

.xrog 1,5

angegeben, worin x die Wellenzahl der harmonischen Scherungs-
welle mit der Frequenz des stationären Vorgangs und r0 der
Grundkreisradius des Zylinders ist.

Die Anregung der Zylinderschwingungen erfolgt in der Natur
durch eine (elastische) Welle. Bei experimentellen Unter—
suchungen des Schwingungsproblems bereitet die sichere Re—
produktion der primären Welle und die Messung ihrer Amplitu—
de am Untersuchungsort bei Abwesenheit des Zylinders Schwie-
rigkeiten. Daher zwingt man im Experiment dem Zylinder
eine bekannte Kraft von „außen“ auf, die die Welle vertritt
und mit der die Zylinderbewegung verglichen wird. Dieses
naheliegende Ersatzproblem behandeln mehrere theoretische
Untersuchungen, wobei günstigenfalls der erwähnte Näherungs-
ansatz für die dynamische Spannungsverteilung unter dem Zy-
linder benutzt worden ist. Das Gehänge und seine Wirkung auf
das Gestell und darüber auf den Boden sind in allen theoretischen
und in den experimentellen Untersuchungen außer [6] unbe-
rücksichtigt geblieben. Auch [6] beschränkt sich auf den Ver-
gleich hinsichtlich des Quotienten m /M aus der Gehängemasse m
und der Gestellmasse M anhand zweier Geophone. Ihre Grund-
flächen sind nahezu gleich (99 und 98 cm2) und die Gesamt-
massen M + m betragen 3,4 und 2,8 kg. m/M unterscheidet sich
mit den Werten 0,0041 und 0,536 beträchtlich, aber auch die
Eigenfrequenzen (l3 S‘1 und 42 3*1) differieren merklich.
Letzteres stellt die Vergleichbarkeit der

Gfophone
hinsichtlich

des Einflusses von m/M in Frage.
Diese Experimente lassen jedoch erkennen, daß die Rück—

wirkung des Gehänges auf das Gestell und den Boden zu beach-
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ten ist. Dasselbe ergibt sich aus der vorliegenden Untersuchung,
die alle Parameter des Problems berücksichtigt. Für das Stu—
dium des Einflusses von m/M , der Dämpfung und der Eigenfre—
quenz hat die spezielle Aufstellungsart des Empfängers unter-
geordnete Bedeutung, so daß diesbezügliche Idealisierungen
mit dem Ziel relativ einfacher mathematischer Beschreibung
berechtigt erscheinen. Insbesondere soll die Spannungsver-
teilung in der Berührungsfläche zwischen dem Medium und
dem Gestell des mechanischen Empfängers einfach zu bestim-
men sein. Das trifft zu, wenn das Gestell durch eine starre

Abb. 1. Mechanischer Empfänger im Vollraum.
M, m Masse des Gestells bzw. des Gehänges.

11* Verschiebungsvektor in der longitudinalen harmonischen Planwelle

homogene Kugelschale repräsentiert wird, die in einem homo-
genen isotrop elastischen Vollraum eingebettet ist. Das Ge—
hänge möge relativ zum Gestell lineartranslatorische Bewegun-
gen ausführen, wobei sein Schwerpunkt auf einem bestimmten
Durchmesser der Kugelschale verbleiben soll. Das Medium
durchlaufe eine harmonische longitudinale Planwelle, deren
Wellennormale mit der Bewegungsrichtung des Gehänges zu—
sammenfällt (Abb. l). Dadurch werden Drehungen des Empfän—
gers ausgeschlossen.

Zur Untersuchung des ins Medium eingebetteten mechani-
schen Empfängers führen neben den formalen vor allem auch
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praktische Erwägungen. Bei seismischen Feldmessungen erweist
es sich mitunter als vorteilhaft, die Geophone vertieft aufzu—
stellen und die Höhlung zuzuschütten. Dadurch wird der Ein-
fluß der freien Oberfläche herabgesetzt und die schwer zu
erfassende, lokal stark veränderliche Beschaffenheit der ober-
sten Bodenschicht auf das Schwingungsverhalten des Geophons
weitgehend ausgeschaltet. Ferner breiten sich in der oberen
Bodenschicht Wellen aus, die im Seismogramm unerwünscht
sind und mit zunehmender Tiefe rasch an Intensität verlieren.
Die Arbeit [6] berichtet über Experimente mit vertieft auf—
gestellten Geophonen. Vor und nach dem Zuschütten wurden
Resonanzkurven der erzwungenen Gestellbewegung aufge-
nommen. Das Zuschütten verursacht eine höhere Resonanz—
frequenz und größere Bandbreite in der Resonanzkurve des
Schwingungssystems Geophon—Boden. Dieser Vorteil recht-
fertigt unter Umständen den größeren Arbeitsaufwand.

Die Einbettung des mechanischen Empfängers in das Medium
wird neuerdings auch bei der Erforschung natürlicher Erdbeben
erwogen. Denn die freie Oberfläche und die lokale Beschaffen—
heit des Untergrundes erschweren die Deutung der Seismo-
gramme ebenso wie die mikroseismische Bodenunruhe an der
Erdoberfläche. Zudem wurde der Verzicht auf den üblichen
und meist erforderlichen Seismographensockel die hinsichtlich
des Schwingungsverhaltens wirksame Seismographenmasse be-
deutend verringern. Ferner entfällt die Verfälschung der zu
registrierenden Welle durch die Sekundärwellen, die vom Seis—
mographengebäude ausgehen, das wie der Seismograph selbst
erzwungene Schwingungen ausführt. Auf diesen Umstand wird
in [3] hingewiesen.

Während demnach die Einbettung des Empfängers für die
Seismologie wünschenswert erscheinen mag, gibt es seismische
Fragestellungen, für die sie notwendig ist. Hierzu zählen
Studien zur Ausbreitung der Welle innerhalb des Mediums, bei
denen die Erscheinungen am Rand stören würden oder keine
der Aufgabenstellung gerecht werdenden Randpunkte vor-
handen sind. Ein Beispiel hierfür ist die Ausbreitung von
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Wellen durch ein begrenztes Medium, etwa Sand, mit der
Quelle an der Oberfläche. Bei Aufstellung des Empfängers an
der freien Oberfläche Würden die Oberflächenwellen empfangen,
Während die übrige Begrenzung des Mediums für den Empfän-
ger unzugänglich und für das Verhalten des Mediums beim
Wellendurchgang keineswegs repräsentativ ist. In diesen
Fällen ist aber die allgemeine Kenntnis des Verhaltens des
eingebetteten Empfängers, die in der vorliegenden theoretischen
Untersuchung angestrebt wird, Voraussetzung für quantitative
Aussagen über die zu messende Welle.

Eine starre Kugel oder Kugelschale stimmt hinsichtlich des
Schwingungsverhaltens im Medium völlig überein mit einem
mechanischen Empfänger, dessen Gehänge arretiert ist. Die
darauf zugeschnittenen Ergebnisse im allgemeinen Problem
beleuchten die in [4] graphisch veranschaulichte Streuung
harmonischer longitudinaler Planwellen an einer Kugel mit
unendlicher Dichte. Sie bleibt daher in Ruhe. Aus dieser
kinematischen Bedingung sind die gestreuten Wellen zu be—
stimmen. Die Dichte der streuenden Objekte ist aber selten
größer als die zehnfache Dichte des umgebenden festen Mediums.
Die Annahme einer ruhenden Streukugel entspricht daher selten
der Wirklichkeit, insbesondere wenn wie in [4] Kugeln inter—
essieren, deren Durchmesser klein gegen die Wellenlänge ist.
Die folgenden Untersuchungen verallgemeinern somit zugleich
das genannte Problem der VVellenstreuung.

II. Darstellung der erregenden und gestreuten Wellen
durch Entwicklung nach Kugelfunktionen

Es wird angenommen, daß sich in einem homogenen isotropen
elastischen Vollraum eine ebene longitudinale Welle ausbreitet.
Der Verschiebungsvektor 11* eines Partikels ist parallel zur
Wellennormale i;

u*:u*i, i-izl. (1a)
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i sei zugleich die Richtung der xl-Achse eines kartesischen Koor-
dinatensystems mit den Basisvektoren i, j, f. u* erscheint dann
als Funktion von x1 und der Zeit t. Die Welle sei harmonisch,
d. h.

u* : U emu-W“). (lb)

U ist die Amplitude, w die Kreisfrequenz und a1 die Ausbrei—
tungsgeschwindigkeit dieser Welle. Es empfiehlt sich, 11* durch
ein Potential 0* auszudrücken, also

u*—_—VCD*.

Unter der Annahme (lb) ergibt sich ohne Beschränkung der
Allgemeinheit

¢*:__ei(wt—mr1)
73x1

'

w 2n
x 2—2—— 21 ,1 L1 <>

heißt die Wellenzahl der longitudinalen harmonischen Welle,
L1 ist die Wellenlänge.

Es ist zweckmäßig, die kartesischen Koordinaten x1, x2, x3
durch räumliche Kugelkoordinaten r, 19, (p zu ersetzen, so daß

x1 = r cos 29 ,
x2=rsinûcos<p,
9:3 =rsinôsinqp

gilt.
Nach RYSHIK-GRADSTEIN [8] 6.52l.4 ergibt sich für a” die

Entwicklung nach Kugelfunktionen
_._ LT

d)* : ’7‘“ eiwt ”—3—.—z x1 2 xlr

nè0(
(2 n + l) __‘)"

‚In+ "ä—
(x1 r) P„(cos 19) . (3)

Die LEGENDREschen Polynome P„(cos 29) erfüllen die Differen—
tialgleichung

n(n+1)P„+gsinÜd%P„):0. (4)nÛd—19(

10
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Zur Vereinfachung der Rechnung werden an Stelle der ge—
wöhnlichen BEssaunktionen erster Art J"+ 1 die sphärischen
BESSEqnktionen erster Art [OI

inc?) : V5; J12 + —1_ (Z) mit Z : 751 T (5)

eingeführt. Die aus [8] 6.473.l folgende Darstellung
‚ __ l n n d" sinz
jnm(_)z(ÎÉl_zÎ_—Ë_ (6)

läßt erkennen, daß diese Funktionen im Koordinatenursprung
r = 0 endlich sind. Aus (6) ergibt sich insbesondere

. l .90 = Î sm z ,
H

l s.
jl ::(—l—I}'—Z—cos z). (7)

Die Differentialgleichung der jn lautet
i

2 „ n (n + l) ‚Jn + ‘; Jn +[1 “ z.2„__] Jn == 0° (8)

An Hand der Relationen 6.482,1 und 6.482,2 in [8] bestätigt
man leicht die Rekursionsformeln

zjfz—i—(n ‘i‘ l)jn:zjn——1 > (9)

zig—m: ——zj„+1. <10)
Aus dem gegebenen Medium denke man sich eine Kugel mit

dem Radius R um den Koordinatenursprung herausgeschnitten.
Das dadurch veränderte stationäre Wellenfeld wird nicht mehr
durch 11* beschrieben, sondern durch den Verschiebungsvektor
u. In der klassischen Elastizitätstheorie kann man diesen
Vektor als Summe von 11* und einem Anteil auffassen, der die
longitudinalen und transversalen Streuwellen repräsentiert. Um
aber die lineare Elastizitätstheorie anwenden zu können, muß
das Verschiebungsfeld schwach veränderlich sein, was durch

U < Ll
charakterisiert wird.

ll
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Der generelle Ansatz

u:V@+V><QI (11)
zerlegt das Feld des Verschiebungsvektors u in eine rotations-
freie und eine divergenzfreie Komponente. Das skalare Poten-
tial 45 und das Vektorpotential 91 sind so zu wählen, daß u der
Grundgleichung der klassischen Elastizitätstheorie

.‚ 9 8211
a: vv'u—aév >< (V X u) 2—572

genügt. Diese Foderung ist gleichwertig mit den Bedingungen
1 am

und
1 62%

a2 ôt

Der aus dem Medium herausgeschnittene kugelförmige Be—
reich wird durch eine starre homogene Kugelschale mit dem
äußeren Radius R ersetzt. Mit der Schale ist eine in deren
Inneren befindliche Masse elastisch verbunden. Die Masse kann
relativ zur Kugelschale lineartranslatorische Schwingungen
ausführen. Dieser Mechanismus ist ein einfaches Modell für
den mechanischen Empfänger eines Seismographen. Das
Gestell des Empfängers wird durch die Kugelschale, das Ge—
hänge durch die lineartranslatorisch bewegliche Masse reprä-
sentiert.

Es wird angenommen, daß sich der Schwerpunkt der Gehän—
gemasse auf der .rl—Achse bewegt. Dadurch verhält sich das
durch u dargestellte Wellenfeld rotationssymmetrisch zur
xl-Achse‚ wodurch sich die mathematische Behandlung des
Problems wesentlich vereinfacht.

Bezüglich der orthonormierten Basisvektoren

trzicosfl+jsinflcos<p+fsinüsingh

t9: —isinz9+jcosflcos<p+fcosflsingp,

Î: —jsin(p+ÎCOS(p

l2
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lautet der Nablaoperator
ô

V: in +-l- 29atô+rsilnz9àp ‘p.r8

Die vektorielle Gleichung (l3) wird durch den Ansatz
üz—VXTY’L (14a)

gelöst, wobei ËIJ der skalaren Wellengleichung

slÏÏ w
aä ôtz ( )

genügt und unabhängig von (p ist [9], also
8‘1’
‚ = 0. (14b)
à?

Damit und durch
’ d)Î = 0 (140)
699

ist die Symmetrie des Wellenfeldes ausgedrückt.
Die gesuchten Lösungen von (12) und (15) sind im Hinblick

auf die durch (l) dargestellte primäre Welle periodische Funk-
tionen der Zeit mit derselben Grundfrequenz w. Es läßt sich
zeigen, daß sekundäre harmonische Wellen mit von w verschie-
dener Kreisfrequenz nicht auftreten, so daß sich Œ ——— €D* und
‘I’ in der Form

eiw‘flr, 19, <79)
analytisch ausdrücken lassen.

Die Kugelgestalt des Gestells vom mechanischen Empfänger
legt nahe, auch die Veränderlichen r, 19, (p zu trennen. Aus
den physikalisch anschaulichen Forderungen, daß f(r, 29, (p) be-
schränkt ist und eindeutig von (p abhängt, ergeben sich als
Teillösungen

. P . 196“” yn (x r) sinmfl î——————————(Cœ)
{COS

m (p
a(00S 7W” sinmq)’

n 20,1,2,...,
m=0,l,...,7z,

% :941 bzw. x2.

13
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Die y" erfüllen die Gleichung (8). Da aber Œ ——- €15* bzw. ‘P
eine nach außen divergierende VVelle darzustellen hat, darf man
nicht yn = jn setzen, da die Funktionen jn im Ursprung regu-
lar sind. Dagegen kann man für yum?) sphärische HANKEL—
funktionen oder auch die sphärischen BESSEqnktionen kom—
plexen Argumentes k„(i x7) nehmen [4]. Diese Funktionen
hängen mit den halbzahlig indizierten BESSEqnktionen kom—
plexen Argumentes K”+ l folgendermaßen zusammen:

__...__._~

k„(ixr):]/ 2 Kn+1(izr). (16)
nzÎzr to}

Der Zusammenhang geht aus dem Vergleich der Differential-
gleichungen beider Funktionen und ihrem Verhalten in den
singulären Stellen hervor [8]. Nach 6.478 in [8] gilt

l

knz—Ee—CFnM),
Czixr. (17a)

Die STOKEsschen Funktionen

FAZ) __-: {zu *fliflL
„(Z-01)! (n — v)! (2 Ç)”

drücken das „Nahfeld“ aus. Insbesondere gilt
l 3 3

F021, F1:l+7,

F2:l+—;‘+C—2‘,...

(17b)

Die 10,, genügen der Differentialgleichung

umw+;@m—]L+WQU] ME) = 0- (18)

Aus 6.496,12 und 6.496,13 in [8] ergeben sich wegen (16) die
Rekursionsformeln

(n+1)k„+:k;‚:—ck„_1, (19)

~nm+¢afi=—zm+y (w)
Der Ausdruck

ömI’„(cos 29) . ‚ .

8(008 mm—
(lnm cos m (p —[ lnm sm m (p)

n

6““ k„(i x 7‘) 2: sinmfl
m=0

l4
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stellt den allgemeinen homogenen Pol n-ter Ordnung bei einer
harmonischen Welle dar; vgl. [2]. Ihr allgemeinster Pol wird
durch die Summe

eh”
0mPn(cos 29)

Ê kn((7/ K ’Ï')
mZO

smm
0(008 0),",

(lnm 008m9“ + lnm Sill m (P)
72:0

repräsentiert.
Aufgrund von (140) beschreibt

6“” E an k"(23 x12“r)Pn(cos 29) = (D -— 45*
n=0

mit den zunächst unbestimmten Koeffizienten an = lnO den
polartigen Lösungsanteil von (12), also die rotationsfreie Streu-
Welle. Mit der Substitution

~ (“W‘—1 (21)
ergibt sich wegen (l2), (3) und (5)

0——6“ ZTßzna) -taÄMih rnfumw0>. un)
71:0

wa2; um
bezeichnet die Wellenzahl der divergenzfreien Welle. Wegen
(14b) lautet dann die Lösung von (15)

SP .—_ — am E bn kn(i x2 r) Pn(cos 29) . (24)
n = 0

Die Maßzahlen un un, uq, des Verschiebungsvektors u be-
züglich der Basis tr, t0, tœ, so daß

u r: urtr + uôtô + 71/t,

ergeben sich nach (11) und (14) zu
8CD l ô 8W

= —— —— sin29—
87‘ r sin 29 829 629—,

1891) l 02791
71,———ô 7'829 28—26—29

un:20

ur

15
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und schließlich unter Beachtung Von (22), (24) und (4) zu
l . 00 „ . ‚ .

“r = T (32t lfn x1 7]n(“1 T) + an z ”1 ’r kn“ 7‘1 7')
n=0

+ bn ’n (n + 1) Mi x2 r)] Pn(COS 19), (25)
1 . oc

710
23-7— ezwt E [fnjn (x1 7)+an kn“ x1 7‘) + bn Ion“ Z2 '1‘)

n=0

+ bn i „2 r im x2 ”1.8% P„(cos 9) . (26)

III. Die Koeffizienten der Entwicklung

Es ist zweckmäßig, den Feldvektor u in die Komponenten
uv und uA zu zerlegen, wobei uv jenes W’ellenfeld beschreibt,
das sich bei festgehaltener Kugel einstellt, während mit 11A
der Bestandteil des u-Feldes berücksichtigt wird, der durch die
Beweglichkeit des mechanischen Empfängers bedingt ist;

u = uv + u“
Für die Maßzahlen uî, u; von uv gelten die zu (25) und (26)

analogen Darstellungen, worin anstelle von an und bn die Koeffi—
zienten a; und b; auftreten. Die Differenzen

A

sind die entsprechenden Maßzahlen des Vektors uA. Die Dar-
stellungen dieser Maßzahlen ergeben sich aus (25) und (26),
wenn man fn == O setzt und an, bn durch

an '— a’; : a; 3

ersetzt.
N'mmt man an, daß die kugelförmige Oberflache des Gestells

mit dem umgebenden Medium fest verhaftet ist, so ist das
gleichbedeutend mit der Stetigkeit von u auf der Kugel r = R.

16
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Da sich diese Kugel wie ein starrer Körper verhalten soll,
ergeben sich für uv die Randbedingungen

VURL=R2=0‚ Q7)
(u;)‚=R = 0. (28)

Aus (27) folgen wegen der Orthogonalitat der LEGENDRE—
schen Polynome P.„(cos 29) die Gleichungen

fn 3€1 13371041 R) +a;i%1 Rk;(i%113) + (in (n+ 1) W 7‘213): O ,
n g O . (29)

Die Darstellung von u; liefert unter der Randbedingung (28)
nach Integration bezüglich 29 auf Grund der Orthogonalitat
der P„(cos 29)

fnjn(%1R) + a; kn(i%1R)+ b; [Mi R2 R) +73 R2 R k; (73 R2 13)]: 0,
n>0. (æ)

Mit ('29) und (30) liegen unendlich viele Gleichungen vor,
aus denen sich die Koeffizienten a; und (1;, b; für n > 0 be-
stimmen lassen. Aus (29) folgt für n = O

v U 9.60615)
a Z —"'_'-—, _ .0 x1 k0(z x11?)

Zu jedem n > O existieren zwei lineare Gleichungen für an
und b; mit der Koeffizientendeterminante

An = 73x1 R [and x1 R) [kn(i x2 R) + i x2 R k„(i x2 R)]
—— n(n + 1)/c„(i x1 R) k„(i x2 R) . (31)

Aus diesem Gleichungssystem lassen sich a; und b; eindeutig
berechnen, da der gesamte mechanische Vorgang determiniert
ist und somit insbesondere auch die Kugelwellen n—ter Ordnung
eindeutig bestimmt sind. Demnach kann An für keinen reellen
Wert von R verschwinden, so daß wie in [4]

" f" {n (n + 1mm R) km: x2 R)n
A 1?,

_mmJomumm+m%UMMB‚
a

b; == g"- {x1 R km x1 1mm R) —— v: x1 Rage) R) km: x1 12)} .
2 Maaz l7
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An späterer Stelle der Untersuchung werden insbesondere
die Ausdrücke A1, a; b: benötigt. Sie lauten
A1 :: ’i x, Rk0(7§ x1 R)ix2 Rk0(’i x2 R)+i lkOŒMIR) 1010396213) 1

+ 2 i x2 R 10003752 R) 1010241 R),

a: = £1; {”1 Rjo("1 R) 7: ”212150“ 32R) + x1 13.7.0051 R)k1(i%2 R)

— 2 7; K2 R 750(7; “2 R) 3.1041 Rl} 9

b: = {4—1—{x1Rjo(x1R)R1(m R) + e: x1 R kw: x1 R)j1(x1R)} .
Darin sind die Ableitungen von jl und k1 mit Hilfe der Rekur-
sionsformeln (9) und (19) eliminiert worden.

Mit
x1 7 9 21/72 — x? a (P

werden die Zylinderkoordinaten des Punktes x1, x2, x3 bzw.
r, 29, (p eingeführt. Bezüglich der orthonormierten Vektoren

i, scosrp—l—fsinqy, tq,
ergibt sich für 11 die Zerlegung

u : uni + “ete-
Es gilt

u = urcosÛ—uôsin 19,

u = ursin 19+ uflcosfi.
Wegen der Randbedingungen (27) und (28) folgt daraus‘

(mm: = (arm cos R —— (MM sin 29,
(ne), = 1r = (unrz,f sin 19 + (”u/5),: R cos 19 .

Da sich das Gestell wie ein starrer Körper verhalten soll,
führt jeder Gestellpunkt dieselbe lineare Translation p(t) aus,
die parallel zur xl—Achse erfolgt. Wegen der Stetigkeit von u
auf der Kugel r == R gilt

und

18
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so daß
(22:) ___ cos 29 —— (u ),= sin 29 = t,

A
R

. Î
12 P( )

}
(33)(u )r=R Sln 29 + (“07:12 cos 29 2: 0.

Die letzte dieser beiden Gleichungen geht mit (25) und (26)
über in

ÿ

—O[a;

i 7.1 km „1 R) + b; Ïl’l—R+_1) kM
nA—J

2R) P„(cos 29) sin 29

ÈÊ [ankn (2:31 R) + b; {kna x2 R) + 7’ x2 Rida“: K2 R)}]
n—zl

>< Pn(cos 29) sin 29 cos 29 = O .
Dlese Relation vereinfacht sich unter Verwendung der Substi-

V

tutionen

Ell"- [i x1 R 16;,(73 x1 R) — n kn“ “1 R)]

b;—Ïî_ [a 7212km s) —— nkn(ix2R)] z A ‚5(34)

3L;— km x1 R) + 1%[72 x2 R 144m2 R) + n km x2 R)] 1.— B” J
wegen

cos 29 P;l(cos 29) z: n P„(cos 29) + P; _ l(cos 29) ‚
[5], zu

E An Pn(cos 29) —— Z B" P; _ 1(cos 29) = O. (35)
n=0 n = l

Aus der Formel
P;+1(cos 29) — P;_ (cos29):—-(2 v + l)P (cos29) ,

[5] ergibt sich durch Summation über v von O bis [—— —— l]

1;— —1 '
P'k_1 (cos 29) = E (2 k — 2 v — 3) Pk_2„„2(cos 29).

v = 0

5) die Gestalt
k

so 75—1
AnPn()——COS29

:EBk
(2k—2v—3)Pk _2,,_2(COS29)=O

v=0

Damit nimmt (3

M8
19
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an. Um in der Doppelsumme formal alle Glieder zusammenzu—
fassen, die mit demselben P; multipliziert sind, braucht man
nur

nzk—Zv—Z

zu setzen. Das ergibt schließlich

Z [An
_-

Z (2 n + 2 'V + l) Bn+2v+21 Pn(COS Ü) I O ' (36)
n = O v = O

Daraus folgen wegen der Orthogonalität der LEGENDRESChen
Polynome die homogenen Gleichungen

M8A;
7

(2n+2v+l) B„+2„+2:c‚ n20, (37)
O

für die unbekannten Größen

A0, A1, A2, B2, A3, 83,114, B4, . . . (38)

Wegen (25) und (26) geht (33) in

mn=é“(f(di%@afR>+wn=0
2””+9ccaßfl

><P;—]—;—(COS29)COS29+ 2m; k;(2%1R)
Rn=1

+1); {k;(2'x2 R)+2’x2Rk;(232:2 )}]P;(COS29)sin229}

über. Die Relation

si11229 P;(cos 29) = —- n cos 29 P„(cos 29) + n P„_1(cos 29) (39)

aus [5] und die Substitutionen (34) gestatten die Darstellung

PU) = 6“”{ZA;(P;(COS29)COS29+ 2’2a P„_1(cos 29)}. (40)
n n =]

Da p(t) die Translation der starren Gestellkugel beschreibt,
darf (40) nicht von 29 bzw. cos 29 abhängen, so daß

ZA;[COS29P;(00329)+P; (cos 29))]+ in B; P;_1(COS29):=O.
n=0 n=1

20
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Ebenso, wie sich (36) aus (35) herleitet, ergibt sich hier

gibt—+— l)A„+ Z(2n+ 222+1){An+2v+2
v = 0

"l” (n + 2 V + 2) Bn+2v+2}] Pn(COS Q9) = 0 - (41)

Die Orthogonalitat der LEGENDRESChen Polynome verhilft zu

(n+1)An+2(2n+2v+l)An+2v+2
v=0

+ Z(2n+2v+1)(n+2v+2)B„+2„+2.—_—0, n20, (42)
r==0

Zur Bestimmung der unendlich Vielen Substitutionsgrößen
(38) stehen die unendlich Vielen linearen homogenen Gleichun-
gen (37) und (42) zur Verfügung. Weitere Bedingungen der-
selben Art ergeben sich aus (36) und (41) durch Differentiation
nach cos 29’ und nachfolgender Entwicklung nach LEGENDRE-
schen Polynomen unter Berücksichtigung ihrer Orthogonalitat.
Diese linearen homogenen Gleichungen besagen jedoch physi—
kalisch nichts Neues und sind für die Bestimmung der Größen
(38) entbehrlich.

Es werde zunächst angenommen, daß die in

p(t) — eiw‘ B1 = ei‘“ [ Z An cos 29 P„(cos '29)
n=0

+ Ë n B" P„__1(cos 0)] (43)
auftretenden Koeffizienten (38) nicht alle verschwinden. Neben
(38) erfüllt auch die Folge

77140, 77141: 77142: 77 B2,17A3,17B3,77A4,nB4,... mit 77 #1

die homogenen Gleichungen (37) und (42). Die Differenz (43)
gestattet somit auch die Darstellung

19“)”— ein” Bl

= eiw‘[2 n An cos 29 P„(cos 29) + Z n n En P„_1(cos 29)]
n=0 n=2

= 77 [79“) — eiwt B1] -

2l
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Daher ist wegen 27 à 1

PU) = 6“” Bl , (44)

An cos 29 P„(cos 29) + Z n En P„_ 1(cos 29) = 0. (45)
on== n=2

Das bestimmte Integral über (45) bezüglich des Integrations-
intervalles —— 1 g cos 29 g l verhilft wegen der Orthogonalität
der P„(cos 29) zu

A1 = O , (46)

wenn man P0 = 1 und P1 == cos 29 beachtet.
Die Annahme, daß alle Größen (38) verschwinden, verhilft

ebenfalls zu den Ergebnissen (44) und (45) und befriedigt ins-
besondere die notwendige Bedingung (46). Es darf daher

A0=A1=A2==32=A3=B3=A4=B4=...=0
angenommen werden.

Aus (44) geht hervor, daß B1 die komplexe Amplitude der
harmonischen Schwingung des kugelförmig angenommenen
starren Gestells ist.

IV. Die auf den Empfänger wirkenden äußeren Kräfte

Vom Verzerrungstensor werden nur die Kugelkoordinaten
ôu,

_—e ___.___
TT

87'
7

1 au, 822,, u),z __ _.._ 4— _.. _.. _—6" r 829 ' 8r r ’

[4], benötigt. Die entsprechenden Kugelkoordinaten des
Spannungstensors ergeben sich nach dem HOOKEschen Gesetz
zu

îlfôZÂV'u+2/,tefl,

nr29=1uer29'

22
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Â und ‚u sind die LAMÉschen Konstanten, g ist die Dichte, so
daß mit a2 als Ausbreitungsgeschwindigkeit der transversalen
Wellen

:90‘3, Â=Q(ûÎ—2aâ). (47)
Aus (ll), (12), (22) und (2) folgt

_ _ l 8245 _ __ 2V u
AŒ—aï at? A14),

also
2 au,

n"— —Ä%1@+2’LL—a7

In expliziter Schreibweise erscheint n" als eine Entwicklung
nach LEGENDRESChen Polynomen:

= 6””"20:0" „(cos 29) (48)

mit
C„(T) : '_ Â ”ÎLfn jn(%1 7‘) + an kn” 761 7)]

+ 2“”‘Iu:[fn ”1.771(“1 )+an Z‚"1 kn(?’ “1 7')

+m ”m+”uwzfl (w)
wegen (22), (25) und (26). Die Koeffizienten d” in der Ent-
Wicklung

: 6“” E dm „c(os 29) (50)
n = 0

ergeben sich zu

Mfl=ähmzmn+mnmwïtw"mf ”Mwm]
a 1 ,u . . 8 .

"I" (‘8‘;— T) 7 [12311041 T) + an kn” x1 7‘) + brag—7:719:05 K27.)] '

(51)
Für die Kugelkoordinaten df,, dfô, dfq, des Flächenelements

der Kugel r = R gilt
dfI9 = dfq, :- O

23
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und
df, = R2 sin 19 d<p dû.

Von den Kugelkoordinaten dan darf}, dam der an dem Flächen
element der Kugel r = R angreifenden Kraft interessieren vor-
übergehend nur

dnr = nrr df, + “r9 dfzs + “r9 dfq) = J7M dfr a
dm, 1: fier df, + 75.98 dfe + “w dfœ 2" am dfr-

Mit Hilfe dieser beiden Koordinaten ergibt sich die Kraft—
komponente dnzli in der xl—Richtung gemäß

dal = du, cos 19 — du19 sin 29
= (er cos 19 —— am sin 19) R2 sin 29dcpdz9.

(48), (50) und (39) führen weiter zu

= e‘w‘ E [an Pn cos 29 + a; sin2 29] R2 sin '29 dcp dû
n=0

dfl
x!

= ”6%.t [(cn—ndn) P" cos Ü+na„_1]R2d<pd(cosz9) .
n=0

on und du beziehen sich auf die Kugel r = R.
Durch Integration über die Kugel r = R findet man daraus

unter Berücksichtigung der Orthogonalitatsrelationen der LE—
GENDREschen Polynome die xl—Koordinate der gesamten auf
die Kugeloberflache wirkenden Kraft

H

73:1:l z: eitz 27E[3 (01 _ dl) + 2 d1]

zeitziäfml—mdl). (52)
Da senkrecht zur xl-Achse aus Symmetriegründen keine Kraft
Wirkt, ist 7’i die resultierende Kraft.

Diese Kraft soll explizit dargestellt und dazu
c1 + 2 dl _—_ e

in eine möglichst einfache Gestalt gebracht werden. Für
diese Rechnungen empfehlen sich die Substitutionen

z1=x1R,Ç1=ix1R, sis. (53)

24
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Mit ihnen folgt aus (49) und (51)

C1 ï: f1 %Î[Â.71(z1)+21u.71(zl)]_ a1 ”f [Â [91(51) + 2,“ k1(51)]

—b1xâ 444.: (2:1)]‚
1 . ’ „

d1 = f1 ”Î 2 ‚u [2171021)] ”“ a1 ”1 2 1“ [ M50] _ b1 ”ä ‚u 161(52).

Es ist daher
l I

e :f1%1{— A31(21) + 2M9i(31)+ 4;“[21‘ j1(z1)]}

——a1x1{1k<c1> + 2Mk1(4“1)+ ME; Mal}

—bxâ{2,uk1(51)+4u[5—12 mal}.
Die Differentialgleichungen (8) und (18) verhelfen zu

e 2 "f1 ”f (Â + 2 M)j1(21) — a1 ”Î (Â + 2 1“) 101(51)
"‘ b1 ”Ë 2 ‚u 161(52) -

Unter Beachtung von

u%ä=(l+2u)%Î=9w21 (54)
Wie man aus (47) mit (23) und (2) herleitet, reduziert sich dieser
Ausdruck auf

e = "‘ Q 012 [f1j1(Z1) + “1 k1(ë1) + 2 b1 151(52)] - (55)

Es wird nun
e = ev + eA (56)

gesetzt, wobei

ev = _‘ 9 (U2 [f1j1(Z1) + “1V 191(51) + 2 b: 151(52)] >

8A Z — Q 002 l“: 101(51) + 2 b: 701(52) l -

Wegen (32) ergibt sich

3V = "' 92%. 1 [351.71(Z1)k0(Ë1)k1(C2) + 3 z1j0(z1) k1(C1) 151(52)

+ Z5.1323191) 150(51) 1000:2) + z1 523.091) [51(C1) 150(52)] -

25



|00000026||

Aus (21) folgt speziell

Aufgrund von (7), (17), (19) und (20) gilt also
x —- 0 w2 3 U R . .

e = h
[3 151(52) + C2 150(52)] [591(31) (00(51) + Z1]0(31)k1(51)]

0 2 3 U R <—._____ :w_..__ [3 k1(C2) "l" s2 0(Ç2)]2.l1 z1

gw23UR àZ ë“ 4.2 [92092)-

Für n :: 1 gehen aus (34) unter Beachtung von (46) die
Gleichungen

a; [Cl 191(51) —‘ 151(51) l“- b: [:2 [01(5) — 151(52)] “_- O a (57)

a? £3 (£1) + bf [52 k1(€2) + k1(§2)] _—= RB] (58)
hervor. (58) und die Summe der Zeilen (57) und (58) bilden
ein Gleichungssystem, dessen Koeffizientenmatrix offensicht-
lich mit der des Systems (29), (30) übereinstimmt. Das vor-
liegende Gleichungssystem hat somit die Koeffizientendeter—
minante A1 in (32). Daher bekommt man wegen (20)

A R g A R
a1 Z _ 317‘92 152(52), b1 ï: _ B1751 152(51)-

* l ‘ 1

Somit wird

PA ï: Q 602 B123} [C2 [52(52) 101(51) ‘Js‘ 2 Cl kZŒI) (01%)] '

Die Aufspaltung (56) bewirkt die Zerlegung

n11: nv+7zA
mit

v . 47tR2 v 4noR3
V

(wt _ Hut h 2._—— —_.e _ __7E 6 e
3

a) U
1 L (59)

und
A 471R2 A 4ngR3 ZA__ zwt __ zwt 2 ___n ——e 3 .._ __ 191 1 J

26



|00000027||

Darin gilt
ZV I 3 21—2 C2 102(Ë2) a (6034)

ZA = 2 C1 [02(Ë1) [91(C2) + C2 102(52) 151(51) (60b)

und wegen (32), (19) und (20)

A1 = €152 k2(:1) 762(52) - 52 k2(52) 701(51) - 251 762(51) 761(52) « (600)

V. Dynamische Randbedingungen
und Lösung des Problems

Die Massen des Gestells bzw. des Gehänges werden mit M
bzw. m und die xl-Koordinaten der auf der xl-Achse beweglichen
Schwerpunkte der beiden starren Bestandteile des mecha—
nischen Empfängers dementsprechend mit xM und w,” be-
zeichnet. Es gilt

xM ——_— PU)
und

mm = W) + W) ‚
wobei die Funktion q(t) die Bewegung des Gehänges relativ
zum Gestell beschreibt. Unter der Annahme einer am Gehängc
angreifenden Rückstellkraft der Form

-— x3 q i , x5 positiv konstant,
und geschwindigkeitsproportionaler Dämpfung

-——— ÂS q i , ÂS nichtnegativ konstant,
erhält man für diese Gehängebewegung bekanntlich die Diffe—
rentialgleichung

mä+llsd+xsqz ——m13.
Mit Hilfe der Kreisfrequenz

KLUS: .Ë
m

und der Dämpfungskonstante
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folgt daraus
p+ä+2aswsÿ+wäq=0. (61)

Die auf den mechanischen Empfänger wirkenden äußeren
Kräfte werden durch 75x1 i repräsentiert, so daß also

MxM + mac,” = 7l
oder auch

(M + mnö + méi == n... <62)
gilt. Nach (44) hat p(t) die Form

p(t) = B 6“” mit B = B1. (63)
Dementsprechend setzt man

q(t) = C ei‘”. (64)
Diese beiden Funktionen baschreiben die erzwungene sta-

tionäre Schwingung des mechanischen Empfängers. Zwischen
B und O besteht die Relation

2

O=æB :mt æ: “’ mm
U

.
,wiv+22aSw—w2

wie man durch Einsetzen von (63) und (64) in (61) bestätigt.
Aus (62) und (59) folgt

4. R3UZ" Bz'“—B[M+m(1+ER)]: "’9 + __
3 A1

Die Werte
m

a __
1M + m

und
III + m

7’ 4n
R3.3_ 9

sind charakteristische Verhältniszahlen. 8 gibt das Verhältnis
der Masse des Gehänges zu der des mechanischen Empfängers
an. Durch y wird das Verhältnis der Masse des Empfängers
zu der des von ihm „verdrängten“ Mediums angezeigt. Damit
ergibt sich schließlich

ZvB 2 _
UïzÎd EIER)? z“ (66a)
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also
V

C: _- UER -„___Z.__‚____

Die Beträge dieser komplexen Größen beschreiben die reellen Am-
plituden, ihre Argumente stellen die Phasenverschiebungen ge-
gen die Schwingung der Teilchen des Mediums in der x2, x3-Ebene
bei Abwesenheit des mechanischen Empfängers (R20) dar.

Der Spezialfall des arretierten Gehänges wird formal am
einfachsten durch den Grenzübergang m ——> O bei festgehalte—
nem M berücksichtigt. Daraus folgt notwendig 8 ——> 0, so daß

B—
21—13(1) B——Uy~——————AI+ZA

(67)
M = const

V

die komplexe Amplitude der linearen Oszillation einer starren
Kugel mit der Masse M unter den betrachteten Verhältnissen ist.

Aufgrund des Ergebnisses
A„:B„:0 für n=l=l

liefert (34) ein homogenes lineares Gleichungssystem für a;
und bA n :1: 1. Seine Koeffizientendeterminante verschwindetn,

nicht identisch in R, so daß fast überall

a,j:b‚j:0 für n24: 1
zutrifft. Da a; und b; stetig von R abhängen, gelten diese
Gleichungen für alle R > 0. Die Koeffizienten a: und b:
sind aus (57) und (58) formal hergeleitet worden und bestimmen
sich endgültig durch (67) zu

A __ U R :2 k2(:2) Z
‘

411(7) 1—11 ‘l’ ZA)
’

A __ U R C1 792(51) Zv
1 —_

411(7’ A1 + ZA)
O

V

Die Abweichung 11A des Feldvektors der Verschiebung u von
dem bei ruhender Kugel sich ergebenden Feld uv besteht
demnach in den longitudinalen und transversalen Kugelwellen
erster Ordnung. uA ergänzt uv wesentlich, wenn wie in [4] die
Streuung an kleinen Kugeln betrachtet wird.
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Unter Beachtung von (60) gewinnt (66a) die Form
Ë = 3 :1—2 :2 Ê2V(ËE)__________
U [7’ (1 + 8 2R) " ll ‘11 + :1 52 [92(51) k2Œ)

oder explizit mit (17)
1

\

ecl(1+ g1 + 434,5)

1+[y<1+sæ>411143——444 —4—
B

VI. Naherungslösung für Empfänger,
deren Durchmesser klein gegen die Wellenlange sind

Für die Seismologie sind insbesondere die Werte von
2 n R

L1

interessant, die wesentlich kleiner als eins sind. Durch Reihen-
entwicklung von (66) nach z1 gelangt man zu einer übersicht—
lichen Näherungsformel. Hierzu verhelfen die Potenzreihen

1 ”'1 2 1(1+:+Îæ) 4145+54L45ä+-u,
—-1

e€(l+§+—;-§2) =1+%§2+0.;3+...,

—1u+¢wl+c+§@) zlmgghräp+.„
und

l 1 1 2 “2 —1

1+[y(1+eâR)—-1] 1 _._3_____j_______ 1 +9

zI—gwu+wmwdnä+mä—m+asn+u„
30
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so daß schließlich für hinreichend kleine l die Entwicklung

Bß: Î,= 1+äcä———[U+wm%—U
><[(cï +2‘ Cä)— (ë? + 2:î’:)] +

gilt. In der Zerlegung
3R z &R’ + i 5R”

ist
(1)2 (Log — (02)

æ Z
(wg — 002)2 + 4 arg wg w2

der Realteil und

ER" _
— 2 “S wg (1)3

(Log —- 22(1)) +40% (0.25002

der Imaginärteil von ER in (65). fl’ und ‚8” seien der Realteil
und der Imaginärteil von ß ;

ßzß“+HV-
Beachtet man die Substitutionen (53), so Wird

ßHzl—lw”+ibwl+e%Ü—Ll1+25-ä6 1 9 xï 1

3

Il 8y Il kgß :Îæ 1+2âzî ——1[y(1+eêR’)——1](1+2: >1+

Für den Betrag und das Argument von ß ergeben sich die
Darstellungen

Ißl = ß' + 0(2‘1”)
und

II

arg ‚8 = arc ta11%,—= ß” + 0(zî’) .

Die letzte Formel besagt, daß die Phasenverschiebung arg B
= arg ,6 der Gestellbewegung gegen die ungestörte Teilchen—
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bewegung in der x2, x3—Ebene näherungsweise zu
m

s: ,V 4n3

3R0
z? und ER” proportional ist. 2R” Wiederum läßt sich als Pro—
dukt von IÊR! und sin )5, dem Sinus der Phasenverschiebung
zwischen Gestell- und Gehängebewegung schreiben;

ER” = [SRI sin x.
Der Betrag von ‚8 unterscheidet sich wenig von eins. Die Ab—
weichung ist angenähert proportional zu zÎ und einem Faktor,
der von y, y 8 und

ER' = PR] COS X
abhängt. Es gilt angenähert

21 1. 2"â 1 5W 25 2"ê1612 ~ 7» + —-—)< +8 )z_2_+ _
[Bi kann demnach auch größer als U sein.

Zur weiteren Verdeutlichung soll Â = ‚u, also wegen (54)

flzfi—Vä œæ
0‘2 ”1

angenommen werden. Das Gehänge sei arretiert, was durch
m = O ausgedrückt werden kann. Dann ist

l7
WÊI N VÊïzo

Die Bewegung einer sehr kleinen starren Kugel stimmt also
genau dann mit der Wellenbewegung überein, wenn ihre Masse

3 . . . .. .um E größer 1st als die Masse des von 1hr verdrängten Mediums.

VII. Graphische Darstellung und Interpretation
der Resonanzerscheinungen

In den Ausdruck (66) für die komplexe Amplitude B der
stationären Schwingung des Gestells gehen mehrere Parameter
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ein, deren Einfluß auf B nicht ohne weiteres zu überblicken ist.
Daher empfiehlt es sich, (66) graphisch darzustellen. Zur Unter—
suchung der Resonanzerscheinung wird das Verhältnis

wS

w

als unabhängige Variable angesehen. Die Darstellung der
komplexen Größe ß durch ihren Betrag ißl und ihr Argument
arg ß gestattet, das Frequenzverhältnis w als Abszisse in karte-
sischen Koordinatensystemen aufzufassen. Dadurch wird die
physikalische Bedeutung von w hervorgehoben. Im Intervall
1 < w < oo ersetzt man zweckmäßigerweise w durch

i

w’1 = ï.
ws

Die w‘l—Achse wird symmetrisch zum gemeinsamen Einheits-
punkt gewählt.

Der Gegensatz zwischen einem üblich gedämpften Seismo-
graphen und einem nahezu ungedämpften drückt sich durch die
Werte

a = 0,5 und oc = 0,05

aus. a steht hier und weiterhin für as. Das Verhältnis der
Seismographenmasse zu der des verdrängten Mediums nimmt
in den Diagrammen die Werte

y = 10 ; 1 ; 0,1

an. Die Zahlen
8 = 0,5 ; 0,05

beschreiben die Fälle
M—— z l ; 19 .
m

Die Tabelle dient zur Numerierung der Tripel (a, y, e) und
der zugehörigen Abbildungen (s. Anhang). Die Buchstaben a
und b bezeichnen die Abbildungen des Betrages (fl I bzw. des
Argumentes arg ß.

3 Maaz 33



|00000034||

a 0 3 ll 0,05

s l y 10 1 0,1 i 10 1 0,1-_-_._-
Î”---

._-_ - -
-

0,5 l l 2 3 4 Ë 8 9 10
0,05 î 3 6 7 j 11 12 13

Den Diagrammen liegt die Annahme (68) zugrunde. Der
Scharparameter

2 R l
d :

Ï:—

2
Ë

Z1

ist der auf die Wellenlänge Ll bezogene Durchmesser des
Gestells und erhält die Werte

d..—_1; 0,6; 0,2; 0,1.
Die Diagramme lassen erkennen, daß W und arg ß und damit

ß selbst stark von w abhängen, wenn d g 0,1. Für d = 0,01
hingegen würden die Kurven wenig von den Geraden Ißl = 1
bzw. arg ß = 0 abweichen. Für alle betrachteten Tripel (a, y, 8)
verschwindet praktisch die Differenz l 1/9] —— 1], wenn d g 0,001.
Über das Verhalten eines (relativ zu L1) sehr kleinen mecha—
nischen Empfängers geben die Näherungsformeln des vorigen
Abschnittes hinreichende Auskunft.

Um die relativen Durchmesser d hinsichtlich ihres Einflusses
auf ß eingehender zu diskutieren, wird die Kurvenschar jeder
Abbildung durch eine Punktfolge mit w = const repräsentiert.
Das ist besonders dann sinnvoll, wenn die Schwankung der
Kurven nur gering ist. Doch verhilft dieses Vorgehen bei
günstiger Wahl der Punkte in jedem Falle zu einer vertieften
Einsicht in die Abhängigkeit der Größe ß von y, e und d.

Zunächst wird die komplexe Größe
_ZV

ß: _______-_____ *:.

Y’k/ll-f‘ZA’
y /(1+8æ)3

im speziellen Falle y* E 0 in der Abb. 14 graphisch dargestellt,
indem man etwa zu konstantem 72* eine Kurve in der lB—Ebene
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zeichnet, längs der d variiert. Der Kurvenparameter d ver—
bleibt in der Figur im Intervall O g d g 1. Die d-Werte sind
teilweise angeschrieben. Für die markierten Punkte ist die
Parameterdifferenz 10‘1 maßgebend. Die (nicht eingezeichne—
ten) Bildkurven zum Intervall 1 < d < oo kommen dem Null—
punkt spiralenartig beliebig nahe. Für den Scharparameter
wurden vier Werte ausgewählt:

y*::0; 0,5; l; 2.

Als Repräsentant einer Kurve d : const in einer der Abb. 2
bis 13 empfiehlt sich der äußere rechte Punkt mit

20‘120 ~w=.oo.

Man findet dann aus (65) unabhängig von oc

SR = 0 ,
also unabhängig von e

* _ __ 111 + in: >a! (0°) — 7 47E z 0
_3_

R3 Q

Daher ist die Variation der ausgewählten Punktfolge in den
Abb. 2 bis 13 an Hand der Abb. 14 zu überblicken. Solche
Punktfolgen unterscheiden sich nur durch den Parameter y,
nicht aber bezüglich 8 und Oc.

Die Abb. 14 beschreibt offensichtlich den speziellen Fall (67),
also 8 = 0. Ihr entspricht eine Schar von Kurven in [3], die
das in der Einleitung erwähnte Problem der Bewegung
eines starren Zylinders auf dem Halbraum verdeutlichen
(Abb. 15).

Der Gesamtmasse Il! + m entspricht in [3] die Masse m0 des
Zylinders. Daher besteht zwischen y und dem analogen Para—
meter b in [3] die Beziehung

4:: R 3

bz>"ä*(;;)’
worin r0 den Radius des Zylindergrundkreises bezeichnet. Zum
Vergleich des Verhaltens eines auf dem Halbraum stehenden
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Zylinders und einer im Vollraum eingebetteten Kugel wird
vorausgesetzt, daß diese Medien gleiche Dichte und überein-
stimmende LAMÉsche Konstanten haben.

i

0,5

0,5 ß

0,5

Abb. l4. Ebene des komplexen Amplitudenverhaltnisses,8 der Amplitude
der Kugelschwingung zur Amplitude der gegebenen Welle mit Kurven,
für die das Verhältnis der Kugelmasse zur Masse des verdrängten Me—
diums konstant ist. Der Kurvenparameter ist das Verhältnis des Kugel-
durchmessers zur Wellenlänge der gegebenen longitudinalen Welle.

Abb. 15. Longitudinale harmonische Planwelle und I: starre Kugel im
Vollraum; II: starrer Zylinder auf dem Halbraum.
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Während die Kugel mit ihrer gesamten Oberfläche das Medi—
um berührt, steht der Zylinder nur mit seiner Grundfläche mit
dem Medium in Kontakt. Die Forderung

a47513227e

bedeutet Gleichheit der Kontaktflächen und führt auf
I? l

ÂÎ ”— 2 '
Daher lautet die Umrechnung des Parameters a0 in [3] auf den
in Abb. l4 benutzten Kurvenparameter d wegen (2)

0o 1l“ a a) 1 2 n: a

ll a2 11 12 1 a2

während sich

ergibt.
Zum Vergleich von (67) mit [3] dient die Abb. 16. In ihr ist

7/ === 7,(33É) .. . F~J l) == 41

angenommen worden. Die Kurve I gilt für die eingebettete
Kugel und II für den Zylinder auf dem Halbraum. Die kom-
plexe Zahl fl -— l beschreibt die Abweichung der „tatsächlichen“
(stationären) Bewegung des Körpers von der Teilchenbewegung
in der x2, x3-Ebene bzw. der Grundkreisebene des Zylinders.
Als Maß für die „Störung“ bietet sich der Abstand [ß —— 1| eines
betrachteten Kurvenpunktes vom Punkt Eins an. Dieser
Abstand ist im Intervall 1,2 g a0 g 1,5 längs I offenbar
größer als für die Vergleichspunkte auf II. Im Intervall
a0 g 1,1 hingegen ist {ß — If längs I kleiner als für zugeordnete
Punkte auf II. Die Bewegung einer kleinen eingebetteten Kugel
weicht also weniger von der ungestörten Partikelbewegung ab
als die Bewegung des Vergleichszylinders.
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Die Forderung nach Gleichheit der Kontaktflächen legt die
Abmessungen des Zylinders nicht eindeutig fest. Verlangt man
zusätzlich die Gleichheit der Rauminhalte (oder der Dichten),
so errechnet man

4 R 2 lh = —— (——) R = — r0
3 r0 6

als Höhe des offensichtlich sehr flachen Vergleichszylinders.
In Abb. l4 verlaufen die Kurven mit 92* g l ganz im Bereich

I}?! < l, wenn d > O. Für 72* g 2 hingegen existiert ein endli-

Abb. 16. Zum Vergleich der harmonischen Schwingungen einer starren
Kugel im Vollraum (I) und eines starren Zylinders auf dem Halbraum
(II) unter dem Einfluß einer harmonischen longitudinalen Planwelle.
Die Massen der beiden Körper und die Berührungsflächen mit dem an-
grenzenden Medium sind gleich. Der Kurvenparameter ist 23d V3.
wobei d das Verhältnis des Kugel durchmessers und zugleich des Radius
des Zylindergrundkreises zur Wellenlänge der gegebenen Welle ist.

ches Intervall 0 < d < d)”, so daß (fil > 1. Die Gestellbe—
wegung tritt dann starker hervor als die Bewegung der Partikel
bei Abwesenheit des Empfängers. Das zeigt sich schon bei
der Diskussion sehr kleiner Werte d im vorigen Abschnitt.
Die Entscheidung, ob eine Kurve y* = eonst in den Bereich
W > 1 eintritt, fallt offenbar bei ,6 == l, also für d —> 0. Auf-
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grund des früheren diesbezüglichen Ergebnisses gilt daher
allgemein für

5
îzï + 2 zä

7*ê03 lßi>1 N 7*>:7—2‘f—97‘&0<d<dy..
.1 .u /2

Mit y* = y überträgt sich dieses unmittelbar auf
8 Z 0 V ’w 2: OO .

Die Abb. 14 gestattet keine unmittelbare Anwendung auf
den allgemeinen Fall

8>0 &w<oo,

für den y*(w; (x, 8) als komplex zu erwarten ist. Eine Ausnahme
bildet w = O, wodurch c0320) < l ideal berücksichtigt wird.
Dann ist

ER = — 1
und

M
y*(0;<x‚e) =7(1 —-8) = n___ R3

3 Q

nichtnegativ reell.
Die Beziehung

y*(0; a, e) _ __ AI
y*(00a,s)_ —e——ill+’m‚

zeigt, daß die beiden Kurven 72* = y*(0; (x, e) und y* = y*
(oo; oc, e) um so näher beieinander verlaufen, je kleiner der
Anteil e des Gehänges an der Gesamtmasse ist. Im gleichen
Maße unterscheiden sich dann auch lßl sowie arg ß im linken
und rechten äußeren Punkt einer Kurve d = const in den Abb. 2
bis 13. Die Ordinaten dieser Randpunkte sind offenbar von y
unabhängig. In den Abb. 2 g h g 7 und h’ = h + 6, die sich
nur hinsichtlich der Dämpfung unterscheiden, stimmen somit
die Randpunkte überein. Im Inneren der w-Skala können jedoch
zwei entsprechende Kurven d = const bei gleichem y und 8
stark voneinander abweichen, insbesondere wenn w æ 1,
d. h. w æ aus, und d nicht sehr klein ist. Im Falle sehr geringer
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Dämpfung y = 0,05 ist die Schwankung von ß etwa im Inter-
vall 0,9 __<__ w g 1,1 wesentlich größer als im Vergleichsfalle
oc 2-: 0,5.

Es werde nun die Dämpfung oc und das Verhältnis e der
Gehänge— zur Seismographenmasse fixiert. In den zugehörigen
drei Betragskurven mit d z 0,1 nimmt die Schwankung im
Bereich 0 g w g 00 zugleich mit dem spezifischen Seismo-
graphengewicht y ab. Diese Tendenz ist jedoch für größere
relative Gestelldurchmesser d, z. B. für d = 0,6, nur unterhalb
eines von d abhängigen y zu beobachten. Das gilt ganz allge-
mein, auch in den scheinbar widersprechenden Beispielen, bei
denen zur Demonstration hinreichend große y heranzuziehen
sind. Der Sachverhalt ergibt sich aus (66) durch den Grenz—
übergang y —> oo bei festem a, e und d oder z], wobei ß für alle w
(gleichmäßig) gegen Null konvergiert, so daß auch die Schwan-
kung verschwindet.

Zusammenfassung

In einem homogenen isotropen elastischen Vollraum breitet
sich eine harmonische longitudinale Planwelle aus. Sie erfaßt
einen in das Medium eingebetteten mechanischen Empfänger
eines Seismographen, der auf das Medium zurückwirkt. Die
vorliegende Arbeit vergleicht die stationäre Bewegung des
Empfängers mit der Bodenbewegung bei dessen Abwesenheit.

Das Gestell des Empfängers wird durch eine homogene Kugel-
schale repräsentiert. Das Gehänge führt lineartranslatorische
Bewegungen parallel zur Wellennormale der Planwelle aus.
Auf das Gehänge wirkt eine Rückstellkraft proportional zu
seiner Auslenkung und eine Dämpfungskraft proportional zur
Geschwindigkeit der Auslenkung.

Die mathematische Behandlung beruht auf der linearen
Elastizitätstheorie. Die Potentiale der gegebenen Planwelle
und der Sekundärwellen werden nach Kugelfunktionen ent—
wickelt. Die additive Aufspaltung der Streuwelle in eine Ver-
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schiebung 11V, die bei festgehaltenem Gestell allein existieren
würde, und in den Rest 11A gestattet eine einfache Formulierung
der Randbedingungen. Die kinematischen Bedingungen legen
die unbestimmte Koeffizienten in der Entwicklung für uv fest
und erweisen 11A als einen Pol erster Ordnung. Zu dessen voll-
ständiger Bestimmung führt die Forderung des dynamischen
Gleichgewichts zwischen dem mechanischen Empfänger und
dem Medium. Sie drückt sich mathematisch durch die Bewe-
gungsgleichungen des aus dem Gestell und dem Gehänge gebil-
deten mechanischen Systems aus. Dabei rührt die formal ange-
setzte äußere Kraft vom Mechanismus des schwingenden
Mediums her. In ihr wirken von 11v wie von 11A nur die Kugel-
wellenanteile erster Ordnung.

In die Formel für die komplexe Amplitude der Gestellbewe-
gung in bezug auf die Amplitude der vorgegebenen harmoni-
schen Planwelle gehen folgende Parameter ein: Die Dämpfung
0c des mechanischen Empfängers, das Verhältnis w seiner Eigen-
frequenz zur Frequenz der Welle, sein an der Wellenlänge ge-
messener Durchmesser d, seine Masse y im Vergleich zur Masse
des verdrängten Mediums und der Anteil s des Gehänges an
der Gesamtmasse. e = O charakterisiert einen Mechanismus
mit arretiertem Gehänge, oder eine starre homogene Kugel.

Die allgemeine Formel wird für relativ kleine mechanische
Empfänger nach Potenzen von d entwickelt. Dabei zeigt sich
bereits die Möglichkeit, daß die Amplitude der Gestellbewe-
gung die der Welle übertrifft. Diese Erscheinung findet man
in den beigefügten Abbildungen auch für größere Werte von d
bestätigt. Die Abb. 2—13 stellen den Betrag der Amplitude
sowie die Phasenverschiebung zwischen der Gestellbewegung
und der Bewegung gewisser Bodenteilchen bei Abwesenheit
des Empfängers dar. Sie verdeutlichen für verschiedene Werte
von a, y, 8 und d die Abhängigkeit dieser Größen vom Frequenz—
verhältnis w. Die Abb. l4 vermittelt einen Überblick über den
Spezialfall der starren Kugel und vertieft den Einblick in das
allgemeine Problem. Die Abb. 16 vergleicht die für e : O
gewonnenen Ergebnisse mit dem Verhalten eines starren Zylin-
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ders auf einem gleichartigen Halbraum; der Zylinder dient
als Modell eines Seismographen ohne Berücksichtigung der
Rückwirkung des Gehanges auf das Gestell. Unter den gestell-
ten Bedingungen stimmen die vergleichbaren Effekte in ihrer
Größenordnung überein.
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Anhang

Abb. 2 —— 13

Erläuterung der Abbildungen

Betrag des Verhältnisses zwischen der Amplitude der
Gestellbewegung und der Wellenamplitude bei Ab-
wesenheit des Empfängers
Phasendifferenz zwischen der Gestellbewegung und
der Partikelbewegung im Koordinatenursprung bei
Abwesenheit des Empfängers
Verhältnis der Eigenfrequenz wg des mechanichen
Empfängers zur Frequenz w der gegebenen Welle
Dämpfungskonstante des mechanischen Empfängers
Verhältnis der Empfängermasse zur verdrängten
Mediummasse
Verhältnis der Gehängemasse zur gesamten Empfän-
germasse

Der Kurvenparameter ist das Verhältnis d des Gestelldurch—
messers zur Wellenlänge der gegebenen longitudinalen har—
monischen Planwelle: d = l; 0,6; 0,2; 0,1.
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Abb.6a

Abb. 7a
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Abb. 12a
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Abb. 6b
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Abb. 8b

Abb. 9b
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Abb. 10b
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Abb. 12b
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Abb. 13b
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Erdkrustenbewegungen“ in Leipzig vom 21. bis 26. Mai 1962 gehalten wurden.

Das Symposium ist der 100. Wiederkehr der Gründung der „Internationalen Erd—

krustenmessung“ (Internationale Association für Geodäsie) gewidmet. Die in dem
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Sie stellen über die klassischen Verfahren hinaus die vertikalen und horizontalen

Bodenbewegungen des gesamten zeitlichen Spektrums kartenmäßig dar und bringen

Beobachtungen mit neuen Verfahren und Geräten. Aus den einzelnen Darlegungen

ergeben sich neue Gesichtspunkte für eine weitere wissenschaftliche und praktische

Arbeit.
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