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Vorwort.

Die nachstehende Experimentaluntersuchung mittels des an der
Reichsanstalt fiir Erdbebenforschung konstruierten und gebauten
StoBtisches bildet eine Ergénzung zu meiner in Heft 29 dieser Ver-
offentlichungen niedergelegten Untersuchung iiber die Zerstorung
von Ziegelmauerwerk durch Erdbebenstofle. Beide Arbeiten zusam-
mengenommen setzen uns, wie neuere Erfahrungen im Geliande ge-
lehrt haben, bei sinngeméfer Verwertung bereits in den Stand,
grundsatzliche Fragen iiber die Zerstorbarkeit auch anderer Bau-
konstruktionsarten unter wirklichkeitsnahen Gesichtspunkten zu
beurteilen.

Sponheuers Untersuchung mufite besonderer Umstande halber
Anfang 1939 abgebrochen werden. Jedoch geniigt der vorliegende
Teil fiir den genannten Zweck.

Jena, im November 1940 A. Sieberg
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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Konstruktion erd-
bebensicherer Bauten geben. Hauptsichlich sollen die Vorgiange ge-
klart werden, die zu Beginn eines Bewegungsvorganges, den man
gemeinlichhin als Stof bezeichnet, auftreten. Die seit langem zu
Untersuchungen seismischer Probleme verwandten Schiitteltische
erzeugen in der Regel harmonische Schwingungen. In der Natur
werden schwerlich jemals reine Sinusschwingungen den Boden in
Bewegung versetzen. Die Erfahrungen in den Zerstérungsgebieten
von Erdbeben haben gezeigt, dafl der Hauptschaden von einzelnen
Stoflen verursacht wird. Ferner ergibt sich aus neueren Untersu-
chungen iiber die Ermittlung der wahren Bodenbewegungen aus
Seismogrammen der Impulscharakter der Erdbeben: Aus diesen
Uberlegungen heraus wurde fiir die experimentelle Nachpriifung seis-
mischer Aufgaben nicht der iibliche Schiitteltisch, sondern ein sog.
StoBtisch benutzt, der in der Lage ist, erdbebendhnliche Bewegungs-
vorgange zu erzeugen. -

Die von A. S1EBERG [7] mit dem StoBtisch bereits frither ermittel-
ten Versuchsergebnisse bei Modellversuchen mit Backsteinmauer-
werk stehen in bester Ubereinstimmung mit den in der Natur durch
Erdbeben verursachten. In keinem Falle lieBen sich diese Ergebnisse
durch Anwendung einfacher harmonischer Schwingungen bei den Ver-
suchen erzielen.

Ein wichtiger Teil bei Baukonstruktionen ist der Stab. In allen
Gebauden, namentlich bei solchen, die in eigentlichen Erdbeben-
gebieten errichtet werden, haben Bauelemente prismatisch-stab-
formigen Charakters einen wesentlichen Anteil. Die Bedeutung
dieser stabformigen Bauelemente liegt darin, daf sie dazu bestimmt
sein sollen, die zusétzliche Beanspruchung durch Horizontalst6Be bei
Erdbeben unschadlich zu machen.

So zahlreich die Untersuchungen solcher Bauelemente im Hinblick
auf ihre seismische Wirksamkeit auch sind, so fehlten doch bisher
die Untersuchungen iiber das Verhalten von Stiben bei Stof3-
beanspruchung, die der Gegenstand dieser Arbeit sind.
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Die Fertigstellung der Arbeit wurde durch die Teilnahme an Prof.
Siebergs erdbebenkundlich-vulkanologischen Studienreise in die
Haupterdbeben- und Vulkangebiete der Balkanhalbinsel und Siid-
italiens und eine im Anschluf} daran vorgenommene Reise durch
Deutschlands Erdbebengebiete verzogert. Schlieflich wurde durch
den Kriegsausbruch wegen sofortiger Einberufung die Arbeit vollig
abgebrochen und konnte erst gelegentlich eines Urlaubes fertigge-
stellt werden. Wegen der Kiirze der Zeit muBte auf eine breitere
Darstellung verzichtet werden; von dem reichlich vorhandenen Ver-
suchsmaterial konnte nur ein Bruchteil ausgewertet werden. Jedoch
1aBt sich bereits hieraus das Wesentliche der Untersuchung ableiten.



Erster Abschnitt.

Theoretischer Teil.

Zur Erleichterung des Verstindnisses der experimentellen Unter-
suchungen werden nachstehend die theoretischen Grundlagen ent-
wickelt, da die Losungen der Schwingungsdifferentialgleichungen
eines einseitig eingespannten prismatischen Stabes fiir die an-
gegebenen Anfangsbedingungen noch nicht bekannt sind.

I. StoBitisch zur Erzeugung erdbebenihnlicher Bewegungen
und seine Bewegungsgleichungen.

Der Stofitisch wurde an der Reichsanstalt fiir Erdbebenforschung
nach Angabe des Herrn Direktor Prof. Dr. A. SiEBERG entwickelt
und von dem Verfasser fiir seine besonderen Aufgaben, insbesondere
Modellversuche, konstruiert.

h—)’] ‘_-_IZ

1, 2
TR O] L
KLl LI T T T

Abb. 1. Schema des StoBtisches.

Der StoBtisch Abb. 1 wird durch ein Pendel mit der Masse m, in
Bewegung gesetzt, und zwar schligt die Pendelmasse mit der Ge-
schwindigkeit v, mit ihrer Feder, deren Konstante c, ist, gegen den
Tisch. Der Sto3 dauert so lange, als das Pendel mit seiner Feder den
Tisch beriithrt. Wahrend dieser Zeit vollfithrt das System eine ge-
koppelte Schwingung. Ist die Deformation der Feder gleich null ge-
worden, so trennt sich das Pendel vom Tisch und der StoBvorgang
ist zu Ende. Von nun an fithrt der Tisch einé einfache harmonische
- Schwingung aus.

Da gerade die Verhiltnisse beim Stofl untersucht werden sollen,
wollen wir zunichst die Bewegungsgleichungen einer Anordnung nach
Abb. 1 eingehend untersuchen.

1. Ableitung der Bewegungsgleichungen nach dem Ver-
fahren von Lagrange. Bei Annahme von Dampfungsfreiheit kon-
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nen die Bewegungsgleichungen dieses Systems einmal nach dem Ver-
fahren von LAGRANGE hergeleitet werden, wobei von der Energie der
Lage und der Bewegung ausgegangen wird, zum andern nach dem
Prinzip von p’ALEMBERT. Nach LAGRANGE ergibt sich die kinetische
Energie:
T = $my (X; + Xp)? + $myXy;
die potentielle Energie:
V = fe;x] + fepxi;

hierbei bedeutet : X = j—f .

Die Anwendung des Satzes von LAGRANGE:

d <6T> (T -V) 0:
dt \dq; dq; ’
q; ist hier eine allgemeine Koordinate, in unserem Falle also
qi = Xq, 5.
Die einzelnen Glieder lauten nun:
6T . .
3% m, (X; + Xp);
X1
d /6T L . : s
SO0 oy %) T -V - gy, ¢ )y
dt (SXI - 2 2
- 3o X7 - fepxs;
(T -V)
=~ 01Xy
x4
0T . . .
—— =My (X; + Xp) + MyX,;
0x, .
d<6T = my (X; + X,) + My X,;
dt “g}“{;) = My (X 2 2 X2;
6(T-V) o x.
0X, 2o
nun ist fiir x; = q;:  m(X; + X,) + ¢;X; = 0;
fiir x, = q;: m, (X; + Xp) + MyX, + Xy = 05
oder etwas umgeformt:
. cy .
X, + —X; + =0; 1
1 m, X) + X (1)
Xy b -—2 x4 M g oo, (2)

2
m; +m, m; + m,
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dieses Gleichungspaar stellt eine gekoppelte Schwingung und zwar
bei Beschleunigungskopplung dar.

2. Allgemeine Form der Kopplungsgleichungohne Damp-
fungsglieder. In der allgemeinen Form lauten die Gleichungen der
Beschleunigungskopplung :

X, + X + 0, %, = 0;
und: Xy + VX, + 03X, = 0
mit Bezug auf Gleichung (1, 2) ist

C

2 1. .
rp=—30=1
my
2 Ca . m,
Vg = — 02 = —
m, + m, m, + m,
Der Kopplungsfaktor ist:
m m
. 1 1
0 ="Vor:; 0100 - ——'—; also g~ |/ — :
’ ® m, + m,’ m, + m,

Die Kreisfrequenzen sind hierbei:

]/cl l _ca ;
m, + m,

Die allgemeine Form der Kraftkopplungsgleichungen lautet:
X, 9 X + 7 v’fx2 =0;
Xy + V2%, + Tp¥2X5 = 0.
3.Umformungder Bewegungsglelchungen Die Glelchungen

(1, 2) der Beschleunigungskopplung lassen sich, wie nun gezeigt wer-
den soll, auf die Form der Kraftkopplung bringen:

. C .

X+ —2 % + X, =0; (1)
m,

. c m; .

X+ — 2 — Xy + ——— X = 0 (2)
m, + m, m, + m,

. m, .

Xy = -2 _x - Tl g (2)

m; +m, 2 m; + m,
eingesetzt in (1) ergibt

X, +—Lx, - - x; =0 (1)
. m c c
oder: X, (1— 1—-)+—1—x1— 2 X, = 0;
m, + my/ m,; m; + m,



\' m;+my,/ m;+m,
¢, (m; + m
) 1 (my 2) L2y =0
m, - m, 2
- c c c
x1-+<—1~+—1—>x1——3x2= . (1a)
m; m, m,

In entsprechendel: Weise bringen wir Gleichung (2) auf die Form
der Kraftkopplung: Setzen wir aus Gleichung (1)

in Gleichung (2) ein, so erhalten wir:
Cy m, C1 m,

X, + Xy - X - —2 X, =0; (2)
m, + m, m; + m, m, m; + m,
. c m; + m c m; + m
Rpb 2 Mt G Mt
m, +m, m, m; +m, M,
c c
Xg+ —2 Xy — L%, =03
m, m,

nun lautet das Gleichungspaar der Kraftkopplung, das aus den
Gleichungen (1) und (2) der Beschleunigungskopplung durch Um-
formung erhalten wurde:

. e, ¢ c :

x1+(~1-+—l)x1 2 x, = 0; (la)
m; 1My m,

. e c

X, + 2 Xp- 2%, =0. (2a)
m, m,

Aus der allgemeinen Form der Kopplungsgleichung ohne Dampfung
folgt bei Kraftkopplung:

c c c
1’;2=-—1—+ _1; -[11)'12=—_3;
m; m, m,
c c
’ 2 ’ 1
2= 2, TyVpl=— —;
my 2
Co C m,m m m
T Ty = 2Cy 110, 2 1

Demnach werden der Kopplungsfaktor'

T1Tg =
m, m, + mz



und die Kreisfrequenzen:

v, = a4, v, = 3
m, M, m,

4. Herleitung der Differentialgleichung der Tischbewe-
gung aus den Bewegungsgleichungen. Jedes der beiden vor-
stehend abgeleiteten Gleichungspaare der Beschleunigungs- und der
Kraftkopplung ergibt nach Zusammenfassung eine Differentialglei-
chung 4. Grades fiir x, und x,, die aber identisch sind.

Aus (1) folgt: L.
m, (X; + X,) = — ¢ Xy;
dieses in Gleichung (2) eingesetzt:

myX, + Cy Xy — €1 X; = 0;
hieraus wird: my. C,
X]_:"——' X2+—X2;
G 1
zweimal differentiiert wird daraus:
m i 02
X) = — Xy +—2%y;
G Cq
diese beiden Ausdriicke fiir x, und %, in Gleichung (1) eingesetzt,
ergeben nun folgenden Ausdruck:

Cy
——x2+—x2+—— —Xp+ — —x2 + Xy =0;
(N ¢ m; ¢ m, ¢,

nach Kiirzung und Zusammenfassung:
X,+ (cl Ot 02> %, 4202 o 0
m, - m, m, m,
fiir x, 148t sich dieses ebenfalls durchfiihren!
Aus Gleichung (1a) bestimmen wir;

m,. c¢m c
Xy = 2y g allag Oy
Ca m, Cp Ca

differentiieren wir zweimal, dann ist
. m c,m,. Cq.
Xy = —2X; + 2 2%, 41X
Cqo m, C, Cy

diese beiden Ausdriicke, in (2a) eingesetzt, ergeben wiederum die
Differentialgleichung 4. Grades:

m,: /M, C\. Cp [/C;My C m c
——2x1+<1 2+—1>x1+—2—[<1 24 1) 1+—2xl] 21x,=0.
Ce m;C, Cg m;C; G C2 m,
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ZusammengefaBt und gekiirzt wird hieraus wie oben:
o C Cy + Co\ .. c,C
x1+<~l+ 1 2>x1+ 12 x,=0.
m; m, m; m,
Die charakteristische Gleichung dieser Différentialgleichung lautet:
/cp cp+ce c; ¢
r4+(_1+1 -2>r2+ 1% _ g,
hieraus die Quadratwurzel ergibt:
1/c; cy+c 170, ¢ +Cpn% ¢ 0,
rz__<,1+_1_2>i _(_1+ 1 2) _
m; I, 4'‘m;, m, m; m,

2

Die beiden Gleichungspaare (je eins fiir Beschleunigungs-, je eins
fiir Kraftkopplung) ergeben jeweils gleiche charakteristische Glei-
chungen. Es lat sich demnach zeigen, dal} sich die Bewegungs-
gleichungen des besprochenen Systems sowohl durch die Ausdriicke
der Beschleunigungskopplung als auch fiir Kraftkopplung darstellen
lassen und daf sich je ein Gleichungspaar fiir Beschleunigungs- und
Kraftkopplung ergibt, das zu denselben allgemeinen Losungen der
charakteristischen Gleichung fiihrt.

Die Differentialgleichung fiir die Bewegung des Tisches lautete be-
kanntlich:

- C; € +Cp\ ..  CyC
x2+(—1+ 1 2)x2+————1 2 X, = 0;

ihre allgemeine Losung ist:
X,= A cos)(x + B)t + Bsin}(« + f)t + Ccos | (x-p)t + Dsin J(a—p)t .
Hierbei ist: o - 1 ( e, O+ _cg> ;

m, m,

2
g - ll/<c*1 . cl+02>2 _4c0
2V '\m;, m, m,m,

Die 4 Integrationskonstanten ergeben sich aus den Anfangs-
bedingungen.

Fiir t = 0 ist: x; = 0; X, = 0; X, = v,; X, = 0; somit ist die Be-
wegung des Systems Pendel-StoBtisch durch folgende 2 Gleichungen
fiir x, und x, gegeben.

X = o [02m2 @+ ) gin (o )+ 27 V ﬂ)San-—ﬁ)t];

2pm, V&T‘ -8

Vo ¢ . B 1.
2,Bm2[ ]/;_Jr_sm]/( +ﬂ)t+]a—ﬁsmy ﬂ)tJ,

Xo =



oder vereinfacht:
X; = A;sin w;t + B sin w, t;
X, = Ay sin w, t + By sin w, t.
In Abb. 2sind die Wege des
Tisches und des Pendels wiah-
rend der StoBperiode in Ab-
hangigkeit von der Zeit auf-
getragen. Die Tischbewegung
setzt sich aus den beiden
Schwingungen

—

D it

/ },% =Asinw,t +Bysim awpt

die Pendelbewegung aus:

X; + Xy = Ay sinwg b / \ 7N

+ By sin wyt + X, / \ /_/isi’ng,_t_\\— _Bosmnwt
zusammen. N ————-—)i‘/ .
Wenn die Deformationder /
Pendelfeder x, = 0 geworden N
ist, dann tl:ennt sich das Pen- Abb. 2. Pendel- und Tischbewegung in Ab-
del vom Tisch, der Stovor- héngigkeit von der Zeit wéahrend der StoB-
gang ist zu Ende. Von nun phase.
an vollfiihrt der Tisch, wie
bereits gesagt, eine einfache harmonische Bewegung, deren Gleichung
m,X, + CyXy = 0

ist. Wenn nach Ablauf der Zeit t, der StoBvorgang zu Ende ist, so
miissen in die Losung der vorstehenden Differentialgleichung fiir
t=t,: . .
Xy = (Xg)t,; X = (Xl

gesetzt werden.

In welcher Weise der Weg, die Geschwindigkeit und die Beschleu-
nigung des Stofitisches von der Stofharte, d. h. von der Steifigkeit
der Feder c, abhingen, zeigen die Abb. 3, .. Mit zunehmender Feder-
steifigkeit verringert sich die Dauer des Stofles und auch der Weg
des Tisches wihrend der StoBphase, dagegen steigt die Beschleuni-
gung zu immer grofleren Werten an.
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" IL. Der einseitig eingespannte prismatische Stab
auf dem StoBtisch.

In der nun folgenden Herleitung der Biegelinie des einseitig ein-
gespannten prismatischen Stabes ist der Einflul der Kopplung zwi-
schen Stab und Tisch nicht beriicksichtigt worden.

1. Herleitung der Gleichung der Biegelinie bei Anregung
durch eine dimpfungsfreie StoBbewegung. Es sei:

1 = Stablange
g = Erdbeschleunigung
E = Elastizititsmall des Stabmaterials
F = Stabquerschnitt
I = Tragheitsmoment des Stabquerschnittes
y = Dichte des Stabmaterials
y = Ordinate der horizontalen Stabschwingungen
x = Abszisse eines Stabpunktes
w = Kreisfrequenz der Bodenschwingung
v = Kreisfrequenz der Stabschwingung
M - Biegemoment
W = Widerstandsmoment
¢ = innere Spannung.
Die Differentialgleichung eines schwingenden Stabes von gleichem
Querschnitt lautet:
:E_.]_I_g PiX + Dz_y =0;
iF axt  ot?
mit dem Produktansatz y(x,t) = f(x)yg(t) erhalt man die bekannte
allgemeine Losung:
y = (acosvt+ bsinvt) (A;Cofmx+ A,cosmx+A;Sinmx + A, sinmx).
Die erste Klammer enthilt die Zeitfunktion, die zweite die Orts-
funktion. Hierin ist:
'y F w?

Elg

Nachdem man durch geeignete Anfangsbedingungen die vier Kon-
stanten A, , und die Art des Bewegungsvorganges (die Zeitfunktion)
bestimmt hat, konnen mit Hilfe dieser Losung die Biegelinie und die
daraus ableitbaren Biege- und Querkrifte bestimmt werden.

Nimmt man an, dafl der Stab an einem Ende fest eingespannt ist,
so ergeben sich folgende Anfangsbedingungen :

Dt=0; y=0;

m =
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2)x =0; y=Apsin ot + By sin w,t; zusammengesetzte Sinus-
bewegungen (gekoppelte Schwingung);

3)x =0; %}—’ = 0; denn die Kriimmung an der Einspannstelle = 0;
X

22 . .
4) x = 1; 3—3; = 0; das Biegemoment an der Stabspitze = 0;
X

3

5) x = 1; 2?}; = 0; Querkraft an der Stabspitze = 0.

Gegeniiber den bisher bekannten Anfangsbedingungen stellt die
zweite eine Neuerung dar. In den bisherigen Arbeiten wurde die
zweite Anfangsbedingung als eine einfache Sinusbewegung von der
Form y = A,sin wt dargestellt, d. h. die Einspannstelle fiilhrt eine
harmonische Schwingung aus. In der hier vorliegenden Form voll-
fihrt die Einspannstelle eine aus zwei Sinusschwingungen zusam-
mengesetzte Schwingung aug. Zum besseren Verstandnis der spateren
Untersuchungen sei hier eine vollstindige Bestimmung der Kon-
stanten A;_, durchgefiihrt.

Aus der ersten Anfangsbedingung folgt:
1)t=0;y=-a(A;Cofmx+A,cosmx + A;Sinmx + A,sinmx) =0.
Also a = 0.

2) x=0;y=A;sinw,t + Bysin w,t; da die Frequenzen iiberein-
stimmen miissen Yy = Wy, Vg = Wy,
schreiben wir:
y =C,(acoswyt + bsinw;t) (A; Cof myx + Aycosmyx .. .)
+ Cy (a cos wyt + b sin wyt) (B, Cof myx + By cosmyx .. .)
= Aysin 0t + By sin wyt;
setzt man hierin x = 0, so wird

y =C,bsinw, t (A; + Ay) + Cyobsin w,t (B; + By) = Agsinw, t
+ By sin w,yt .
Hieraus folgt:

3) 2Y _ ¢, bsinwtm, (A, Sinm, x - Aysinm, x + Ay Gof m, x
ox + A, cos m,; X)
+ Cybsin wytm, (B, Sinm, x - Bysinm,x + By Cof myx
+ Bycos myx)=0.
Firx = O0wird A; + A,=0; B + B, = 0.



4) _ZZ - C;bsinw; tm? (A, Cof m; x - Aycosm, x + A;Sinm, x
ox? - A, sinm, x)
+ Cyb sin wy t m2 (B; Cof myx=-B, cos myx + B;Sinm,x
- B4sinm2x)=0.
Fir x = 1 wird nun
C,bm?sin w; t (A; Cof myl...) + Cobmj sin wyt (B; €of my1...) = 0;
und hieraus:
(A; Cofmy1 - Ay cos myl + A; Sinm,1 - Aysinm,1) =0;
(B; €of my1 — B, cos m,l + By @in m,l - B, sin m,l) = 0.
3
5) oy =C,bsinw; t m} (A; Sinm, x + A,sinm; x + A;Cofm, x
ox? - A, cos m;x)
+ Cybsin wyt m3 (B; Sinm,yx + Bysinmyx + B3 Cof my x
- B, cosm,yx)=0;

3
oy C,b sin w;t m{ (A; @inm; x + Aysin m; x + A; Cof m,x
ox? - A, cos m;x)
+ Cyb sin wyt mj (B; &in myx + B, sin myx + By Cof myx
- B,cosmyx) = 0.

6) —~ = C,b sin 0, tm} (A; Sin m;1 + A, sin m,;1 + A; Cof m, 1
*x=1 - A cos mll) .
+ Cyb sin wyt m3 (B; &in m,1 + B, sinm,1 + B 3Cof myl
- B4 cosm,l)=0.
Mit Hilfe der Gleichungen 1) bis 4) werden die Gréen A;_, und
B,_, bestimmt. Wenn wir zuerst A, , bestimmen, so lautet die
Determinante :

1 1 0 0

’ 0 0 1 1
D= Cof m;l -cosm;l  Sinm,l - sin m,1
Sin m,1 sin m,1 Cof m, 1 - cos m, 1

In dieser Determinante wird die erste Spalte von der zweiten ab-
gezogen, woraus sich dann eine Determinante 3. Grades ergibt. In
dieser wird die dritte Spalte von der zweiten abgezogen und wir er-
halten eine Determinante 2. Grades:

(- Cofmyl-cosm,l) (Sinm,l+sinm,l) |
(- sinm;1 -@Sinm,1) (Cof myl+ cosmyl) |.
Hieraus erhilt man nun:

= - (2+ 2 cos my1 Cof m,1).

D-
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Alsdann lautet jetzt

Ao | Ao
A, &h|Gh 1 0 0
0 0 1 1 :D.
0 -cosm;l  Sinm,l - sin m, 1
0 sin m, 1 Cof m,1 - cosm,l

Nachdem diese Determinante vereinfacht und auf eine solche 2.
Grades gebracht worden ist, ergibt sich dann:
A - A, (1+cosmyl-Cofm,l+sinm,1Sinm,l)
1 ¢b 2 (1 + cosmy1Cofm,1) ’
A, sinm, 1 Sinm,1 1.
19 Clb(l + cos m, 1 Cofm,1 >’
entsprechend fiir A,:
A, sinm, 1 &inm, 1
A2=2C b(1+cosm 1Gofm,1 >;
1 1 1
Ao - A, (sinmIICS:ofmll +cosm,1&in mll)
3 2C;b 1+ cosm,; ! Cofm,]
A, /sinm,;]lCofm,;l + cos m;1 Sinm,l
A=+ ( ) .
2C;b 1+ cosm,l Cofm,1.

Fiir die GroBen B,_, ergeben sich die gleichen Werte mit dem
Argument m,1, so da die vollstindige Losung, wenn man beachtet, da8
~ <1 _ sinm;] Sinm,l )= +< sinm;1Sinm,l 1)

1+ cosm,;]Cofm,l 1+ cosm,lCofm,l
ist und 1/ sinm,1&inm,l )
2 <1 + cos m,1 Cofm,1

>

2
ausgeklammert werden kann, heil3t:
A, sin m,;1&in m,1
2C;b Kl +Cof m,l cosm,
sin m; 1 Sinm, 1

B <l + cos my 1 Gof m, 1
_ (sinm, 1 &of m,1 + cos m_ll_@in mll> Sin m. x

( 1 + cos m,;1 Cofm,1 !

. (sin m, 1 Cofm,1 + cos m;1 Sin mll.) sin mlx}

I + cosm;1Cofm,1

+ Cyb sin w,t

y=C;bsinw;t

it 1) Cofm, x

- l) cos m; X

...mzl...mzx].

Bo
5C,b |
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Setzt man zur besseren Ubersicht:
d, - l(l . &in m, 1 sin m, 1 >
1 + cos m,1 Cof m,l

2
entsprechend d, mit dem Index m,, ferner
_ 1 /Cofm,lsinm,l + Sinm,l cos mll>
! ( 1 + Cof m,1 cos m,1

.
I’ -

2

e, wiederum entsprechend mit dem Index m,l, so lautet die end-

giiltige Gleichung der Biegelinie des eingespannten Stabes mit den

obigen Anfangsbedingungen:

y =Apsinw, t[d; (Cofm, x - cosm, X) + cos m, X - e, (Sinm, x - sinm,x)]
+ By sin wy t [dy(Cof myx ~cosm, X) + cosmyX - e, (Sinmyx — sin myx)].
Bekanntlich ergibt sich aus zweimaliger Differentiation der Biege-

linie das Biegemoment:

2

M-=- EI%% = - Aysin w;t mi EI [d,; (€of m;x + cos m, x)
X

- cosm, x-e; (Sinm,; x +sinm,;x)] -Bysinwyt m3[... myx...].

In bekannter Weise erhialt man die dynamische Biegespannung:

" M
W

2. Herleitung der Gleichung der Biegelinie bei Anregung
durch eine gedampfte StoBbewegung. Die vorher gegebene
Ableitung der Biegelinie eines einseitig eingespannten Stabes von
gleichem Querschnitt hatte als zweite Anfangsbedingung eine zu-
sammengesetzte Sinusbewegung bzw. eine gekoppelte Schwingung,
die ungedampft ist. Es soll nun im folgenden die Biegelinie eines
solchen Stabes hergeleitet werden, wenn sein FuBpunkt eine zu-
sammengesetzte geddmpfte Schwingung vollfithrt. Diese Herleitung
gestattet, bei beliebigen Bewegungsformen die Beanspruchung eines
Stabes zu errechnen und ist darum als allgemeinerer Fall zu be-
trachten.

Die Differentialgleichung fiir den schwingenden eingespannten
Stab gleichen Querschnittes lautet:

4 2
EIgby+H=0;

yF oxt  ot?
der Ubersichtlichkeit halber setzt man
Elg _C
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Zur Losung dieser Differentialgleichung sei folgender Ansatz versucht:
y(x,t) = f(x)g(t) (Produktansatz);
nun kann gesetzt werden:

Cf""g +fg" =0;
das Ganze durch f und g geteilt ergibt:
fllll gII
— + 2 =0;
CF+ e

man setzt nun

4 "n

€ _ _me; folglich C{— =m?;
g f
hierbei ist m willkiirlich. Aus der vorletzten Gleichung ergibt sich:

g”"+m2g=0;
die charakteristische Gleichung hierzu heif3t:
r2+m?=20;
daraus folgt: r=+im;
nun lautet die allgemeine Losung fiir g:

g = Ameimt + Bme—imt ;
setzen wir entsprechend: Cf"” - m2f=20;
dazu die charakteristische Gleichung:
rt = m* ;
deren Wurzeln lauten: ¢

Jm jm
F,g==%t¢—; Tg,4=%1;7—]

ye e
die allgemeine Losung dafiir lautet dann:
f=A@enx 4 AMenx 4 AMehX 1 A@WeliX,
so ist die allgemeine Losung obiger Schwingungs-Differentialgleichung
durch das Produkt von g und f gegeben. In dieser allgemeinen Losung
sind die Konstanten A, By, A;, A,, A;, A, unbekannt und mit Hilfe
der Anfangsbedingungen zu bestimmen. Diese lauten mit Ausnahme

der zweiten wie oben.
t=0;, y=0;
x=0; y=Ajeftsinwt+ Bye fbsin w,yt
(zusammengesetzte geddmpfte Sinusschwingungen);

Xx=0; z—y = 0 (Kriimmung verschwindet);
X
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2
:—}; = 0 (Moment verschwindet);
X

3
x=1; 5_}’3 = 0 (Querkraft verschwindet).
X

Absichtlich wurden bei der allgemeinen Lésung von. g komplexe
GroBlen eingefithrt, um der zweiten Anfangsbedingung (zwei ge-:
dampfte Sinusschwingungen) zu entsprechen. Setzen wir nun in
unserer allgemeinen Losung x = 0, so erhalten wir fiir f:

f= A 4+ AM + AM™ + A™; denne® =1.
Es wird also

y=(A®™ + ... AM™) (A,e'™t + Byeimt);

setzt man nun m; =w, +if;,
so wird : el™t = g Mt cos ot +iePrtsin gt
und e imt _ A1t cog bt —ie Al sin w b .

Um auf die Form der zweiten Anfangsbedingung zu kommen,
lassen wir die beiden cos-Glieder in den Ausdriicken fiir e!™* und e~1m*t
wegfallen und erhalten dann fiir:

t =0;
y=0;
Bmln= _Aml;

nun kann die Losung geschrieben werden:
yy = (A + A L A - A™))2 Am,i(e P bsin w,t).
Wird entsprechend m, = wy +1f,

gesetzt, so erhalten wir wie vorher
i Bm, == Am,
und Vo = (Al 1+ Alma) o Alma) 4 Ama) 2 A i (67 F:b sin w,t).

Aus den beiden Teillosungen y,; und’y, kann die allgemeine Losung
zusammengesetzt werden, da jede Losung plus einer anderen Losung
bei homogenen linearen Differentialgleichungen eine neue Losung
ergibt (Superposition):

y = Aofig1 + Bofy 85
hierbei ist  f; = (A™enX + AfWeX + A ehX 4 AM)ehX),
Index , bezieht sich auf r, bis r, .
f, = (Amen® |+ A enx), ;
g =2iA, e Pbsin ot
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und entsprechend fiir Index ,:
g, = 21 Ay e Pt sin w,t;
damit die Anfangsbedingung erfiillt wird und A, und B, erhalten
wird, sei 20 A, (AW 4.+ A) =]
1
(Al 4 | Afm)

und fiir Index , entsprechend.
Die beiden Anfangsbedingungen waren

gesetzt oder

2iA,, =

1) t=0,"y=0;
2) Xx=0, y=Aje P itsin w,;t + Bye F:tsin w,t.
Aus der dritten Anfangsbedingung ergibt sich:
9 , ,
3) At By

0X | x—p x=0

2—%{7 =Aj(r Ay + .+ A g+ Bo(ry Ay + L+ T A, 8 = 0.
Da f und g verschiedene Funktionen sind, auBlerdem A,, B, noch
willkiirliche Konstanten sind, kann diese Gleichung nur = 0 sein,
wemn (r; A;+...+r,A,) und der mit dem Index , entsprechende
Ausdruck gleich Null ist.
Man erhalt also folgende zwei Gleichungen:

oy
X = (r; Ay + 1A, +T3A; +14A ), = 0
X=0
dy )
x=0
man kann nun fiir die vierte Anfangsbedingung sogleich schreiben:
oy 2 1 2 1
6; x—l=(r1A1'erl + ... 'f'I'4JA4er‘I )ml =O,
22 5
oy = (rjAent+ ... +riAen), = 0.
ox? x=1
In gleicher Weise fiir die fiinfte
(@A e+ ...+ rfA e, = 0;
(r{Ajemt+ ... + 1A e, = 0;

wie wir vorher gesehen haben, sind im ganzen zwolf Konstanten in
der allgemeinen Losung enthalten, die bestimmt werden miissen. Es
sind dies folgende: -
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Aus der Funktion g, : die beiden Ay, und By, ; weil aber A, =- B,
ist (s. vorher), entfillt eine davon. Genau so bei der Funktion g,:
A,,, und B,, , wovon wiederum eine entfallt. Wie vorher zu sehen ist,
ist A, und entsprechend A,,, durch die Konstanten [A{™s2) +... + A{™: 9]
bestimmt. Diese letzten vier miissen noch bestimmt werden. Hierzu
stehen uns folgende drei Gleichungen zur Verfiigung, die durch die

Anfangsbedingungen gegeben sind:

A 4.t AL =0

r?Ajenly L+ r2Ae =0 | .
|

rAjenl ..+ rdAen =0

Im folgenden seien nur die Konstanten mit dem Index ; angegeben,
da die mit dem Index, gleichlauten. Wir konnen nun A;_, gleich

gewissen Determinanten setzen:

Ty T3 Ty
Al - F I'g el 1 I'g els 1 1‘3 el 1 ;
rief! riefs! riem!
1 1 1
A, =r1,151, ryet! rye’! r et! ;
rZem! rien! r2en!

Ay = Frorgry [(rsrf - 1yr))eC T - (ryrf - ryrf) et 1
b (rar - ror) et W1,
Ay = Fryryr, [ty (ry— 1) @™ T ™01 4+ 1,1y (1, — 1) e+ 101
+ TpTy (ry —Tp) e T ;
In ahnlicher Weise bestimmen wir:
Ay = Fryryry [r,1y (1 - 1) e # 1 4 ryry (15 — 1) @+ 0!
+ TTy(ry —Tg) et T 1]
Aj = Frryrp[ry 1y (ry-1y) e+ 91 4 pyry (1 — 1) 0% F 70!
+ 1Ty (ry —Tg) € T RO]
Ay = Fri1,rg [Tty (ts— 15) €% F ™1 4 11y (1) — 1) 00+ 001
+ Iy Ty (T — 1) e T 1]
Mithin sind die vier Konstanten A, bis A, bestimmt. Nun fehlt
noch die Errechnung der GroBen r; bis r,. Es war

+Vm +.Pm
Ty,2=T3=, T3,4=FT 1=,
VC K8,

ferner war m = w + i und demnach
Ym Vo +if -Vpe'?;
Ym = Vé(cos% + isin%) 5
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vgl. Abb. 4;

Sin (p = /.___/.3;*.::_ ’

Vw2 + p2

cos ¢ = hd
Vi 3 2
T ooy 4
Y _1/ T8¢ Z
%9 2 g
: Z
l+_.,__a_)_ w
Vow? + B2
2 Abb. 4.
qffe?+ o
— ;
-2
L@ lw2+ﬂ2_]/lw2+/32—cg
sin 5 = B Nun ist
—_— Veo? + 21w lw? + f2-w
VIT1=]/w2+ﬂ2[l/w‘ 2ﬁ——w+il/‘w~ 213
- w2+ﬂ2+wl’w2+ﬁ,§2: ) &)2+52—w1w2+ﬂ2
Ym - - +il)
2 2
Endlich ist:
1 rl/w2+ﬁ2+wl/w2 + .l/wz+/S’2—cul’/afzz?fz~
I‘1’2=i‘7: — +1 . e
Vol 2 2 J
R .l/w2+ﬂ2+wV&;§+b;_l/w2+ﬂ2—wl’c;2+—ﬂ?5:
Iy a=+ ﬁ_l 5 5 |

Es ergibt sich aus vorstehendem, dafl die Wurzelwerte r; bis r,
sich je aus einem Realteil und einem Imaginérteil zusammensetzen.
Beriicksichtigt man, daf3' in bezug auf die Differentialgleichung die
Realteile fiir sich eine Losung ergeben, so kann nun, da alle notwen-
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digen Werte bekannt sind, die Losung geschrieben werden, wenn
man fiir A, = Fa, setzt:

1
er‘ x)llll F
(8 +ay+a3+a,)m,
T, x) 1
" F (a; +8g+8g+8y)n,

y=A F(a;e"*+a,e™*+aze*+a, e Pbsinw,t

+ByF(a,e"*+ae*+aze™* +a,e e~f:bgin w,t;

oder
a,e"*t+a e X +aze" +a,eMx

y=Ao<

+B0<

) e~fitsin w,t

&y + g + ag + Ay m,

a e X+a, e ¥ +a e X +a,eM ¥

) e bsin w,yt .
a; +a, +ag +a, m,

Zweiter Abschnitt.
Experimenteller Teil.

Auf eine breitere Darstellung der Versuchseinrichtung, insbeson-
dere des Stofitisches, konnte hier verzichtet werden, da dieser bereits
an anderer Stelle eingehend beschrieben worden ist.

I. Versuchseinrichtung und Methode.

Fir die experimentelle Ermittlung der Biegelinie wurde nach
mancherlei Versuchen eine Methode entwickelt, die einwandfreie
Ergebnisse liefert. Da die Biegelinie bei verschiedenen Stofbedin-
gungen, d. h. bei verschiedenen StoBhéarten untersucht werden soll-
te, wurden Pendelfedern mit unterschiedlichen Drahtstirken ver-
wandt. Die Federkonstanten dieser Federn, die ja in erster Linie
fiir die Frequenzen w,, d.h. fiir die Stofdauer und die StoBhérte
mafigebend sind, wurden auf dem Versuchswege durch Messen ihrer
Langenédnderung bei Belastung nachgepriift. Im allgemeinen ent-
sprechen die Werte ¢, denen aus der Hiitte, Bd. II, S. 664, 25. Aufl.
Bei allen Versuchen wurde die Periode des frei schwingenden Tisches
konstant gehalten, um den EinfluBl der StoBhéarte allein zu erhalten.

Ebenso war die Energie des StoBes, d. h. die Fallhohe des Pendels
die gleiche.

Der untersuchte Stab hatte eine freie Lange von 55 cm und einen
Querschnitt von 15x1,5 mm. Die Eigenperiode der Grundschwin-
gung betrug 0,26 sec und stimmte genau mit der aus der Gleichung

T, = 1,78712 rE iiberein.
Elg
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Auf dem zu untersuchenden Stab sind in gleichen Abstéanden neun
leichte Hohlspiegel angebracht. Jeder dieser Spiegel wird von einer
Einfadenlampe so angeleuchtet, dafl das Bild des Fadens auf die
Zylinderlinse einer Registrierfilmkamera fallt. Die Verbiegungen des
Stabes beim Schwingen ergeben entsprechende Ausschlige der Licht-
zeiger, deren Abbildungsschérfe praktisch unabhéngig von der Tisch-
bewegung ist. Abb. 5 zeigt das Schema der Versuchsanordnung. Um

O
\
~

"™~ Lampen
=

9 K ohlspiegel

— :

77777777 77777777 .

Abb. 5. Schema der Versuchsanordnung.

eine geniigende Auflosung der Vorgidnge zu erhalten, wurde die
Filmgeschwindigkeit des Registrierapparates moglichst hoch, etwa
15 cm/sec gewahlt. Der Augenblick der Beendigung der Stofphase
wurde dadurch erhalten, daB der primére Stromkreis einer Induk-
tionsspule durch die Pendelfeder selbst beim Verlassen des Tisches
unterbrochen wurde. Der hierbei in der Induktionsspule entstehende
Sekundérstrom erzeugte mittels Geislerrohr einen Lichtblitz, der auf
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dem Film registriert
wurde und das Ende der
StoBphase anzeigt.

Zum Ausmessen der
Registrierfilme wurde
ein MeBkomparator be-
nutzt. Die Dauer der
Stofphase t, wurde zu
etwa 180° der Fre-
quenz w, entsprechend
Abb. 2 angenommen.
Die Werte fiir die Aus-
schlige der Lichtzeiger
wurden von 15° zu 15°
der StoBphase abgele-
sen. Hieraus konnten die
Biegelinien zeichnerisch
ermittelt werden. Aus

diesen ergaben sich
durch zweimalige gra-
phische Differentiation
die Biegespannungen.
Diese recht umstand-
lichen und genau aus-
zufiihrenden  zeichne-
rischen Arbeiten wurden
durch die Benutzung
einer Zeichenmaschine
fihlbar erleichtert. We-
gen des Zeitmangels
konnte die Ubereinstim-
mung zwischen Theorie
und Versuch nur an
Stichproben rechnerisch
nachgewiesen werden.
Da die Tischbewegung

bei allen Versuchen
schwach gedampft war,
wurde zur Nachrech-
nung Dampfungsfrei-
heit vorausgesetzt.
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II. Versuchsergebnisse.

Die nun folgenden Abb. 6 a—e u. 7 zeigen den Verlauf der Biege- und
Spannungslinien in den StoB8phasen 60°, 90° und 120° bei verschie-
denen Steifigkeitszahlen der StoBfedern.

Der Stol} setzt sich, wie im ersten Teil der Arbeit gezeigt wird,
aus zwei Frequenzteilen w; und w, zusammen. Je nachdem eine
dieser beiden Frequenzen der Eigenschwingungszahl des Stabes oder

S

w,t=60° w,t=90° w,t=120°

- ————

~ .,
~.

N \\\
VU R L R U L

Abb. 6 b. Biegelinien und Biegespannungen eines einseitig eingespannten pris-
matischen Stabes wahrend der StoBphase.
Federkonstante der Pendelfeder ¢, = 21,5 Kg/em.

einer seiner Harmonischen benachbart ist, wird die eine oder die an-
dere iiberwiegen und das Bild der Beanspruchung beeinflussen. Wah-
rend der frei schwingende Stab dhnliche Spannungsverhéaltnisse wie
bei statischer Belastung aufzuweisen hat, konnen sich die Verhalt-
nisse bei stoBartiger Beanspruchung merklich dndern. So bieten die
Biege- und Spannungslinien im allgemeinen mit Ausnahme der Kur-
ven bei ¢, = 5,82 einen verhaltnismaBig einheitlichen Verlauf. Ab-
weichend von der Beanspruchung eines frei schwingenden Stabes ist
der zusammengesetzte Charakter der Spannungslinien, die eben auf
das Vorhandensein zweier Frequenzen zuriickzufiihren ist und sich
darin auBert, daB3 eine Nullstelle vorhanden ist und der obere Teil
des Stabes mit umgekehrtem Vorzeichen beansprucht wird. Die bei-
den Frequenzanteile setzen sich gemiaf ihrem Frequenzverhiltnis zu-
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sammen und zeigen
darum im ersten Teil
der StoBphase den
iiberwiegenden Einfluf3
der schnelleren, gegen
Ende der StoBphase
den EinfluB der lang-
sameren Frequenz.
Nach Beendigung der
Stofzeit verschwindet
der Anteil der Fre-
quenz w, nicht sofort,
sondernnimmtallméh-
lich geméaf der Damp-
fung der schnelleren
Stabschwingung ab
und ist darum rascher
aufgezehrt als der An-
teil der langsameren
Frequenz.

Mit zunehmender

-‘StoBhérte ist ein An-

wachsen der Biege-
spannung tiber der
Nullstelle festzustellen.
Das abweichende Ver-
halten der Kurven bei
¢, = 5,83 kg/cm erklart
sich aus dem kleinen
Wert w,, der in der
Néahe von w, liegt und
dadurch Spannungs-
verhiltnisse  schafft,
die besonders bei 90°
und 120° der Stofphase
denen der freien
Schwingung  &dhneln.
Die nachsten Abb. 7 ge-

ben die Biege- und Spannungslinien bei verschiedenen Federkonstan-
ten im Augenblick der ersten Maximalamplitude des Stabes wieder. An
dieser Stelle lassen sich die Spannungen gut miteinander vergleichen,
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Abb. 6d. Biegelinien und Biegespannungen eines einseitig eingespannten prismatischen Stabes
wahrend der StoB8phase.
Federkonstante der Pendelfeder ¢, = 56,5 Kg/cm.
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Abb. 6e. Biegelinien und Biegespannungen eines einseitig eingespannten prismatischen Stabes
wéhrend der StoBphase.
Federkonstante der Pendelfeder ¢, = 133,5 Kg/cm.
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da die weiterhin zuerwartenden eine ahnliche Verteilung aufweisen. Bei
den Kurven mit ¢; = 5,82 und ¢, = 21,5 kg /cm, die sich nur weniger in
der Form als in der GroBe der Beanspruchung untereinander unter-
scheiden, ist der EinfluB der schnelleren Frequenz w, nur gering.
Jedoch &andern sich mit wachsenden Fedeérsteifigkeiten die Be-
lastungsverhaltnisse derart, dafl die Spannungen an der Einspann-
stelle zwar abnehmen, aber z. T. in hoher gelegenen Stabteilen ihren
Hochstwert erreichen.

Im allgemeinen also diirfte nach vorstehendem das Bild der Span-
nungsverteilung bei stoBartiger Beanspruchung oftmals recht erheb-
lich von demjenigen verschieden sein, das durch eine einfache Sinus-
bewegung oder durch die freie Schwingung des Stabes entsteht. Von
welcher Bedeutung dieses fiir die Erdbebenbautechnik ist, braucht
wohl nicht betont zu werden. '

Z. B. haben iiberschlanke Hochbauten, die man als stabformige
Korper ansehen kann, eine Widerstandsmomentenflache, die ven dem
oben besprochenen Verlauf der Biegespannungen bzw. Biegemomente
erheblich abweichen kann. Man kann hiernach ohne Zwang das durch
Erdbeben verursachte Schadenbild solcher Hochbauten erklaren. Die
Zerstorungen setzen da ein, wo sich die starksten Abweichungen der
beiden genannten Momentenflichen voneinander befinden. Diese
Stelle liegt haufig iiber der Einspannstelle und hangt, wie gezeigt
wurde, von der Harte des Stofles, d. h. von dem Frequenzverhaltnis
der anregenden Bodenschwingung sowie der Eigenfrequenz des Stab-
korpers und seiner hoheren Harmonischen ab.

Die Registrierungen, aus denen die vorstehenden Biege- und
Spannungslinien gewonnen sind, zeigen Abb. 8. Bei den grofBleren
Federsteifigkeiten ist ohne weiteres die Doppelwelligkeit der Stab-
schwingung erkennbar.

Als Folgerung aus den Ergebnissen ist zu fordern, daf
bei der Beurteilung von Erdbebenerschiitterungen fiir die
Sicherheit von Bauwerken nicht nur die aus Erdbeben-
amplitude und Periode errechnete Horizontalbeschleuni-
gung mafBgebend ist, sondern daB nach Moéglichkeit das
Frequenzgemischder ErdbebenstoBeanalysiertwird. Hier-
nach ist die zu erwartende Verformung und Beanspru-
chung eines Bauwerkes zu ermitteln.

Fir die experimentellen Untersuchungen wurden mir von dem
Herrn Direktor der Reichsanstalt fiir Erdbebenforschung die Mittel
und Einrichtungen der Reichsanstalt zur Verfiigung gestellt. Hierfiir
und fiir die verstandnisvolle Forderung meiner Arbeit spreche ich
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Herrn Direktor Professor Dr. Dr. h. c. A. SIEBERG auch als meinem
Lehrer meinen herzlichsten Dank aus.
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