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Refraktionsseismische Messungen auf See !’

Von J. Behrens, Clausthal 2’

Zusammenfassung: Es wird ein neues Verfahren refraktionsseismischer
Messungen auf See beschrieben. Auf dem Meeresboden stehende Geophone sind
mit einer MeBboje verbunden. Die Boje trigt eine Apparatur, die es gestattet,
seismische MeBwerte auf drahtlosem Wege an ein Registrierschiff zu ilbermitteln.
Es wird mit Frequenzmodulation tonfrequenter Triger gearbeitet. Die MeBwerte
werden neben der Direktregistrierung auf Magnetband gespeichert. Die Durch-
filhrung der Messungen und vorliufige Ergebnisse werden besprochen.

Abstract: This paper describes a new method for marine refraction seismic
measurements. Geophones placed on the seabottom are connected to a buoy
which contains instruments for communicating the measurements to the recor-
ding boat by wireless. For this purpose frequencymodulation of low carrier fre-
quencies has been used in this method. The results are recorded on magnetic
tape in addition to the usual direct recording. The procedure of the measure-
ments is described and the preliminary results are discussed.

Einleitung

Der seismischen Erforschung des Untergrundes stehen zwei Arbeitsmethoden
gegeniiber. Das Reflexionsverfahren und das Refraktionsverfahren. Beide Metho-
den lassen sich bei Anpassung des Instrumentariums an die besonderen Verhalt-
nisse auch filr Messungen auf dem Meere verwenden.

Wihrend das Reflexionsverfahren — im Schelfgebiet angewandt und zu einer
gewissen Perfektion ausgereift — bei Kenntnis der Geschwindigkeiten durch

D Erweiterte Form eines Vortrages, gehalten auf der Tagung der Deutschen Geophysika-
lischen Gesellschaft in Bad Soden im Herbst 1959,

2) Dipl. Geophysiker J8rn Behrens, Institut fir Geophysik der Bergakademie Claus-
thal,

21 Ztschr, f. Geoph. 26
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Bohrlochversenkmessungen auf dem nahen Festlande gute Ergebnisse gebracht
hat, hat sich die Refraktionsmethode zur Untersuchung des tieferen Unter-
grundes auf der Hochsee nach den Erfahrungen amerikanischer und englischer
Gruppen als besonders brauchbar erwiesen [1-9].

Die Aufgabe schien daher auch in Deutschland lohnend, ein MeBverfahren zu
entwickeln, mit dem es mdoglich ist, refraktionsseismische Messungen auf See
auszufithren, zumal ein direkter Nachbau der von den amerikanischen und eng-
lischen Arbeitsgruppen z.T. mit Erfolg erprobten MeBapparaturen wegen der
Kargheit der Verdffentlichungen gerade in instrumenteller Hinsicht nicht mog-
lich war.

In folgendem wird ein MeBverfahren beschrieben, das im Herbst 1958 im
Kilstengebiet der westlichen Ostsee und im Sommer 1959 im kiistennahen Schelf
der Nordsee eingesetzt und erprobt wurde. Es werden zuerst eingehend die MeB-
anordnung, das Prinzip, der Aufbau, die Wirkungsweise sowie Vor- und Nach-
teile der MeBapparatur besprochen. Am SchluB des Berichtes wird ein kurzer
Uberblick iiber die ersten MeBergebnisse gegeben.

Aufgabenstellung

Die Forderungen, die zur Ausfthrung refraktionsseismischer Messungen auf
See an das Verfahren gestellt wurden, bestanden hauptsidchlich in folgenden:

1. Die Anlage muB fiir Messungen im Schelf und in der Tiefsee gleichermafen
geeignet sein.

2. Alle Storungen, die durch das Registrierschiff entstehen, wie Maschinenge-
riusche, Bewegungen des Schiffes im Seegang, Zerren an der Ankerkette [71
usw. miissen ausgeschaltet werden.

3. Es muB moglich sein, weit auseinanderliegende MeBpunkte zu besetzen,
ohne auf eine Zentralregistrierung verzichten zu miissen.

4. Der Einsatz muf mit geringem Aufwand an Schiffen und Bedienungspersonal
geschehen.

MeBanordnung Sommer 1959

Die Erfillung der genannten Forderungen bedeutete die rdumliche Trennung
von Aufnahme- und Registrierstation, das heiBt: Ubertragung der MeBwerte per
Funk.

Die Aufnahmeapparatur wurde zu diesem Zweck in eine Boje eingebaut
(Abb. 1).
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Regisirierschitt
Sendebeje

Behriechkobel

Abb. 1: Prinzip der MeBanordnung Sommer 1959

Die Geophone standen in Grundkérpern auf dem Meeresboden, gaben die
MeBwerte per Kabel an die Anlage in der Boje, von wo sie drahtlos an das Re-
gistrierboot Ubertragen wurden. Das Kabel, in Form eines Bohrlochkabels mit
Stahlarmierung, diente — durch ein schweres Grundgewicht gehalten — gleich-
zeitig zur Verankerung der Boje 3) .

Die Apparatur zur drahtlosen Ubertragung seismischer MeBwerte

Die Apparatur, die der Aufgabe der drahtlosen Ubertragung der MeBwerte von
der Boje zum Registrierschiff dient, wurde unter folgenden Gesichtspunkten ent-
wickelt [10]:

1. DasVerfahren zur drahtlosen Ubertragung seismischer Impulse mu8 ohne Ver-
zdgerung arbeiten. Laufzeiten innerhalb der Apparatur miissen gleichbleiben
und damit eichbar sein.

2. Die Apparatur muB bis zu einer unteren Grenzfrequenz von 1 Hz frequenzge-
treu arbeiten oder eine reproduzierbare Frequenzkurve besitzen.

3) Bei Messungen in der Tiefsee, wo eine Verankerung der Tonne in der beschriebenen
Weise nicht m8glich ist, ist eine Anordnung mit treibender Boje und entsprechenden Geo-
phontr&gern zu wihlen,
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3. Die Anlage muB eine hohe Empfindlichkeit besitzen und iiber ein gutes Aut-
losungsvermogen verfiigen.

4. Die Moglichkeit der Ubertragung mehrerer simultan verlaufender MeBvorgin-
ge auf einem Ferniibertragungswege unabhingig voneinander muB gegeben
sein.

5. Die MeBwerte miissen gespeichert werden kénnen und jederzeit reproduzier-
bar sein.

Zur Erfiilllung dieser Forderungen wurde das Prinzip der Frequenzumsetzung
gewihlt, das heifft: Das niederfrequente MeBband wird zundchst nach héheren
Frequenzen hin verschoben, dann ferniibertragen und am Empfangs- und Regi-
strierort wieder in seine urspriingliche Lage zuriickverschoben.

Bei der Frequenzumsetzung wurde zwischen der Moglichkeit der Amplituden-
modulation oder Frequenzmodulation geeigneter Triger zu Gunsten der Fre-
quenzmodulation entschieden.

Prinzip

Das Prinzip des Verfahrens liegt in folgendem: Die durch Bodenbewegung in
einem elektrodynamischen Geophon erzeugte niederfrequente Wechselspannung

[rrm s s s mmm e

T T e

Abb. 2: Blockschaltbild der Apparatur zur drahtlosen {Ibertragung seismischer
MeBwerte auf drei Kanédlen
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wird verstarkt (EV|) und steuert die Hshe eines Tones, des sogenannten Trigers.
(Abb. 2)

Der Ton wird von einem Generator geliefert (§S,). Die Steuerung oder Mo-
dulation der Trigerfrequenz (Frequenzmodulation) geschieht durch eine Modu-
lationsstufe (MS,).

Das durch die Modulation der Trigerfrequenz in den Bereich der Tonfrequenz
verschobene MeBband wird an einen Ubermittlungssender geleitet und mit der
dort erzeugten Hochfrequenz ausgestrahlt. Dieser Teil der Anlage befindet sich
in der Boje.

Ein Radioempfinger, auf die Frequenz des Senders abgestimmt, fingt die
Hochfrequenz auf und trennt sie von dem ihr iiberlagerten Trigerton. Die modu-
lierte Trigerfrequenz gelangt vom Empfingerausgang iiber Vorverstirker (EV)
und Filter (Fl) an einen Demodulator (DM;), wo die niederfrequente MeB-
spannung, mit der der Triger moduliert wurde, zuriickgewonnen wird.

Das MeBfrequenzband wird in seine urspriingliche Lage zuriickverschoben
(Demodulation).

Am Ausgang des Demodulators steht wieder die vom Geophon abgegebene
niederfrequente Wechselspannung zur Verfiigung. Sie ist proportional der zu
messenden Bodenbewegung. Die Registrierung erfolgt iiber eine Schleife (S)
oder Direktschreiber.

Bei der Ubertragung mehrerer simultan verlaufender MeBvorginge bedient
man sich der Moglichkeit, Triger verschiedenerFrequenz zu modulieren und auf
einem gemeinsamen Wege zu iibertragen. Zu diesem Zweck moduliert sende-
seitig jeder einzelne MeBvorgang eine eigene Trigerfrequenz (SS,, SS,, SS;).

Auf der Empfangsseite werden diese Triger mit Hilfe derFilter (F,, F,, Fg)
wieder voneinander getrennt. Ein Tonbandgerit dient zur Speicherung der MeB-
ergebnisse.

Die Anwendung des Prinzips der mehrfachen Frequenzumsetzung hat unter
anderem folgende Vorteile:

1. Die Ubertragung tiefer Ausgangsfrequenzen, die eine besondere Konstruktion
der Verstirker, des Senders und des Empfingers bedingen wiirde, f4llt fort.

2. Alle niederfrequenzbestimmenden Teile sind leichter konstant und tempera-
turunabhingig zu bauen als Hochfrequenzteile, wo bei gleichen prozentualen
Toleranzen die Abweichungen in KHz um Zehnerpotenzen gréfer werden.

3. Fir die drahtlose Ubermittlung der MeBwerte wird nur ein gewdhnlicher, am-
plitudenmodulierter Sender bendtigt, der auch quarzgesteuert sein kann.
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4. Durch das Verfahren der mehrfachen Frequenzumsetzung ist die Vielfachaus-
nutzung eines Ubertragungsweges, also einer Sende- und Empfangsfrequenz
mdglich, was bei der bestehenden Schwierigkeit, Sendelizenzen zu erhalten
besonders wichtig erscheint.

5. Es besteht durch die Benutzung tonfrequenter Triger die Mdglichkeit, die
MeBergebnisse mehrerer Spuren auf einem Band magnetisch zu speichern und
zwar auf einem handelsitblichen Magnetophongerit.

Die Nachteile der Frequenzmodulation sind in dem verhiltnismaBig groBen
apparativen Aufwand bei der Modulation und Demodulation zu erblicken.

Beschreibung der Apparatur

Sendeanlage

Der Vorverstarker, als erster Baustein der Sendeapparatur, ist als dreistufiger,
stark gegengekoppelter R.C. -Verstirker aufgebaut. Der Verstirkungsgrad be-
tragt 1200. Auf den Ausgang der letzten Stufe folgt eine Diodenbegrenzerschal -
tung, die ein eventuelles Ubersteuern der nachfolgenden Modulationsstufe ver-
hindert. Der Verstarkungsgrad des Eingangsverstirkers ist kontinuierlich regelbar.

Die Modulationsstufe arbeitet als Reaktanz, das heift als elektrisch gesteu-
erter Blindwiderstand.

Der Anoden-Kathodenstrecke einer Elektronenrshre liegt eine Spannungstei-
lerschaltung parallel, die aus zwei Wider-
stinden Ra und Rb gebildet wird. Ra liegt
zwischen Anode und Steuergitter, Rb zwi-
schen Steuergitter und Kathode der Rohre.
(Abb. 3)

Die Bemessung des als Riickkopplungs-
glied dienenden Spannungsteilers — ein
Teil der Anodenspannung wird tiber Ra und
Rb wieder dem Gitter der Rohre zugefiihrt
— ist so zu widhlen, daB die Gitterwechsel-
spannung U, und damit auch der Anoden- )
wechselstrom /, gegeniiber der Anoden-
spannung U, um 90° phasenverschoben
sind. Dadurch stellt die Anoden-Kathoden-

strecke der Rohre einen Widerstand dar, der =
je nach Aufbau des Spannungsteilers eine -
induktive oder kapazitive Komponente be- Abb. 3: Prinzipschaltbild der

sitzt. Reaktanzrohre
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Besteht der Spannungsteiler aus einem Ohm schen Widerstand (Ra) und einer
Kapazitit (Rb), so ergibt die Rechnung, daB die Blindwiderstandskomponente bei
einer solchen Schaltung induktiver Art ist. Die GréBe der Induktivitit hingt bei
festliegenden Werten von Ra und Rb nur von der Rohrensteilheit S ab.

Eine Anderung der Steilheit durch eine am Steuergitter liegende Spannung —
im vorliegenden Falle der verstarkten Geophonspannung — bedeutet eine Induk-
tivitdtsvariation im Sinne der MeBspannung.

Die GroBe der erreichbaren Induktivititsinderung hingt in erster Linie von
der Wahl des Arbeitspunktes der Reaktanzrohre ab.

Verformt man daher durch entsprechende Wahl der Betriebsspannungen die
Arbeitskennlinie der Blindrohre derart, daB innerhalb des Aussteuerbereiches ein
Maximum oder Minimum auftritt, das heiBt, ein Punkt der Kennlinie die Steil-
heit § = 0 hat, so ergibt sich schon bei kleiner Aussteuerung eine groBe Steil-
heitsinderung, das heiBt, eine entsprechend groBe Induktivitidtsinderung.

Als Tongenerator, der die Trigerfrequenz erzeugt, findet ein Schwebungs-
summer Verwendung. Die Schaltung ist einfach und bedarf keiner besonderen
Erwihnung. Die Schwingfrequenz der beiden Hf -Kreise betragt ca. 150 KHz.

Parallel zu dem einen Schwingkreis des Schwebungssummers liegt die Reak-
tanzstufe mit ihrer als variablen Induktivitit wirkenden Anoden-Kathoden-
strecke. Die Schwingfrequenz wird dadurch im Sinne der MeBspannung modu-
liert, das heiBt auch die Schwebungsfrequenz, die den fernzuiibertragenden
Tréger bildet, dndert ihre Frequenz im Takte der niederfrequenten MeBspannung.

Die Apparatur arbeitet mit drei Trigerfrequenzen: 700 Hz, 1440 Hz und
2160 Hz, die in der eben beschriebenen Weise moduliert und gemeinsam iiber
einen Sender ausgestrahlt werden.

Die NF-Bandbreite des benutzten UKW -Senders und Empfingers (Sende-
und Empfangsfrequenz 40,68 MHz) betrigt 300 Hz - 10 KHz bei einem Modu-
lationspegel von = 0 Np an 600 ().

Empfangs- und Registrierapparatur

Auf der Empfangsseite nach dem Hf -Empfangerausgang werden die drei Trd-
ger mit Hilfe von Bandfiltern voneinander getrennt und zwar nach Passieren einer
Vorverstarkerstufe mit Schwundregelung.

Die Demodulationsstufe besteht aus zwei Rohrenkreisen (Abb. 4), deren Re-
sonanzfrequenzen (f, ., und f, .,) um den halben maximalen Hub von der
Nullfrequenz (fT) des Tragers abweichen (Abb. 4 oben).
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Gegeneinanderschalten der Kreise und Gleichrichten der resultierenden Span-
nungen ergibt eine Richtcharakteristik des Diskriminators, wie sie Abb. 4 unten
zeigt.

An der Flanke dieser Kurve ist es
moglich, die Abweichungen des Trigers
+ Af von derNullfrequenz f, die in
Richtung und Amplitude proportional der
MefBgroBe sind, zu messen und iiber
Schleife oder Direktschreiber zur Auf-
zeichnung zu bringen.

Die Gesamtbandbreite eines Kanales
des beschriebenen Demodulators betrigt
300 Hz.

Erfahrt auf der Sendeseite der Triger
eine Auslenkung von + 150 Hz, was
seinem maximalen Hub bei einer Ein-
gangsspannung von 70 u V¢ entspricht,
so liegt am niederohmigen Abschlufwi- . .
derstand der Demodulatorstufe auf der -af 1Tl v ar
Empfangsseite eine Spannun von
60 :v g. Der Direktscll:reiberg(Philips Abb'4:- Prinzipskizze i .Wir-

SS kungsweise des Gegentaktdiskrimi-
Oscilloscript, System Schwarzer), der nators eines Kanales
fur die Aufzeichnung benutzt wird, hat
eine maximale Empfindlichkeit von 3 mV¢g /mm, sodaB bei einer Schreibbreite
von 20 mm die 60 mVgc zur Aussteuerung des Gerdtes ausreichen.

Bei voller Ausnutzung der Bandbreite eines Kanales entspricht also eine Ein-
gangsspannung von 70 uVsg dem Vollausschlag des Schreibers von 20 mm.

Mit dieser Empfindlichkeit kommt man bei einer Schreibamplitude von 3 mm
schon ins Rauschen der Eingangsréhre.

Die volle Empfindlichkeit der Apparatur wurde allerdings bisher nicht ausge-
nutzt, da der seismische Stoérpegel auf See erfahrungsgemiB sehr gro8 ist.

Die Frequenziiberalleskurve zeigt nach den tiefenFrequenzen hin bis zueiner
Frequenz von 0,6 Hz keinen Abfall, wihrend nach héheren Frequenzen hin ein
Abfall zu verzeichnen ist, der hauptsichlich durch die Grenzfrequenz des Direkt-
schreibers bei 165 Hz (— 3 db) bedingt ist.

Das Speichern der Aufzeichnungen auf Tonband macht bei der Benutzung
tonfrequenter Triger keine Schwierigkeiten.
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Beim Abspielen des Tonbandes wird so verfahren, dag an die Stelle des Hf -
Empfingers das Bandgeridt tritt. Die Hohe der Trigerspannung wird mit Hilfe
eines Kathodenstrahloscillographen kontrolliert.

Bandgeschwindigkeitsinderungen, die als zusdtzliche Frequenzmodulation
wirken wiirden, treten nicht stérend in Erscheinung.

Das benutzte Gerit ist eine handelsiibliche Telefunkenmaschine K1 35 mit
den Bandgeschwindigkeiten 9 cm/sec und 19 cm/sec. Bei den Messungen wurde
die Geschwindigkeit 19 cm/sec verwendet.

AuBerer Aufbau der FernmeBanlage

Der duBere Aufbau, der fiir den Einsatz auf der Nordsee im Sommer 1959 ge-
wihlt wurde, sah aus wie folgt:

Die Geophone waren in eisernen Grundkdrpern untergebracht (Abb. 5). Kar-
dangehinge sorgten fiir eine Horizontierung der zum Teil tief abgestimmten
Geophone.

_ Abb. 5: Grundkérper mit Kardangehénge zur Aufnahme des Geophones

22 Ztschr. f. Geoph. 20
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Die Boje trug — wie eingangs erwidhnt — die gesamte Sendeapparatur mit
ihren Energiequellen. Ein Blick in das Innere der Boje (Abb. 6) zeigt die Anord-
nung der einzelnen Elemente, der Akkus (im Bild ganz unten), der Anodenbat-
terien (Bildmitte), der Modulatoren I, II, III (unter den Anodenbatterien) und
des UKW-Senders (im Bild links oben) mit der dazugehérenden Antenne.

Abb. 6: Blick in das Innere der MeBboje

Die Vorverstiarker, Amplitudenbegrenzer und Modulatoren eines Trigerfre-
quenzkanales waren zusammen in einem Gehiuse angeordnet, wobei der Rohren-
teil der Warmeentwicklung wegen fiir sich lag (Abb. 7).

Die Empfangs- und Registrierstation (Abb. 8) bestand aus dem UKW -Empfin-
ger (neben dem Kathodenstrahloscillographen), dem Tonbandgerit (links oben
im Bild), den Demodulatoren (in der Abbildung ganz rechts) und einem 4-Spur-
Schwarzschreiber (im Vordergrund links). Die Zeitmarke (Bildmitte) bestand aus
einem Transistor - RC - Generator, dessen 50 Hz oder 100 Hz - Sinusschwingung
alle halbe Sekunde — durch ein Chronometer gesteuert — eine Auslenkung er-
fuhr.

Kathodenstrahloscillograph und Lautsprecher dienten zur Uberwachung der
Messungen.
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Erste Ergebnisse

Im folgenden Abschnitt sollen an Hand eines wihrend der Messungen auf der
Nordsee im Sommer 1959 geschossenen Profils ein kurzer Uberblick iiber die
MeBergebnisse gegeben werden. Abb. 9 zeigt die Lage der einzelnen SchuB-
punkte eines der Profile, den Standort der Sendeboje (XI a) und die Position des
Refraktionsbootes mit der Empfangsapparatur (XI). Es wurde von Ost nach West
auf die Boje zu geschossen.

XI

Abb. 9: Ost -Westprofil Sommer 1959

Abb. 10 zeigt die Seismogramme der SchuBpunkie 2058, 2059, 2060. Sie
sind charakteristisch fiir das Aussehen aller angefallenen Aufzeichnungen.

Der Abri, der drahtlos iibertragen wurde, hatte die Form eines scharfen Im-
pulses. Die Papiergeschwindigkeit betrug bei diesen Seismogrammen annihernd
5 cm/sec. Zwei gleichsinnige Auslenkungen der 100 Hz-Zeitmarke markieren
den Ablauf einer Sekunde. Fiir die Aufzeichnungen des Geophones selbst ist vor
allem der Einsatz des Wasserschalles charakteristisch. Er ist durch Frequenzen
von rund 250 Hz gekennzeichnet. Trotz der relativ grofen Energie, mit der der
Wasserschall ankommt, wird er mit sehr geringer Amplitude registriert, da die
Apparatur, wie erwdhnt, bei ca. 165 Hz abschneidet.

Die einzelnen Einsitze der refraktierten Wellen sind aus dem Seismogramm
unschwer zu erkennen. Durch Abspielen der Aufzeichnungen vom Magnetband
iiber Filter 14Bt sich noch eine wesentliche Qualitdtsverbesserung erzielen.

Die in Abb. 11 gezeigten Seismogramme stellen die Aufzeichnungen der-
selben Schiisse 2058 - 2060 dar. Sie sind vom Band iiber Filter abgespielt, die
eine PaBbreite von 1 Hz bis 40 Hz besitzen.
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Abb, 10: Direktregistrierung der Schiisse 2058 - 2060
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Abb. 11: Registrierungen der Schiisse 2058-2060, abgespielt vom Tonband
iber Filter
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Die hochfrequente Bodenunruhe tritt bei diesen Registrierungen nicht mehr
stdrend in Erscheinung, wihrend die einzelnen Einsdtze wiederum gut hervortre-
ten.

Das Ergebnis einer ersten Auswertung des vorliegenden Profils an Hand einer
Laufzeitkurve gibt Abb. 12 wieder.

LAUFZEIT (sec)

" POSITION X1
) 13.6.1959

‘" pOSITION

18 20 ENTFERNUNG (km)

Abb. 12: Laufzeitkurve des Profiles XI

Die Ordinate zeigt die Zeit in Sekunden. Im Ursprung des Koordinatensyste -
mes liegt die Position des Grundkorpers mit dem Geophon. Die Abszisse gibt die
Entfernung von der Boje in Kilometern an. Gleichzeitig ist die Lage der ein-
zelnen SchuBpunkte verzeichnet.

Die Positionen der Boje und die der SchuBipunkte wurden mit Hilfe des d4ni-
schen und deutschen DECCA -Systems bestimmt.

Zu den einzelnen Laufzeitkurven ist zu sagen, daB bei dieser ersten Auswer-
tung auf dem erwihnten Profil im wesentlichen drei Geschwindigkeiten be-
stimmt wurden: Eine Geschwindigkeit von 1900 m/sec, eine Geschwindigkeit
von 2900 m/sec und eine Geschwindigkeit von 4400 m/sec.

Rechnungen nach der Knickpunkitmethode ergaben hierfiir die Tiefe einer
Schichtgrenze von 950 m fiir die Geschwindigkeit von 2900 m/sec und die Lage
einer Schichtgrenze bei 1680 m fiir die Geschwindigkeit von 4400 m/sec.
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Geologische Aussagen iiber die Art einzelner Horizonte sind auf Grund dieser
ersten Auswertungen naturgemdB nicht zu machen.

An dieser Stelle konnte iiber die ersten Ergebnisse nur ein kurzer Uberblick
gegeben werden. Die Mehrzahl der Seismogramme wartet noch auf die Auswer-

tung. Besonders die zahlreichen Tonbandaufnahmen sind noch zu untersuchen, so
daB detailliertere Ergebnisse gerade aus dieser Richtung zu erwarten sind.

Der Bundesanstalt fiir Bodenforschung, Hannover, dem Niedersichsischen
Landesamt fiir Bodenforschung, Hannover, dem Deutschen Hydrographischen In-
stitut, Hamburg und der Gesellschaft fiir praktische Lagerstittenforschung GmbH.
in Hannover gebithrt groBer Dank fiir die freundliche Erlaubnis, an denMessungen
zu den "Geophysikalischen Untersuchungen des Untergrundes in der Nordsee"
teilnehmen und die oben bescrhiebene Apparatur erproben zu diirfen.

Ferner sei den in Deutschland arbeitendenFirmen der angewandten Geophysik
fir ihren Rat und die tatkriftige Unterstiitzung durch Uberlassung von Material
sehr gedankt.

Nicht zu vergessen ist die Freundlichkeit des Marinewaffenamtes Kiel, das
den ersten Einsatz auf der Ostsee im Herbst 1958 ermdglichte.

An den Vorbereitungen und Ausfithrungen der Messungen auf See waren die
Herren A. Miiller, Dipl. Geophysiker H. Hirschleber und Dipl. Geo-

physiker W. Weigel wesentlich beteiligt.
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Erdmagnetische Messungen im Deckdiabasgebiet der

Dillmulde und ihre Auswertung !’

Von W. Bosum, Hannover 2

(Fortsetzung)

V1. Darstellung der Auswertungsmethoden

1. Formeln fiir zweidimensionale Kdrper

Es sollen nachstehend nur zweidimensionale Korper betrachtet werden, denn
entsprechend der geologischen Aufgabenstellung interessieren nur sich im Strei-
chen weit erstreckende Korper oder Stérungen. Andererseits ist der Begriff zwei-
dimensional nicht eng zu fassen. Wie eine Abschitzung zeigt, kann fir §Z
Messungen ein Korper schon bei einem Verhiltnis Mdchtigkeit/Erstreckung wie
1/3 bis 1/4 als zweidimensional angesehen werden, wenn das Profil in der Mitte
verlduft und der Aufpunktabstand von der Stérkdrperoberkante nicht gréBer als
1/4 der Erstreckung ist.

Fiir Stufe und Spalt sind Formeln fiir die Vertikal- und Horizontalkomponente
des erdmagnetischen Feldes 6Z und 8 H entwickelt [19]. Die rechnerische
Auswertung ist umstindlich und langwierig. Man kann sie durch ein Diagramm
vereinfachen [10]. Betrachten wir z.B. die Formel fiir den unendlichen schiefen
Spalt

6Z = 2sina (M, ¢+ M; In r2/rl),

a Einfallswinkel

M, Komponente der Magnetisierung parallel zum Einfallen,

M, Komponente der Magnetisierung senkrecht zum Einfallen
&b, ry, ry, s. Abb. 18

1 .
) Gekfirzte Fassung der gleichlautenden Dissertation des Verfassers.

2 .
straﬁ)e l}npl.-Geophys. W. Bosum, Bundesanstalt fr Bodenforschung, Hannover, Wiesen-

23 Ztschr. f. Geoph. 26
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so erhalten wir fir M, = 0 als Kurven §Z = const. Kreise, die die Verbin-
dungslinie der Eckpunkte des Storkorpers als Sehne haben, fiir ¥,, = 0 als Kur-
ven oZ = const. ebenfalls Kreise, deren Mittelpunkte so auf der Verbindungs-
linie der Eckpunkte liegen, daB diese in Bezug auf den betreffenden Kreis kon-
jugierte Punkte sind. Die beiden Kreisscharen sind zueinander orthogonal.

Die Anwendung des Diagramms (Abb. 16) geschieht in folgender Weise: zu-
nichst werden die Faktoren 2 sinu M, und 2 sina M, fiir das entsprechende
Modell berechnet. Damit werden die an dem Diagramm stehenden Zahlen mul -
tipliziert. Fiir einen beliebigen Aufpunkt erhalten wir dann die JZ Stdrung
durch Addition der Werte, die sich fiir die beiden ihn treffenden Kreise ergeben.

Durch wiederholtes Anlegen des Diagrammes kann man auch komplizierrere
Storkorper erfassen, darunter auch durch Subtraktion unendlicher Spalte endli-
che. Man kann jeden Storkorper durch ein Geraden-Poligon beliebig anndhern.
Nur wird die Arbeit durch das hiufige Anlegen des Diagrammes sehr umstind -
lich, auch brauchte man fiir verschiedene Poligonlingen entsprechend viele
Diagramme mit verschiedenen Basislangen.

Man kann nun fiir diesen Fall ein rechnerisches Verfahren angeben, das sich
bei der Herleitung obiger Formeln mit Hilfe komplexer Zahlen ergibt. (s. VI,
2. C).

2. Die Verwendung komplexer Zahlen zur Berechnung der
magnetischen &7-,8H- und &8Z- Anomalie zweidimen-
sionaler Korper

a) Darstellung der Grundlagen
Dem Newton'schen Potential im Raum entspricht das lo-

garithmische Potential in der Ebene, denn so wie das New-
ton’sche Potential die Laplace’sche Differentialgleichung

2 2 2
Ao = 97 ¢ + 9% + 0 _ 0 im Dreidimensionalen erfiillt,
9x2  9y? 922
erfiilllt das logarithmische Potential die Laplace’sche Dif-
2 . 2
ferentialgleichung A¢=a—(3+iﬁ3=0 im Zweidimensio-
ax? 9y
nalen.

Unmittelbar 148t sich diese Entsprechung durch die Betrachtung des Potentials
beim Ubergang von einer dreidimensionalen zu einer zweidimensionalen Mas-
senanordnung zeigen. Das New tonsche Potential §W eines Korpers der Masse
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m =d-v (d Dichte, d =const. v Volumen, dv =dx,- dy,-dz, Volu-
menelement) ist gegeben durch

Pt
A0
T,

]
=3
o

Ahb, 16: Kreisscharendiagramm
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5 J‘ﬂ dx0~dy0-dz0
0)) W= kd
[(xg=2)2 + (yo=y)2 + (25— 2)2]1 2
v

%, ¥» 2 Aufpunktskoordinaten
Y- Achse zeigt senkrecht nach unten
k  Gravitationskonstante

Lassen wir den Kdorper in einer Richtung — wir nehmen die z- Richtung —
sich nach + o erstrecken, so erhalten wir einen zweidimensionalen Korper,
d.h. einen Zylinder vom Querschnitt F. Sein Potential ergibt sich aus

(3)
0° 4y d
‘O‘W—hdff Yo' %0
J [(x -x)? +yo- y)2+(z - z)?]1/2
a - oo
= kd ffdx cdy, - ln[(z —z)+[(x - x)? +(y, —y) +(z -z)2]V/2
zp=—a->—o0
4
@ ff a—z+[(x0—x)2+(y0-y)2+(a—2)2]1/2
= lim kd dx,+d In
oo J 0" %Yo —a—z+[(x0-x)2+(y0—y)2+(a+z)2]l/2
(5)

(xg=x)2+ (y ~y)? /2
+ 1 +1

2
W = lim kdffdxo-dyoln 2. (a—2)
a 00 a+z (xo—x)2+(yo—y)2+ 1}1/2 1

F
Zidhler und Nenner des zweiten Faktors des Logarithmus entwickeln wir in
eine Reihe unter Vernachlissigung der hoheren Glieder:

(a+2)2

(6)

8W= lim kdffdxondyoln a_z. 2+—"‘
aze etz (xo—x)2+(y0—y)2

F 1/2 . -+ ...
(a+2)2
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(6) = lim kd ffdxo-dyo In4(a?2-22)+n 21
a0 E (xy—x) +(y0—y)2

Fiir @ > wird der erste Summand des Integranden oo. Wir konnen ihn als
konstant mit in die Konstante des Potentials nehmen und erhalten

0] SW =2kd ffln ! dx - dy. +K,
L [(xo—x)2+(yo-—y)2]1/2 0 0

also das logarithmische Potential. Die Konstante K schreiben wir im Folgenden
nicht mehr, so daB sich ergibt

®)

SW = 2kd ffln 1/rdf=-—2kdfflnrd[ r

F F df

]

[(xo—x)2+(y0—y)2]1/2
dxo- dy,

Wir betrachten eine komplexe Zahl z = rei¢ = (xo—x)+ i(yo_y) (s.
Abb. 17). Es gilt allgemein

9) Inz=Ir+i¢ g

Ausgehend von Formel (8) fiir das loga-
rithmische Potential einer zweidimensio-
nalen Massenanordnung §W definieren wir
ein "komplexes Potential"

SW, =~ 2kd fflnzdf,
TE

ftr das wir nach (9) schreiben

Abb. 17

BWI =-2kd jf(lnr+i¢)d[=5ﬂ'+i5l¥” .
F

Der Realteil des komplexen Potentials ist das logarithmische Potential & W.
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Um aus oW das zweidimensionale magnetische Potential SV zu erhalten,
wenden wir den Poissonschen Satz

(10) SV =1/kd (M- grad 6W)
an (M Magnetisierungsvektor). Fithren wir hier das komplexe Potential W,

ein, so ergibt sich ein komplexes magnetisches Potential §V, dessen Realteil
dV ist.

ov

N
1 l/kd(M-grad5W1)=5V+i5V'

> H [ df[Inzdf O (Inzdf
-2 (M - grad Inhzdf =-2{M - +M_ -

ax y (}y

1]

F

Da iiber x,, ¥ integriert wird, diirfen wir die Differentiation nach x und
y unter dem Integral ausfiihren und erhalten

N 1 . 1
SV, =-2(-#M ff—z—df—zMy Jf_z..df
£ F
an

i dx, - d
SV, =2(Mx+iMy) fﬂ=2wx+iuy)f 0~ o
z (xo—x)+t(y0—y)
F F

(s. auch v. Baranov [1]),

wir bilden ié—[/l und erhalten unter Anwendung der Cauchy-Riemann-

dx
schen Differentialgleichungen
(12)
doV , -
1 vV . A8V  AdV LAV s s,
Tr =9 tiTox T Tax T iTg, = OH-idZ
(13)

aov —_
= L -2 (Mx +iMy) ff—i'lz—f= OH —i8Z =0T

z
F
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Die Differentiation liefert uns also den an der reellen Achse gespiegelten
Vektor der Gesamt-Feldstirke 6T, die konjugiert komplexe Feldstirke ST mit
OH, der Horizontalkomponente der magn. (Stor-) Feldstirke, als Realteil und
- 82, der negativen Vertikalkomponente der magnetischen Feldstirke, als
Imaginirteil. SH und — 6Z lassen sich nach (13) als Real- und Imaginirteil
einer analytischen Funktion 5T, der konjugiert komplexen Feldstirke, darstel-
len. In der Funktionentheorie wird gezeigt, daB der Realteil einer analytischen
Funktion aus dem Imaginirteil und umgekehrt errechnet werden kann, wenn die-
ser lings einer Kurve gegeben ist. Wir konnen also §H aus — §Z und umge-
kehrt bei zweidimensionalen Korpern nach Methoden der Funktionentheorie be-
rechnen. (s. z.B. [3]).

b) Die Herleitung von Formeln fiir ﬁ, OH und 32

Die Formeln fiir § 7 und damit fir §H und §Z von bestimmten Korpern
erhalten wir durch die Auswertung des Integrals in (13). Es 148t sich wesentlich
leichter auswerten als die Integrale, die zur Berechnung von 6Z und 8/ im
Reellen verwendet werden und folgende Form haben

(xg—x)(y_ —y)
82:4,ijj 02 . 212 4
; [(xo—-x) +{yg=v) ]

14
‘“’Yf [(xg=2)2 = (yy~y) 2] - df
[(xg=2)% + (y,-y)2]2
SH — 2vs J‘[ (xg-2)% = (y,—y)? 4
2 lxg=02 4 (= P12
(15)

(xo—x)(yo—y)-df
v aMy J [(x —x)2+(y —y)2]2
F 0 0

Das Integral (13) stellt ein reelles Doppelintegral einer komplexwertigen
Funktion dar. Es wird iiber die komplexe Funktion f(z) erstreckt bei reellen
Integrationsvariablen x,und y, . Wir kénnen daher i als konstante Zahl be-
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handeln. Weiter erlaubt das Integral nach Durchftihrung einer Integration durch
einfache Umformung oft die Darstellung als komplexes Linienintegral. Das ist
deshalb von Bedeutung, weil man fiir die Auswertung bei komplizierteren Stér-
koérpern oder bei komplizierterer Ortsabhdngigkeit der Magnetisierung mit Vor-
teil die Ergebnisse der Funktionentheorie heranziehen kann, die Berechnung also
z.B. iiber den Residuensatz oder direkt als komplexes Linienintegral durchfiihren
kann.

wir betrachten nun Beispiele, in denen die verschiedenen Mdglichkeiten ge-
zeigt werden sollen.

Der unendliche breite Spalt

Die unmittelbare Auswertung von (13) soll am Beispiel des unendlichen senk-
rechten Spaltes von homogener Magnetisierung erliutert werden. Wie aus Abb.
18 hervorgeht, nimmt (13) folgende Form an

a (=]
j dxo-dyo
2(Mx+¢My) [(xo—x)+iy0]2

0= Y=t

x

a
S d

, —_—0
a

Il
|
-

[(xo—x)+it]

= —jlnp B-x+it
—a—-x+it
i¢2

I
|
-
—
E]
. .
-
—

=—illnry/ri+i(py- ]

Setzen wir 8T = 8H —i 87, schaffen 2 (Mx+ iMy) auf die rechte Seite
und trennen Real- und Imaginirteil, so ergibt sich als bekannter Ausdruck

oH

1]

2{Mx . (py—b)+My - 1n r2/rl]

62z

2[Mx-h r2/r1—My -(¢2-¢1)]
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Die Rechnung ist also im Vergleich zur Auswertung der Integrale (14) und
(15) sehr vereinfacht. Wir erhalten weiter fiir den schrigen unendlichen Spalt

i
2
— . r, e
(16 a) OT = —-2sina (Mx+iMy)-e* - In 2 o
roce !
r €i¢2
(16 b) ==2isina (M +iM")'ln2_—'_9—5_
13
1
rl-e
(s- (1)),
fir die schrige Stufe
i
R . r .e "
(17 a) OT =-2sina (Mx+iMy).e'? . In—2 7
L
"o'e 0
r -eiqS“ ‘
(17b) =-2isina (M, +iM, ). In—> 5
rO-e 0

K Folxe,iye)
Yo

Yo Wy. P X, Iy)
Abb, 19

; ]o¢ly.:

Abb. 18

Der Kreiszylinder

Die Berechnung der 5T Storung des Kreiszylinders geschieht im allgemeinen

24 Ztschr, f.Geoph. 26
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in der Weise, daB man zunichst das magnetische Potential desselben aus dem
bekannten Schwerepotential durch Anwendung des Poissonschen Satzes be-
rechnet. Die direkte Berechnung von BT (8H und 5z) ist umstindlich. Im
Komplexen 148t sie sich leicht tiber den Residuensatz herbeifithren. Wir schrei-
ben

R 0
—9or S d
- = dx Yo
2(Mx+lMy) 0 [(x_x0)+‘,(y_yo)]2

(s. Abb. 19). Das Ergebnis der Integration iiber y, ist

(18)
5T

2(Mx+iMy)

R
. 1 1
- dxo -
__1 [(x—x0)+i(y—\/R2—x%) (x—x0)+i(y+\/R2—xg ]

Wir substituieren xO/R = sina und erhalten, nachdem wir Z4hler und Nen-
ner durch R dividiert haben

(19)

m/2

ST - — cosa cos a d
2(Mx+iMy) i y - ] a
iMy) ¥ /2 x;; — sina —icosa —Lx;l — sina + icosa

Den ersten Summanden des Integrales formen wir um, indem wir die Integra-

X+
tionsgrenzen von 7/2 bis 3/2. 7 wihlen. ._R_L setzen wir gleich a.
2
m/2 27
cosa da cosa da
a - sina —icosa a —sina + icosa

-n/2 m/2

Setzen wir dieses in (19) ein, so ergibt sich
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"g"” m/2
oT - —il- cosa da cosa da
2 (Mx+iMy) a —sina + i cosa a—sina + icosa
m/2 -m/2
(20) 2w

= cosa da
a+i.elt
0

Substituieren wir z = e‘®, cosa = 1/2. (z + 1/z), so folgt

—— n
o1 _ z+1/z _ . .
@D T sy~ V2 Prtarirds - V2w X R,
i=1
n
Das geschlossene Integral ist ilber den Einheitskreis zu erstrecken, Z Re;
i=1
bedeutet die Summe derResiduen innerhalb des Einheitskreises und letzteres folgt
aus dem Residuensatz. Damit ist das reelle Integral (einer komplexwertigen
Funktion) (20) in ein komplexes Linienintegral verwandelt, das iiber den ge-
schlossenen Einheitskreis auszuftthren ist. Seine Lésung folgt aus dem Residuen-
satz.

Die Singularititen des Integranden f (z) liegenbei z = 0 und z = —a/i.

Da |a]| = |-x—+R—”‘-| > 1 ist, liegt nur die erste innerhalb des Einheitskreises.

Wir bestimmen dasResiduum der Funktion f (z) = z—z(%—l/‘—zz—y bei z = 0, indem

wir f(z) fur z = 0 in eine Laurentreihe entwickeln. Wie in der Funktionen-
theorie gezeigt wird, stellt dann der Koeffizient der ersten negativen Potenz von
z das Residuum von f (z) in z = 0 dar.

f(z) = (1+l/22)-+--1-7177; =Ly aiz/as iz/@? -+ .0

Das Glied der ersten negativen Potenz von z lautet —;- (_ —‘.) Es ist also
az

n
D Re = Re =-i/a®. Wir setzen dieses in (21) ein:
i=1
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.88
(22)
ST 2 2 7 R? 7 R2 7R? i
PR S - _ _ _ ! L2
2 (Mx+iMy) ~ 7 (i/e") =m/a” = 2 igye 2 ¢ ?
(x +iy) (r-e'?) r
Damit ist die Aufgabe gelost. Die Trennung von Real- und Imaginirteil er-
gibt

5H = 2TR% | (Mx.cos 26 + My - sin 265)
< y

r

0Z =

2
2”2R « (Mx . sin 2¢p = My - cos 2¢)
r

Die Kurven 8Z = const. (§H = const.) haben, wie v. Baranov [1].ge-
zeigt hat, das Aussehen eines vierblattrigen Kleeblattes.

Der Sattel

Um die 5T Storung iiber einem Sattel zu berechnen (s. Abb. 20), berechnen
wir zuerst die des Halbkreiszylinders von Abb. 21. Es gilt

— R
5T 70
2(Mx+z‘Wy) [(x—x0)+i(7"70)]2
R

(23)
: = =i, =1,)

R
fdx x—-x +ty B
~r x—x0+i(y+\/R2-x(2))

Die Losung von / 1 ist

dxg - ErRriy "1
x—-R+iy o i¢2

(25) x—x,+iy

~
-
1
2'5\:5

Das zweite Integral 12 behandeln wir wie oben die Formeln (18), (19), (20)

und (21) und erhalten
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P(x,iy)
h r.
2
\ Xo
> A L\ =
) 2
/
yo v,yo y.v y.
Abb. 20 Abb. 21
m/3 i
J. = cosxda 1 z+1/zd
(26) 2 e1i.o2 2 | Taving °%
~-m/2 =i

a ; ) . e
wo z =¢€'" und ."_+RD; = g ist. Damit ist die Transformation in ein komple-

xes Linienintegral vollzogen. Um es zu ldsen, formen wir den Integranden in
folgender Weise durch Partialbruchzerlegung um

z (a+1iz2) altiaz

f(z) = 2z (z+1/z)(7l—z-———i——\)

(27) l/a—iz/(a2+iaz)+l/azz-i/z(az+iaz)

1/a—iz/(a2+iaz)+l/az2—i/a22—l/a2(a+iz)

Setzen wir (27) in (26) ein, so haben wir der Reihe nach die folgenden Inte-
grale zu losen. Als Integrationsweg wihlen wir unter dem Gesichtspunkt der Sin-
gularititenfreiheit und der rechnerischen ZweckmiBigkeit die imaginire Achse
oder den Einheitskreis.

(28) j.d_z_
a

Wir integrieren entlang der imaginiren Achse. Hier ist z = i 7, sodaB wir er-
halten
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(29) 1

(30) - f_z__’__d,
a“+iaz

Wir integrieren entlang der imaginiren Achse

8y, .
. in . _br_ _ _ . oa—1
1[02—‘1”;1117—7[ n-aln(a 1])] __2,/a_,1nm_

1 dz
@2) —a""f 22

-i

Wir integrieren iber den Einheitskreis. Hier ist z = e‘®

m/2 m/2
(33) ; f prab R B
-m/2 m/2
i
(34) - i/a® fdz/z

Wir integrieren tiber den Einheitskreis.

w/2
(35) —i/a® ida =n/a?
-m/2
i
d
(36) “/"zj“iz

Wir integrieren entlang der imaginiren Achse.
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1

—1/q2 | 4d9n _ ¢ _ i ezl
37 1/a a-n." ~ In (a-7n) -,_02 In T
-1
Setzen wir die Ldsungen in (26) ein, so erhalten wit
LN P 2 w2ty 2i/a 4 m/al 4—m2 1
]2=2i i/a— 1/a—-zna+l i/a = 71

(38)

a—1
a+ 1

=1/a -in/2a2 +1/2+-(1/a2 =1 In

Fir die 8T Stdrung ergibt sich, indem wir /, und J, in (24) einsetzen

OT I x+R+x o In a-1
2 (Mz+iMy) - P TR+ rEa s
(39)
_,_R nR? 1 L(1+ R2 )1 x+iy—R
x+iy 2 (x +iy)? 2 (x +iy)? *+iy+R

Als Wert fiir 5T in groBer Entfernung, d.h. fir |x +iy| >> R erhilt man

— oT  _iR  zR?
|x+1y|>>R 2(Mx+‘M)’) x+iy + 2

. 2
(40) L +—‘-(1+ R )2(— i -)
(:|:+i‘y)2 2 (x+iy)2 x+iy
_mR: 1
2 (x +iy)?

In groBer Entfernung wirkt der magnetisierte Halbkreiszylinder der Abb. 6 auf

|6T| wie eine Dipollinie vom magnetischen Moment 2 (| M x + iMy|) ”gz

im Koordinatenursprung.
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Nachdem wir die 5 T Stdrung eines Halbkreiszylinders der Abb. 21 berechnet
haben, bestimmen wir die eines Sattels, indem wir die Differenz zweier Halb-
kreiszylinder mit den Radien R, und R, bilden (s. Abb. 20). Das Ergebnis
lautet

ST =6H-ibZ =2 Mx+iMy} —, (R —=R,)+ il (RZ = R2) +
0 R TP R

2 . 2 .
i Ry x+iy - R, RS x+iy—-R,
+ 1+ In - R~ 1+ In - R
(X+iy)2 x+i1y + 1 (x+iy)2 x+iy + 2
Diese Formel werten wir mit der Komplexrechenplatte (s. Abschn. c) aus und

erhalten als Real- und Imagindrteil §# und — 8Z. Abb. 22 zeigt SH/2M und
5Z/2M fiir eine InKlination i = 66°.

Durch Hinzufiigen eines endlichen oder unendlichen Spaltes 148t sich das
Modell, das ja nur den Oberteil eines Sattels liefert, weitgehend variieren und
die Berechnung mit dem Kreisscharendiagramm (Abb. 16) fortfithren.

Abb. 22: SH- und & Z - Anomalie iiber einem Sattel
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Die Mulde

Wir gehen wie oben vor und berechnen zunichst die 8 T Stdrung iiber einem
Halbkreis, wie er in Abb. 24 gezeichnet ist.

X
X -4y
»J N
' yo "yo
y’leo V
Abb. 24
Abb, 23
Unsere Formel lautet
2 2
) R R T dy
—oT  _ | 4x 0
- = 0 . 5
2(Mx+zMy) e o [(x_x0)+‘(y_y0)]
(42) R
=—ifdx0 1 _x—xl+iy
=R x-—x0+i(y— Rz-x(z)) 0
(43) = _i(ja_!l)

J, haben wir in (25) gelost, J, formen wir durch die Substitution

x,/R = sina, 5—;—'1 =a um (s. auch (18) und (19)) und erhalten

Wir substituieren z = ¢ und erhalten als komplexes Linienintegral

25 Ztschr, f. Geoph, 26
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i

1
z+1/z
(44) 13=2if(a—i/z)zdz7

-1

das wir im Folgenden umformen

i i
1 1 A z 1
]3=2if(z+l/2)(az—i)dz=2i laz—i+z(az—'i)]dz
-1

(45) i
1 z , ia
‘,3:__2;‘ [ -+ i/2z — .]dz

az—1 az—1

-1

Die einzelnen zu l6senden Integrale stimmen bis auf die Konstanten mit den
oben errechneten (30), (34) und (36) iiberein, so daB das Ergebnis

1 , ., 2 l-a . l1-a
!3——2-Tl2z/a+z/a «In T a —m—iln 7 a ]

(46)

l1—-a

- 1/a-m/2i +‘;—(1/a2— 1) In

folgt. Setzen wir 7, und J, in (43) ein, so erhalten wir

5T _
2(Mx+iMy)

—i[l/a-—n/2i+%(l/a2-l)ln (—ZI‘)+ln a-1 ]

-

l/a—n/2i++(l/a2—l)(ln - +i77)+ln Z"‘]

47 - ;
“h - —i|1avin/2+ /a4 Do =Ly T _inyo
2 a+1 242
. R 7R2 1 i R?
=T Sy T » T 2
x+iy (x +iy) (x +iy)
In x+iy—R
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2

Fir |x+iy|> R erhalten wir, wie in (40), —(-;-1‘—,— Die Addition

von (39) und (47), die, wie aus den Abbildungen folgt, die Anomalie eines
Kreiszylinders ergeben mu#f, liefert

2 1

5T R2. L
TMx+iMy) (x+in?
was mit (22) iibereinstimmt.

Die Differenz zweier Halbkreiszylinder mit den Radien R, und R, ergibt
eine Mulde (s. Abb. 23), fiir die die 6 T - Formel daher lautet

T =8H-iSZ =2 (Mx+iMy)| —— (R, =R,) 4+ —T (R2-R2) -
x+iy 1 2 2(x+iy)2 ! 2

; R% x+iy-R, Rg x+iy~R,
5| {1+ In - -1+ In -
. x+iy +R, ; x+iy+R,

(x+iy)? (x +iy)?

(48) werten wir mit der Komplexrechenplatte aus (s. Abschn. c). Abb. 25 zeigt
die 6H und 5Z Anomalie iiber einer Mulde fiir die Inklination i = 66°.

Der unendliche schmale Spalt

Ein weiteres Beispiel stellt die Herleitung der 5T Formel fir den unendli-
chen schmalen Spalt dar, die v. Baranov in [1] durchgefiihrt hat. Er erhilt
in unseren Bezeichnungen (s. Abb. 26)

(49) 8T=2(Mx+iﬂly)‘—b.$.e':(a_2”)

r~e‘

(50) 8T =2 (Mx +iMy) % i . eTE2T _ 9 (Mx+iMy) —’z)— et
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£ gz
M2

18

rZ4
w

K4

Abb. 25: 8H - und 6 Z - Anomalie iiber einer Mulde

Wie v. Baranov gezeigt hat, sind
die Kurven § Z = const. (damit auch .
6 H = const.)Kreise, deren Scheitel sich /w L P{l, ’y)
im Ursprung berithren. Das Diagramm xb
hat also das Aussehen eines Dipolfeldes 6\.
[1].
AvY
\
*,‘ \
Yo" 1Yo
Abb, 26

c) Rechnerisches Auswerteverfahren mit Hilfe komplexer Zahlen

Neben der leichteren formelmiBigen Berechnung von 57 = OH —i8Z fir
bestimmte Stdrkérper im Komplexen hat diese Darstellung den Vorteil, daB sie
sich direkt mit Hilfe einer "Komplexrechenplatte” [9] auswerten 148t. Die
Komplexrechenplatte entspricht dem Rechenschieber im Reellen und erlauot die
Multiplikation, Division usw. komplexer Zahlen. Man setzt in die gegebenen
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Formeln die Werte des Modellkorpers, seine Magnetisierung, Michtigkeit, sein
Einfallen usw., und die Koordinaten des Aufpunktes ein, rechnet mit der Kom-
plexrechenplatte und erhilt als Real- und Imaginirteil, die sich direkt ablesen
lassen, 6H und —6Z. Daneben gewinnt man auch unmittelbar durch Ablesung
Betrag und Argument von 5T, also auch die Gesamtstorfeldstirke & T. Dies ist
wichtig, da bei modernen magnetischen Messungen mit Hilfe von Protonen-
Prizessions-Magnetometern sowie bei Airborn-Untersuchungen 6T gemessen
wird (der Betrag), man also mit den abgeleiteten Formeln und der Komplex-
rechenplatte leicht Modelle rechnen kann.

Fiir einfache Korper, wie z.B. Stufe und Spalt, lassen sich die Stérkurven
von 8Z und 8H schnell aus den oben erwdhnten Diagrammen ableiten, kom-
pliziertere Korper kann man beliebig gut durch Poligone annihern. Die Anwen-
dung der Diagramme wird dann jedoch sehr umstindlich. In diesem Fall 148t
sich ein rechnerisches Verfahren angeben, das auf der Anwendung der Komplex-
rechenplatte beruht. Es soll im Folgenden abgeleitet werden.

Eine Vorbetrachtung soll den Einflu der Neigung der Oberkante eines Spaltes
auf die Formel (16 a) behandeln.

. o5H
iy' |,
o vly
’I
Abb, 27b
Abb., 27a

Abb. 27 zeigt einen Stoérkorper, dessen Oberkante gegen die Horizontale, die
x - Richtung, den Winkel B hat. Die Anomalie 5-1_" =8H'-i8Z’

im 'System ist gegeben durch (16 a)’
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(16 a)" 57"=—sina-em-2(Mx’+iMy')-ln

Gefragt ist nach 6T im x,y System mit den Komponenten (Real- und
Imaginirteii) §H und 6Z. Wir erhalten sie, indem wir das 'System um den
Winkel -8 in das «x,y System transformieren oder, was dasselbe bedeutet,
3T um den Winkel +f im ’System drehen (Abb. 27a). Da in unseren For-
meln 8T statt 4T’ steht, betrachten wir o T’ im x,,y, System (Abb. 27b).
Dies entspricht 8T im x, ¥y System. Gefragt ist dann nach den Komponenten
von 8T'im x,,y, System. Wir erhalten sie durch eine Drehung des 'Systems
um + 3 oder eine Drehung von 6 T’, im 'Strichsystem um - . Die Transfor-
mationsgleichung im Komplexen geschrieben lautet daher

(51) 3T =57 .- '8

Setzen wir (16a)’ in (51) ein, so erhalten wir als Ergebnis

(52) iy
PR . 3 72'8
0T =8H —i0Z = —sina '@ B 2 (Mx'+iMy’) In 5
’l e 1
(53) P
——isina-e Boom viMy )l 20
t(pl
rl~e

(man beachte (p," — ¢,") = (g — D))

Abb. 28
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Wir fragen nach der Formel fir 6T eines durch Poligone begrenzten endli-
chen oder unendlichen Kérpers. Die Aufstellung der Formel soll an Abb. 28 er -
ldutert werden.

Fiir den eingezeichneten Stérkdrper erhalten wir

ST ==2i (M +iM,)|sina, - " F. 2 =

i i)
3 —-il8 roee 3
r, e e 12
(59 n 3 +sinag e 3. A
i¢2 ‘963
r2- e 73 - e
—if, ip, )
Setzen wir sina, - e F'=f,r e ’=z.,(/=l,2---)'sokénnenwir
j it j

auch schreiben

(59)

) *3 4
6T =—2i(M_L+iM“ ) fl-ln'z—l—+ fz-ln—z-z—-+f3-ln-z—3—'

(56)
==2i My +iM ) [=f iz +(fy=f) I zy+(fy=f3) Inz3+fyInz,]
G ~f (fi=f)  (,=fy) f
=—2i(M_L+iM“)[ln z, L, 221 2. 232 80, 243]
(56) und (57) kénnen wir in folgender Weise verallgemeinern
(58) n
BT =—2i (My+iMy) D (f_\~f)-lz  (mit fo=0,f, =0
ji=1
(59) n
. . (f,'—l"f," .
=—21(ML+tﬂlu)-ln ” Z; (mit f0=0,[n=0)
j=1

(58) oder (59) stellen die Grundlage fiir die Berechnung der ST Anomalie
von Storkorpern dar, deren Begrenzung durch Poligone gegeben ist und die bis
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nach «~ reichen — in diesem Falle miissen die beiden duBersten, nach o rei-
chenden Poligonlingen parallel sein — oder endlich sein mégen (geschlossener
Poligonzug). Die Auswertung geschieht mit der Komplexrechenplatte, die 5T
nach Betrag und Richtung, 3H und 6Z liefert.

Anm. Die Anwendungsmdglichkeit der komplexen Zahlen zur Berechnung
der magnetischen Stérkurven zweidimensionaler Korper 148t sich sinngema8 er-
weitern auf die Herleitung von Gravimeter- und Drehwaageformeln.

VIL. Die Ausbildung der magnetischen Anomalie iiber den
Ecken der Storkérper

1. Versuch zur Ldsung der Aufgabe mit Hilfe der konfor-
men Abbildung

Die in VI angegebenen Formeln -zur Berechnung von Modellkurven setzen
zweidimensionale, homogen magnetisierte Korper voraus. Die erste Vorausset-
zung stellt keine wesentliche Einschrinkung dar. Es schien aber angebracht, der
Frage derMagnetisierung nachzugehen. AnlaB dazu waren vor allem ausgeprigte
Maxima und Minima in den theoretischen Kurven iiber den Ecken der Modell-
korper, die in der Natur nur selten beobachtet werden. Nun ist in den Ecken die
Magnetisierung sicher nicht homogen, und es wire von Interesse, die Magneti-
sierung zu berechnen, die eine Ecke in einem homogenenFeld erfihrt und abzu-
schitzen, fiir welche Suszeptibilitdten der Fehler merklich wird, der durch die
Annahme einer homogenen Magnetisierung entsteht.

Da wir weiterhin zweidimensionale Korper betrachten wollen, liegt es nahe,
das Problem mit Hilfe der konformen Abbildung anzufassen. Die Anwendung
dieser Methode hat in der Strémungslehre zu guten Ergebnissen gefithrt. Sie ist
auch zur Lésung elektrischer Aufgaben verwendet worden [7].

Grundlage fiir die Anwendung der Funktionentheorie zur
Ldésung potentialtheoretischer Aufgaben ist die Tatsache,
daB Real- und Imaginirteil einer jeden analytischen Funk-
tion Potentialfunktionen sind, d.h. die Laplace’'sche Dif-

2 2
ferentialgleichung A¢=-a—(2é-+-%—fé—=0 im Zweidimensio-
x Y
nalen erfillen.

Die Vereinfachung, die die Funktionentheorie bei der Lsung von Potential-
aufgaben bringt, liegt darin, daB sie es oft erlaubt, die gegebene Aufgabe auf
einen einfacheren Fall zu transformieren.
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Gegeben sei je ein einfachzusammenhingender Bereich in der z Ebene (Bz)
und in der w Ebene (Bw), sowie eine analytische Funktion z = g(w) (Umkehr-
funktion: w = h(z)), die in Bw regulir und in Bw und auf dem Rand stetig
ist und die Bw schlicht auf Bz und den Rand von Bw eindeutig und stetig auf
den Rand von Bz abbildet. Die Losung einer gegebenen Randwertaufgabe in der
Bz Ebene soll dargestellt werden durch eine Funktion u (x, y), die der Realteil
der analytischen Funktion f (z) ist. Nach der Gruppeneigenschaft der analyti-
schen Funktionen ist nun F(w) = f (g(w)) eine in Bw regulire analytische
Funktion. Deren Realteil U(w) = R f(g(w)) ist eine in Bw reguldre Potential-
funktion, die auf dem Rand des Bereiches Werte hat, die sich aus den Randwer-
werten von u (x, y) durch die Abbildung von Bz auf Bw ergeben. Es ist so die
Randwertaufgabe fiir den Bereich Bz auf die fiir Bw zuriickgefiihrt (4).

Als Bereich Bw nimmt man oft einen Kreis. Existiert fir einen gegebenen
Bereich eine Abbildungsfunktion mit obigen Eigenschaften, die den Bereich auf
einen Kreis abbildet, — was sehr hiufig der Fall ist — so ist die Randwertaufgabe
auf die des Kreises zuriickgefiihrt. Sie kann dann nach bekannten Verfahren,
z.B. durch das Poissonsche Integral geldst werden.

Diese Ausfithrungen stellen auch die Grundlage dar fiir die Berechnung der
Fortsetzung des Feldes mit Hilfe der Funktionentheorie.

Die in unserem Fall vorliegende Randwertaufgabe ist folgende: Gegeben ist
ein induzierendes Feld, gefragt nach dem Potential ¢, und ¢; im AuBeren und
Inneren des Teilbereiches der Permeabilitdr u. Fir ¢  und ¢, musb gelten

auBen Ap, =0 p=1
innen Ap, =0

d. b
auf dem Rande K 0n = on (n : Normalenrichtung)

¢i = ¢a
Die Induktionsaufgabe ist geldst fiir die Induktion einer Linienladung p an
dem Halbraum der Permeabilitdt 4 (s. Abb. 29). Die Losung lautet:

(60) ¢y==2plhr —2p Inr,
(61) ¢i ==2p”Inr,
’ I - ”” 2
p' =p+—L

26 Ztschr, f. Geoph. 26
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Suchen wir die Losung fiir einen anderen (zylindrischen) Kérper, so bestim-
men wir die obige Funktion w = h(z), die seinen Querschnitt konform auf die
Halbebene abbildet. Das nach z = g(w) transformierte Potential in (60) und
(61) stellt dann die Losung der Randwertaufgabe dar. DaB diese Lésung eindeutig
ist und damit die aus dem Potential abzuleitende Feldverteilung im Experiment
wirklich eintreten wiirde, 148t sich leicht unter Anwendung des Greenschen
Satzes zeigen.

Als Beispiel betrachten wir den Kreiszylinder der Permeabilitit 4 im Feld
von zwei Ladungen p* und p~ (s. Abb. 30).

d 1/D¢
2 % :
% < T
n

Abb. 30

Abb. 31
i~z L 1+iz
T—iz  ~‘'T<=iz’
lichen Eigenschaften ertiillt, wird das Innere des Einheitskreises in die untere
Halbebene iiberfithrt. Dabei geht der Kreisumfang in die reelle Achse iber, die
imagindre Achse der z Ebene wird zur imagindren Achse der w Ebene. Die
Quellpunktkoordinaten p* (0, d) und p~ (0, ~d) werden in der w Ebene wegen

Durch die lineare Abbildung w = — die die erforder-
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d+iz

(64) w=u+iv=—1l_‘.2,z=x+iy
2x
u= ——-e gx-a—-——-—
(65) x2+y2+2y+l

x2+z2—l
v =

66
(66) rylioy 4l
P — + d?- 1 d—1
zu p* (0, D7) und p~ (0, D7), wobei DT = 3 =TT
d*+2d+1 +
pm e di=1 _d+] . _ _ .
Z-o2d+1 d—1ralso D =DV = 1/D” ist. Beide Ladungen liegen in

203

der w Ebene auf der positiv imaginiren Achse. Die Lésung dieses Influenzprob-
lems erhalten wir, indem wir beide Ladungen an der reellen Achse als p*’ und
p~’ spiegeln und fiir dasPotential im AuBenraum (¢ ) und im Innenraum (¢;)

schreiben

b, =-2plnrl-—2p'lnr2+2plnr3+2p'lnr4

$; ==2p”Inr +2p” lnr,
rl=[(u—D)2+uz]l/2 r2=[(u+D)2+u2]l/2
r3=[(v—-l/D)2+u2]l/2 r4=[(v+l/l))2+ w22

a

P 9.
Aus den Randbedingungen ¢, = ¢; und —=% - #—‘rv’— folgt

1-
T+p P

P und p =

Wie unmittelbar einzusehen ist, erfiillen ¢a und ¢i die Laplacesche
Differentialgleichung im Zweidimensionalen. Nachdem damit das Randwert-
problem in der w Ebene geldst ist, erhalten wir die Ldsung in der z Ebene, in-
dem wir fiir 4 und v in den r,.(j =1,2...4) von ¢ und ¢, die Ausdriicke

(65) und (66) einsetzen:
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(67

2_ 172
(,ba=—2p In 2x

x+y -1 d-1

x+y +2y +1 x2+y2+2y+l

~-2p’ln
x+y +2y +1 x2+y2+2y+1

x+y—l d+1 |2 2x 2|2

+2p In

x+y +2y +1 x+y +2y +1

( )
( x? +y -1 d—1\2 2% 2|2
1

+

{ 2, .2 2
+2p’In ( = +v =1 +Z+: 22
x2 +y +2y+1 - x? +y +2y+1

(68) . 2iy?o d-1 %
b, ==2p"| | ——F —a 1) Y| =2
x°+y°+2y + 1 + / x +y +2y +1

2, 2
+2p”In *ry 1 -

x2+y2+2y+l

2 ‘Z 1/2

2x
x2 +y +2y+1

d+ 1
d-1

+

Wir priifen, wie sich das Potential in der Nihe der Quellpunkte p* und p~
verhalt, denn wir miissen verlangen, daB hier ¢, + —2p Inr geht, unter r den

Abstand vom Quellpunkt verstanden. Wir brauchen nur das erste oder dritte Glied
der rechten Seite von (67) zu betrachten, denn die anderen Glieder nihern sich
konstanten Ausdriicken, spielen daher fiir das Potential keine Rolle. Wir erhalten
im ersten Fall, wenn wir x = 0 setzen, den Grenziibergang also auf der imagi-
nidren Achse durchfiihren

. 1 d—-1 2y —2d
lim ¢ -» -2 InfL—s 2= 1) - _ —) e
yod 9 p (y+1 d+l) 2p In yd+y+d+1

Fihren wir y = d + € ein, so folgt,da der Nenner ebenfalls gegen einen kon-
stanten Wert geht,

lim ¢ - —2p ln € + const.,
€->0

was zu zeigen war. Entsprechend erhaltenwirfiiry » —d : ¢5, > + 2p In € + const.
Somit erfiillen (67) und (68) alle geforderten Bedingungen, stellen also die ge-
suchte Ldsung des Randwertproblems dar.
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Wir fragen noch nach derPotentialverteilung, die wir erhalten, wenn sich der
Kreiszylinder in einem homogenen Feld befindet. Das homogene Feld erzeugen
wir, indem wir die Ladungen p+ und p  in der z Ebene insUnendliche riicken,
sie aber gleichzeitig entsprechend verstirken. In der w Ebene riicken dann die
Ladungen gegen + 1. Ist d sehr groB (genauer: so groB, daB wir Glieder zwei-
ter Ordnung von 1/d vernachldssigen kénnen), so kénnen wir fiir pt=n=1-¢
fir D” = 1/D = 1+ € schreiben. Die Ausdriicke fiir das Poténtial lauten dann

(,b aop [v—~(1—()]2+u2 —p' I [v+l—(]2+u2
(69) @ [v-0+e)]2+4? [v+1+el?+u?
[v-(l—()]2+"2
(70) . »—p”In
P P —+ol?+4?
(69) konnen wir umformen:
14+ 2¢(v—-1) - 2¢(v+1)
b >-plh (v—l)2+u2+62_ " In (v+Dr+u?+e?
R N TICE) R X CX )

2 2

‘ (v+1D2+u4e

(v=D*+u”+e¢
Entwickeln wir diesen Ausdruck in eine Reihe, so ergibt sich unter Vernach-
ldssigung hoherer Glieder

2¢(v-1) , 2€¢(v+1)
(}Sa—»-—pQ 3 2 2+... +p’2 2 3
(v—-1D“+u”+¢ (v+1D*+u®+e¢

2

Der Grenzwert dieses Ausdruckes fir ¢ > 0, p » o, 2¢p » m (m magneti-
sches Moment) ist

. -1 1 —pu v+ 1
lim ¢ =-2m Y + 2m L. s
(M ;::30 : (v-124+42 T (pan?ea?
2€p->m

also das Potential zweier Dipollinien vom Moment - 2m und 2m -:—:—ﬁ—, die

sich auf der imaginidren Achse in v = 1 bzw. v = -~ 1 befinden. Um die Ver-
hiltnisse in der z Ebene zu erhalten, transformieren wir (71) nach (65) und (66).
Das erste Glied der rechten Seite von (71), das das Potential des induzierenden
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Feldes darstellt, wird dabei zu ¢, = my + const., d.h. dasFeld H = —%—;ﬁ =

= —m hat den Betrag m und ist antiparallel zur y-Achse (von + « nach - o)
gerichtet.

Fiir das zweite Glied von (71) folgt als Wirkung des Kreiszylinders

l—p y
¢,,2 =m + const.

1+p x2+y

Das Potential eines Kreiszylinders der Permeabilitdt ¢ in einem homogenen
Feld ist demnach gleich dem einer Dipollinie vom Moment m -{—:% in seinem

Mittelpunkt.

Wir fragen noch nach dem Potential ¢, im Innenraum. Die Entwicklung
geht analog zu der des ersten Ausdruckes der rechten Seite von (71). An die

Stelle von p tritt p’’ und damit im Ergebnis an die Stelle von m :m i‘:‘r.
T = - : i
d.h d’i m T+x + const. Fiir das Feld im Innern H, 3y erhalten wir
_ 2m
Hy=-77% w’

Wir interessieren uns speziell fiir die Magnetisierung von Ecken. Daher mits-
sen wir eine Abbildung suchen, die eine Ecke auf einen Korper abzubilden ge-

stattet, fiir den das Randwertproblem geldst ist, z.B. den Halbraum oder den
Kreiszylinder.

ti v @

u
:;%@1“'1‘1" TTITTTL T ee

Abb, 32

Es liegt nahe, die Abbildung w = 1" zu versuchen, die die Fliche vom

Offnungswinkel nm auf die obere Halbfliche abbildet. (s. Abb. 32). Durch die-
se Abbildung geht aber die Fliche vom Offnungswinkel (2 —n)7 nicht in die
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untere Halbebene fiber, sondern zu ihrer Abbildung miissen wir eine zweite
Riemannsche Fliche hinzunehmen, was physikalisch keinen Sinn hat. Wir
konnen versuchen, innere und 3juBere Fliche fiir sich auf die untere und obere

Halbfliche durch
R PP
w=z2"".¢ 2=n (innere Fliche auf untere Halbfliche)

w= 2" (4uBere Fliche auf obere Halbfliche)

abzubilden. Es sind dann aber die Randbedingungen nicht mehr erfiillt. Durch
eine Streckung konnen wir diesen nachkommen. Da diese Transformation eine

Potenz von r = \/:uz§ +y? enthilt, ist sie jedoch keine analytische Funktion und
darf nicht verwendet werden.

A"y @ 1’Vv @
>

i “

Abb. 33

N

. . —-l;‘;z (z+ia) )

Wir kdnnten weiter an die Abbildung w = —e denken, die den
senkrechten unendlichen Spalt auf den Einheitskreis abbildet (s. Abb. 33). Je-
doch ist die Umkehrfunktion unendlich vieldeutig, so daB wir zu keiner Darstel-
lung der Lésung im Innen- und AuBenraum kommen kénnen. Weiter wird der
Rand des Spaltes nicht auf den Rand des Kreises abgebildet, so daB die Abbil-
dungsfunktion nicht die verlangten Eigenschaften besitzt.

Eine weitere Moglichkeit stellt die Schwarz-Christoffelsche Formel
dar, die das AuBere oder Innere eines Poligons auf die Halbebene abbildet. Da
hierbei jedoch nur das AuBere oder Innere des Poligons auf die Halbebene abge-
bildet wird und bei einer Abbildung von beiden auf die obere und untere Halb-
ebene die Randpunkte des Poligons in der w Ebene nicht zusammenfallen, sind
die Randbedingungen nicht erfiillt, und die Abbildung scheidet zur Losung unseres
Problems aus.
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Wir miissen eine eineindeutige Abbildungsfunktion suchen, die die volle :
Ebene auf die volle w Ebene abbildet und dabei unser Randwertproblem in ein
leicht zu behandelndes transformiert. Als Funktion 148t sich hierfiir nur die 1i-

neare Abbildung verwenden. Als einfachste zu behandelnde Aufgabe 148t sich
das Randwertproblem der Viertelebene auf das des Halbkreises transformieren,
alle anderen fiir uns interessanten Formen wie Stufe, Spalt usw. filhren auf kom-
pliziertere Gebilde. Es 148t sich jedoch auch die Randwertaufgabe fiir die Vier-
telebene einfacher direkt ausfithren als iiber die Abbildung auf den Halbkreis.
Somit gibt die konforme Abbildung keine Vereinfachung fiir die Losung unseres
Problems.

2. Die spezielle Losung der Influenzaufgabe am Viertel-
raum nach der Methode der Bilder

Wir betrachten noch die Losung des Randwertproblems fiir den Viertelraum,
wie wir sie direkt nach der Methode der Bilder durchfithren kénnen (s. Abb. 34).

uet

Abb. 34

A sei der Aufpunkt. In p (d,g) befinde sich die Ladung p,. Der 4. Qua-
drant werde von einem Medium der Permeabilitit 4 eingenommen. Gefragt ist
nach der Losung des Influenzproblems. Wir spiegeln die Ladung p, an der x-
und y - Achse, erhalten also insgesamt vier Ladungen in py (d,g), py(~d,g),
Py (d,-g) und Py (-d, —g) und machen fiir das Potential im Aufenraum qsa
und im Innenraum ¢i den allgemeinen Ansatz

(72) (,6a=—2(pllnrl+p2lnr2+p3lnr3+p4lur4)
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(73) ¢i=~2(p1’lnrl+p2']nr2+p3’lnr3+pilnr4)

Aus den Randbedingungen

¢a=¢i a) fur y =0 x>0 dh. r =rgry=1,

1.
b) fir x =0 y <0 d.h. Ty =Tgerg =T,
0%, _ 9% =0 >0
2. a) dy Fdy Y= x
b) I, dp,
dx = Moz x=0 y<?O

und der Bedingung pg = 0 folgt:

_ . — _I_E . ’» _ . ' _ y 2
Py = Pyi Py =P3 = 1+uP1'P2"0'P1‘p4” T+p P1

Die Ausdriicke (72) und (73) fiir ¢a und ¢, lauten also

1 - 1 -
(74) b, =-—2(p1 ]nrl+l—+-l%p1 lnr2+T+—ﬁ-—pl Inry+p, ]nr4)

2 2
(75) ®; —2(l+#pllnrl+l+#pllnr4)

In Worte gefaBt besagt das Ergebnis: unter dem EinfluB des von den drei La-
dungen p, (d,g), Py (-d,g) und p, (-d,-g) erzeugten Feldes verhilt sich
das Medium der Permeabilitdt p so, als wire im Punkte p (d,-g) eine Ladung

1-
pg = TTZ—PI vorhanden.

Der Ausdruck

Bing =—2(pylnr +pylnry+p Inry)

(76)
—2(p;lnry -ry+py Inry)

stellt das Potential des induzierenden Feldes, der Ausdruck
1 Pan =~ 2Py lnrg

27 Ztschr, f. Geoph. 26
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das Potential des riickwirkenden Feldes, sozusagen die Anomalie, im AuBenraum
dar.

Uns interessieren die Verhiltnisse in der N#he der Ecke, also fiir x = 0,
y = 0. Bringen wir die Ladungen in eine gréBere Entfernung, so wird das erste
Glied der rechten Seite von (76) hier angenihert konstant, da das Produkt r, -r,
in einem groBeren Bereich konstant ist. Wir konnen also schreiben ¢, . =
= 2p, lnr,. In der Nahe der Ecke ist dieses das Potential eines homogenen Fel-
des, wie wir es wiinschen. Das Potential des riickwirkenden Feldes ist Don =
-2p, In Tgs das in der Nihe der Ecke auch homogen und dem induzierenden
entgegengesetzt gleich ist. Das Resultat zeigt, daB der eingeschlagene Weg nicht
zum gewiinschten Ziel fiihrt. Dieses wird noch deutlicher, wenn wir die Poten-
tiale ¢, und ¢, betrachten, die beide in der Nihe der Ecke konstant werden.
Die Felder im Innen- und AuBenraum sind hier also gleich Null. Das Ergebnis
liegt darin begriindet, daB fiir die Ausbildung des Feldes in der Nihe der Ecke
nicht nur diese und das hier wirkende induzierende Feld maBgebend sind, son-
dern der iibrige Korper mitbetrachtet werden muB. Dieser befindet sich aber
nicht in einem homogenen Feld, damit liefert dieser Weg nicht die Magneti-
sierung einer Ecke in einem homogenen Feld, sondern die des Viertelraumes in
dem durch drei Linienladungen von entsprechender Stirke und Lage verursachten
Feld.

3. Abschdtzung des Bereichs einer homogenen Magnetisie-
rung in einer Ecke

Da es uns in den vorangehenden Abschnitten weder durch konforme Abbildung
noch nach der Methode der Bilder gelang, die Magnetisierung, die durch ein
homogenes Feld in einer Ecke induziert wird oder das Feld im AuBenraum zu
berechnen, wollen wir uns hier mit der Abschitzung begniigen, wann die inho-
mogene Magnetisierung auf Grund des entmagnetisierenden Feldes merklich
wird, d.h. fiir die Auswertung zu beriicksichtigen ist. Die exakte Ldsung des
Problems ist zweckmiBig durch Modellversuche herbeizufithren, bei deren Aus-
wertung die Methoden der Funktionentheorie mit Vorteil angewandt werden
kénnten.

Zur mathematischen Formulierung gehen wir folgendermaBen vor: In der
positiven x- Richtung wirke das homogene magnetische Feld F 3), I dieses

3 Die x -Richtung des wirkenden Feldes, d.h. Inklination i = 0° (dem entspricht in der
Abschatzung i = 90°), wahlen wir, um die Rechnung zu vereinfachen. Dies bedeutet keine

Einschrankung gegentiber einem allgemeinen i, wie unmittelbar anschaulich aus dieser und
(1) folgt.
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bringen wir einen senkrechten unendlichen Spalt der Permeabilitdt p. Wir den-
ken uns in ihm zunichst das Feld F wirkend, das eine Magnetisierung Mx = x F
hervorruft, die parallel dem Feld gerichtet ist. Diese hat ihrerseits ein Feld zur
Folge, das sich dem primiren iiberlagert. Wir erhalten ein verdndertes induzie-
rendes Feld F', das nun induzierend wirkt usw.

wir konnten so durch Iteration zur schlieBlich eintretenden Magnetisierungs-
verteilung kommen. Es wird dies jedoch langwierig und schwierig, so daB wir
uns mit dem ersten Schritt begniigen wollen. Wir betrachten die homogene Mag-
netisierung des Spaltes und das entstehende Eigenfeld im AuBenraum, wofiir wir
die Berechnungsverfahren entwickelt haben. Fir die horizontale und vertikale
Eigenfeldkomponente erhalten wir nach VI. 2. b.

r
SH =—2Mx-p = —2kF +4; 8Z = 2Mx - In r'“’ -

N I

' y
|

= Einheit der Feldstiirke !
dyssere Feldstirke Fasl

Abb. 35: Brechung der Kraftlinien an der Oberfliche des
Storkorpers

In Abb. 35 ist die aus dem induzierenden Feld und aus dem Eigenfeld resul-
tierende Feldstdrke als Vektor in unmittelbarer Ndhe des Randes des Kdrpers dar-
gestellt. Die Suszeptibilitdt « wurde gleich 0,5 gesetzt. Das Feld wurde in den



212 W. Bosum

Innenraum nach den Randwertbedingungen — Stetigkeit der Normalkomponente
der Induktion und der Tangentialkomponente der Feldstirke — fortgesetzt. Wie
uns die Abbildung zeigt, ist fiir Storkdrper, deren Suszeptibilitit etwa gleich der
des Magnetits ist, die Magnetisierung in einem groBen Bereich, auf alle Fille in
den Ecken, nicht homogen. Sie wird es aber um so mehr sein, je kleiner die Sus-
zeptibilitat ist, je mehr also das induzierende Feld gegeniiber dem Eigenfeld in
Erscheinung tritt.

Wir miissen daher einen Zusammenhang suchen zwischen der Suszeptibilitit
und dem homogenen (oder inhomogenen) Bereich. Als MaB fiir die Homogenitit
der Richtung des Feldes konnen wir den Winkel a ansehen, den die resultierende
und die induzierende Feldstirke einschlieBen. Wir verlangen, daB er in unmit-
telbarer N4he des Korpers |a | < 2° bzw. |a| < 5° ist. Fiir ihn erhalten wir

5z 2F-/<lnr2/rl

")
B =T S T F(l-2x¢)

(78)

also die gesuchte Beziehung zwischen der Suszeptibilitdt und den Koordinaten
des homogenen (inhomogenen) Bereichs in der Form r,/r, . Die Aufldsung von
(78) nach « ergibt

tga

K = I‘2
2ln— + 2 (}5 ctga
51
Auf der Oberfliche des Spaltes ist ¢ = 7, an den Seiten ¢ < 0, so daf wir
fiir die Abschdtzung ¢ = 7 nehmen diirfen.

In Abb. 36 ist r,/r  +ry =71, /b (r; +r, auf der Oberfliche ist gleich b,
der Breite des Spaltes) als Funktion von k filr a = 2° und a = 5° aufgetragen.
Aus dieser Darstellung konnen wir entnehmen, welche Suszeptibilitit der Kérper
haben darf, damit er bis auf den auf die Breite des Stérkdrpers bezogenen Ab-
stand r)/r; +r, von der Ecke homogen mit dem FehlermaB a = 2° bzw.
a = 5° angesehen werden kann. Dieser restliche inhomogene Bereich muB so
Klein gewihlt werden, daB er keinen merklichen EinfluB auf das Feld hat.

Fir unsere Abschitzung miissen wir einen Wert fir seine Magnetisierung an-

4) Die Formel (78) ftr allgemeines i wiirde lauten (s. Anm, 3)
[ax2(@2+Unr,/r)?~(=¢p-cos 2i+Inr,/r «sin2i)D)]1/2
1+2k(=¢pcos 2i+In r2/r1 «sin 2i)

tga =
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r

Abb. 36: Darstellung von r___:'r_‘als Funktion der Suszeptibilitat « nach
1 2

= tg u
B 2Ilnry/r +2mtga

nehmen. Wir wihlen den Wert M = 1000 y, den die Diabase maximal erreichen
diirften, und errechnen den Radius des Kreiszylinders, dessen vierter Teil in
einem senkrechten Abstand von Im noch eine §Z - Anomalie von 20y hervor-
ruft. Dieser ergibt sich aus

1
6Z =2 1 --—2-'M (s. VI, 2, b)

r

zu R = 11,3 em. Die Breite des Stérkorpers b = r +r, nehmen wir zu 20 m,
50 m und 200 m an, so daB das Verhiltnis r,/r; +r, gleich ist

rytry = 20 m 50 m 200 m

P M =1000y : 0,00565 0,00226 0,000565
1 2

Fir Kleineres r, /r, +r, konnen wir den EinfluB des Feldes der Ecke auf das
Gesamtfeld vernachlissigen, fiir groBeres miiBten wir ihn je nach der erforderli-
chen Genauigkeit beriicksichtigen. Mit gerade diesem Wert gehen wir in die
graphische Darstellung der Abb. 36 und entnehmen fiir die maximal zulissige



214 W. Bosum

Suszeptibilitit, unter der Forderung, daB der Korper als homogen magnetisiert
angesehen werden kann, die folgenden Werte

,
———L—Jr ~— [ 0,00s65  0,00226 0,000565
1t 7o
a = 2° 300010 ° 2000-10~6
K
a =5° ~ 7000.10"° 5000 - 10~ 6

Fir Gesteine, deren Suszeptibilititen 2000 - 10~° bis 7000 . 10™¢ betra-
gen, konnen wir die Korper daher je nach der erforderlichen Genauigkeit als ho-
mogen magnetisiert hinsichtlich der Richtung des Feldes betrachten. Dasselbe
gilt, wie eine kurze Abschitzung liefert (Stetigkeit der Normalkomponente der
Induktion), fiir den Betrag. Die uns hier vornehmlich interessierenden Diabase
besitzen, wie die Labormessungen ergaben, maximal diese Magnetisierbarkei-
ten, so daB wir fiir die Berechnungen den EckeneinfluB vernachlissigen kdnnen
und fiir Gesteine mit konstanter Suszeptibilitit und Remanenz mit homogener
Magnetisierung rechnen diirfen.

4. EinfluB der Kantenabrundung auf die Form der Stdrkurve

Ausgang fiir die Betrachtung der Magnetisierungsverhiltnisse in einer Ecke
war die Erscheinung, daB die nach den theoretischen Kurven tiber den Ecken der
Storkdrper zu erwartenden ausgeprigten Maxima und Minima i. a. selten, hiufig
aber im Deckdiabas im Bereich von Stérungen beobachtet werden. Nachdem wir
gesehen haben, daB zu ihrer Erklirung eine inhomogene Magnetisierung der Ek-
ken bei den iibermessenen Diabasen ausscheidet, wollen wir priiffen, wie eine
Abschrigung der Ecken die theoretischen Kurven beeinfluBt.

In Abb. 11 sind die 8 Z- Anomalien dargestellt, die der unten in der Abbil-
dung gezeichnete Korper filr verschiedene Inklinationen hervorruft, wobei der
Kérper in der Folge der Kurven 1,2,3,4 in entsprechender Weise abgeschrigt
wird. Es wird eine homogene Magnetisierung angenommen. Eine merkliche An-
derung der Amplitude, sowie eine Verbreiterung und Verschiebung des Extre-
mums tritt dann auf, wenn das Glied des natfirlichen Logarithmus (s. (1)) die
8Z - Anomalie maBgebend bestimmt (i = 0°, i = 45°). Bestimmt die Win-
kelfunktion die Anomalie (i = 90°), so bleibt die Amplitude im wesentlichen
erhalten, nur erfolgt der Abfall der Werte langsamer.

Als Ergebnis konnen wir entnehmen, daB in den gemessenen Stdrkurven die
ausgeprigten Maxima und Minima selten beobachtet werden, weil die in der Na-
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tur vorliegenden Korper vor allem magmatischer Gesteine (Diabase) i. a. abge-
schridgte Ecken besitzen. Messen wir jedoch ausgeprigte Maxima und Minima,
so 148t dies Schliisse auf die Oberflichenbeschaffenheit zu. Wir diirfen anneh-
men, daB ebene Grenzflichen und scharfe Ecken vorliegen, die bei Diabasen
wahrscheinlich durch tektonische Vorginge bewirkt wurden, womit die Tatsache
zu erkliren wire, daB Stérungen im magnetischen Bild in Erscheinung treten
(s- IV. 4).

Zum SchluB der Arbeit mochte ich Herrn Prof. Dr. K. Jung fiir die
Anregung zu dieser Arbeit und ihre Unterstiitzung recht herzlich danken. Fur
viele Anregungen danken mdchte ich weiter Herrn Dr. A. Hahn und
Hermn Dr. H.-J. Lippert, die in zahlreichen Diskussionen die Entwicklung
der Arbeit forderten.

Dank sagen mdochte ich auch der Bundesanstalt fiir Bodenforschung, Hannover,
dem Hessischen Landesamt fiir Bodenforschung, Wiesbaden und den Hessischen
Berg- und Hittenwerken, Wetzlar, die die Arbeit im Rahmen eines geophysika-
lischen Forschungsprogramms unterstiitzten.
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