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VORWORT

Es ist unmittelbar einsichtig, daff die Gesamtkosten des Verkehrs — also die
Summe von Bau-, Instandhaltungs- und Verkehrsbetriebskosten — von der
Gestalt des betreffenden Verkehrsnetzes abhingen. Jedoch ist beispielsweise die
Feststellung, dafl ein weitmaschiges Netz relativ billig zu bauen ist, dem Ver-
kehr aber eventuell grofle Umwege und damit relativ hohe Betriebskosten
zumutet, viel zu unscharf, als dafl sich die Angewandte Verkehrsgeographie mit
ihr begniigen diirfte.

Es ist das Ziel dieser Arbeit, aus gegebenen quantitativen Voraussetzungen
wie Verkehrsspannung, kilometrische Bau- bzw. Betriebskosten u. a., diejenige
Netzgestalt abzuleiten, die vom Gesichtspunkt der Gesamtkostenrechnung her
ein optimales Ergebnis liefert.

Die bisherigen Publikationen auf dem Gebiet der Verkehrsgeographie gehen
fast immer von einer Gliederung des Verkehrs nach Verkehrsarten, -mitteln
und -medien aus, um diese dann einzeln abzuhandeln. Eine der wesentlichen
Konzeptionen der vorliegenden Arbeit besteht darin, daf} sie nur Aussagen iiber
die Verkehrserscheinungen schlechthin macht und die verschiedenen Verkehrs-
typen immer nur beispielhaft einblendet.

Die Arbeit geht in hohem Mafle abstrahierend und deduktiv vor. Im Bereich
der Verkehrsgeographie hat sich fiir Studien dieser Art noch keine kontinuier-
liche Tradition entwickelt, die ihren Platz im Gesamtgebiet der Wissenschaft
eingeordnet und fixiert hitte. Deshalb wurde den eigentlichen Untersuchungen
eine ausfiihrliche Erdrterung iiber Abgrenzung, Methode und Ziel der Arbeit
vorangestellt, die iiber den iiblichen Rahmen hinausgeht.

Die mathematischen Ausfiihrungen sind nicht Selbstzweck, sondern ange-
wandter Natur. Sie verzichten deshalb bisweilen auf Vollstindigkeit. So werden
etwa Aussagen, die sich aus der Art des Problems als evident ergeben, nicht
bewiesen, Konsequenzen, die fiir das Resultat hinsichtlich seiner geographischen
Relevanz uninteressant sind, werden nicht erdrtert.

Die Arbeit enthilt aus Griinden der besseren Lesbarkeit Wiederholungen.
Aus dem gleichen Grunde wurde der Losung relativ komplexer Probleme die
Losung von einfachen vorangestellt, und zwar auch dann, wenn sich diese wie
etwa im 5. Kapitel nachtriglich als Spezialfille der ersteren herausstellen.

Da die Deduktionen, nachdem die Voraussetzungen einmal gegeben sind, rein
rational vorgenommen werden, sind die Resultate hauptsichlich fiir die Ange-
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wandte Geographie von Interesse. Zur Erklirung bestehender Phinomene
eignen sie sich nur sehr bedingt; Schliiter (1930, S.308) formuliert: ,Eine
rationale Deutung fiir sich schwebt in der Luft“; Hettner (1952, S. 142) schreibt
dazu: ,Das Verkehrsnetz alter Kulturlinder kann nur geschichtlich verstanden
werden. Nur in neuen Koloniallindern verdankt es seine Anlage bewufiterer
Uberlegung.©

Schwierigkeiten bereitete die Demonstration der Untersuchungsergebnisse an
praktischen Beispielen. Aus der Korrespondenz mit verschiedenen Verkehrs-
wissenschaftlern ergab sich, dal das dafiir erforderliche Zahlenmaterial gegen-
wirtig offenbar nicht zu beschaffen ist. Den Herren Dr. R. Hoffmann, Braun-
schweig, und P. Friedrich, Berlin, verdanke ich den Ratschlag, bei den Zahlen-
beispielen von typischen Durchschnittswerten auszugehen. Dieser Empfehlung
ist in den meisten der vorgelegten Beispiele entsprochen worden.

An dieser Stelle mochte ich meinem Doktorvater und Lehrer, Prof. Dr. Dr.
J- H. Schultze, meinen besonderen Dank fiir seine vielfiltige Unterstiitzung,
Forderung und Kritik abstatten.

Zu Dank verpflichtet bin ich ebenfalls Prof. W. L. Garrison, Northwestern
University, fiir seine grofiziigige Hilfe. Wertvolle Anregungen verdanke ich
Herrn P. Friedrich, Berlin, sowie Prof. N. A. Boukidis und Prof. D. Marble,
Northwestern University, Evanston/Il11./USA.

Manuskript abgeschlossen
im April 1965.
Christian Werner
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1. EINLEITUNG
11. Abgrenzung des Themas

Nur wenige Erscheinungen, die wir im Raum der Erdoberfliche antreffen,
sind statischer Natur, fast alle sind als Funktionen der Zeit verinderliche
Groflen. Thre Verinderung in der Zeit vollzieht sich in der Weise eines evolu-
tiondren Prozesses, der sich als Ortswechsel von Masse und Energie, also als
Bewegung im Raume ereignet.

Eine Bewegung wird — unter anderem — gekennzeichnet durch Ursache,
Objekt, Bahn und die Gesetze, denen sie gehorcht. Die Ursachen konnen, um
einem geographischen Gliederungsprinzip zu folgen, in solche der anorgani-
schen, der organischen und solche der geistbestimmten Welt eingeteilt werden.
An dieser Stelle soll eine zweifache drastische Einschrinkung des Diskussions-
gegenstandes vorgenommen werden: Wir wollen in der Folge nur noch solche
Bewegungen im Raum der Erdoberflache beriicksichtigen, die erstens relativ
grofirdumig sind!, und die zweitens hinsichtlich ithrer Ursache und der Gesetze
ihres Bahnverlaufes der geistbestimmten Welt angehdren.

Wir kommen damit zum Begriff des Verkehrs, dem hier die Definition von
Predshl (1958, S.9) zugrunde gelegt werden soll: Nach ihm umfafit Verkehr
den Transport von Personen, Giitern und Nachrichten in jeder Form, zu Wasser,
zu Lande und zur Luft.

Damit zihlen alle Bewegungsvorginge im Bereich des Mikrokosmos nicht
zum Verkehr, auch sind etwa die Zugstraflen barometrischer Minima oder die
Wanderungen von Heringsschwirmen oder vom Menschen unbeabsichtigt ver-
ursachte Bodenerosion keine Verkehrserscheinungen.

Die nichste thematische Einschrinkung betrifft den Verkehr, der entweder
Selbstzweck ist, wie z.B. bei sportlichen Ereignissen, oder von anderen als
Okonomischen Gesichtspunkten (z. B. isthetischen) diktiert wird. Genauer: Wir
klammern alle Verkehrserscheinungen aus, die mafigeblich von Faktoren beein-
fluflt werden, die sich auf Grund ihrer Natur inhaltlich wie formal den 6kono-
mischen Mafstiben oder Betrachtungsweisen entziehen. Es mufl hier jedoch

! Hettner (1952, S.5) spricht von ,einigermaflen groflem Abstand“; eine prizisere
Bezeichnung wire wohl unzweckmiflig.
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darauf aufmerksam gemacht werden, dafl das verhiltnismifig selten der Fall
ist. Beispielsweise konnen fast alle den Verkehr betreffenden politischen Ent-
scheidungen wie Volumenbegrenzung, Zwischenpunkte oder Sperrzonen als fest
gegebene Voraussetzungen in die Okonomischen Uberlegungen einbezogen
werden.

Andere irrationale oder nicht bestimmbare Faktoren wie etwa zukiinftige
Verkehrsentwicklung werden durch Schitzwerte — von freilich unterschiedlicher
Glite — reprisentiert.

Eine riumliche Begrenzung ergibt sich aus der folgenden zusitzlichen
Bedingung:

Wir betrachten nur solchen Verkehr, der beziiglich seiner Bahnen von der
dritten Dimension des Verkehrsraumes unbeeinflufit bleibt. Das bedeutet: Je
reliefempfindlicher der Verkehr ist, um so mehr miissen die Gebiete, in welchen
er sich bewegt, der idealen Ebene entsprechen, falls er Gegenstand unserer
Betrachtung sein soll. Im vierten und fiinften Kapitel wird auflerdem noch
gefordert, dafl der Verkehrsraum insgesamt homogen, seine Einflufnahme auf
den Verlauf der Verkehrsbahnen also unerheblich ist.

Schliefflich beschrinken wir uns auf jeweils ein Verkehrsmittel. Das macht bei
analytischer Betrachtungsweise keine Schwierigkeiten, weil sich in der Theorie
die je nach Verkehrsmittel unterschiedlichen Verkehrsformen aus ihrer faktischen
Verzahnung 16sen lassen, indem die Punkte, in welchen der Verkehr bei gleich-
bleibendem Verkehrsobjekt das Verkehrsmittel wechselt, als Ziel- beziehungs-
weise Ursprungspunkte von getrennten Verkehrsleistungen angenommen
werden.

Der im folgenden zu untersuchende Verkehr erfiillt also die unter (a) bis (c)
genannten Kriterien:

(a) Er ist okonomisch-quantitativer Betrachtungsweise zuginglich.

(b) Sein riumlicher Ablauf wird von der dritten (vertikalen) Dimension nicht
nennenswert beeinflufit.

(c) Er bewegt sich gegebenenfalls (Kapital 4 und 5) in einem homogenen
Verkehrsraum.

Riidischauend kommt man nicht umhin, festzustellen, dafl die einzelnen Ein-
schrinkungen zur sukzessiven Eingrenzung des Themas zum Teil von derart
schwerwiegender Natur sind, dafl eine prinzipielle Rechtfertigung erforderlich
erscheint. Dieselbe ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

12. Der zweidimensionale homogene Verkehrsraum

Von den mannigfachen Einschrinkungen, denen der Gegenstand der vor-
liegenden Arbeit unterworfen wird, ist die Voraussetzung des zweidimensio-
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nalen homogenen Raumes wohl die bedeutsamste. In der Tat erscheint sie auf
den ersten Blick so gravierend, dafl an ihrem Beispiel das Prinzip der Ein-
schrinkung tiberhaupt exemplifiziert und gerechtfertigt werden soll.

Die Kritik ist eine zweifache:

(1) Nahezu ideale Ebenheiten sind auf der festen Erdoberfliche sehr selten,
auflerdem sind auch sie wegen der Varianz der Bdden, der Vegetationsdecke
und des Gewissernetzes, um nur einige Faktoren zu benennen, durchaus in-
homogen.

(2) Da nach (1) die Voraussetzungen der Untersuchung unrealistisch sind,
sind es notwendig auch die Ergebnisse.

Die beiden Punkte der Kritik sollen getrennt beantwortet werden.

121. Einschrinkung in der Sache

(1) Fiir unser Thema sind alle Phinomene und ihre riumliche Varianz auf
der Erdoberfliche, die auf die Geometrie von Verkehrslinien keinen Einfluf}
haben, uninteressant. Deshalb bedeutet Homogenitit des Verkehrsraumes hier
nur Homogenitit beziiglich aller die Verkehrslinien beeinfluffenden Faktoren,
und in diesem Sinne werden erhebliche Teile der Erdoberfliche von homogenen
Riumen eingenommen. Allgemein wird in der Fachliteratur (u.a. E.Keller
1929, S. 349) eine direkte funktionale Abhingigkeit zwischen dem Mafl der
Inhomogenitit einerseits und dem Maf} der Abweichung der Verkehrslinie vom
geometrisch idealen Verlauf — fiir gewdhnlich die gerade Linienfilhrung —
andererseits angenommen. Wenn Inhomogenititen des Verkehrsraumes die Ver-
kehrslinien zu Abweichungen von der geraden Strecke veranlassen, so spricht
man von Umwegen. Je grofler der Umweg, um so grofler die ihn bedingende
Inhomogenitit. Ein Mafl fiir den Umweg ergibt der Vergleich der ,Luftlinien-
entfernung® zweier durch einen Verkehrsweg verbundener Verkehrsquellen mit
der tatsichlichen Linge des Weges. Nimmt man letztere als 100 %o und subtra-
hiert den entsprechenden Prozentsatz fiir die Luftlinienentfernung, so bleiben
als Rest jene Prozente der Gesamtstrecke, die durch Umwege verursacht werden.
Sie messen also den Einfluf} von inhomogenen Faktoren im Verkehrsraum zwi-
schen den beiden Verkehrsquellen. Anders formuliert: Jede Wegstrecke setzt
sich zusammen aus der Strecke, die zur Uberwindung des reinen Raumes erfor-
derlich ist (hier als Luftlinienentfernung bezeichnet), und einer Summe von
Strecken, die durch Umwege bedingt werden.

Fir zahlreiche Verkehrswege ist der Anteil an Umwegen nahezu oder gleich
Null. Dazu gehoren beispielsweise eine Vielzahl von Flug- und Schiffsverbin-
dungen, von Pipelines und von Energieleitungen (z. B. der Telegraphie), von
der drahtlosen Ubermittlung von Nachrichten einmal ganz abgesehen.
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Vollig zu Recht gilt die Linienfiihrung der Eisenbahnen als besonders emp-
findlich gegeniiber solchen Inhomogenititen des Raumes wie etwa Relief, Boden
und Gewissernetz, so dafl sich an ithr am ehesten die Voraussetzung des homo-
genen Raumes als unrealistisch erweisen miifite. Dazu ein Zitat von E. Keller
(1929, S. 623):

» Vergleichen wir die groflen (Eisenbahn-) Strecken (in Deutschland) unter-
einander, so fillt auf, daf die Flachlandstrecken nicht iiber 159 Umwege
aufweisen . . .“

Das bedeutet, daff im deutschen Flachland die Linienfithrung der Eisen-
bahnen zu 85 oder mehr Prozent von den geometrischen Gegebenheiten, nimlich
den Lagebeziehungen im ,idealen Raum* diktiert wird.

Es gibt aber noch eindrucksvollere Beispiele. Die Luftlinienentfernung zwi-
schen Berlin und Hannover betrigt 252 Kilometer, die Linge der Bahnlinie
iber Stendal 256 Kilometer, nur 1,5 %/ der Gesamtstrecke sind also durch Um-
wege bedingt, die restlichen 98,5 %/o werden von der rein geometrischen Situa-
tion verursacht. Die Strecke von Berlin nach Marienburg in Ostpreufien iiber
Kiistrin und Schneidemiihl mit einer realen Linge von 444 Bahnkilometern hat
auf den drei Abschnitten einen Luftlinienanteil von 93,19, 98,99 und
96,1 9%. Andere Beispiele sind: Autobahn Berlin—Niirnberg—Miinchen durch
Flach- und Mittelgebirgsland 92,2 %/o; die Bahnlinie Buenos Aires—Valparaiso
96,3 9/p — trotz der Anden!

Nicht nur einzelne giinstig gelegene Wege, sondern auch ganze Verkehrsnetze
werden bisweilen fast ausschliefilich von den geometrischen Lagebeziehungen
der Verkehrsquellen beherrscht. Figur 1.1 zeigt das Eisenbahnetz der 6stlichen
Groflen Walachei, einem jungen Aufschiittungsgebiet im siidlichen Karpaten-
vorland. Seine beiden einzigen Strecken, die iiber 209/ Umwege aufweisen,
sind die Verbindungen Briila-Barbosi im Nordosten und Urzizeni-Bukuresti
im Siidwesten. Erstere umgeht mit groflem Bogen ein Sumpfgebiet der Donau-
niederung, letztere fiihrt, die dic Stadt umschlieffende Ringlinie benutzend, weit
im Norden von Bukuresti am Stadtgebiet vorbei und schwenkt dann nach
Siiden ein, um sich mit den aus Norden, Nordwesten und Siidwesten kommen-
den Linien zu vereinigen und gemeinsam mit ihnen in Richtung Stidost dem
Hauptbahnhof zuzustreben. Die Prozentzahlen geben den jeweiligen Luft-
linienanteil an den einzelnen Bahnstrecken an.

Andere Beispiele fiir die formale Selbststindigkeit von Netzen im physisch-
geographischen Raum, wie sie in streng geometrischen Konfigurationen zum
Ausdruck kommt, sind: Die exakt rechteckigen Straflennetze im amerikanischen
Mittleren Westen / Die Entwisserungs- bzw. Bewisserungssysteme in den Nie-
derlanden oder im sudanesischen Baumwollanbaugebiet im Osten der Gezira /
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Fetesti

Figur 1.1

Vereinfachte Skizze des Eisenbahnnetzes zwischen Donau- und Karpatenbogen im
sidostlichen Ruminien. Die Prozentsitze entsprechen dem Anteil der ,Luftlinien-
entfernung® an der tatsichlichen Linge der einzelnen Netzglieder. Die geometrischen
Abstinde wurden topographischen Karten entnommen, die Zahlen der Eisenbahnkilo-
meter dem amtlichen ruminischen Fahrplan (Ciile Ferate Romfine / Bucuresti 1961).

Das Netz der Erdgas-Pipelines im siidlichen Louisiana / Das elektrische Ver-
bundnetz in Mitteleuropa nérdlich der Alpen / und so fort.

Wir benennen zusammenfassend als erstes Argument fiir eine Rechtfertigung
einer rein geometrisch-abstrakten Untersuchung von Verkehrslinien die Tat-
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sache, dafl ein beachtlicher Anteil aller Verkehrslinien auf der Erdoberfliche
wenig, fast oder gar keine durch Inhomogenitit des Verkehrsraumes bedingten
Umwege aufweist. In diesem Sinne ist die Voraussetzung des homogenen
Raumes nur eine quantitative Einschrinkung der Untersuchungsobjekte, nicht
aber ein Bruch mit den realen Gegebenheiten.

122. Einschriankung als Methode

(2) Von noch groflerer, nimlich methodischer Bedeutung ist ein zweites
Argument. Geographische Phinomene sind immer das Resultat eines komplexen
Wirkungsgefiiges. Die Vielfalt und Verzahnung der Krifte ist so grof}, daf} eine
analytische Zerlegung des Kriftespiels in die einzelnen Komponenten unmittel-
bar nicht gelingen kann. Deshalb empfiehlt es sich, einzelne Faktoren kiinstlich,
d. h. hier rein gedanklich, zu isolieren, um dann das derart simplifizierte Pro-
blem zu untersuchen. Der Verlust an Realitit ist ein doppelter: Einmal die Aus-
schaltung einer Reihe von Komponenten, zum anderen die Ausschaltung der
Interdependenz zwischen den in die Untersuchung einbezogenen und den von
thr ausgeklammerten Faktoren.

Der Gewinn dieser Methode ist ebenfalls ein doppelter: Mit Hilfe der
Isolierung lassen sich Aussagen iiber die einzelnen Krifte ,an sich® machen,
und es kann gelingen, durch gedankliche Synthese der nunmehr analysierten
Einzelfaktoren das urspriingliche Wirkungsgefiige in seiner Komplexitit wieder
herzustellen, womit gleichzeitig seine Struktur erkannt wird und damit das
gestellte Problem geldst ist.

Dazu ein anschauliches Beispiel aus der Experimentalphysik: Auf der Erd-
oberfliche wirkt die Kraft der Massenanziehung nie allein, sondern immer in
komplizierter Verkniipfung mit anderen Kriften. Trotzdem gelang es schon
Galilei, genau festzustellen, in welchem Mafle die Massenanziehung in Form
der Erdbeschleunigung am freien Fall beteiligt ist.

In diesem Sinne haben die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit Anteil an der
Erklirung oder Planung von Verkehrslinien, insofern sie ndmlich Aussagen
machen iiber die Struktur und den Einflufl einiger der mafigebenden Voraus-
setzungen wie geometrische Lagebeziehungen und 6konomische Bedingungen.
Das letzte Kapitel ist ein Beispiel dafiir, wie sich durch die Einbeziehung wei-
terer Faktoren — nimlich riumlicher Varianz der Béden — die gleichsam im
Laboratorium erzielten Ergebnisse schrittweise der Komplexitit und damit der
Realitit des Gesamtproblems anndhern lassen.
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13. Die Mathematik als Hilfswissenschaft in der Verkehrsgeographie

Sowohl in den Geisteswissenschaften wie besonders auch in den Naturwissen-
schaften gibt es zahlreiche Phinomene, deren formale Prinzipien mathematischer
Natur sind. Man bedient sich deshalb in solchen Fillen der Mathematik als
Hilfswissenschaft. Es ist dabei aus Griinden der Zustindigkeitsabgrenzung
wichtig festzustellen, dafl die Anwendung mathematischer Ergebnisse nicht
Gegenstand der Mathematik,sondern der jeweils betroffenen Einzelwissenschaft
ist, denn die Mathematik selbst beschiftigt sich nur mit der Erforschung for-
maler Prinzipien, nicht aber mit deren Erscheinungsweise an irgendwelchen
substanziellen Phinomenen.

Dieser Tatbestand ist auch fiir die Geographie bedeutsam, weil eine Vielfalt
ithrer Untersuchungsobjekte von mathematischen Prinzipien beherrscht wird. Als
Massenphinomene verhalten sie sich statistisch, gehoren sie der physisch-
geographischen Welt an, so gelten fiir sie die mathematisch formulierten Gesetze
der sogenannten exakten Naturwissenschaften. Wihrend der ,naiv“ gegebene
dreidimensionale Raum Gegenstand der Euklidischen Geometrie ist, beschiftigt
sich die Geographie mit Phinomenen und ihren riaumlichen Beziehungen, die
diesen Raum erfiillen. Die Frage, ob mathematische Prinzipien an der geogra-
phischen Erscheinungswelt konstituierend mitwirken, ist deshalb nicht Sache
personlicher Anschauung, sondern vielmehr von vornherein durch die Natur der
Erscheinungen positiv entschieden worden.

Dementsprechend gibt es im speziellen Falle der Verkehrsgeographie zahl-
reiche Phinomene, die mathematischen, insbesondere geometrischen Eigenschaf-
ten geniigen. Die Flug- und Schiffahrtslinien orientieren sich, soweit ihre Linien-
fihrung nicht von anderen Faktoren vorgeschrieben wird, an den Gesetzen der
Kugelgeometrie, die Verteilung von Wasser und Land, von Bevélkerung und
Bodenschitzen lifit sich wahlweise eindeutig charakterisieren durch Systeme von
Entfernungen, durch Winkelbezichungen oder durch die Positionen im Grad-
netz. Die Verkehrsquellen treten in punkt- oder flichenformiger Verteilung auf,
der Verkehr selbst verliuft entlang bestimmter Bahnen im Raum, diese wieder
stehen in Beziehung zu gegebenen Leitlinien wie etwa natiirlichen oder politi-
schen Grenzen.

Teils unabhingig von den geometrischen Bedingungen, teils in Wechsel-
wirkung mit ihnen gelten algebraische Eigenschaften und Beziehungen. So ist
jeder Verkehr eine Funktion der Zeit, der Verkehr wie auch die Objekte des
Verkehrs treten in bestimmten Mengen auf, solchen Mengen sind wieder gewisse
Energiequanten zugeordnet, die den Verkehrsvollzug bewirken; schlieflich
stehen die Systeme von Punkten, Entfernungen, Mengen, Funktionen in der
Verkehrsplanung unter dem iibergeordneten Prinzip der Optimalitit, sei es
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beziiglich des geringsten Widerstandes, der kiirzesten Entfernungen, der grofiten
Transportmengen, und so fort.

Alle diese Krifte wirken mit an dem komplexen Erscheinungsbild der —
bestehenden oder geplanten — verkehrsgeographischen Realitit. Freilich darf
nicht iibersehen werden, dafl sie nur in den seltensten Fillen das Wirkungs-
gefiige vollstindig beherrschen, fiir gewohnlich treten Komponenten an ihre
Seite, die weder mathematisch noch geographisch sind, so etwa Sicherheitsvor-
schriften oder dsthetische Gesichtspunkte.

Einige Beispiele, zum Teil aus der Fachliteratur, sollen demonstrieren, wie
sich die Massen verkehrsgeographischer Substanz mit mathematischen Prinzi-
pien, die hier nur unvollstindig und ungeordnet dargelegt wurden, in der
Realitit zu konkreten Problemen formen.

Das erste Beispiel sei etwas ausfiihrlicher geschildert. Nehmen wir an, daf}
zur Befriedigung einer bestehenden Verkehrsspannung eine transozeanische
Flugverbindung zwischen zwei Verkehrsquellen eingerichtet werden soll. Etwas
abseits von der Luftlinie liege auf halbem Wege eine Insel, die fiir Zwischen-
landungen gut geeignet wire. Eine Kostenrechnung mag zu der Entscheidung
fithren, dafl es sich lohnt, auf der Insel einen Landeplatz mit allem Zubehor
anzulegen und einen gewissen Umweg fiir die Flugroute in Kauf zu nehmen,
um andererseits den Vorteil groflerer Nutzlast pro Verkehrsmaschine wahr-
zunehmen, der sich daraus ergibt, dafl das Flugzeug durch zweimaliges Tanken
erheblich weniger Treibstoff mit sich fithren muff als im Falle des Non-stop-
Fluges.

Man sieht: Ursache und Wirkung sind geographische Erscheinungen, ver-
kniipft aber werden sie durch eine Kombination von geographischen und nicht-
geographischen Faktoren, deren quantitative Grofien durch mathematische Prin-
zipien verbunden sind. Allgemein formuliert: Zur Erkenntnis von Wirkungs-
gefiige und Interdependenz geographischer Erscheinungen bedient sich die
Geographie nach Bedarf, abhingig von der Natur des Problems, der Ergebnisse
der Nachbarwissenschaften, in diesem Fall der von der Mathematik aufgestell-
ten Rechengesetze. Dieser Satz mag trivial erscheinen, ist es jedoch nicht, wie ein
Riickblick auf die Geschichte der Verkehrsgeographie zeigen wird.

Weitere Beispiele:

Schon im antiken Griechenland beschiftigte man sich mit dem Problem,
welchen Weg ein Wanderer wihlen muff, der auf seiner Wanderung von einer
Siedlung zu einer anderen unterwegs einen in der Nihe fliefenden Bach zum
Wasserschopfen aufsuchen mochte, ohne dabei die Gesamtstrecke mehr als not-
wendig zu verlingern (Miehle 1958).
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Das sogenannte ,Traveling-Salesman-Problem*: Ein Geschiftsreisender will
eine Reihe von Stidten besuchen und anschlieffend zu seinem Wohnort zuriick-
kehren. Welches ist die kiirzeste Route?2

Zwei Ortschaften sollen durch eine Strafle verbunden werden, das zwischen
thnen gelegene ebene Gelinde hat sehr unterschiedliche Boden, entsprechend
schwanken die Baukosten pro Lingeneinheit. Welches ist die kostengiinstigste
Trasse?

Inwiefern sind diese Beispiele geographisch? Jedes ihrer Probleme zielt dar-
auf ab, eine Verkehrsroute festzulegen. Verwendet man nun die auf theoreti-

schem Wege gewonnenen Losungen in der Planung, so bedeutet das Gestaltung
der Kulturlandschaft.

14. Das Verkehrsnetz
141. Beschreibung

»Geometrie“ und , Verkehrsnetz“ sind die beiden Stichworte der vorliegen-
den Arbeit. Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten einiges iiber die Rolle
der Mathematik und speziell der Geometrie in der Verkehrsgeographie gesagt
wurde, soll nun das Phinomen des Verkehrsnetzes vorgestellt werden.

Die von dem Verkehr und fiir den Verkehrsvollzug geschaffenen Verkehrs-
netze zihlen zu den funktional wie physiognomisch markantesten Erscheinun-
gen der Kulturlandschaft. Der Grad ihrer Vielfalt und Differenzierung wird
erkennbar etwa aus der Tatsache, daff in einer Grofistadtlandschaft Mittel-
europas nahezu jedes Wohngebiude an die Netze fiir Elektrizitit, fiir Gas,
Wasser, Abwisser und Straflenverkehr angeschlossen ist. Nicht nur die Netze
als Leitungssysteme, sondern die verschiedensten Verkehrsarten selbst zeigen
den typischen Netzcharakter. Allein das Straflennetz trigt so verschiedenartige
netzformige Verkehrsstrome wie die Miillabfuhr, den Warenverkehr vom
Groflhandelslager iiber die Einzelhandelsgeschifte bis zum einzelnen Wohn-
gebidude, oder die Postzustellung. Das Hauptpostamt steht durch ein Netz von
Rohrpostleitungen mit Nebenpostimtern in Verbindung, diese bedienen mit
threm Zustelldienst die durch Straflen erschlossenen Wohngebiete. Andererseits
steht das Hauptpostamt wieder iiber Bahn-, Straflen- und/oder Rohrpostnetz in
Verbindung mit Bahnhof und Flughafen. Industriebetriebe haben eventuell
aufler an viele innerstidtische Netze noch zusitzlichen Anschlufl an Eisenbahn-,
Fernschreib- und Kanalnetz.

Eine Vielzahl von Umschlagspunkten dient der Kooperation verschiedener
Netze. Knotenpunkte, Kreuzungen und Gabelungen konzentrieren und ver-

2 Merrill M. Flood, 1956: The Traveling Salesman Problem (Operations Research,
Vol. 4, pp. 61—75).
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teilen die Verkehrsstrome in den einzelnen Netzen; es existiert kaum eine
Verkehrslinie, die nicht Teil eines Netzes wire.

Dies sind nur einige Andeutungen und ungegliederte Beispiele zu der aufler-
ordentlichen Bedeutung des Netzphinomens in der Stadtlandschaft. Thnen seien
Beispiele aus den agrarwirtschaftlich genutzten Gebieten gegeniibergestellt.

Jede ihrer kleinsten Flicheneinheiten ist verspannt in ein System von Netzen
und Verkehrsstromen. Uber ein Verteilersystem von Landstraflen und Feld-
wegen sind sie das Verkehrsziel von Arbeitskriften, von landwirtschaftlichen
Maschinen, von Diinger und Saatgut, jeder Quadratmeter bildet eine Verkehrs-
quelle, insofern seine Ernteprodukte abtransportiert werden miissen, eventuell
hat er Anschlufl an Bewdsserungs- oder Drainagesysteme, und so fort.

Fast alle der genannten Beispiele aus Stadtlandschaft und landlicher Flur
haben ihr Aquivalent in den iiberregionalen Verkehrssystemen; vor allem auf
sie beziehen sich die Untersuchungen dieser Arbeit.

Trotz ihrer kaum {iberschaubaren Vielfalt lassen sich hinter den aufgezihlten
Netzerscheinungen einige relativ einfache formale Prinzipien erkennen.

Ein Netz besteht aus mehreren (mehr als einer) Verkehrslinien, die Verkehrs-
quellen miteinander verbinden. Die Linien werden durch Knotenpunkte ver-
kniipft. Jede von thnen wird deshalb von genau zwei Punkten begrenzt, die
Verkehrsquellen und/oder Knotenpunkte sein konnen. Ein Knotenpunkt kann
fir die von ithm ausstrahlenden Verkehrslinien als Verkehrsquelle aufgefafit
werden. Wir wollen zwei Verkehrslinien benachbart nennen, wenn sie durch
eine Verkehrslinie verbunden sind und zwischen ihnen keine weiteren Ver-
kehrsquellen an der Linie liegen. Dann gilt: Das Verkehrsvolumen zwischen
benachbarten Verkehrsquellen ist konstant in dem Sinne, daf} jeder und nur der
in die (durch die beiden Punkte definierte) Verkehrslinie eintretende Verkehr
diese auch wieder verliflit. Von Sonderfillen abgesehen ist es ein konstituieren-
des Merkmal fiir Verkehrsnetze, dafl sie Verkehrsstrdme tragen, deren Objekte
zwischen Herkunfts- und Zielpunkt mehr als eine Verkehrslinie benutzen. Die
dafiir erforderliche Konzentration und Diffusion von Verkehrsstromen besorgen
die Knotenpunkte. Fiir die Bau- und Betriebskosten 14f3t sich schon jetzt ohne
Kalkulation feststellen, daf} sie, soweit sie von der Gesamtlinge der Verkehrs-
linien abhingen, bei deren Verinderung entgegengesetzte Tendenz aufweisen:
Wachsende Gesamtlinge des Netzes fithrt zu wachsenden Baukosten und fallen-
den Betriebskosten. Mit anderen Worten: Gesamtlinge eines Netzes und Ge-
samtlinge seiner Verkehrsbewegungen sind reziproke Groflen. (Reziprozitit
hier als logischer, nicht als mathematischer Begriff3.)

3 Die Mathematik versteht unter dem reziproken Wert B einer Grofle A deren Kehr-
wert (B = 1/A), wihrend der logische Begriff der Reziprozitit ganz allgemein ein
gegenliufiges Groflenverhiltnis meint (je grofler B, um so kleiner A). (Der Grofle
Brockhaus, 1956, 16. Aufl., Bd. 9, S. 708.)
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142. Beispiele von Netzproblemen

Die Beschreibung soll hier, da ihr nur beispielhafter Charakter zugedacht
wurde, abgebrochen werden; statt dessen wollen wir wiederum an Hand einiger
Beispiele demonstrieren, wie die beschreibende Erfassung unmittelbar die wis-
senschaftliche Fragestellung nach sich zieht. Etwa in den letzten zehn Jahren ist
vor allem in der amerikanischen Fachliteratur eine Flut von Verdffentlichungen
erschienen, die sich mit Netzproblemen beschiftigen. Daraus einige Beispiele:

Gegeben sei ein Verkehrsnetz und die Kapazititswerte der einzelnen Ver-
kehrslinien. Zwischen zwei im Verkehrsnetz liegenden Verkehrsquellen soll ein
moglichst grofler Verkehr durchgefithrt werden. Was ist sein maximales
Volumen??

Gegeben ein Netz und eine Anzahl in ihm liegender Verkehrsquellen A;
(1 =1,2,...), von denen aus gewisse Punkte B; (j = 1,2,3,...) mit einer
bestimmten Ware versorgt werden sollen (zum Beispiel die Versorgung von
Tankstellen von einigen Depots aus). Von welchen Punkten A; sollen welche
Punkte B; auf dem Wege iiber welche Netzlinien bedient werden3?

Eine Anzahl gegebener Verkehrsquellen soll miteinander durch ein Netz
minimaler Linge verbunden werden. Wieviel Linien und Knotenpunkte hat das
Netz, welches ist die Gestalt seines Grundrisses®?

Werden drei miteinander in Verkehrsspannung stehende Punkte konomischer
durch ein Netz der Gestalt J_ oder der Gestalt A bedient”?

Gegeben ein Spannungsfeld und ein Netz zur Befriedigung dieser Verkehrs-
spannungen. Falls das Netz erweitert werden soll: Welche Erweiterung wire
die wirtschaftlich sinnvollste®?

Gegeben eine Anzahl von Verkehrsquellen und ein sie verbindendes Netz.
Wie 148t sich die Giite der Verkehrslage eines Punktes im Netz definieren,
welches ist dementsprechend die Verkehrsquelle mit der giinstigsten Verkehrs-
lage®?

143. Definitionen

Um die Beschreibung des Netzphinomens und seiner Probleme fiir spitere
Untersuchungen begrifflich geniigend aufzubereiten, folgt eine Aufstellung von

¢ Fulkerson, D. R., and Dantzig, G.B., 1956: On the Max-Flow Min-Cut Theorem
of Networks. (Papers on Linear Inequalities and Related Systems = Nr. 38 der
Annals of Mathematical Studies.)

5 Orden, A., 1956: The Transshipment Problem (Management Science, Vol. 2,

pp. 227—285).

Miehle 1958.

Beckmann 1960.

Quandt 1960.

Garrison 1960.

© ® W >
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Definitionen, die bereits eingefithrte oder noch einzufiihrende Bezeichnungen
fixieren sollen. In Klammern sind synonyme Begriffe vermerkt.

VERKEHR: Transport von Personen, Giitern und Nachrichten in jeder Form,
zu Wasser, zu Lande und zur Luft (Predshl 1958, S. 9).

VERKEHRSSPANNUNG: Verkehrsbediirfnis zwischen zwei Punkten der
Erdoberflache. Ursprung, Volumen und Richtung kennzeichnen die Verkehrs-
spannung im Sinne der Analytischen Geometrie als Ortsvektor.

VERKEHRSSPANNUNGSFELD: Mehrere riumlich benachbarte Verkehrs-
spannungen.

VERKEHRSQUELLE (Quellpunkt): Ursprungs- oder Zielpunkt von Verkehr.
VERKEHRSQUELLGEBIET: Flichenhaftes Kontinuum von Verkehrsquellen.

QUELLSTARKE: Pro Zeiteinheit anfallendes Verkehrsvolumen einer Ver-
kehrsquelle oder -quellgebietes.

VERKEHRSLINIE (VERKEHRSWEG): Raumkurve einer (potentiellen)
Verkehrsbewegung.

VERKEHRSSTRECKE: Gradliniger Verkehrsweg zwischen zwei Punkten.

VERKEHRSSTRECKENZUG: Verkehrsweg, der sich aus einzelnen Verkehrs-
strecken zusammensetzt. Formal, d. h. mathematisch gesprochen, handelt es
sich also um einen Polygonzug.

GLIED (SEGMENT): Strecke in einem Streckenzug.

VERKEHRSPUNKT: Punkt eines Verkehrsweges, in welchem sich Volumen,
Zusammensetzung oder Richtung des Verkehrs dndert.

VERKEHRSGABEL: Genau drei in einem Punkt zusammenlaufende Wege.
Den Punkt selbst bezeichnen wir als GABELPUNKT.

VERKEHRSKNOTEN (KNOTENPUNKT): Ein Punkt, in welchem drei
oder mehr Verkehrswege zusammenlaufen.

VERKEHRSNETZ: Mehrere Verkehrswege, die durch Knotenpunkte ver-
kniipft sind.

NETZGLIED: Verkehrslinie eines Netzes, die durch zwei benachbarte Ver-
kehrspunkte begrenzt wird.
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Aus den Definitionen ergeben sich eine Reihe von Konsequenzen wie zum
Beispiel die, dafl jeder Gabelpunkt auch Knotenpunkt und jeder Knotenpunkt
auch Verkehrspunkt ist, die Umkehrung aber nicht gilt.

Weitere Bemerkungen zur Terminologie:

(1) Speziellere Begriffe werden spiter nach Bedarf in die Uberlegungen
eingefiihrt.

(2) Begriffe wie Punkt und Kurve sind als Generalisierungen zu verstehen
und damit abhingig vom Mafistab der Betrachtung. So kann je nach Maf3stab
eine Stadt als Quellpunkt, ihr Industriegelinde aber als Quellgebiet aufgefafit
werden.

(3) Bezeichnungen, die keinen Anlaff zu Mifiverstindnissen geben konnen,
werden nicht definiert.

(4) In der Folge werden alle Kurven durch approximierende Polygonziige
ersetzt. Im Falle eines Verkehrsweges ist jeder Eckpunkt des zugehérigen Poly-
gons Verkehrspunkt.
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2. DER VERKEHR ALS OKONOMISCHES PROBLEM

21. Verkehrsursache, Verkehrsspannung

Jedes menschliche Dasein vollzieht sich in einem ununterbrochenen geistigen
und materiellen Austausch mit seiner Umwelt. Sowohl der Kontakt des Men-
schen zu seiner sozialen, d. h. mitmenschlichen Umgebung als auch seine wirt-
schaftende Aktivitit zur Sicherung der materiellen Basis erfordern Uberwin-
dung des Raumes und erzeugen damit Verkehrsspannungen, weil die Verteilung
des Menschen iiber die Erde wie auch die natiirliche Ausstattung des ihn um-
gebenden Lebensraumes auf ihr duflerst unterschiedlich sind. Die Befriedigung
des notwendigen Existenzminimums, noch viel mehr aber das Streben nach
Befriedigung aller bestechenden oder erwachenden Bediirfnisse veranlafit den
Menschen, mit dem Hilfsmittel des Verkehrs Bedarf und Angebot im weitesten
Sinne zu riumlicher Kongruenz zu bringen. Die Entwicklung steuert auf eine
Situation zu, in welcher jeder Mensch an der Kultur- und Naturausstattung der
gesamten Erde direkt oder indirekt partizipieren wird.

Die notwendig raumliche Verteilung des Menschen auf der Erdoberfliche, die
raumlich vorgegebene und damit fest fixierte Lage zahlreicher Rohstoffquellen,
das Prinzip der Arbeitsteilung, die vielfiltigen Griinde fiir Standortgebunden-
heit bedingen es, daff die Ausschaltung des Verkehrs durch riumliche Vereini-
gung aller in Verkehrsspannung stehenden Verkehrsquellen unméoglich ist. Des-
halb ist Verkehrsspannung eine permanente Erscheinung auf der Erdoberfliche.
Zu ihrer heutigen Verbreitung entwickelte sie sich aus einer Unzahl von klein-
rdumigen Spannungsfeldern, die in der Friihzeit des Menschen zwischen Fami-
lien, Sippen und Stimmen und ihren sozialen und wirtschaftlichen Lebens-
riumen bestanden. Uber verschiedene Stufen wie primitiver Tauschhandel und
nationale Volkswirtschaften, Wanderungsbewegungen und politisch-kulturelle
Zusammenschliisse wuchsen sie zum heutigen weltweiten Spannungsfeld zusam-
men. Es ist eine der wichtigsten Konsequenzen dieses geschichtlichen Prozesses,
daf er zur Bildung industrieller Ballungsriume fiihrte, deren gewaltige Bevol-
kerungsagglomerationen wirtschaftlich nicht autark sind und damit die Perma-
nenz des Spannungsfeldes garantieren.
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22. Verkehrswiderstand, Arbeitsaufwand

Verkehrsspannung weist vom Wort her schon auf ihren Gegenpol, den Ver-
kehrswiderstand, hin. Rein formal ereignet sich Verkehr in dem Moment, wo
die Verkehrsspannung grofler als der ihr entgegenstehende Verkehrswiderstand
wird. Welche Groflenordnung dabei Kraft und Gegenkraft annehmen kénnen,
das zeigt sehr anschaulich die berithmte Uberquerung der Alpen durch Hannibal.

Die Uberwindung des Widerstandes erfordert einen Aufwand, der hier in
Anlehnung an Richthofen (1908, S. 207 ff.) kurz diskutiert werden soll. Nach
ihm vollzieht sich der Verkehr als Resultat einer Beforderungs-Arbeit, deren
Ausmaf} von den gegebenen inneren und dufleren Widerstinden im Verkehrs-
raum abhingig ist. Unter inneren Widerstinden versteht er Schwerkraft,
Reibung und Trigheitsmoment, unter dufleren die Widerstinde im Verkehrs-
raum wie etwa Vegetation, Gewisser, Oberflichenformen, aber auch kultur-
geographische Bedingungen wie zum Beispiel politische Schranken.

Die rdumliche Verteilung der Widerstinde bedingt, daff die vom Verkehr zu
tiberwindende Entfernung im allgemeinen nicht gleich dem Abstand von
Ursprungs- und Zielpunkt ist, sondern gleich der Linge jener gekriimmten
Raumkurve, entlang welcher sich der Verkehr faktisch vollzieht. Da der
Arbeitsaufwand entlang der Kurve bei heterogener Verteilung verschieden-
artiger Verkehrshindernisse im Verkehrsraum variiert, ist die erforderliche
Gesamtarbeit A gleich der Summe aller Produkte, deren Faktoren die Lingen
der einzelnen Wegteile l; und die ihnen entsprechenden Arbeitsaufwendungen
pro Lingeneinheit ¢’; sind:

A = Zc,-’ . li (2_1)

Die Grofle ¢’; 148t sich als Produkt aus Verkehrsvolumen f und den Beforde-
rungskosten k; pro Verkehrsvolumeneinheit und Weglingeneinheit auffassen:

A=2f'kll1:/2kglz (2—2)

Zwischenbemerkung: In der weiteren Diskussion betrachten wir nur solchen
Verkehr, der sich nicht als Selbstzweck versteht. Verkehr als Selbstzwedk tritt
bisweilen im Bereich von touristischen, sportlichen und religidsen Aktionen auf,
besitzt aber quantitativ am Gesamtverkehr nur geringen Anteil.

Ist Verkehr nicht Selbstzweck, so stellt er gleichsam ein notwendiges Ubel
dar, und daher riihrt das Bestreben, den fiir seinen Vollzug erforderlichen
Arbeitsaufwand moglichst niedrig zu halten. Die Reduktion der Aufwendungen
in Gleichung (2-2) erfordert, daff man Weglingen und/oder Arbeitsauf-
wand pro Verkehrsvolumen- und Lingeneinheit reduziert. Wir wollen in der
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Folge jeden Verkehrsaufwand mittels der durch ihn verursachten Unkosten
messen; darunter fallen beispielsweise Entschidigungszahlungen fiir militdri-
schen Schutz ebenso gut wie Unkosten fiir Treibstoff oder Verproviantierung.
Auflerdem nehmen wir an, daff die Uberwindung von Verkehrshindernissen nur
eine Kostenfrage ist. Formal ist eine solche Annahme durchaus gerechtfertigt,
wenn man uniiberwindlichen Hindernissen wie politischen Grenzen unendlich
hohe Kosten fiir ihre Uberwindung zuordnet.

Weglinge und Arbeitsaufwand sind in doppelter Weise voneinander abhin-
gig, denn algebraisch wichst der durch Gleichung (2-2) gegebene Aufwand mit
wachsender Linge l;, andererseits verindert die wachsende Weglinge die rium-
liche Linienfiihrung des Weges und damit die Kosten k;. Das Minimum der
Aufwandfunktion A wird deshalb dort zu finden sein, wo die Kostenersparnis
durch Begradigung des Weges vom Wachstum der einzelnen Aufwandsertrige k;
ausgeglichen wird. Die gegenliufige Bewegung der beiden Kostenfaktoren ergibt
sich aus dem Umstand, daff mit zunehmender Begradigung immer weniger
Riicksicht auf die rdumliche Verteilung von Verkehrshindernissen genommen
werden kann.

Aufler dem trivialen Mittel der Verkehrsvolumensenkung besteht noch eine
weitere Moglichkeit, den Gesamtaufwand A zu vermindern, und zwar durch
Verringerung der Beforderungsaufwendungen pro Verkehrsvolumeneinheit und
Lingeneinheit, deren unterschiedliche Gréfen in Gleichung (2-2) mit k; bezeich-
net wurden. Sie reprisentieren die variierende Verkehrswiderstindigkeit des
Weges in Form von Reibung, Bdschung und dergleichen. Durch kiinstliche Aus-
gestaltung des Weges, d.h. wegebauliche Investitionen, erfahren sowohl die
Werte k; als auch die Struktur der Kostenrechnung iiberhaupt eine betrichtliche
Verinderung. Die Arbeitsaufwendungen pro Lingeneinheit zerfallen nunmehr
in zwei Aufwandtypen: bahnende Arbeit und Fahrarbeit, wie Hoffmann
(1961, S. 1) sie nennt.

Wieder prisentiert sich das Problem, das Gesamtergebnis optimal zu gestal-
ten, d. h. die Planung nach dem Gesichtspunkt der giinstigsten Kostenrechnung
auszurichten, als Frage nach dem Minimum einer Funktion mit zwei gegen-
liufigen Komponenten, denn die bahnende Arbeit bedeutet zusitzliche Inve-
stitions- und Instandhaltungskosten, gleichzeitig aber verbilligte Fahrarbeit. Als
Gesamtproblem stellt sich also die Frage, wie man

(a) durch (rdumliche) Wegverlagerung und
(b) durch (bauliche) Wegverinderung

den Aufwand minimal gestalten kann, wobei die Lage der beiden Verkehrs-
quellen, das Volumen des zu leistenden Verkehrs und die Verteilung der Ver-
kehrshindernisse im Verkehrsraum als fixe Gréflen anzusehen sind.

26



23. Die Kostenrechnung

Die bisherigen Uberlegungen auswertend, betrachten wir die durch den
Arbeitsaufwand A anfallenden Unkosten C. Sie setzen sich zusammen aus Bau-
und Instandhaltungskosten C,; (in Zukunft kurz als Baukosten bezeichnet)
sowie Betriebskosten C,. Unter Baukosten sollen hier alle Kosten verstanden
werden, die zwar von der Linge des Weges, nicht aber vom Verkehrsvolumen
abhingen. Beispielsweise gehdren dazu die Baukosten fiir die Bahnhofe einer
U-Bahn-Linie, sofern sie in festen Abstinden, z. B. alle 500 Meter, angelegt
werden, nicht dazu aber zihlen die Unkosten fiir ein Hafenbecken, das in
Zusammenhang mit der Eroffnung einer neuen Schiffahrtslinie bendtigt wird. —
Als Betriebskosten werden alle vom Verkehrsvolumen und der Weglinge ab-
hingigen Aufwendungen bezeichnet. Alle anderen Kosten wie etwa fixe Anlauf-
kosten bleiben hier unberiicksichtigt, sie kdnnen jedoch, falls sich das im kon-
kreten Fall als notwendig erweist, als konstante Groflen in die Rechnung
eingehen.

Wie C, und G, sich im einzelnen aufgliedern (Grundstiicks-, Baumaterial-,
Energie-, Lohnkosten usw.), wird ausfiihrlich in der Arbeit von Friedrich (1956,
S.7 ff.) behandelt.

Vollzieht sich der Verkehr iiber einen lingeren Zeitraum, so sind Instand-
haltungs- und Betriebskosten im Gegensatz zu den Baukosten laufend anfal-
lende Ausgaben. Um sie vergleichbar zu machen, soll fiir Baukosten im folgen-
den die jahrliche Verzinsungsrate des Baukapitals genommen werden1?®. Ebenso
sollen alle laufenden Ausgaben mit ihren jihrlichen Betrigen in die Rechnung

eingehen, so dafy das Zeitintervall eines Jahres die Bezugseinheit fiir alle Kosten
bildet.

Wir bezeichnen die Baukosten pro Weglingeneinheit auf dem Wegteil I; mit c;.
Nimmt man an, dafl die Baukosten C, linear mit der Linge der Wegteile I;
und die Betriebskosten C, linear mit dem Verkehrsvolumen f und der Linge
der Wegteile 1; wachsen (wie das bereits in der Gleichung (2-2) angenommen
wurde), so gilt:

01=2li'0i Cz=f2ki‘li

und C=0C,+Co=2( kil +1i-¢cy)

i

= Z(Ci + f . k,) li (2_3)

10 Da hier das Baukapital in Form eines unbefristeten Darlehens in die Kostenrechnung
eingeht, werden Amortisierungskosten gleichzeitig aus der Betrachtung ausgeschlossen.
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Um die in (2-3) aufgestellte Kostenfunktion auf ihr Verhalten und insbeson-
dere auf ihre Minimalwerte hin untersuchen zu konnen, miissen einige ihrer
Parameter als bekannt angenommen werden. In den folgenden theoretischen
Kapiteln sind das das Verkehrsvolumen f, die Baukosten pro Lingeneinheit c;,
die Betriebskosten pro Verkehrsvolumen- und Lingeneinheit k; sowie die Lage
der Verkehrsquellen. Anders formuliert: Gegeben sind die wirtschaftlichen Vor-
aussetzungen und als formale Richtlinie das Prinzip der Optimalitit, gesucht ist
die thnen gemifle geometrische Losung im geographischen Raum.

Bemerkung: Selbstverstindlich ist auch die Umkehrung der Problemstellung
moglich und wiirde dann Fragen wie etwa die nach der optimalen Verkehrs-
frequenz aufwerfen, jedoch kann sie hier aus Griinden der Stoffbeschrinkung
nicht behandelt werden.

24. Das Prinzip der Verkehrsbiindelung

Die folgerichtige Weiterentwicklung der bisherigen vorbereitenden Erdrterun-
gen uber Verkehrsursachen, -spannungen, -aufwand und -wege fithrt uns zu
einem der grundlegenden Phianomene des Verkehrs iiberhaupt: der Verkehrs-
biindelung. Sie wieder leitet unmittelbar iiber zum Ziel der Diskussion, dem
Verkehrsnetz.

Die Tatsache, dafl gewisse Raume der Erdoberfliche als verkehrsfeindliche
Zonen, oder, sachlicher und genauer formuliert, wegen ihrer negativen Beein-
flussung der Kostenrechnung gemieden werden, hat eine sehr spezifische Wir-
kung zur Folge: die raumliche Zusammenfiihrung verschiedener Verkehrslinien.

Zu der von auflen her wirkenden Kraft der Verkehrshindernisse, die — man
konnte sagen: rein zufillig — verschiedene Verkehrsstrome biindelt, indem sie
dieselben in verkehrsgiinstige Raume und Linien ,abdringt“ (z.B. Gebirgs-
passe, Furten, Tiler, militirisch gesicherte Zonen), tritt ein Moment, das den
Menschen veranlafit, die Verkehrsbiindelung systematisch zu organisieren. Dazu
betrachten wir den allgemeinen Ausdruck der Gesamtkosten (2-3). Er enthilt
einen vom Verkehrsvolumen unabhingigen Bestandteil C;, der folglich bei
wachsendem Verkehr konstant bleibt. Das bedeutet, dafl die Gesamtkosten pro
Verkehrsvolumeneinheit um so niedriger liegen, je hher das Verkehrsvolumen
ist. Da dieses aber zwischen zwei Punkten als gegebene Grofle angenommen
worden war, gelingt eine Steigerung der Verkehrsfrequenz nur durch Biindelung
verschiedener Verkehrsstrome.

Biindelung bedeutet Vereinigung von Verkehrsstromen, deren Verkehrsspan-
nungen hinsichtlich ihrer Lage als Ortsvektoren im Raum linear unabhingig sind,
d. h. paarweise beziiglich ihrer Lage voneinander abweichen. Wird der durch sie
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ausgeloste Verkehr zusammengefiihrt, so treten notwendig Umwege auf und
damit eine Verteuerung der Gesamtkosten. Wiederum ist es eine Frage des
optimalen Gleichgewichts von entgegengesetzten Kriften: einerseits die oben
beschriebene Kostensenkung durch Biindelung von Verkehrsstromen und ande-
rerseits die gleichzeitige Verteuerung durch die durch die Biindelung bedingten
Umwege.

Es ist interessant, daf} hier zwei grundverschiedene Faktoren: die Verteuerung
der Gesamtverkehrskosten in verkehrsfeindlichen Riumen auf der einen und
ihre Verbilligung durch Massenverkehr auf der anderen Seite zum gleichen
Resultat, nimlich der Verkehrsbiindelung, fithren. (In Kapitel 4 dieser Arbeit
wird ein homogener Verkehrsraum vorausgesetzt, so dafl nur die zweite der
beiden Komponenten Gegenstand der Untersuchung ist.) — Beispiele fiir den
ersten Faktor sind etwa die von Berlin nach Westen ausstrahlenden Luftkorri-
dore oder die Meerenge von Gibraltar; Beispiele fiir den zweiten Faktor sind
die transsibirische Eisenbahn, die Rheinbriicken oder die erste Eisenbahnverbin-
dung Berlins mit Magdeburg und Leipzig. Zu letzterem Beispiel, das die Rolle
der Kostenrechnung besonders anschaulich demonstriert, schreibt E.Keller
(1929, S. 358): ,,Ganz unglaublich diinkt uns heute die Verbindung Berlin—
Leipzig iiber Jiiterbog—Wittenberg-Kothen-Halle nach Leipzig. Um Magde-
burg und Leipzig zugleich mit Berlin zu verbinden, setzte man Kd&then als
Fixpunkt fest und war nun sicher, daf bei dieser Kombination die Bahn wirt-
schaftlich geniigend Ertrag lieferte, was zunichst stark angezweifelt wurde. So
sparte man Anlagekosten, die bei anderer Linienfiihrung bedeutend héher
geworden wiren.“ (Siehe Figur 2.1 oben.)

Die Biindelung des Verkehrs zum Massenverkehr hat ihrerseits wieder weit-
reichende Konsequenzen:
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Als Folge der Transportverbilligung pro Verkehrsvolumeneinheit wird bei
vielen Verkehrsspannungen der kritische Schwellenwert, der in der Kosten-
rechnung iiber den faktischen Verkehrsvollzug entscheidet, unterlaufen, so daf}
sich die Spannung in fliefenden Verkehr umsetzt. Desgleichen wird durch den
wachsenden Massenverkehr die ithm zugrunde liegende Kostenrechnung derart
verindert, dafl sie ithrerseits bestimmte Schwellenwerte unterschreitet und damit
den Verkehr in die Lage versetzt, unter dem Gesichtspunkt der Skonomischen
Optimalitdt durch Kapitaleinsatz Verkehrsbarrieren baulich zu iiberwinden
oder zu durchbrechen, die vorher wegen des geringeren Verkehrsaufkommens
— wiederum auf Grund des Prinzips der giinstigsten Kostenkalkulation — um-
gangen werden mufiten. Mit anderen Worten: Was fiir den einzelnen Verkehrs-
flufl unrentabel ist, nimlich bestimmte Verkehrshindernisse zu iiberwinden, um
damit eventuell erhebliche Umwege einzusparen, das gelingt ihm, indem er sich
— mittels Umwege! — am Massenverkehr beteiligt, der nun, durch ihn und
andere Verkehrsstrome verstirkt, auf Grund giinstigerer Kostenkalkulation das
Hindernis iberwindet.

Bemerkung: Eine unmittelbare Wirkung der Kalkulation von Verkehrskosten
1st beispielsweise die Anlage oder Verlagerung von Verkehrsquellen an die
Bahnen des bestehenden Verkehrs, um dadurch Baukosten einzusparen; doch
kann hier auf die enge Verflechtung von wirtschafts- und siedlungsgeographi-
schen Erscheinungen mit unserem Thema nicht eingegangen werden, zumal
auch die Betrachtungsweise dieser Arbeit eine statische ist, denn die Voraus-
setzungen, auf denen die Deduktionen basieren, also Verkehrsquellen, Ver-
kehrsvolumina, Baukosten usw., gehen als fest gegebene Groflen in die
Rechnungen ein.

25. Verkehrsbiindelung und Verkehrsnetz

Das Prinzip der Biindelung kommt in der Bildung von Knotenpunkten zum
Ausdruck, in ithnen laufen verschiedene Verkehrslinien zusammen und sammeln
damit den Verkehr. Nur in Sonderfillen — etwa bei gemeinsamem Verkehrs-
ziel — verliduft der weitere Verkehrsflufl geschlossen, fiir gewohnlich aber sind
die Zielpunkte riumlich so unterschiedlich, dafl der gebiindelte Verkehr sich
wieder in seine Einzelteile aufspaltet, die dann ihren Zielen in verschiedener
Richtung zustreben. Auch dies geschieht wieder, indem sich sukzessive Wege von
der (Haupt-) Verkehrslinie des gebiindelten Verkehrsstromes abspalten, was
seinerseits zur Bildung von Knotenpunkten fiihrt. Verkehrszusammenfithrung
und Verkehrszerlegung sind also sowohl als Prozesse des Verkehrsvollzugs als
auch im Erscheinungsbild der Verkehrslinien symmetrisch. Konzentration,
Massentransport und Dispersion des Verkehrs bilden zusammen eine Grund-
eigenschaft des Verkehrsnetzes.

30



0 100 200 km

Ko

Figur 2.2
Das Beispiel entspricht dem Eisenbahnnetz von Siidwest-Afrika mit 16 angeschlossenen
Orten!!. Es demonstriert noch einmal das charakteristische Moment, welches das Ver-
kehrsnetz von beliebigen Agglomerationen von Verkehrslinien unterscheidet. Das sind:
funktional die Biindelung von Verkehrsstrémen, und
formal die Gabelung von Verkehrslinien.

In der Weiterentwicklung des Gedankenganges erweist es sich, dafl Ver-
kehrsnetze wohl von unterschiedlich komplexer Natur sein konnen, das Prinzip
sich aber nicht indert. Denn: Die Biindelung konzentriert nicht nur den Ver- |
kehr verschiedener Quellpunkte, sondern — bei komplizierterer Gestalt des
Spannungsfeldes — auch bereits gebiindelte Verkehrsstrome, was eventuell bei
weiterer Konzentration zu einer Hierarchie von Knotenpunkten und Verkehrs-
linien fithrt. Thr entspricht ein hierarchischer Aufbau der Verkehrsstrome, inso-

1 Nach W.Benton (Publ): World Atlas (Encyclopaedia Britannica, S.49, Chicago
1961).
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fern jeder Knotenpunkt ankommende Verkehrsmengen zerlegt und die Einzel-
strome zu neuen Verkehrsmengen zusammenschlieft. Die Hauptverkehrslinien
des Netzes bilden zusammen ein gleichsam arbeitsteiliges System, indem sie die
wirre Vielzahl der voneinander unabhingigen Verkehrsspannungen und der
durch sie bedingten Verkehrsfliisse zu einigen wenigen Hauptverkehrsstromen
zusammenziehen, wobei diese eine moglichst geringe Abweichung von den ein-
zelnen Verkehrsspannungen haben. Die Leistung des komplexen Verkehrsnetzes
besteht darin, daf} es dem einzelnen Verkehrsflufl erlaubt, sich nacheinander an
den verschiedensten Verkehrsstromen zu beteiligen, wobei er in jedem Knoten-
punkt von einem Strom zu einem anderen iiberwechselt. Das Netz ist einem
Schaltpult zu vergleichen, an welchem eine ungeordnete Menge von Einzelinter-
essen 8konomisch koordiniert wird.

Es gibt in der Kulturgeographie wohl nur wenige Erscheinungen, die durch
konsequente Integration von Einzelinteressen eine derartige Skonomische Lei-
stungsfiahigkeit entwickeln wie das Verkehrsnetz. Dazu ein einfaches Beispiel,
das nur die Tendenz augenfillig machen soll, in welchem Mafle die Leistungs-
fahigkeit bei wachsender Komplexitit des Netzes steigt.

In dem oben skizzierten Netz (Figur 2.2), das 16 Punkte miteinander ver-
bindet, kénnen bis zu 120 verschiedene Verkehrsspannungen bestehen. Das
Netz, das sie alle bedient, besteht aus 16 Netzgliedern (davon sind 8 nur Zu-
bringerlinien) und 6 Knotenpunkten. Rechnet man nur die Luftlinienentfernun-
gen, so betrigt die Netzlinge ca. 1900 Kilometer, wihrend sie, wollte man fiir
jede der 120 Verkehrsspannungen einen gesonderten Weg bauen, ca. 56 000
Kilometer betragen wiirde.



3. ZUR GESCHICHTE DER THEORIE
DER VERKEHRSNETZE

Untersuchungen iiber die Art der Komponenten des raumlichen Kraftfeldes,
das zu der Ausbildung eines ganz bestimmten Verkehrsnetzbildes fiihrt, sind in
der Geschichte der Verkehrsgeographie schon sehr frith anzutreffen. In einer
1841 veroffentlichten Arbeit versucht J. G. Kohl!2, die Bedingungen, unter wel-
chen Systeme von Verkehrswegen entstehen, wissenschaftlich zu erforschen.
Methodisch bedient er sich des Prinzips der Modellvorstellung. Dabei nimmt er
an, dafl sich der Verkehr analog einer mechanischen Bewegung die Linien-
fihrung des geringsten Widerstandes wahlt. Die unterschiedliche Verkehrs-
widerstandigkeit des Gelindes wird in ihrer riumlichen Verbreitung durch
geometrische Figuren reprisentiert. Dieser physisch-geographische Teil des Mo-
dells wird ergidnzt durch fixierte Annahmen beziiglich der Bevilkerungsver-
teilung und der wirtschaftlichen Verhiltnisse. Aus der Gesamtheit der Voraus-
setzungen deduziert er dann das ihnen entsprechende Verkehrsnetz. Zwar fehlt
seinen rein verbalen Ableitungen logische Strenge; auch wird man beispielsweise
die Annahme, der Verkehr gehorche nur den Gesetzen der Mechanik, sofort
verwerfen miissen. Trotzdem ist das Werk fiir die damalige Zeit richtung-
weisend gewesen, einmal, weil es die Prinzipien des Modells und der Deduktion
in die Verkehrsgeographie einfiihrt, zum andern, weil es eine Anzahl mitein-
ander verbundener Verkehrswege als ein System versteht, dessen Teile in gegen-
seitiger Abhingigkeit stehen. Kohl hat damit als erster in der Verkehrsgeogra-
phie die formale und funktionale Eigenart der Netz-Erscheinung herausgestellt.

Einen weiteren sehr wesentlichen Beitrag liefert W. Launhardt (1887/88)!3
mit seiner , Theorie des Trassierens. Aus dem zweibiandigen Werk wihlen wir
ein Beispiel aus, das inhaltlich wie methodisch der vorliegenden Arbeit weit-
gehend entspricht. In dem von Launhardt aufgestellten Satz vom Knotenpunkt
werden die Lage der Verkehrsquellen auf einer idealen Ebene, ihre Verkehrs-
spannungen sowie Bau- und Betriebskosten pro Einheit Weg bzw. Verkehr als
bekannt vorausgesetzt; daraus wird mathematisch die 6konomisch optimale
Netzgestalt abgeleitet. Gegeniiber der Kohl’schen Arbeit sind fiir diese Konzep-
tion drei Merkmale in besonderem Mafle charakteristisch:

12 Gjehe Literaturverzeichnis.
13 Gjehe Literaturverzeichnis.
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(1) Gegenstand der Untersuchung ist nicht die Ursache eines bestehenden
oder sich entwickelnden, sondern die Zweckmifigkeit eines geplanten
Netzes hinsichtlich seiner riumlichen Konfiguration.

(2) Durch die Anwendung der Mathematik wird die Deduktion eindeutig
und genau.

(3) Mit der Voraussetzung der idealen Ebene wird die riumliche Varianz
der geographischen Erscheinungen aus der Untersuchung ausgeklammert.

Verweist Punkt (1) die Arbeit in den Bereich der Angewandten Geographie,
so wird durch Punkt (3), wie wir spiter sehen werden, ihr geographischer Cha-
rakter iiberhaupt in Frage gestellt.

1897 faflt A. Hettner'* den Stand der damaligen Verkehrsgeographie zu-
sammen. Dabei macht er zu den hier interessierenden Themen einige grundsitz-
liche Bemerkungen, die in iiberraschend hohem Mafle den Gedankengingen in
der modernen amerikanischen Fachliteratur entsprechen. Wortlich schreibt er
(S. 626): ,Man hat den Verkehr passend mit der Blutzirkulation des tierischen
Korpers verglichen. Wie dieser erfolgt er nicht in kontinuierlichen Flichen,
sondern in einzelnen Adern, die zusammen ein vielverzweigtes Netz bilden. Es
ist die Aufgabe der Verkehrsgeographie, dieses Netz der Verkehrsadern aufzu-
fassen; aber sie muf§ beachten, daf} die Adern nicht nur nach ihrer Richtung und
ihrer Stellung im Netz, sondern auch nach ihrer Stirke und Art verschieden
sind.“ Und weiter (S. 628): ,Die Theorie der Verkehrsnetze ist weiter gefor-
dert, obgleich auch hier noch sehr viel an der Durchfiihrung der Theorie fehlt.
Die meisten Betrachtungen beschrinken sich zu sehr auf den einzelnen Weg und
seine Abhingigkeit von den speziellen Bedingungen der Bodengestalt, . .. (sie)
denken kaum daran, diese (Wege) als ein Netz aufzufassen, dessen Gestalt
bestimmte Ursachen hat und der Ausdruck einer bestimmten Gesetzmifigkeit
ist. Es ist das grofle Verdienst von J.G.Kohl...“ Auch Launhardts Beitrag
begriifit er nachdriicklich und faflt zusammen (S. 629): ,So erkennen wir auch
hier zunichst durch deduktive Betrachtungen den Weg, auf dem sich die Ver-
kehrsgeographie von einer wesentlich deskriptiven Disziplin, welche nur in
einzelnen Fillen die Tatsachen auch erklirt, zu einer Disziplin erhebt, welche
grundsitzlich die Auffindung von Gesetzen anstrebt und damit den Disziplinen
der physischen Geographie ebenbiirtig zur Seite tritt.“

Wie fiir Hettner, so ist auch fiir F. Ratzel!® die Untersuchung von Gestalt
und Gesetzlichkeit der Verkehrsnetze eine erstrangige Aufgabe der Verkehrs-
geographie. Hier ein Beispiel fiir seine eigenen Uberlegungen (1903, S. 491):
»Die Wege des Verkehrs streben, ein Netz zu bilden, indem zwei Punkte, die
durch einen Weg verbunden sind, mit der Zeit weitere Wegverbindungen ent-

14 Sjehe Literaturverzeichnis.
15 Sjehe Literaturverzeichnis.
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wickeln, und indem der erste Weg iiber seine urspriinglichen End- und Anfangs-
punkte hinauswichst. Daraus entstehen die vielfachen Ausstrahlungen, Parallel-
wege und Querverbindungen eines Verkehrsnetzes. Die Maschen dieses Ver-
kehrsnetzes werden nicht bloff immer kleiner und zahlreicher, ihre Gestalt
andert sich auch mit diesem Wachstum ununterbrochen und zwar in der Rich-
tung auf lingere Linien und kleinere Winkel. Die Verzweigungen der Verkehrs-
wege verlegen sich immer weiter riickwirts nach dem Ausgangspunkte zu.
Frither fithrte ein Weg so nahe wie moglich an die Punkte hin, nach denen die
Zweigwege bestimmt waren, jetzt beginnt die Verzweigung moglichst nahe bei
dem Ausgangspunkt.®

Wieder iiberrascht es, dafl Ratzel die riumlich-geometrische Netzgestaltung
vollstindig von ihrer physisch-geographischen Bedingtheit trennt — wie das
bereits bei Launhardt der Fall war und von Hettner gebilligt wurde —, offenbar
mit dem Ziel, die Struktur des Netzes ,an sich“ zu ergriinden. Diese Trennung
wird fiir die Geographie als Wissenschaft iiberhaupt von fundamentaler Bedeu-
tung, wenn Ratzel (1903, S. 489) schreibt: ,Der Verkehr ... ist eine geogra-
phische Tatsache, ..., weil er den Raum und die Hindernisse bewiltigen muf,
die in der Erdoberfliche liegen; Verkehr ist Kampf mit dem Raum, dem Boden
und den Elementen®; und noch schiarfer (1923, S. 321): ,Was immer zu bewil-
tigen bleibt, auch wo andere natiirliche Bedingungen so giinstig liegen wie auf
dem ebenen, einformigen Meere, ist der Raum.“ Damit stellt Ratzel neben die
dingliche Erfiillung des Raumes als selbstindiges Phinomen den Raum an sich
und seine Gesetze. Gegen diese Auffassung wendet sich Hettner (1927, S. 127/
128) mit Entschiedenheit. Er spricht von Selbsttiuschung und schreibt: ,Der
Raum als solcher ist eine Anschauungsform; reale Bedeutung gewinnt er erst
durch seinen Inhale!“

Das hier angeschnittene Problem ist fiir die gedankliche Grundlegung der
vorliegenden Arbeit zu wichtig, als dafl es unbeantwortet bleiben diirfte. Es ist
klar: Raum wird erst durch Gegenstinde geschaffen, gestiftet, um einen philo-
sophischen Ausdruck zu wihlen. Umgekehrt ist die Erscheinungsweise von ding-
lichen Gegenstinden immer eine riumliche. Dabei ist es gleichgiiltig, ob wir
Raum als Anschauungsform im Sinne des Kantischen Idealismus oder aber als
vom Menschen unabhingig im Sinne des Realismus der modernen Naturwissen-
schaft auffassen. Dieses Tatbestandes wegen — so verstehen wir Ratzel — muf§
untersucht werden, wie der dreidimensionale Raum und seine Prinzipien in der
geographischen Realitit der riumlichen Erdoberfliche und ihrer Erfiillung
wirksam werden. Keineswegs aber will er Euklidische Geometrie betreiben, wie
Hettner (1927, S. 127) anscheinend vermutet. Der Unterschied zwischen Ratzel
und Hettner besteht letztlich darin, dafl jener explizit die Bedeutung geometri-
scher Gesetzlichkeit fiir die Geographie herausstellt, wihrend dieser sie implizit,
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unausgesprochen, vielleicht sogar unerkannt, akzeptiert. Wie anders wire es
sonst zu verstehen, wenn Hettner (1952. S. 147) den Satz der Euklidischen
Geometrie, dafl die kiirzeste Verbindung zweier Punkte die gerade Linie ist,
ohne Diskussion auf geographische Probleme anwendet. An anderer Stelle for-
muliert er (1927, S.234): ,Die meisten geographischen Figuren sind sehr
unregelmiflig und darum der mathematischen Behandlung schwer zuginglich.
Zwar wird man sie zum Zwecke mancher Untersuchungen auf einfache mathe-
matische Figuren zuriickfilhren kOnnen, ...; aber man mufl dabei sorgfiltig
darauf achten, dafl man nicht gerade wesentliche Unregelmifigkeiten vernach-
lassigt.”

Es gehort zu den legitimen Methoden wissenschaftlicher Arbeit, dafl man
Einzelphinomene aus dem komplexen Zusammenhang in der Realitit heraus-
16st, d. h. gedanklich isoliert, wenn sie sich in der Isolierung leichter untersuchen
lassen. Genau diesen Weg beschreiten Ratzel, Launhardt und Kohl, wenn sie
den geographischen Raum so weit fiktiv entleeren, bis ein gegebenes Verkehrs-
problem auf die Situation: Verkehrsquellen und ihre Spannungen in der idealen
Ebene reduziert ist. Es gelingt ihnen nimlich damit, geometrisch bedingte
Krifte isoliert zu untersuchen. Unndtig zu sagen, dafl sie an anderer Stelle die
rdumliche Varianz der physisch-geographischen Phinomene kombinieren mit
den Gesetzen, die der Raum als solcher diktiert.

In der Geschichte der Verkehrsgeographie sind aber auch zeitweilig geradezu
kontrire Ansichten vertreten worden. So beanstandet Hettner (1897, S. 625
und S. 628), dafl viele Geographen in ihren verkehrsgeographischen Betrachtun-
gen den Einflufl nicht-physisch-geographischer Krifte ausgeklammert hatten
und speziell bei Systemen von Verkehrswegen den Netzcharakter und seine
Eigenarten iibersahen. Ist die erste Unterlassung eine Folge der damaligen
Uberbetonung der physischen Geographie, so ist die zweite eine unmittelbare
Folge der ersten, denn der verbundwirtschaftliche Charakter des Verkehrsnetzes
muf} in dem Moment aus dem Gesichtsfeld der Betrachtung riicken, in welchem
man die anthropogenen Krifte in der Netzgestaltung anderen Wissenschaften
zuweist. Auch in den folgenden Jahren treten noch bedeutende Geographen fiir
diese eng gefafite Konzeption ein, so etwa F. v. Richthofen (1912, S. 3 und 4):
»Die Verkehrsgeographie betrachtet die Ziele und Methoden des Verkehrs in
ithren Beziehungen zu den natiirlichen Bedingungen der Linder*. Die Konsequenz
dieser Konzeption spricht er selbst aus: ,, ... die Verkehrsgeographie der west-
lindischen Kultur hat in ihren groflen Ziigen nur noch entfernte Beziehungen
zur physischen Erdkunde, sie gestaltet sich mehr und mehr zu einem Zweige der
Volkswirtschaft und Weltwirtschaft.“ Parallele Gedankenginge findet man bei
K. Dove (1910, S. 1), Hassert (1931, I, S. 8) und A. Riihl (1918, S. 300/301).
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In seinem grundlegenden Aufsatz ,,Uber die Aufgaben der Verkehrsgeogra-
phie“ (1930) korrigiert O. Schliiter diese einseitige Perspektive im Sinne
Ratzels. Auch er erkennt den schwindenden Einflufl physisch-geographischer
Faktoren auf das Verkehrsbild, geht dann aber einen wesentlichen Schritt weiter,
wenn er schreibt: ,Theoretisch wire das Ende dieses: Die geographischen
Widerstinde sind fiir den Verkehr in dem Grade fortgeriumt, dafl nur Rich-
tung und Entfernung noch iibrig bleiben ... Selbst wenn aber das Ziel erreicht
wire, so wiirde immer noch eine Art geographischer Wirkungen auf den Ver-
kehr tibrig bleiben: die der Richtung, der Lagebeziechungen. Hieraus allein schon
ergibt sich, dafl Eisenbahn und Dampfschiff, ja, auch das Flugzeug ... sich
niemals von den geographischen Bedingungen loslésen konnen. Und es ergibt
sich zugleich die tiefe, grundlegende Bedeutung der Lagebeziehungen.“ Der
Wert theoretischer Konstruktionen sei (S. 307) ,, . .. nicht nur dort gegeben, wo
sie mit der Wirklichkeit {ibereinstimmen, sondern mindestens ebenso sehr auch
dort, wo sie von ihr abweichen. Denn dadurch werden wir auf Faktoren auf-
merksam, die aufler den zuerst beriicksichtigten fiir die Gestaltung des Netzes
mafigebend waren.“ Schliiter diskutiert dann weiter den Einfluf der Lage-
beziehungen auf das Verkehrsnetz und erginzt (S. 308): ,In jedem Fall aber
bleibt die besondere Bodengestaltung des Landes als eine zweite grofle Gruppe
von Bedingungen iibrig, die die Wirkung der allgemeinen geometrischen Be-
ziehungen in tausend Ziigen ummodelt.“ Also auch hier wieder eine klare
Trennung zwischen physischen und geometrischen Bedingungen. Unter den
Arbeiten, die nicht nur Grundsatzfragen diskutieren, sondern dariiber hinaus
mathematisch deduzierte Modelle vorlegen, nimmt schlieflich noch der von
H. v. Stackelberg 1938 veroffentlichte Aufsatz: ,Das Brechungsgesetz des Ver-
kehrs“ einen hervorragenden Platz ein. In einer Paralleldarstellung zum
Brechungsgesetz des Lichtes zeigt er, dafl ein Verkehr, der zwei Gebiete mit
unterschiedlichen Frachtsitzen durchqueren muf}, bei sonst homogenen Ver-
kehrsverhiltnissen genau dann eine Skonomisch optimale Linienfithrung besitzt,
wenn er in beiden Gebieten gradlinig verlduft und nur an ihrer Grenze seine
Richtung derart gebrochen wird, dafl sich die Cosinus der Ein- und Austritts-
winkel an der Grenzlinie umgekehrt proportional wie die Frachtsitze in den
beiden Gebieten verhalten.

Hinsichtlich der Grundlagenerdrterung der Verkehrsgeographie im allgemei-
nen und der Theorie der Verkehrsnetze im speziellen kann man den Gang
durch die Geschichte mit der Arbeit von H. v. Stackelberg beenden. K. Hassert
(1931, S. VII) hilt theoretische Diskussionen fiir verfritht und fordert an ihrer
Stelle Sammlung und Ordnung der verkehrsgeographischen Tatsachen. Dement-
sprechend ist sein zweibindiges Werk fast ausschlieflich ein umfingliches Kom-
pendium gegliederten Materials. Auch die spiter publizierten Standardwerke
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der Verkehrsgeographie bis in die Gegenwart hinein tragen diesen Charaketer,
so die Veroffentlichungen von H. Hassinger (1933), E.Otremba (1957),
G. Fochler-Hauke (1957) und E. Obst (1959), die jedenfalls in Hinblick auf die
Theorie der Verkehrsnetze als Riickschritt betrachtet werden miissen. In seiner
1941 als Manuskript abgeschlossenen und 1952 veroffentlichten ,Verkehrs-
geographie“ wiederholt Hettner noch einmal die schon frither vorgetragenen
Thesen; 1951 fordert Christaller, man miisse im Rahmen funktionaler Ver-
kehrsgeographie das Verkehrsnetz auf etwaige immanente Prinzipien der
Geometrie hin untersuchen.

Ein weit giinstigeres Bild bietet sich auf dem Gebiet der theoretischen Arbeit
selbst, an welchem die Beitrige von Verkehrsingenieuren entscheidenden Anteil
haben. Von den zahlreichen Gedankensplittern, die in den verschiedensten ver-
kehrsgeographischen Publikationen zu finden sind, sollen erst spiter einige Bei-
spiele gebracht werden; wir beschrinken uns hier auf zusammenhingende
Darstellungen.

W. Kaufmann entwickelt 1928 eine Methode, welche es erlaubt, fiir eine ge-
gebene endliche Menge von Punkten jenen Punkt zu berechnen, dessen Summe
seiner Entfernungen zu den vorgegebenen Punkten ein Minimum ist.

H. Haufe (1931, S. 13) wihlt als Leitsatz fiir sein Kapitel iiber die Theorie
der Netzgestaltung ein Zitat von F. Dessauer: ,Auf geometrisch-deduktivem
Wege wollen wir uns die Gestaltungsméglichkeit von Verkehrsnetzen iiberlegen.
Das geometrische Optimum wird wegen der Singularitit der besten LSsungen
schon pristabiliert sein.“ Sein Resultat (S. 15): ,Das geometrische Optimum fiir
die Gestaltung von Verkehrsnetzen auf der Erdoberfliche ist ein Maschenwerk
von regelmifligen Sechsecken.“

E. Keller betrachtet 1929 die verkehrsgeographischen Grundlagen der deut-
schen Eisenbahnumwege und fithrt den Begriff des kommerziell bedingten
Umweges ein.

O.Blum (1936, S. 18) unterscheidet zwischen punkt- und flichenférmigen
Verkehrsquellen. Er definiert die Verkehrssonne als das radiale Verkehrsfeld
zwischen Punkt und (umgebender) Fliche. Er erortert dann die Verkehrs-
beziehungen in einem ganzen System solcher Sonnen.

F. Florke untersucht 1937, auf den Ergebnissen von Launhardt fuflend, die
Wirtschaftlichkeit verschiedener Netzschemata auf rein geometrischer Grundlage.

Auch Blum (1946) stellt — allerdings wieder nur verbale — Uberlegungen an,
unter welchen Umstinden ein gegebenes Spannungsfeld durch ein weit- bezie-
hungsweise engmaschiges Netz bedient werden soll, und entwirft entsprechende
geometrische Figuren.
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In den letzten zehn Jahren ist in den Vereinigten Staaten eine Flut von
Publikationen zu geometrischen Problemen im geographischen Raum erschienen.
Nur beispielhaft seien hier genannt die Artikel von W.Miehle, 1958 (Ver-
kniipfung von gegebenen Punkten in der Ebene durch ein Netz von minimaler
Gesamtlinge), R. E. Quandt, 1960 (Okonomisch optimale Erweiterung eines
Netzes durch die Schaffung neuer Verbindungslinien zwischen Netzknoten-
punkten. Methode: linear programming) und M. Beckmann, 1960 (u. a. Erwei-
terungen und Erginzungen zum Launhardt’schen Satz vom Knotenpunkt).

In Deutschland lieferte vor allem P. Friedrich (1956) einen bedeutsamen Bei-
trag, indem er demonstrierte, wie mit Hilfe der Variationsrechnung fiir ge-
gebene flichenhafte Verkehrsquellen unter Einbeziehung nahezu aller denk-
baren Bedingungen und Einschrinkungen die unter den gegebenen Umstinden
wirtschaftlich optimale Verkehrsnetzgestalt bestimmt werden kann. Berechnun-
gen zur Okonomie regelmifliger Verkehrsnetze hat R. Hoffmann, 1961, ange-
stellt. Sein Buch bietet zugleich einen — leider unvollstindigen — Uberblick iiber
den gegenwirtigen Stand der Theorie der Verkehrsnetze.
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4. DIE GESTALTUNG VON VERKEHRSNETZEN
IM HOMOGENEN RAUM

41. Vorbemerkungen

Im folgenden werden die einfachsten Netzprobleme im homogenen Raum
untersucht, ein Thema, mit dem sich auller Launhardt (1887/88), Florke
(1937), Blum (1946) und Beckmann (1960) in jiingster Zeit auch eine Gruppe
von Wissenschaftlern am Transportation Center der Northwestern Uni-
versity in Evanston/Chicago beschéftigt hat. Thre — noch nicht publizier-
ten — Ergebnisse erfassen einen erheblichen Teil des vorliegenden Kapitels,
sind jedoch unvollstiandig. An die Stelle der dort entwickelten Probier- und
Naherungsverfahren mittels programmgesteuerter Rechengerite tritt hier
ein einfacher geometrischer Losungsweg, der die Losung sofort und genau
liefert. Dariiber hinaus werden beziiglich des Vier-Punkte-Problems ver-
schiedene Aussagen berichtigt ; ferner stellen die topologischen Uberlegungen
im Zusammenhang mit Netzproblemen von vier und mehr Punkten eine
wesentliche Erweiterung dar.

42. Das Drei-Punkte-Problem mit zwei Verkehrsspannungen

Unter Verwendung der bereits definierten Begriffe betrachten wir zu-
nichst das elementarste aller moglichen Verkehrsprobleme und erweitern
dann die Voraussetzungen derart, daf3 das fiir Verkehrsnetze konstituierende
Merkmal, ndmlich die Biindelung von Verkehrsspannungen unterschied-
licher Richtung, in wachsendem MafBle erfaBBt wird. Gegeben seien in der
idealen Ebene die Minimalanzahl von Punkten, die ein Verkehrsspannungs-
feld hervorrufen konnen, d. h. zwei Verkehrsquellen, sowie die durch sie
erzeugte Verkehrsspannung. Ohne Beweis sei festgestellt, daBl dann die Kon-
struktion der gradlinigen Verbindungsstrecke die wirtschaftlich optimale
Losung darstellt. —

Es bestehe nun von einem der beiden Punkte eine Verkehrsspannung zu
einem dritten Punkt, es sollen zwischen den drei Punkten Wege gebaut
werden, die das Kostenproblem optimal losen. Fiir seine mathematische
Formulierung bezeichnen wir die drei Punkte mit P,, P,, P;, wobei der
Punkt P; (+ = 1, 2, 3) im Koordinatennetz durch (z;, y;) fixiert sein moge.
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Die beiden Verkehrsspannungen seien durch f,, und f,; gegeben, die Bau-
und Betriebskosteneinheiten schlieSlich durch ¢ bzw. k. Es wire eine Moglich-
keit, die beiden Verkehrsspannungen als getrennte Probleme aufzufassen
und jede durch den Bau eines geradlinigen Weges zu befriedigen (V-Losung).
Es fragt sich jedoch, ob es nicht eventuell kostengiinstiger wire, die beiden
potentiellen Verkehrsstrome fiir eine gewisse Strecke iiber einen gemein-
samen Verkehrsweg zu fithren und dann erst mittels einer Wegegabelung in
Richtung auf ihre Zielorte zu trennen. Diese Variante ist in der Literatur
entsprechend der Figur des Verkehrsnetzes als Y-Losung!® bekannt. Wie
man sich unschwer tiberlegen kann, gibt es bei einem konkreten Fall unend-
lich viele solcher Losungen. Es soll im folgenden eine Methode zur Bestim-
mung der optimalen Gestalt entwickelt werden.

Jede Losung ist eindeutig bestimmt durch die Lage ihres Gabelpunktes @,
dessen Koordinaten mit y und « bezeichnet seien. Riickt man @ in die Posi-
tion des Punktes P,, so erhilt man die oben beschriebene V-Losung, die sich
damit als Spezialfall der Y-Losung erweist. Figur 4.1 zeigt verschiedene
Varianten.

Figur 4.1

—ep,

18 Beckmann 1960.
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421. Untersuchung der Kostenfunktion

Nach dieser verbal-begrifflichen Aufbereitung des Problems folgt nun die
mathematische Formulierung. Die Gesamtkosten C sind eine Funktion der
Koordinaten des Gabelpunktes @ = (z, y). Wie der Figur 4.2 zu entnehmen
ist, belaufen sie sich auf

C(x,y) = (¢ + fra k) Vi@ — ) + (y — yo)* +
(¢ + fra k) V(e — z)? + (v — ya)* +
4 {6 + (fra + fr) K] V(e — 2)2 + (y — 92)°. (4-1)

Figur 4.2

Zur Vereinfachung der folgenden Rechenoperationen sei das Koordinaten-
netz so verlagert, daf P, im Ursprung und P, auf der Abszisse liegt. Dann
nehmen die GroBlen z;, ¥, und y, den Wert Null an und es gilt:

C(z, y) = (¢ + frark) V(e — o) + 9* +
+ (¢ + frs k) V(e — 292 + (y — vs)* +
4 [6 + (frz + fra) H] Va2 + 2 . (4-2)
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Wir bilden die partiellen Ableitungen der Gleichung (4-2):
o0 . (¢ + frz°k) (x — x,) (c + hs k) (x — ;) [c + (12 + fia) k)2

R M 4-3
N Vig — 2,2 + (y — )2 Vaz + g2 W
a_C__ (¢ + fra-k)y (¢ + fria k) (y — 3) [e + (he + fa) K]y

- : Sy
9y V(z — x,)? + 4P V(x — &3)2 4+ (¥ — ¥3)? sz + 2

Notwendig fiir die Existenz eines Minimums ist die Erfiillung der Glei-

chungen
oC oC
5 = 3y =0 (4-5)

Die algebraische Entwicklung des Gleichungssystems (4-5) fithrt zu zwei
Polynomen zehnten Grades. Die Eliminierung einer Variablen wiirde zu einer
Resolvente vom Grade 100 fithren. Will man von der Inanspruchnahme
elektronischer Rechengeréite unabhingig sein, so ist es zwecklos, diesen Weg
weiter zu verfolgen.

Dagegen bietet die trigonometrische Interpretation des Gleichungssystems
(4-5) einen Losungsweg, allerdings nur unter Einbeziehung graphisch-geo-
metrischer Hilfsmittel. Wie aus Figur 4.2 zu ersehen ist, 1af3t sich (4-5) um-
schreiben in die Form:

O (e furk)cos B — (o + frak)-cos y +

+ [¢ + (f12 + f1s)k]-cosx =0 (4-6)
%g‘ = (¢ + fiz°k)-sin B — (¢ + f15k) -siny +

+ [e + (f1z + f15) k] -sinox = 0. (4-7)

(Es ist klar, daB fiir unsere Uberlegungen nur Losungen im Definitions-
bereich nicht-negativer Wurzeln von Interesse sind.)

Die zweite Gleichung im System (4-6, 7) aufgelost nach sin §:
(c + iz k)siny — [¢ + (f1e + frg) K] sino

(¢ + fra°k)
Unter Verwendung der Beziehung
cos B = V1 — sin?g

substituieren wir das Ergebnis (4-8) in die erste Gleichung (4-6). Es ergibt
sich dann:

; (¢ + fr13k)siny — [c¢ + (f1o + f1a) k] sinx 2
N +f12’k) Vl —( (¢ + fr2°k) )
= [¢ + (f12 + frs)k] cosx — (¢ + fi3°k) cosy

sin 8 = (4-8)
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oder
—[c + (f1z + f1a) k]2 sin®x + (¢ + f12- k)2 —
— (¢ + fis-k)?sin®y + 2(c + f13k) [¢ + (f12 + f1s) k] siny sino =
= [¢ + (f1a + [13) k]? cos®x — 2[c + (f12 + f1s) k] (¢ + f1a-k) cosx cos y +
+ (¢ + f1s°k)*? cos®y
[e + (f1a + f1s) k]? (sin®o + cos®x) + (¢ + f15k)? (sin?y + cos?y) —
— (¢ + fr2'k)® =
= 2(c + f1a-k) [c + (f12 + f1s)* k] (sinx siny + cosx cosy) ,
das bedeutet
_ [c + (he + ) kP + (¢ + f13°k) — (¢ + f15°k)?

cos (o — 7) - 2(c 4 f13°k) [c + (fr2 + f13) %] @9

Indem wir im System (4-6, 7) die Variablen y bzw. « eliminieren, erhalten
wir in parallelen Rechnungen die beiden dem vorhergehenden analogen
Resultate

cos (x + B) =

[e + (fia + f1a) KPP + (¢ + fra°k)® — (¢ + fr3°k)?
2(c + frg'k) [c + (f1a + f13) k]

(4-10)
und

(¢ + fra-k)? + (¢ + f13°k)2 — [¢ + (frz + frz) KT?
—oos (/3+‘}/) - 2(c + friz* k) (¢ + fra°k)

Beachtet man in (4-6, 7) die Vorzeichen, so lassen sich aus Griinden der
Symmetrie die Gleichungen (4-10) und (4-11) unmittelbar aus (4-9) ablesen.
Figur 4.2 entnehmen wir die Beziehungen

(4-11)

o =180 4+« —y =180 — (y — «x)
w=180 —x — =180 — (« + B)

o=p+7 (4-12)
Folglich ist

cos (x — y) = cos (y — ) = —cos ¢

cos (x + f) = —cosm

cos (f + y) =cosp. (4-13)

Die Gleichungen (4-9), (4-10), (4-11) stehen untereinander in einer inter-
essanten geometrischen Beziehung. Nimmt man ndmlich die Werte (¢ + f,,k),
(¢ + fisk) und (¢ + (f12 + fi3)- k) als die Seiten eines Dreiecks, so erfiillt jede
der drei Gleichungen (4-9, 10, 11) fiir den Komplementirwinkel den Ko-
sinussatz, d. h. das so definierte Dreieck liefert uns die gesuchten Winkel
0,0, 7, ohne daf eine explizite Berechnung der Winkel mittels dieser Glei-
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Figur 4.3

chungen notwendig wire. Figur 4.3 zeigt das Dreieck und die Position der
Winkel?”. Die genannte Beziehung garantiert gleichzeitig die Giiltigkeit der
zu fordernden Gleichung ¢ 4 ¢ + 7 = 360°

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen: Die notwendigen Be-
dingungen fiir ein (relatives) Minimum, wie sie durch das Gleichungssystem
(4-5) formuliert werden, ergeben als Forderung, daf die Verbindungsstrecken
zwischen dem Gabelpunkt ¢ und den drei Verkehrsquellen P, P,, P, die
Winkel p, ¢ und 7 bilden.

Ein hier interessierender Minimalpunkt befindet sich entweder im Inneren
des Dreiecks P, P,P; oder auf dessen Rand. Im ersteren Falle liegt ein rela-
tives Minimum vor; das Problem soll zunédchst unter dieser Voraussetzung
behandelt werden. Dann ist im einzelnen zu zeigen, dafl ein Punkt @, der den
notwendigen Bedingungen geniigt, existiert, da er Minimum-Punkt der
Kostenfunktion ist, und weiter, dall auBler ihm kein weiterer derartiger
Punkt existiert. Daraus folgt dann, dafl die Kostenfunktion genau ein Mini-
mum besitzt, dessen Position durch den Punkt @ eindeutig festgelegt ist.

I. Erfullt @ die notwendigen Bedingungen, so ist ¢ Minimalpunkt der
Kostenfunktion.

Beweis: Wie sich zeigen wird, ist es nicht erforderlich, die Koordinaten
eines solchen Punktes @ zu kennen, weil die hinreichenden Bedingungen von
jedem Punkt der Zahlenebene erfiillt werden. Diese Bedingungen sind :

" 17 Eine Untersuchung aller moglichen Beziehungen der Parameter untereinander
sowie der dabei auftretenden Grenzfille wiirde eine zu umfangreiche Erérterung
auslosen; es sei nur beispielhaft darauf hingewiesen, dal fiir relativ sehr hohes ¢
alle Winkel nahezu 120° betragen.
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a*C ol
(4-14)

Ers) >0, 5372 >0
oC o*C
ox? 0xdy
und D = 220 220 >0 oy
dydx oy? (4-15)

Aus den Gleichungen (4-3) und (4—4) ergeben sich die partiellen zweiten
Ableitungen der Kostenfunktion zu:

— (x — x,) -

(¥ — x5) - ( — + V(@ — 2t + o

aC Vie — 22 + o2 n

T (¢ + fiz' k) Vi@ — a2 + 42 P
2
V(x — )% 4 (y — y5)2 — V(x—- ::lc)2 —::Z; — )
+ (¢ + frak) - 5 3+
(V(x — x3)* + (¥ — ¥s)? )
x2
Vat + g2 —
. z? + y?
+ [ + (frz + f1s) £] (Va2 4 y2p2
PO L
o = (¢ + frzk) Viw—zp+ 92 P +
(y — 9o)*
c ‘k
4 (¢ + f1s k) V(x — 252 + (y — y5)2
2
+ e + (fiz + fls)k]'-(—‘/_x—;___%_ﬁ>0. -

Analog ergibt sich:

20 _ : (@ — 2 , (@ — )
g = O e e T e T T
2
+ [e + (f12+f13)’k]7l/;2—:-v_—~ﬁ>0. (4-17)
~(z — 2y)- L
@0 _ ¢ Vi — 2,2 +

V(e — 22 + 92 F
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—(r— =) (¥ — v3)
) 3 V(x—xa P+ (y — y3)°

+ hk
et heeh) V(z — 22 + (y — 92 *
Yy
(—=)-
Va2 + 92
4 [e + (fi2 + f1a) k] - (Vz2+y2 )2

(¢ + frz k) (x — 25)y (¢ + fra k) (x — 23) (¥ — ¥3)

V(@ — a2+ 92 V(e — 22 + (y — g2
[c + (f12 + frs) K]z y

— 4-1
(sz + yz )3 ( 8)
Da die Wurzeln nur positiv gezogen werden diirfen, gilt generell:
o2C oC
Er i 0 £ >0. (4-19)

Fiir die Funktionaldeterminante der zweiten partiellen Ableitungen ergibt
sich:

D=|lc+fuh r F (0 + fro-k) W — v +
P Ve -zt P V(z — 252 + (y — y5)?)®

(& — 2,)*

V(e — )2 + 32 )

+ e + (f12 + fis) k] —_V——:_—)—] : [(C + f12k) 5 T

+ (¢ + frs°k) e Z ol ot (s + hb] s ||
S Ve — P (v — 4 e Wﬁ+fpn
. y(x — . (& — 25) (y — %)
{w+#” )<Wx_%v+yua+ '+L3M(Wz—%F+w—%P”
y 2
+ [e + (f12 + f13) k] Vm } (4-20)

[y(z — 2)) — (z — %) (¥ — 9)P?
== 'k ‘k
“+ﬁ2)“+h3)ww—%waVm—%P+w—%PV

v Y2
(¢ + frz k) [c + (f12 + f13) k] (V [xxy)z +y;: ]/;2)_1 2 )
2

[2(y — y3) — y(z — x3)1°
+ (¢ + fis k)[c 4+ (flz + fls)k] (V(x )l (— ) Vx2+ﬂy2 )3
(4-21)
dh. D>0 q.ed.
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Figur 4.4

422. Geometrische Konstruktion der Y-Lo6sung

Existenz und Eindeutigkeit des Punktes @ ergeben sich aus der folgenden
geometrischen Konstruktion.

II. Konstruktion des Punktes @: Vorausgesetzt werde der Satz aus der
elementaren Geometrie, nach welchem die Peripheriewinkel iiber der Sehne
eines Kreises gleich sind. Fassen wir nun die Strecke P,P, als Sehne eines
Kreises auf und wahlen den Winkel <t P,Q P, = 7 als Peripheriewinkel, so
liegt der Mittelpunkt des zugehorigen Kreises einmal auf der Mittelsenk-

rechten der Strecke P, P, und zweitens auf der Normalen des Kreises durch
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P,. Die Normale wieder steht senkrecht auf der Kreistangente durch P,,
die ihrerseits mit der Sehne P, P, den Sehnentangentenwinkel x bildet. Nach
Konstruktion liegt @ auf dem Kreise, der durch Mittelpunkt M und Radius
MP, eindeutig festgelegt ist. — Ebenso konnen die beiden anderen Drei-
ecksseiten als Kreissehnen und ¢ und ¢ als die zugehorigen Peripheriewinkel
aufgefallt werden. @ ergibt sich dann als Schnittpunkt der drei Kreisbogen
(Siehe Figur 4.4.)

Die so gefundene Position von @ ist jedoch noch nicht die endgiiltige
Losung des Problems. Durch die Umformung des algebraischen Gleichungs-
systems (4-3, 4, 5) in das trigonometrische System (4-6, 7) ging eine wesent-
liche Information im RechenprozeB verloren, nimlich die Positionen der
drei Punkte P,, P,und P,. Dementsprechend ist das durch die Gleichungen
(4-9, 10, 11) formulierte Ergebnis nur abhéingig von den gegebenen Verkehrs-
spannungen, nicht aber von der Lage der drei Verkehrsquellen. Es ist des-
halb moglich, dafl die Konstruktion von @ zu einer Position aullerhalb des
Dreiecks P, P, P, fiihrt, also eine fiir uns irreale Losung liefert. Dieser Fall
tritt offenbar genau dann ein, wenn eine der folgenden Ungleichungen
gilt:

6, >0
0, >c
8 >a (4-22)

Nach Figur 4.3 kann jeder der drei Winkel 7, p, 0 hochstens 180 Grad
haben, je zwei Winkel haben also zusammen mindestens 180 Grad, woraus
folgt, daBl von den drei Moglichkeiten in (4-22) hochstens eine eintreten
kann. Die optimale Lage von @ ist dann identisch mit den Punkten P,, P,
oder Ps, je nachdem, welche der Ungleichungen in (4-22) zutrifft. —

Um diese letzte Aussage zu beweisen, werde — ohne wesentliche Ein-
schrankung der Allgemeinheit — angenommen, dal Winkel ¢ kleiner als
Winkel §, ist und das gesuchte Minimum auf dem Rande PP, liegt.

Wir untersuchen das Verhalten der Kostenfunktion auf der durch die
Strecke P,P, definierten Geraden, also auf der xz-Achse. Dann ist y = 0
und die Kostenfunktion lautet:

C(@) = (¢ + fra k) (23 — @) + (¢ + frs k) V(s — 2)* + ys +
+ [¢c + (flz + fls)k]x . (4"223)

40 (¢ + frsk) (x5 — 2)
Avs = —(0 + fra k) + [o + (2 + fu)b] — =mE =

und % = 0 ergibt sich nach Figur 4.4a
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Figur 4.4a

z, — __hsk { c .
Vigg— a2+ g2 ¢+ ek ¢+ sk
Die zweimal differenzierte Kostenfunktion lautet:
azc — ((x3 — 2)® + y5?) + (23 — 2)?
= —(c + fis°k
dw =t b [[(xa— ) + 957 V(g — 2)? + ys”]
d.h.C"(z) >0. (4-22¢)

— cosg’. (4-22D)

Da hier nur die positive Wurzel interessiert, ist die zweite Ableitung per-
manent Null, so daB dag Minimum der Kostenfunktion auf der z-Achse ein-

deutig durch jenen Punkt gegeben ist, in welchem cos¢’ = — (1 — o-{—cﬁ)
13
gilt. Wir machen jetzt Gebrauch von der Voraussetzung
k2 k)2 — k)2
cos 8, < COSO = — [c + (fre + fra) K12 + (¢ + fr3°k) (¢ + frzk) . (4-224)

2[c + (he + ha)kl(c + hs k)
Schreibt man cos o als Funktion vom Parameter f,, in der Form

COSQg = — {c® + dchsk + 2f123°k2} + 2f13 ¥} e —_ a4 b-f,
{2¢2 4 dcfig b+ 2f{5 k% + {2¢k + 2f15- K2} iy d+ef,
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und beriicksichtigt @ << d und b < e, so ergibt sich, daB cos ¢ fiir f;; = 0 den

c? ) .
Wert — (1 — m) annimmt und dann mit wachsendem f,, gegen
—_hek (1 e )
¢+ fisk c+ figt k
strebt.
Es gilt also in jedem Falle, d. h. unabhingig vom Parameter f,,:
(4
COSOo < — (1 — m—k)
und wegen J, > o
C
cos 0, <—(1 —c—m)
Aus cosg’ = — (1 — —c-——) folgt dann cos §, < cos ¢, d. h. §, >0 .
c+ fistk

In Worten: Der gesuchte Minimalpunkt liegt auf der z-Achse rechts von
P,. Da die Kostenfunktion (wegen C” (x) > 0 fiir alle ) vom Minimalpunkt
aus nach beiden Seiten monoton wichst, nimmt die Kostenfunktion im ab-

geschlossenen Intervall P, P, ihr Minimum in P, an, was zu beweisen war. —

43. Vier Quellpunkte mit zwei Verkehrsspannungen

Eine folgerichtige Erweiterung der in Abschnitt 42 betrachteten Situation
mit drei Verkehrsquellen und zwei Verkehrsspannungen ist die Annahme,
dall zwei Verkehrsspannungen mit je zwei Verkehrsquellen unabhingig
voneinander, d. h. mit insgesamt vier Verkehrsquellen gegeben sind. Wah-
rend die nur von den Betriebskosten ausgehende Rechnung zwei direkte
Verbindungsstrecken fordert, wird die Gesamtkostenrechnung iiberpriifen
miissen, ob nicht die beiden Verkehrsstrome fiir einen Teil ihres Weges durch
eine gemeinsame Verkehrsstrecke gebiindelt werden sollten. Figur 4.5 zeigt
die beiden Verkehrsspannungen und das durch das Prinzip der Biindelung
erzeugte Netz. Ob sich eine Biindelung der beiden Verkehrsstrome iiberhaupt
empfiehlt, wird erst spater untersucht.

Seien P,, P, und P,, P, die den Verkehrsspannungen f,, und f; ent-
sprechenden Punktepaare, sowie @, und @, die beiden Gabelpunkte, in wel-
chen der Verkehr gebiindelt wird. Die Koordinaten der vier Fixpunkte seien
durch

P; = (z, :17,/7/ =123, 4) ’
die der variablen Punkte durch

Qi = (xi’ ?/z/’/ = 1:2)
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Figur 4.5

gegeben, ¢ sei wiederum der Baukostenindex. Dann lautet die Kosten-
funktion:

C(®y, oy Y1, Y2) = (€ + fr2k) [V(ﬁl — @)+ (h— )+

+ V(é:f'z — X))+ Ya— ¥2)? ] +

+ (e + furB) [V (& — @)* + (95 — 92)* +

+ V('i! — %)+ (s — ¥2)* ] +

+ [¢ + (frz + fa) k] - V (1 — @) + (Y1 — ¥2)? . (4-24)

Von dieser Gleichung ist unschwer abzulesen, da} ihre partiellen Ab-

leitungen zu zwei Gleichungssystemen fiihren, von denen jedes dem schon
diskutierten Fall dreier Verkehrsquellen mit zwei Verkehrsspannungen en-
spricht!®, Die beiden Teilprobleme werden reprisentiert einmal durch das
Punktetripel P, P,Q, mit den Verkehrsstromen f,,, fs und (f,, + fs) sowie
dem Gabelpunkt in @,, zum anderen durch das Punktetripel @, P, P, mit den
gleichen Verkehrsstrémen und dem Gabelpunkt in @,. Indem man die gege-

benen Koordinaten und Parameter in die Gleichungen (4-9), (4-10) und
(4-11) einsetzt, erhilt man die sechs Winkel

0i, 0, i (1 = 1,2) (4-25)

der beiden Gabeln in ¢, und @,.

Die Konstruktion der beiden Gabelpunkte gelingt wieder geometrisch,
und zwar durch doppelte Anwendung des Satzes von der Gleichheit der
Periphereiwinkel iiber einer Kreissehne. Es sei T’I—P_s die Sehne eines Kreises
K, und Winkel < P,Q,P, = p, Peripheriewinkel iiber dieser Sehne. Die

18 Die dort erzielten Resultate (insbesondere iiber relative Minima, iiber hinreichende
Minimalbedingungen und Minima auf dem Rande) sind hier wie auch in spiteren
Untersuchungen jeweils sinngemi zu {ibertragen.
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Konstruktion von K,; wurde bereits im Abschnitt 42 gezeigt. Die Gerade
durch @, und @, teilt g,, da keiner der drei Winkel g,, ,, o, grofer als 180 Grad
sein kann, in die beiden Winkel p," und o,": 9, = p," + 0,”, und es ist

Qll = 180 - 01
0" =180 —m, . (4-26)

Es sei &, Sehnentangentenwinkel in P;, d. h. §;, = p,. Zerlegen wir &, in
die beiden Teilwinkel &,’, &,”, wobei &' = p," und &,” = p,” sein sollen, so
wird durch den dabei entstehenden freien Schenkel eine neue Sehne in den
Kreis gelegt; wir bezeichnen sie durch ihre Endpunkte P4yR,,. FaBit man Q,

——

zunichst noch als variablen Punkt auf dem Kreisbogen P, P; auf, so sind

alle Winkel < R,;Q, P, als Peripheriewinkel iiber der Sehne P, R,, gleich p,’,
jede Gerade durch €, und @, muf} deshalb, soll sie den Winkel g, wie vorge-
schrieben in die Teilwinkel < R,,Q,P; = p," und < R,;Q,P, = p," zerlegen,
durch den Punkt R, verlaufen.

Eine symmetrische Uberlegung liefert fiir die Strecke P,P, einen Kreis K,,
mit einem R, analogen Punkt R,,. Die gesuchten Punkte ¢, und @, sind die

Schnittpunkte der Geraden R,;E,, mit den beiden Kreisbogen iiber P, P,

bzw. P,P,. Figur 4.6 demonstriert die Konstruktionsmethode, Figur 4.7
zeigt verschiedene Sonderfille.

Damit ist das Problem jedoch nicht erschépfend behandelt. Denn falls die
beiden Verkehrsspannungen sich nicht iiberschneiden, miissen die Gesamt-
kosten fiir das oben konstruierte Verkehrsnetz mit denen der Direktver-
bindung der beiden Punktepaare verglichen werden. Diese belaufen sich auf

O = (o + fo k) V(& — &) + (52 — 7

+Ct+fu bV (@ -8+ @ —a)?. (420

SchlieBlich mufl noch auf ein Problem topologischer Natur hingewiesen
werden. Figur 4.8 zeigt, dall im Falle sich iiberschneidender Verkehrsspan-
nungen zwei Verkehrsnetztypen fiir den mathematischen Ansatz in Frage
kommen, die voneinander grundsitzlich verschieden sind. Man sieht das
— beispielsweise — daran, dafl in dem einen Netz P, und P, zur gleichen
Gabel gehoren, wahrend sie in dem anderen von verschiedenen Gabeln be-
dient werden. Die Schwierigkeit besteht nun darin, dafl man sich bereits
vor der Aufstellung der Kostenrechnung fiir die eine oder andere Alternative
entscheiden mulB}, so dafl im Zweifelsfall die Qualitdt der beiden Varianten

nur durch getrennte Kostenrechnungen verglichen werden kann. Die hier
aufgezeigte topologische Problematik wird noch ofters in Erscheinung
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Figur 4.6

P

P,

Figur 4.7

treten, in der Literatur wurde sie bislang kaum gesehen, geschweige denn
gelost.

Zu diesem Abschnitt sei noch am Rande eine Konsequenz vermerkt, die
demonstriert, wie sehr die mathematisch-geometrischen Resultate von den
Vermutungen des ,,gesunden‘‘ Menschenverstandes abweichen. Liegen die
Baukosten im Verhéltnis zu den Betriebskosten sehr hoch, so ist die her-
koémmliche vierstrahlige Wegekreuzung noch nicht einmal dann die wirt-
schaftlich optimale Losung, wenn die beiden Verkehrsspannungen und die
sie bedienenden Verkehrswege senkrecht zueinander verlaufen. Denn die an
der Kreuzung entstehenden Winkel betragen 90°, wihrend nach Abschnitt
421 erst Winkel in der Nahe von 120° ein 6konomisch optimales Netz er-
zeugen wiirden. Daraus folgt aber, dafl dieses von zwei Gabeln gebildet wird.
Figur 4.8 bringt eine Gegeniiberstellung der beiden Netzgestalten als Lo-
sungen eines gegebenen Verkehrsproblems.
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Figur 4.8 \\S_\
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44. Das Drei-Punkte-Problem mit drei Verkchrsspannungen

Der einfachste Fall tiir ein Spannungsfeld bestehend aus drei Verkehrs-
spannungen wird durch drei Punkte konstituiert, bei denen jeder mit jedem
in Verkehrsspannung steht. L6t man eine der drei Spannungen unberiick-
sichtigt, so reduziert sich das Problem auf den in Abschnitt 42 behandelten
Fall. Aus dieser Tatsache kann man einen ProzeB ableiten, in welchem
schrittweise das als erste Schitzung angenommene Netz geradliniger Ver-
bindungen wirtschaftlicher gestaltet wird. Es sei also P,P,P, das Dreieck
der gegebenen Verkehrsquellen, f,,, /13, /3 die zugehorigen Verkehrsspannun-

gen und die Direktverbindungen P,P,, P,P;, P,P, ein erster Netzentwurf.
Das Teilproblem, die Verkehrsspannungen f;, und f,, zu befriedigen, wird
gemil der in Abschnitt 42 entwickelten Methode gelost. Falls der Losungs-
punkt @, nicht mit P, zusammenfillt, so stellt das Netz bestehend aus der
soeben konstruierten Gabel mit dem Gabelpunkt in @, plus der Direkt-

verbindung P,P, eine echte wirtschaftliche Verbesserung gegeniiber dem
vorhergehenden Netz dar. Genau so ersetzen wir anschliefend die beiden
Netzglieder @, P, und P,P; mit den potentiellen Verkehrsstromen f,, und f,,
durch die entsprechende optimale Gabellosung mit dem Gabelpunkt @,. Es
werden dann die Netzglieder @, P; und @, P, durch die optimale Gabel mit
Gabelpunkt @, ersetzt, weiter die Gﬁederm und @durch die ihnen ent-
sprechende Gabel mit Gabelpunkt @,’, der anschlieBend mit P; verbunden
wird, und so fort (Siehe Figur 4.9).

Diese Methode der sukzessiven Approximation fithrt mit Sicherheit zu
einer Netzgestalt, deren Gesamtkosten minimal sind. Ob dieses Minimum
das einzig existierende ist, bleibt im Moment unentschieden. Die Antwort
ist insofern nur von mathematisch-theoretischem Interesse, als es in der
Praxis nicht notwendig ist, das beschriebene iterative Verfahren durchzu-
fithren. Folgende Uberlegungen ermoglichen es, die gesuchte Losung direkt
und genau zu erzielen:

Das allgemeine Netzmodell muBl von der Annahme ausgehen, dafl die
beiden von jedem Quellpunkt auslaufenden Verkehrsstrome zunachst ge-
biindelt einen gemeinsamen Weg benutzen, bevor sie gich in Richtung auf ihre
Zielpunkte trennen. Die daraus resultierende Netzgestalt ist in Figur 4.10
dargestellt. Es ist eine Kombination von drei Gabeln, deren freie Aste sich
zu einem Dreieck zusammenfiigen. Mit der Angabe der drei Gabelpunkte
@1, @., @s, die zugleich die Eckpunkte dieses Dreiecks sind, ist die Netzgestalt
eindeutig festgelegt.
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3
> 8¢ 180°

(=1

Figur 4.9

In einem angenommenen Koordinatensystem seien die sechs Netzpunkte
wie folgt definiert:

Pi= (%, %) ((=123)
Qi = (xi’ '!h) (?’ =1,2, 3) .
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Figur 4.10

Dann lautet die zugehorige Kostenfunktion :

Clan yili =1,2,3) = [¢ + (f1a + f1) K] V (& — 22* + (72 — v2)* +
e+ (fra + fa) K1 V (@ — 22)* + (F2 — y2)* +
F e+ (fro + fao) K1 V (B — 20)* + (55 — ya)* +
+ e+ e BV (@ — @) + (41— 92)* +
+(+ha BV (21— 22 + (92 — ya)* +
(et fan BV (% — )2 + (32 — 9)? -

Die sechs partiellen Ableitungen erster Ordnung gruppieren sich in drei
voneinander unabhéngige Gleichungssysteme, deren jedes dem Typ des in
Abschnitt 42 geschilderten Verkehrsproblems entspricht!®. Demgemif er-
halt man als Resultat genau die neun Winkel, die von den Gabeln in @,, @,
und @, gebildet werden. Es wird sich spiter erweisen, daf3 die Summe der

3
Innenwinkel Yp; im allgemeinen nicht 180° betrigt, doch soll uns das im

i=1
Moment hier nicht interessieren. Anhand der in Figur 4.10 eingetragenen
Symbole wollen wir jetzt die besagten neun Winkel einer eingehenden Dis-

1 Bei der Annahme von drei Verkehrsspannungen ist zwar die in Rechnung zu stellende

Verkehrsbelastung fiir die einzelnen Netzglieder eine andere als im Falle des Ab-
schnitts 42, jedoch bleibt der dort vorgefiihrte Rechenproze der gleiche.
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kussion unterziehen. Vorher muf} allerdings noch die Frage geklart werden,
welche topologisch unterschiedlichen Netztypen?® fiir die optimale Netz-
gestalt in Frage kommen. Es sei noch betont, dafl die folgende Entwicklung
der topologischen Typen nur dem Verstindnis des Problems dienen soll,
keineswegs aber Anspruch auf mathematische Strenge erhebt.

441. Topologische Typen der Lo6sung

Die beiden ,,extremen‘ Typen sind offenbar durch die A\ -(Delta-)l6sung
bzw. die Y -Losung gegeben, denn die erstere ist betriebskostenmiBig das
Optimum, wahrend die zweite die optimale Losung ist, wenn man nur die
Baukosten beriicksichtigt. Diese Feststellungen sind beide evident, so daf3
sich ein Beweis eriibrigt. Im allgemeinen sind weder die Bau- noch die Be-
triebskosten so relativ unerheblich, dal sie auf die optimale Netzgestalt
keinen Einflufl ausiiben. So erhebt sich die Frage, ob nicht zwischen den
beiden Extremfillen weitere topologische Typen existieren. Der /\-Typ ist
nicht nur der betriebskostenmiBig rentabelste, sondern zugleich auch der
baukostenmaifig teuerste Typ, falls man iiberfliissige bzw. sinnlose Netzge-
stalten aus der Betrachtung ausschlieBt. Wir beginnen deshalb mit der A -
Losung und reduzieren sie schrittweise durch Verkiirzung ihrer Weglinge.
Dabei kann man auf zwei verschiedene Weisen vorgehen : einmal, indem man
jeweils zwei von einem Punkt ausgehende separate Wege durch eine Gabel
ersetzt, oder aber, indem man entbehrliche Glieder aus dem Netzmodell
streicht. Ist irgendeine der so entstehenden Figuren hinsichtlich ihrer Topo-
logie nicht symmetrisch in Bezug auf die drei Punkte P,, P,, P, so miissen
alle drei Alternativen beriicksichtigt werden. Figur 4.11 zeigt die geometri-
sche Entwicklung, wobei fiir topologisch asymmetrische Konfigurationen
jeweils ein Reprasentant gewdhlt wurde. Auf die Existenz anderer, insbe-
sondere sich verzweigender und zyklischer Entwicklungsketten sei hier nur
hingewiesen. Figur 4.12 stellt die verschiedenen Netztypen mit ihren Alter-
nativen tabellarisch zusammen.

20 Wir bezeichnen hier als topologischen Typus den allgemeinen Reprisentanten einer
Menge von Verkehrsnetzen, die, als Punktmengen im zweidimensionalen Euklidi-
schen Raum aufgefafit, durch umkehrbar eindeutige und in beide Richtungen stetige
Abbildungen ineinander iiberfiihrbar sind. Netze, die in diesem Sinne zur gleichen
Menge gehéren, bezeichnen wir als topologisch dquivalent, andernfalls als topologisch
verschieden. Mit der Topologie eines Netzes ist dementsprechend seine Zugehorig-
keit zu einer bestimmten Aquivalenzklasse gemeint.
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442. Die Interdependenz von topologischem Typus
und gegebenen Winkelrelationen

Ist ein konkretes Verkehrsnetzproblem mit drei Verkehrsquellen und drei
Verkehrsspannungen gegeben, so 148t sich von vornherein sagen, dafl die
gesuchte optimale Netzgestalt einer der zwolf in Figur 4.12 dargestellten
Netzformen?! topologisch dquivalent sein mufl. Jede von ihnen kann durch
stetige Verformung aus dem Typ I (siehe Figuren 4.10 und 4.12) abgeleitet
werden. Nach Abschnitt 421 sind uns die neun Netzwinkel dieses Typs be-
kannt; ebenfalls bekannt sind uns die drei Innenwinkel des Dreiecks P, P, P,.
Die Ermittlung der fiir das gegebene Problem optimalen Netzgestalt erfolgt
in zwei Schritten : Zuerst soll durch Zuordnung der verschiedenen Relationen
der zwolf Winkel zu den verschiedenen topologischen Typen ein Schema
konstruiert werden, das es erlaubt zu entscheiden, welcher dieser Typen der
gesuchten optimalen Netzform topologisch dquivalent ist. Sodann soll kurz
ausgefiihrt werden, wie die Netzform, deren topologische Gestalt nun fest-
liegt, graphisch zu konstruieren ist.

Es sei noch einmal daran erinnert, daBl Figur 4.10 das allgemeine Netz-
modell darstellt, aus welchem sich durch stetige Verformung alle anderen
Netztypen ableiten lassen, und weiter, dafl uns alle in der Figur 4.10 einge-
tragenen Winkel — sei es unmittelbar oder aber auf Grund der frither be-
rechneten Formeln — bekannt sind. Diese allgemeinste Netzform wurde in
Figur 4.12 als Typ I bezeichnet. Fiir die Losung kommt er nur dann in
Frage, wenn die Summe der Innenwinkel des Dreiecks @,0.,0; 180° betrigt:

3
ZQ;‘ = 180° 22
i=1

Es gibt in diesem Falle unendlich viele Losungen. Unter ihnen sind hervor-
zuheben die Sonderfille

@ =0Q; = Qs (Typ V)
Qi =P; | ¢=1oder 2 oder 3 (Typ II)
i = P
g P / 4,7=1,2o0der 1,3 oder 2,3 (Typ III)
=4

2t Die Varianten eines Typs sind topologisch nicht mehr dquivalent, sobald man ver-
langt, da8 die Abbildungen (vergl. FuBinote 20) jeden Eckpunkt P in sich iiberfithren.

22 Da ein solcher Fall praktisch nicht auftritt, warde auf die Beweisfiihrung der folgen-
den Aussagen verzichtet.
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Wiahrend der erste Sonderfall durch maximale Schrumpfung des Drei-
ecks Q,Q,Q; entsteht, ergeben sich alle anderen bei maximaler Dehnung
dieses Dreiecks innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen, die durch das
Dreieck P,P,P; gezogen sind. Den Ausschlag geben dabei die jeweiligen
Winkel der beiden Dreiecke. — Im folgenden soll der besprochene Typ
wahlweise den Typen IT oder V zugeordnet werden. Die Wahrscheinlichkeit,

3

daf} die Beziehung Zgi = 180° in der Praxis auftritt, ist gleich Null. —
i=1
Ist die Summe der Innenwinkel p; (v = 1, 2, 3) gréfler als 180°, so kann
das hypothetisch angenommene Dreieck @,@,(; entsprechend der zu Beginn
des Abschnitts 44 entwickelten Iteration sukzessive verbessert werden. Jeder
Schritt der Iteration fiithrt zu einem neuen Dreieck, das kleiner als das vor-
hergehende und diesem eingelagert ist. Da keines der Dreiecke der Forderung

3
2o; > 180° (4-29)
i=1
geniigen kann, muBl der Prozel notwendig in einem Punkte konvergieren,
mithin erhalten wir fiir die Voraussetzung (4-29) den topologischen Typ V.
Es bleibt noch die Moglichkeit

3
2o; < 180° (4-30)
i=1

zu diskutieren. Diese Voraussetzung bedeutet fiir das allgemeine Netzmodell
der Figur 4.10, dafl mindestens einer der drei Innenwinkel des Dreiecks @,@,Q,
grofer als der ihm vorgeschriebene Wert ist. Sei dies etwa der Winkel an @);,
das Gesamtnetz kann dann dadurch 6konomischer gestaltet werden, daf
man den Punkt @, in Richtung P; soweit verschiebt, bis der Winkel <t @,Q,Q;
den Wert g; angenommen hat. Das neue Dreieck mit seiner Winkelsumme
von 180° geniigt nun wiederum in mindestens einem Winkel nicht den ge-
stellten Forderungen, denn

3
wegen 20; < 180°

i=1

istop = X Qi@ (k=1,2,3;¢ % j + k, ¢ & k) unmoglich. Sei etwa
0; < X Q& , (4-31)

so verschiebt man wieder den Punkt ¢); soweit in Richtung P;, bis in (4-31)
das Gleichheitszeichen gilt. Die Iteration kann man so lange fortsetzen, bis
die sukzessive VergroBerung des Dreiecks @,(,@s in mindestens einem seiner
Eckpunkte den entsprechenden Eckpunkt des Dreiecks P, P, P; erreicht hat.
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Beachtet man, daf die Typen III und IV als Sonderfille des Typus II an-
gesprochen werden kénnen, so ist klar, daf3 die beschriebene Iteration zum
Netztyp II fithrt. Der Sonderfall des Typ IV (= Typ A) tritt genau dann
ein (siehe Figur 4.10), wenn gilt:

Qi<6i furs =1,2,3.

Die Kombination g; > d;, 0; > 6;, o <  fithrt zu dem Typ II; gilt nur
fiir ein Winkelpaar (9, 9): ¢ > 0, so kommen sowohl Typ II als auch Typ III
in Frage. Damit ist fiir den Typ III ein notwendiges, aber kein hinreichendes
Kriterium gefunden. Den angestellten Untersuchungen zufolge scheint ein
solches — wenigstens auf der Basis der zwolf Winkel — auch nicht zu be-
stehen. Es wird sich jedoch zeigen, daf3 das auch nicht erforderlich ist, weil
sich der Typ III bei der Konstruktion des Typus II sozusagen mechanisch
als ein Sonderfall desselben ergibt. — Die gewonnenen Resultate sind in
Figur 4.13 tabellarisch zusammengestellt.

WI|[NKETLRELATI!I|ONEN
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Figur 4.13

443. Graphische Konstruktion der Lésung

Alle topologischen Netztypen lassen sich mit Hilfe der bereits in friiheren
Abschnitten entwickelten Methoden graphisch-geometrisch konstruieren.
Der Typ VI ist ein Sonderfall des Typus V, dessen Konstruktion in Ab-
schnitt 442 vorgefiihrt wurde. Beziiglich des Typ I sei auf jenen Sonderfall
verwiesen, der mit dem Typ II dquivalent ist; aus ihm lassen sich mittels der
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Bildung ahnlicher Dreiecke durch Parallelverschiebung miihelos alle Lo-
sungen des Typ I gewinnen. Der Typus II schlieBlich kann als Sonderfall
des in Abschnitt 43 behandelten Verkehrsproblems interpretiert werden,
und zwar durch die einschrankende Voraussetzung, dal entweder P, = P,
oder P, = P, gilt. Beachtet man nur, wie gro8 die Verkehrsbelastung der
einzelnen Netzglieder ist, so macht die Einordnung der dritten Verkehrs-
spannung in den Rechenproze zur Bestimmung der Winkel keinerlei
Schwierigkeit. Der Netztyp IIT besteht aus einer direkten Verbindungslinie
und einer Gabel. Da die Verkehrsbelastung der Gabeldste bekannt ist, ent-
spricht die Konstruktion der Gabel dem Verfahren aus Abschnitt 442. Die
konkrete Netzform des Typ IV schlieflich ist durch das Dreieck P,P,P,
unmittelbar gegeben.

444. Der Launhardt’sche Satz vom Knotenpunkt:
Kritik, Beispiele

Noch in der Arbeit von Hoffmann (1961, S. 19, 27) werden die theoreti-
schen Ergebnisse Launhardts aus den Jahren 1887/88 unverindert iiber-
nommen. Ein Vergleich mit den in dieser Arbeit bisher erzielten Ergebnissen
zeigt, dafl Launhardts Resultate sowohl unvollstindig als auch zum Teil
ungenau sind. Es soll deshalb hier eine Gegeniiberstellung vorgelegt werden.

Nach Launhardt 148t sich das Drei-Punkte-Problem optimal durch ein
Netz der Gestalt /\ 16sen, wenn die Betriebskosten relativ hoch liegen.
Sind dagegen die Baukosten der wesentliche Kostenfaktor in der Gesamt-
rechnung, so ist die optimale Netzgestalt von der Form J_. Der Gabelpunkt
mub} dabei so gelegt werden, daf} ,,sich (die) drei Krifte, deren Groen im
Verhéltnis der kilometrischen Bau- und Betriebskosten stehen und welche
in den Richtungen der drei Strahlen wirken, das Gleichgewicht halten‘.
Welche der beiden Netzgestalten zu wéhlen ist, hingt von einer rechnerisch
zu ermittelnden Grenzverkehrsbelastung ab.

Launhardt demonstriert seine Berechnungen an einem Beispiel. Die Vor-
aussetzungen:

Im zweidimensionalen homogenen Verkehrsraum stehen drei Verkehrs-
quellen miteinander in Verkehrsspannung. Die zu beférdernden Giitermengen
sind fiir jede der drei Spannungen gleich; auBlerdem formen die drei Ver-
kehrsquellen hinsichtlich ihrer Lage ein gleichseitiges Dreieck. Die Kosten
pro Kilometer Verkehrswegebau sollen 140 000 Mark betragen, die Verzin-
sung des Baukapitels sei jéhrlich 59, und die Betriebskosten 0,02 Mark pro
Tonne und Kilometer.
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Es folgt die Behauptung:

Kleine Verkehrsspannungen werden kostengiinstiger durch das J_-Netz
bedient, relativ groBe dagegen durch das Netz der Gestalt /\ . Genau dann,
wenn das einzelne Verkehrsvolumen zwischen je zwei der drei Punkte
946 000 Tonnen betragt, ist die Grenzverkehrsbelastung erreicht, und die
beiden Netz-Losungen sind gleichwertig.

Hier muf} die erste Kritik ansetzen, denn Launhardt kennt als Losungen
fir das Drei- Punkte-Problem offenbar nur die beiden Netzgestalten |_bzw.
/\ - Gerade aber sein soeben vorgefiihrtes Beispiel hat nicht zwei, sondern
unendlich viele Losungen, ndmlich alle Varianten des TypsI (= A).
(Siehe dazu Figur 4.12 und 4.13)

Beweis:

Der Beweis soll einmal durch Anwendung der bisher erzielten Resultate
gefiihrt werden (1). AuBerdem wird noch ein anderer Beweis vorgelegt, der
von der vorliegenden Arbeit unabhéingig ist (2).

(1): Stellt man sich in Figur 4.10 das Dreieck P, P, P, gleichseitig vor und
nimmt an, dal zwischen jedem Punktepaar ein Verkehrsvolumen von jahr-
lich 946 000 t zu bewiltigen ist, so sind aus Griinden der Symmetrie die
Winkel p,, g,, 05 gleich. Cos g, ist nach Gleichung (4-11) und (4-13) (siehe
auch Figur 4.2):

cos _[e+ (he + Fo) 6P — (6 + fio B — (¢ + f13- k)? .
& = 2+ fa B © + f - B)

Bezeichnen wir f,, = f,; = f,; mit f und iibernehmen die von Launhardt
in seinem Beispiel angenommenen Zahlenwerte, so ist:

(4-32)

222 — ¢ 2(946 000 - 0,02)2 — (140 000 - 0,05)2

008 €1 = BT 7-k2 — 2(140 000 - 0,05 + 946 000 - 0,02)2
666 932 800
= m = 0,4963 ce e X2 0,5 . (4"33)

Das Ergebnis ist nicht genau 0,5, weil der von Launhardt angegebene
Grenzbelastungswert 946 000 Tonnen seinerseits nicht genau, sondern nur
abgerundet ist.

3

Es folgt: o, = 60°. Wegen g, = g, = g5 gilt also 2p; = 180°. Das aber
i=1

bedeutet, daf die optimale Netzgestalt vom TypI (= A ) ist. Es liegen dem-

nach unendlich viele verschiedene Losungen vor. (Siehe dazu auch Figur

4.12 und 4.13) Von ihnen hat Launhardt nur die beiden extremen Falle an-
gegeben, niamlich
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(a) die Losung, bei welcher das (hier gleichseitige) Dreieck Q,Q.Q, die
Seitenlénge 0 hat, und

(b) die Losung, bei welcher die Seitenlingen des Dreiecks @,@,@, maximal
sind : Das ist offenbar genau dann der Fall, wenn Dreieck @,Q,Q; gleich
dem Dreieck P, P,P;ist (letzteres war, wie erinnerlich, als gleichseitig
vorausgesetzt worden). —

Figur 4.13 a zeigt die beiden Launhardt’schen Losungen sowie einige Bei-

spiele weiterer Losungsmoglichkeiten.

Py &

' o~
Py P, )
Figur 4.13a

(2): Wiederum seien die Voraussetzungen des Beispiels von Launhardt
gegeben. Wir berechnen fiir den in Figur 4.13b eingezeichneten Netztyp I
die Gesamtkosten und fragen, wie grol3 die Seitenlinge a’ seines (gleichsei-
tigen) Dreiecks @,(.,@; seim mull, damit die Losung optimal ist. Nach
Launhardt miiite das Ergebnis ¢’ = 0 beziehungsweise ¢’ = a heilen. Es
wird sich jedoch herausstellen, daf} die Kosten von der Seitenlinge a’ un-
abhingig sind, d. h. daf} sich fiir jeden Wert a’ (0 < a’ < a) die gleichen
Kosten ergeben, womit dann unsere Behauptung der Existenz beliebig vieler
gleichwertiger Netzlosungen bewiesen ist, und zwar unabhéngig von der vor-
liegenden Arbeit.

Figur 4.13b
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Es werde in Figur 4.13b P,Q, = P,Q, = P,{Q; mit s bezeichnet; s 148t sich
durch die vorgegebenen Groflen a und o ausdriicken:
V3

3 (@ —a’). (4-34)

S =

Dann berechnen sich die Gesamtkosten C zu

V3
C’=3'[73(a—a')](c+2ﬂc)+3a'-(c+f-k). (4-35)
Wir substituieren & = 0,02, ¢ = 140 000-0,05 = 7000 und f = 946 000
(d. h. wieder die Zahlen aus Launhardts Beispiel) und erhalten:

C=(a—a) 77663 +a'-77760. (4-36)

Die Differenz der beiden Zahlenfaktoren ist nahezu Null, sie wire genau
Null, wenn f nicht als abgerundete Zahl in die Rechnung eingegangen wire.
Beriicksichtigt man diesen Umstand, so 148t sich Gleichung (4-36) umfor-
men zu

C=177700"a, (4-37)

d. h. die Gesamtkosten sind von der Gro3e a’ unabhangig, was zu beweisen
war. —

Eine weitere kritische Anmerkung wird bei jenen Ausfithrungen Hoff-
manns (1961, S. 27) notwendig, in denen er von Launhardt die Behauptung
iibernimmt, dafl im 3-Punkte-Problem die Grenz-Verkehrsbelastung f,
genau dann erreicht ist, wenn gilt:

A
fo = 0,37 -k

(4-38)

wobei 4 die kilometrischen Anlagekosten, ¢ den Zins- und Tilgungssatz? und
k die kilometrischen Betriebskosten je Tonne (bzw. Fahrzeug) darstellen.

Setzt man in diese Gleichung die Zahlenwerte des Beispiels von Laun-
hardt ein, so ergibt sich wieder der schon oben genannte Wert der Grenz-
verkehrsbelastung von 946 000 t.

Hoffmann benutzt die allgemeine Gleichung zur Bestimmung einiger fiir
die Gegenwart reprisentativer Grenzbelastungswerte, indem er auf der
rechten Seite Durchschnittswerte des neuesten Zahlenmaterials einsetzt.

2 Vergl. Abschnitt 23. Genau genommen sind die Bau- und Betriebskosten bei Laun-
hardt nicht vergleichbar, weil erstere — durch die Tilgung! — zeitlich begrenzt
sind, wihrend letztere jedes Jahr, also ohne zeitliche Begrenzung, anfallen.
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Da Hoffmann keine weiteren Einschrinkungen macht, konnte man glauben,
die Gleichung gelte fiir alle beliebigen Tripel von Verkehrsquellen, also un-
abhéngig von ihrer Lage. Das ist aber keineswegs der Fall. Figur 4.13c zeigt
zwei Verkehrssituationen: Einmal bilden die drei Quellpunkte ein gleich-
seitiges Dreieck, im anderen Falle sind die Langen zweier Dreiecksseiten ver-
dreifacht worden. Unter der Annahme jeweils gleichgroBer Verkehrsspan-
nungen wurden fiir beide Situationen die Gleichungen der Grenzverkehrs-
belastung in allgemeiner Form aufgestellt:

A-1
(a) hh=%s17%" (4-39)
A3
(b) fo= 016k (4-40)
P3
P Ja
P’
a a
a Q
P, a P, Py a Py
(a) (b)



In Worten besagt dieses Ergebnis:

Ist in der Verkehrssituation (a) die Grenzverkehrsbelastung erreicht (d. h.
J_-Lésungund A\ -Lésungsind kostenméifig gleichwertig), so muf3 in der
Situation (b) das Verkehrsvolumen mehr als doppelt so grof} sein, damit auch
hier die Grenzverkehrsbelastung erreicht ist. Ubrigens ist auch ohne Rech-
nung leicht einzusehen, dafl mit wachsender Entfernung des Punktes P, von
P, und P, auch die Verkehrsfrequenz immer groBer werden muB}, sofern die
beiden Netzlosungen | und /\ zu den gleichen Gesamtkosten fithren sollen.

Wir fassen das Ergebnis dieser zweiten Kritik zusammen:

Die von Launhardt aufgestellte Gleichung der Grenzverkehrsbelastung
gilt nur, wenn

1. die drei Verkehrsspannungen gleichgrof sind und

2. die Positionen der drei Verkehrsquellen ein gleichseitiges Dreieck
formen.

Eine derart spezielle Verkehrssituation wird jedoch in der Praxis selbst
naherungsweise nur selten auftreten.

Betrachtet man die allgemeine Verkehrssituation des 3-Punkte-Problems,
d. h. 148t man beliebige Verkehrsmengen und beliebige Positionen der drei
Quellpunkte zu, so gibt es fiir je zwei Netztypen, die im Sinne der Figur 4.11
benachbart sind, eine Grenzverkehrsbelastung. Sie 148t sich ohne weitere
Schwierigkeit aus den Ergebnissen des Abschnitts 44 bestimmen. Da der
Rechenprozef3 einerseits sehr aufwendig ist und andererseits keine neuen
Erkenntnisse bringt, wurde in dieser Arbeit auf die Berechnung der einzelnen
Grenzverkehrsbelastungen verzichtet. —

In einer dritten Kritik am Launhardtschen Satz vom Knotenpunkt folgt
jetzt ein Beispiel, in welchem die Losung eines 3-Punkte-Problems zu einer
Netzgestalt vom Typus IT (= A ) fiihrt. Es wird dabei zahlenméBig nach-
gewiesen, daB er tatsichlich noch kostengiinstiger ist als die beiden schon
Launhardt bekannten Netztypen (Typ V = I_und Typ IV = A).

Gegeben seien drei Verkehrsquellen, die durch ein Verkehrsnetz mitein-
ander verbunden werden sollen. Die zu erwartenden Verkehrsfrequenzen
zwischen diesen Punkten P,, P, und P, seien:

f12 = 3 Millionen PKW-Einheiten jahrlich
f2s = 2 Millionen PKW-Einheiten jahrlich
fis = 1 Million ~PKW-Einheiten jihrlich.

Die gegenseitigen Lagebeziehungen der drei Quellpunkte sind durch ihre
Entfernungen, d. h. durch die Lingen der Seiten des Dreiecks P, P,P; ge-
geben. Sie sollen betragen:
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PP, =306 km, P,P, = 33,0km, P,P; = 44,6 km.

Die Anlagekosten werden mit 700 000 DM pro Straflenkilometer, der Satz
fiir Verzinsung, Tilgung?* und Unterhaltung mit 7,149, und die Betriebs-
kosten je Kilometer und PKW-Einheit mit DM 0,12 angenommen?®,

Wir setzen die Losung dieses Verkehrsnetzproblems wieder mit dem all-
gemeinen Netztypus I (= A ) an und berechnen mittels der in Abschnitt 42
entwickelten Formeln die kostenmiBig optimalen Winkel. Das Resultat
zeigt Figur 4.13d.

Figur 4.13d

Ihr lassen sich zwei Tatbestande entnehmen, die fiir die endgiiltige Losung
entscheidend sind :

3
1. 2o; = 154,3° < 180°
2. 0, = 44,3° < 6, = 88,5°.

Wenden wir nun die in Figur 4.13 zusammengestellten Ergebnisse an, so
besagt die erste Ungleichung, daBl das optimale Netz von der Gestalt des
Typus IT (= A ) ist, und die zweite Ungleichung, da} seine Dreiecksspitze
mit dem Quellpunkt P, zusammenfallt.

Da alle erforderlichen Winkel bekannt sind, 148t sich die endgiiltige Netz-
16sung ohne weitere Schwierigkeit auf graphischem Wege konstruieren. Das
Endergebnis zeigt Figur 4.13e.

In die Zeichnung wurden auch die optimalen Losungen der Typen IV
(=/A\)und V (= ) eingetragen. Die folgende Tabelle erlaubt einen Ver-

2 Siehe Fulinote 23.
25 Durchschnittswerte fiir die BRD 1960 (nach Hoffmann 1961, S. 27).
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gleich zwischen den Werten der giinstigsten Netzgestalt A_und den beiden
Launhardtschen Losungen A und ) 2.

Zahl der Reine Reine Gesamt-
Netzlinge PKW Baukosten | Betr.-Kost. kosten
Netztyp
(km) (km-Jahr) (Jahr) (Jahr) (Jahr)
(Mill. km) | (Mill. Mk) (Mill. Mk) (Mill. Mk)
P 62,70 221,50 3,135 26,580 29,715
A 82,12 210,92 4,106 25,3104 29,4164
VAN 108,20 202 .4 541 24,291 29,701

Wie aufschlufireich eine exakte Netzberechnung sein kann, demonstrieren
deutlich die beiden ersten Spalten der Tabelle: Wahrend sich die verschie-
denen Netzlangen wie (ca.) 6 : 8 : 11 verhalten, also betrichtlich divergieren,
verhalten sich die entsprechenden Zahlen der zu leistenden PKW.Kilometer
wie 22:21:20. Zwar liegen, wie die letzte Spalte zeigt, die jeweiligen
Gesamtkosten trotzdem dicht beieinander, jedoch muf} in diesem Zusammen-
hang ausdriicklich auf den folgenden Tatbestand hingewiesen werden:

Der hier vorausgesetzte zweidimensionale homogene Verkehrsraum wird
in der Praxis absolut genommen nie auftreten. I. a. zeigt er mindestens eine
relativ kleine Inhomogenitéit und ist eventuell von Teilrdumen ausgeprigter
Inhomogenitidt durchsetzt (z. B. Stufen in einer Schichtstufenlandschaft
oder steigende Grundstiickskosten in der Nihe groBerer Siedlungen). In
solchen Fillen ist es fiir den Planer vorteilhaft, mehrere Alternativen grund-
verschiedener Netzgestalten zu haben, die in den Gesamtkosten kaum diffe-
rieren. So konnte in Figur 4.13 e eine zwischen P, und P; gelegene Verkehrs-
barriere mittels des Netztypus IT (= A), oder, falls sie ausgedehnter ist,
mittels des Netztypus V (= | ) umgangen werden, ohne da8 sich die Ge-
samtkosten dadurch erhohten.

Zum AbschluB3 eine kurze, beispielhaft gedachte Interpretation von Fi-
gur 4.13e. Betrachtet man die drei Netze im Detail, so 143t sich schon mit
dem Auge in groben Ziigen ablesen, wie sich die einzelnen Netzgestalten an
den vorgegebenen Verkehrsmengen und Kosteneinheiten orientieren.

26 Es ist iibrigens kein Zufall, daB die drei verschiedenen Gesamtkostenwerte so dicht
beieinander liegen. Verwendet man nur Zahlen, wie sie in der Praxis auftreten, so
werden, falls das optimale Netz vom Typus A ist, die Kostenwerte der genannten
drei Typen immer nur geringe Differenzen aufweisen. Der Beweis muBl hier aus
Griinden der thematischen Beschrinkung unterbleiben.
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Optimale Lésung fir den Netztyp

Figur 4.13e

(1) Die stérkste Verkehrsspannung besteht zwischen P, und P, (3 Millio-
nen PKW-Einheiten pro Jahr). Alle drei Netze bieten deshalb eine direkte
oder nahezu direkte Verbindung zwischen P, und P, an. Die Umwege be-
tragen prozentual bei Typ A 0%, bei Typ A_0,8%, und bei Typ I _1,4%,.
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(2) Entsprechend der geringeren Verkehrsspannung zwischen P, und P,
(2 Millionen PKW-Einheiten jahrlich) ist dort der gleiche Sachverhalt in
abgeschwiachtem Mafe zu beobachten, d.h. die Abweichungen von der
Geraden sind bei den Typen A und _|_schon etwas ausgepragter (Umweg-
Anteile in der Reihenfolge wie oben: 09, 1,6%,, 3,19,).

(3) Die geringste Verkehrsspannung herrscht zwischen P, und P, (1 Million
PKW-Einheiten jahrlich). Dem aus ihr resultierenden Verkehr werden auf
den Netztypen A und _|_erhebliche Umwege zugemutet, namlich 12,99,
beziehungsweise 269,. Das sind offensichtlich Betrige, wie man sie im Ver-

gleich zu den Umwegen auf den beiden anderen Strecken (P, P, bzw. P,P;)
rein intuitiv wohl kaum vermutet hatte. Noch anschaulicher wird die relativ
enorme Divergenz, wenn man das jeweilige Mafl der Umwege bei den Netzen
in Figur 4.13e visuell vergleicht. Hier treten die Vorteile einer prizisen
mathematischen Untersuchung offen zutage.

Wodurch wird dieses unerwartete Ergebnis bedingt ? Die Ursache ergibt
sich durch eine kurze Rechnung am Netz A. Dieses Netz bietet jeder Ver-
kehrsspannung eine geradlinige Verbindung. Dabei belaufen sich die Kosten

fiir Bau und Betrieb der Strecke P,P, auf 7,58 Millionen DM. Wiirde man
jedoch die Baukosten einsparen und den Verkehr zwischen P, und P, iiber
das restliche Netz, also iiber Punkt P, leiten, so wiirden die nun stark ver-
groBerten Betriebskosten allein 7,63 Millionen DM betragen, d. h. es ent-
stiinden auBerordentlich geringe Mehrkosten. Ubertragt man diese Uber-
legungen auf die ,,dazwischen* liegenden Netze A und L, so wird das zu-
nichst tberraschende Ergebnis verstindlich. —

45. Spannungsfelder und Netze htherer Ordnung

Vom theoretischen Standpunkt aus kénnte die Untersuchung durch Ver-
groferung der Zahl der Verkehrsquellen und der Zahl der zwischen ihnen
bestehenden Verkehrsspannungen beliebig lange fortgesetzt werden. Um
wenigstens den Trend aufzuzeigen, den eine solche Untersuchung mit wach-
sender Komplexitidt der Voraussetzungen nehmen wiirde, sind in Figur 4.14
alle moglichen Spannungsfelder fiir vier Fixpunkte als vertauschbar ange-
sehen, so dall asymmetrische Spannungsfelder jeweils nur durch einen Re-
prasentanten vertreten sind.

Zur Verdeutlichung der Situation zeigt Figur 4.15 die Reprisentanten
zweier Spannungsfelder und die Mannigfaltigkeit ihrer verschiedenen Aus-
pragungen. Figur 4.16 zeigt zwei Spannungsfelder mit je drei Verkehrs-
spannungen und je nach GroBe der gegebenen Parameter verschiedenartige
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optimale Netzgestalten. Allgemein ergibt ein Vergleich mit den vorher-
gehenden Abschnitten, dall mit den dort entwickelten Methoden alle Ver-
kehrsprobleme mit bis zu vier Verkehrsquellen und bis zu drei Verkehrs-
spannungen auf geometrischem Wege gelost werden konnen?®.

Es ist klar, daB3 jedes der in Figur 4.14 dargestellten Spannungsfelder als
Sonderfall des Feldes mit sechs Spannungen zwischen vier Punkten inter-
pretiert werden kann. Figur 4.17 zeigt das Feld zusammen mit den zwei
moglichen optimalen Losungen fiir minimale Baukosten (a), der optimalen
Losung fiir minimale Betriebskosten (b), sowie zwei Auspriagungen des all-
gemeinen Netzmodells (c), aus welchen alle anderen Netzgestalten ,,zwischen‘
den Extremen (a) und (b), d. h. die verschiedenen topologischen Netztypen,
deduziert werden konnen. Schon im Abschnitt 43 wurde darauf aufmerksam
gemacht, daf} bei jedem Verkehrsproblem, in welchem der rechnerische An-
satz von zwei Gabeln mit einem gemeinsamen Ast ausgeht, grundséatzlich
zwei topologisch verschiedene Netze in Frage kommen?® (Figur 4.17a). Das
allgemeine Netz (Figur 4.17 ¢) ist eine Kombination von finf solcher Doppel-
gabeln und besitzt deshalb 2% = 32 topologisch verschiedenartige Auspra-
gungen, jede von ihnen kann durch schrittweise Netzverkiirzung oder -ver-
langerung in andere Typen iiberfithrt werden, von denen hier in den Figuren
nur einige Beispiele gebracht werden konnten.

Die Erorterung von optimalen Losungen fiir Verkehrsspannungsfelder in
der homogenen Ebene soll hier abgebrochen werden, und zwar aus folgenden
Griinden:

(I) Bei Vergroflerung der Zahl der Spannungen steigt die Maximalzahl
moglicherweise erforderlicher Gabelpunkte sehr rasch:

Bei drei Spannungen und drei Verkehrsquellen sind es 3, bei sechs Span-
nungen zwischen vier Verkehrsquellen 10, und bei zehn Spannungen zwi-
schen fiinf Verkehrsquellen sind es bereits 25 Gabelpunkte.

Verkehrsnetze ,die ihrer Natur nach durch zusétzliche Knotenpunkte ver-
teuert werden, erfordern eine Einbeziehung der Knotenpunktzahl in die
mathematische Planung 6konomisch optimaler Netzgestaltung, was zwar
rechnerisch kein Problem ist, hier jedoch aus Griinden der stofflichen Be-
schrinkung unterbleiben mu8.

(IT) Noch ungleich schneller wichst die Zahl der topologisch verschiedenen
allgemeinen Netzformen, von denen jede einzelne hinsichtlich ihrer mini-
malen Gesamtkosten untersucht werden miillte. Bei drei Verkehrsquellen

%7 Es ist zu vermuten, da8 mit den hier vorgetragenen Methoden der Aufstellung von
Netztypen und ihrer systematischen ,,Okonomisierung*‘ jedes derartige Netzproblem
gel6st werden kann, fiir diese Hypothese steht der Beweis aber noch aus. —

28 Vergl. FuBinote 21.
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mit drei Verkehrsspannungen gibt es eine solche allgemeine Netzfigur (siehe
Figur 4.10), aus welcher sich die anderen Netztypen ableiten lassen. Bei vier
Verkehrsquellen mit sechs Spannungen sind es schon 32 (zwei davon zeigt
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Figur 4.17¢), bei fiinf Verkehrsquellen mit zehn Spannungen sind es nicht
weniger als mindestens 100 000. Solange es nicht gelingt, diese Vielfalt topo-
logisch verschiedener Typen als Varianten eines noch allgemeineren Netzes
darzustellen, bleibt nur die Verwendung elektronischer Rechenanlagen zur
Bewiltigung solcher Aufgaben. Einen moglichen Ausweg, der hier nicht
weiter verfolgt wird, zeigt Figur 4.18. Man fithrt in den Rechenprozel3 die
zusédtzliche Bedingung a-b = 0 ein und erfaBit dadurch die beiden topolo-
gisch verschiedenen Typen (siehe Figur 4.17a) gleichzeitig .

(IIT) Insofern die vorliegenden Eroérterungen nicht als Selbstzweck im
Sinne der Geometrie, sondern als Beitrag zur theoretischen Angewandten
Verkehrsgeographie gedacht sind, erscheint eszweckméBig, vor dem weiteren
Ausbau der Theorie erst einmal zuséatzliche geographische Phianomene wie
bestehende Verkehrsnetze oder die rdumliche Varianz der Boden in die
Untersuchungen mit einzubeziehen. Umgekehrt sollte beriicksichtigt werden,
daB in der planerischen Praxis Verkehrsprobleme, die die Trassierung kom-
plexer Systeme von Verkehrswegen erfordern, vergleichweise selten sind.
Und was diese betrifft, so ist darauf hinzuweisen, daB sie sich ausnahmslos
in eine Reihe relativ primitiver Probleme der in diesem Kapitel untersuchten
Art zerlegen lassen.

46. Zur Struktur der Netz-Topologie

Wir beweisen :

Jeder Knotenpunkt ist eine raumliche Konzentration von Gabelpunkten.

Gegeben sei ein Knotenpunkt, in dem eine Anzahl von Verkehrslinien
zusammenlaufen. Aus je zwei benachbarten Verkehrslinien bildet man Paare
von solchen, wobei jede Linie nur einmal erfallt werden darf. Jedes Paar
wird dann ersetzt durch eine einzige Verkehrslinie, die sich auflerhalb des
Knotenpunktes in zwei Aste gabelt. Liefen vorher n Linien im Knotenpunkt
zusammen, so sind es jetzt nur noch (n/2) beziehungsweise [(» — 1)/2 + 1],
je nachdem, ob 7 eine gerade oder ungerade Zahl ist. Mit den jetzt im Knoten-
punkt zusammenlaufenden Linien verfahrt man ebenso und setzt den Auf-
losungsprozeB so lange fort, bis nur noch drei Linien im Knotenpunkt ver-
kniipft sind. Das so entstandene System von Gabeln 148t sich wieder zu dem
urspriinglichen Knotenpunkt umformen, wenn man allen Gabeldsten, die in
dem System von Gabeln Gabelpunkte verbinden, die Lange Null gibt.

Verallgemeinerung: Lost man jeden Knotenpunkt eines Netzes in der
oben beschriebenen Weise auf, so stellt sich das Netz als ein System von
Gabeln dar, von denen jede mindestens einen ihrer drei Aste mit einer ande-
ren Gabel gemeinsam hat. Sind die in jedem Gabelpunkt zusammenlaufen-
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Figur 4.19

den Verkehrsstrome hinsichtlich ihres Volumens bekannt, so lassen sich,
wenn man die jeweiligen Endpunkte der Aste festhilt und dann das in Ab-
schnitt 42 entwickelte Konstruktionsverfahren anwendet, die Positionen der
Gabelpunkte genau bestimmen. Da in diesem Sinne jeder Gabelpunkt zu-
gleich Endpunkt fiir die Aste anderer Gabeln (mindestens einer) ist, fiihrt
die sukzessive ,,Einrichtung‘‘ der Gabelpunktpositionen zu einem Approxi-
mationsprozel, der mit jedem Schritt die Gesamtkosten senkt. Da diese
nicht beliebig verringert werden kénnen, sondern mit Sicherheit eine posi-
tive untere Schranke besitzen, strebt auch der Approximationsprozef3 einer
festen Netzgestalt zu, die mengentheoretisch als Héufungselement zu be-
zeichnen ist. Wegen der schon frither aufgezeigten Vielfalt moglicher topo-
logischer Typen ist dieser ,,OkonomisierungsprozeB‘ durch Verzerrung der
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urspriinglichen Netzgestalt nicht eindeutig, im praktischen Fall miiBten
also die verschiedenen Varianten durchexerziert werden.

Figur 4.19 zeigt, wie sich ein Knotenpunkt mit sechs Asten schrittweise in
ein System von fiinf Gabeln zerlegen 148t. Dabei kann die Skizze (a) auch
als das bestehende Spannungsfeld betrachtet werden. Sind die Baukosten im
Vergleich zu den Betriebskosten hoch, so kann der ProzeB der Okonomisie-
rung zu einer Netzgestalt filhren, wie sie die Skizze (e) zeigt. Das Beispiel
zeigt zugleich, dal der ProzeB nicht eindeutig ist und deshalb zu verschieden-
artigen Konfigurationen des Systems von finf Gabeln fithren kann. Die
sieben Punkte bilden das Spannungsfeld, wie es zwischen Madrid und den
Haupthéifen der Siidost- und Siidkiiste Spaniens besteht. Figur 4.20 zeigt
das Eisenbahnnetz, das Madrid mit den Hafen Alicante, Cartagena, Almeria,
Malaga, Cadiz und Huelva verbindet.

Das letztere Beispiel demonstriert deutlich, wie geographische Krifte
(siedlung- und wirtschaftsgeographische Gegebenheiten, Morphologie des
Landes, u. a.) mit mathematischen Komponenten (Geometrie der Lagebe-
ziehungen, algebraische Relationen zwischen Bau- und Betriebskosten, u.a.)
zusammenwirken und gemeinsam das Erscheinungsbild kulturgeographi-
scher Phanomene bestimmen kénnen. —
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5. ERWEITERUNG VON VERKEHRSNETZEN
IM HOMOGENEN RAUM

In diesem Kapitel sollen Verkehrsprobleme untersucht werden, zu deren
Loésung ein bereits bestehendes Verkehrsnetz benutzt werden kann. Wir
gehen aus von folgenden Voraussetzungen:

A) Es ist ein Verkehrsnetz in der homogenen Ebene gegeben.

B) Zwischen zwei gegebenen Punkten besteht eine Verkehrsspannung von
gegebener Grofe.

Gesucht ist die Linienfithrung eines zu bauenden Verkehrsweges, die die
entstehenden Kosten minimiert, wobei das existierende Verkehrsnetz be-
nutzt werden kann.

Der moglicherweise notwendige Kapazitdtsausbau von in die Losung
einzubeziehenden Netzgliedern wird als Kostenfaktor erst spiter in die Uber-
legungen eingefiihrt.

51. Verbindung eines Quellpunktes mit einer Verkehrsstrecke

Vorbemerkung: Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts bieten einerseits
etwa gegeniiber der Arbeit von v. Stackelberg 1938 nichts wesentlich Neues
und sind andererseits zusammen mit Abschnitt 52 nur Sonderfille des all-
gemeinen Problems in Abschnitt 53. Jedoch eignen sie sich sehr gut als
anschauliche Einfithrung in das Thema dieses Kapitels.

Wir beginnen die Untersuchungen wieder mit der einfachsten Situation:

Gegeben seien zwei Punkte P,, P, mit einer zwischen ihnen bestehenden
Verkehrsspannung f und ein geradliniger Verkehrsweg g. Es stellt sich die
Frage: Lohnt es sich, den Verkehrsweg g in eine zu bauende Wegverbindung
von P, nach P, aufzunehmen, und, wenn ja, wo liegen die optimalen Ein-
und Austrittsstellen @, und @,. Diese Fragestellung wird noch weiter ver-
einfacht durch die Annahme, da8 der Punkt P, auf dem Verkehrsweg g liegt.
Diese Situation ist dargestellt in Figur 5.1. Die Frage lautet nun: In welchem
Punkt @ soll der geplante Verbindungsweg von P, nach P, in den Verkehrs-
weg g einmiinden.

Es seien (z,, y,) die Koordinaten von P, (%, ¥,) die Koordinaten von P,
und (z, y) die von Q. Der geradlinige Verkehrsweg g werde durch die Glei-
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Figur 5.1

chung y = ax + b definiert. Der Einfachheit halber sei der Koordinaten-
ursprung 0 so gelegt, dafl er mit P, zusammenféllt, das gleiche gelte fiir die
x-Achse und g.
Mit anderen Worten :
(%, y2) = (0, 0)
y= 0

I

Wie bereits frither definiert, sollen wieder ¢ die Baukosten pro Lingen-
einheit, k die Betriebskosten pro Tonne und Léngeneinheit und f der zu
bewiltigende Verkehrsstrom in Tonnen, alles berechnet fiir eine feste Zeit-
einheit, bedeuten.

Dann lautet die Kostenfunktion C':

=@+ [0 V(@ — P+ @)+ (k)= (5-1)
Wir setzen die erste Ableitung gleich Null:

ac (%, — @)

k k=0 5-2
T T (5-2)
Da die Wurzel positiv zu ziehen ist, wird diese Gleichung genau fir
-k
cos u = cf+ T (5-3)

befriedigt. —

Aufler dieser trigonometrischen Losung besteht noch eine algebraische,
die man durch Quadrieren der Gleichung (5-2) erhalt:
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. (f-k)? - (22 — 2)* + (92)*) = (2, — @)*- (c + [-k)* (5—4)
d. h.

(@ — @)* - ((c + f-k)* — (f-k)*) = (yu)* - (f-K)? (5-5)

oder

. (y1)%(f-k)?
(¢, — 2) = (c + f-h)2 — (f- k)2

(5-6)

Da nur Losungen der Form (2; — x) > 0 in Frage kommen, ergibt sich als
eindeutiges Resultat:

1
x :xl_yl.f.k.(-'_)l/(c—f—f-k)z—(f']c)2 (5-7)

x stellt eine Weglidnge dar und kann deshalb nicht kleiner als Null sein. Das
bedeutet, daB fir alle Ergebnisse

1
z — yl-f'k-(+)]/(H,,,C)Z_U_,c)z <0 (5-8)

2 = 0 substituiert werden muB.

Es bleibt allerdings noch zu zeigen, dal in dem so gefundenen Punkt tat-
sichlich die Kostenfunktion ihr Minimum annimmt.

Dazu beweisen wir, dafl die zweite Ableitung der Kostenfunktion in
Q = (z, 0) groBer als Null ist.

dzc (—1)
- -k
da? ©+1 )(Vw:1 — 2)2 + (y,)?

2z, — 2)- (1)
(—2) [(m — 2)* + ()21 °2

+ (z, — @) (5-9)

dzCc 1 (z; — x)?
== k — 5-10
da? (0 + f ) ( V (2, — ) + yi® (V (z — 2)? + ?/12)3) ( )

(5-11)

=(G—|—f’k)((zl—x)2+ylz_(xl—x)z)>O.

(V (2, — 2 + 2 )°
q.ed.

Die beiden moglichen Grenzfille lassen sich aus der Losungsgleichung
(6-7) ablesen. Fiir steigende Baukosten ¢ strebt die Wurzel gegen Null, d. h.
x gegen ;.
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In Worten: Bei auBerordentlich hohen Baukosten soll die zu bauende
Wegverbindung vom Punkte P, zum Weg g nahezu senkrecht zu ihm ver-
laufen. Dieses Ergebnis muflte erwartet werden, weil die rechtwinklige Ver-
bindung von P, mit g die kiirzest mogliche ist. Ein nicht-triviales Resultat
ist die Aufloésung von (5-7) fir = 0:

Gilt fir die gegebenen Konstanten die Beziehung

yIZfzk2
C+ fhF = (R

2! < (5-12)

so lohnt eine Einbeziehung des Weges g in das Bauprogramm nicht, man
verbindet also P; mit P, direkt.

Um die Empfindlichkeit der gefundenen Losung zu untersuchen, be-
stimmen wir mittels der in (5-1) gegebenen Kostenfunktion die prozentuale
Verteuerung der Gesamtkosten fir alle Punkte innerhalb des Definitions-
bereiches 0 <x < z, gegeniiber den Kosten der optimalen Losung, wie sie
oben berechnet wurde. Zum Zwecke der graphischen Darstellung miissen fiir
die allgemeinen Konstanten der Kostenfunktion konkrete Zahlenwerte?®
eingesetzt werden.

Nehmen wir als praktisches Beispiel an, dafl eine Stadt (P,) aus einem
nahe gelegenen Steinbruch (P,) mit Baumaterial versorgt werden soll. In
10 Kilometer Entfernung fiithre eine geradlinige StraBle zur Stadt. Von
jenem Punkt der Strafle, der dem Steinbruch am néchsten liegt (d. h. 10 km
Abstand), sei die Entfernung bis zur Stadt 30 Kilometer.

Die jahrlichen Kosten pro km gebauter Strafle, die sich aus Kapitalver-
zinsung und laufenden Instandhaltungskosten ergeben, sollen DM 12 000, —
betragen, die Betriebskosten seien mit DM 0,20 pro Tonne und Kilometer
angenommen, dafl jahrlich zu transportierende Volumen schlieBlich werde
auf 60 000 Tonnen veranschlagt. Es sind also

P, = (0,0); P, = (30,10); c = 12 000; k = 0,20; f = 60 000 .

Bei okonomisch optimaler Linienfithrung mufl der geplante Weg von P,
nach P, auf 24,23 Kilometern die bereits bestehende Strafle benutzen. In
diesem Falle betragen die jahrlichen Gesamtkosten DM 568 500.—. Figur 5.2
zeigt auBer der optimalen Linienfiihrung einige Alternativ-Strecken sowie
deren relative Verteuerung.

29 Nach P. Friedrich 1956, S. 16 (ausschlieBlich f).
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52. Verbindung zweier Quellpunkte

unter EinschlufB8 einer bestehenden Verkehrsstrecke

Der Sonderfall, dal der Punkt P, auf dem Weg g liegt, soll nun verallge-
meinert werden, indem diese Voraussetzung gestrichen wird. Dann ergeben
sich zwei Moglichkeiten : Die beiden Punkte P, und P, liegen auf der gleichen

bzw. auf entgegengesetzten Seiten von g.
Wir beginnen mit dem letzteren Fall (I). (Figur 5.3.)
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Figur 5.3
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I. Es seien P, und P,zwei Punkte, die durch einen Weg verbunden werden
sollen. Ihre Positionen sollen sich auf entgegengesetzten Seiten einer bereits
bestehenden Wegstrecke g befinden. Gesucht werden Ein- und Austritts-
stelle @, und @, des Weges von P, nach P,, wenn dieser der wirtschaftlich
giinstigsten Linienfithrung entspricht.

Das Koordinatennetz werde so gelegt, daBl g in der z-Achse liegt. Wir
definieren:

= (Z;, ¥1) Es ist:
= (&2, F2) =0
Q (%1, ¥1) Y1=0
Q: = (23, ¥) Y=0

Nach Figur 5.3 gestaltet sich die Kostenfunktion wie folgt:
O=(c+ k) (e — &)+ 52 + V(@ — @) + 52) + (2 — 2) fk

-13

Berechnung der partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung(:5 ?
O A B 0 (5-14)

fo = ) T (5-15)

% R TIP —Z> + 7P (-19)

T ihg G — f) T &1

&0 #C__o, (5-18)

3, 0%,  0w,07
Von dem Gleichungssystem der partiellen Ableitungen lassen sich eine
Reihe interessanter Ergebnisse ablesen:

(1) Die notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum der Kostenfunktion
werden, da die Wurzeln positiv zu ziehen sind, durch genau zwei Punkte er-
fallt, namlich

Ql (xl’ O) , WO Xy = "El + ?71 : V( ! P) (5—19)
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Q: = (2,0), wo x2=@—gz-V L. (520
(77“) —1

(2) Die beiden Punkte erfiillen auch die hinreichenden Bedingungen fiir
ein Minimum, denn die Funtkionaldeterminante der zweiten Ableitungen D

o0 0C
2
D= oxy 0%, 0%, (5-21)
o*C o*C
0w, 0y ox,?

ist offensichtlich positiv, mithin haben wir in @,, @, eine eindeutige Lsung
dieser Minimalaufgabe gefunden.

(3) Wie die Losung zeigt, ist @, von der Lage des Punktes P, und @, von
der Lage des Punktes P, unabhingig, die Aufgabe in den Variablen z, und z,
zerfillt also in zwei voneinander unabhingige Aufgaben je einer Variablen,
von denen jede dem Typ des zuerst behandelten Problems (einer der Punkte
liegt auf g) entspricht.

(4) An Stelle der Punkte @, und @, 148t sich die Losung wieder trigono-
metrisch angeben, wiederum als Kosinus der Einfallswinkel 4 und v (siehe
Figur 5.3):

cosu — —1E
ot [k (5-22)

__fk

COS ¥V = C—f—fk

Das bedeutet, dafl die beiden Einfallswinkel gleich sind, d. h. die beiden Teile
P,Q, znd P,Q, des Weges von P; nach P, sind parallel.

(6) Das ermoglicht in der Praxis eine aulerordentlich simple Konstruktion:
Man erhilt den die Kosten minimierenden Streckenzug, indem man durch
P, und P, zwei Strecken legt, die beide mit dem Verkehrsweg g den Winkel u

k Lo
% = arc cos I iE (» hier im Bogenmaf} gemessen)
bilden.
Die bis hier entwickelte Losung bedarf zweier Ergénzungen:

A) Falls die Wegstrecke g durch zwei Punkte 7', bzw. T', derart begrenzt
wird, daf einer der beiden Losungspunkte @, und @, aulerhalb der Strecke

g = T,T,, aber auf deren Verlingerung liegt, so sind @, bzw. @, durch 71
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bzw. T, zu ersetzen. Denn wie Figur 5.4 zeigt, sind die durch den Neubau
der Strecke P,T', entstehenden Kosten offenbar geringer als die der Doppel-
strecke P,Q,7,. Andererseits wiirde eine Strecke von P, nach einem Punkt 7"

auf 7,7, mit T, + T’ die Kosten erhdhen, weil der zugehorige Einfalls-
winkel %" noch stirker von dem optimalen Winkel » abweicht als der Ein-

fallswinkel »’ der Strecke P,T,.

Figur 5.4

B) Der mathematische Formalismus fithrt unter Umstédnden zu einem

Resultat x, < x, und rechnet dabei die Strecke Q?)—z = (x, — x,) negativ.
Da fiir die praktische Losung nur positiv gemessene Strecken in Frage
kommen, gilt es festzustellen, welche Linjenfithrung einerseits nur positiv
gemessene Strecken enthilt und andererseits der errechneten abstrakten
(man koénnte sagen: virtuellen) Losung am néchsten kommt. Beziiglich des
zweiten Kriteriums sei daran erinnert, daf bei wachsender Abweichung des
Punktes @; (+ = 1,2) von seiner optimalen Lage die Gesamtkosten, soweit
sie von @; abhingen, monoton wachsen. Man erhélt die gesuchte Linien-
fihrung fiir (z, — 2,) = 0, d. h. P, und P, sind geradlinig zu verbinden, die
Verbindungslinie schneidet g in @, = @,. In Formeln ausgedriickt:

Fir z, > «,

S 1
d.h. Ty + 1 V(_f.c_k_}_l)z_l >
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> & — o |/ (5-23)
(ﬁ+1)—1

oder (By — @2) + (1 + F2) -

>0 (5-24)

e+ -

ist die direkte Verbindung P,P, die optimale Losung des Problems, mit
anderen Worten: Die Einbeziehung der bestehenden Strecke g in den zu
bauenden Verkehrsweg von P, nach P, lohnt nicht.

II. Es bleibt jetzt noch die Moglichkeit zu untersuchen, dafl die beiden
Punkte P, und P, auf der gleichen Seite von g liegen. Bezieht man g in die
Kostenrechnung mit ein, so lduft der RechenprozeB parallel dem fiir Fall I
und man bekommt je nach Wunsch entweder die Punkte @, und @, oder
aber die Einfallswinkel v = v als Losung (siehe Figur 5.5).

\a

Figur 5.5

Die bei Fall I abschlieBend diskutierten Grenzfille miissen hier jedoch noch
einmal gesondert behandelt werden. Ergibt die rechnerische Losung das

virtuelle Resultat x, < x,, so iiberschneiden sich die Wegstrecken P,Q,
und P,Q,, und die optimale Losung ist wie in Fall I die direkte Verbin-

dungsstrecke P,P,. Es macht jedoch die Eigenart dieses zweiten Falles
aus, daB auch bei einer reellen Losung @, @,, also x, > x,, die Direktver-

bindung P, P, moglicherweise kostengiinstiger ist. Diese eventuell optimale
Losung wird deshalb im hier diskutierten Rechenprozefl nicht erfalit, weil
die Kostenfunktion unter der Voraussetzung aufgestellt worden ist, dafl g
Teil des gesuchten Streckenzuges ist. Eine derartige Einschrankung des
Rechenansatzes aber bedingt automatisch, dal die Rechnung nur eine g
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einbeziehende Losung liefern kann. Die tatsachlich optimale Losung erhilt
man durch Kostenvergleich der beiden Wege P,Q,Q,P, und P,P,. —

53. Optimale Linienfiihrung bei gegebenem Verkehrsnetz

Nachdem nun die einfachsten Fille von Linienfiihrungsproblemen bei
schon bestehendem Verkehrsnetz untersucht worden sind, soll jetzt eine
allgemeinere Situation behandelt werden:

Gegeben seien zwei Punkte P, = (&, #,) und P, = (&,, §,) sowie eine
zwischen ihnen bestehende Verkehrsspannung f. Gegeben sei auBerdem ein
Verkehrsnetz beliebiger Gestalt.

Gesucht ist die hinsichtlich der Kosten optimale Linienfiihrung eines zu
bauenden Verkehrsweges von P, nach P,%.

Wir bezeichnen das gegebene Verkehrsnetz mit M, M kann dargestellt
werden als Menge seiner Netzglieder s;:

M={s} G=1,2,...).

Der rechnerische Ansatz fiir die Losung des Problems sieht vor, dal3 der
zu bauende Streckenzug von P, nach P, einen gewissen Teil der Netzglieder
benutzt. Da sich nicht von vornherein entscheiden 1aBt, welche der schon
bestehenden Netzglieder in die optimale Losung eingehen werden, miite im
Ansatz jede geordnete Untermenge M’ von M in Betracht gezogen werden.
Theoretisch wiirde das bedeuten, da ebenso viele Einzellosungen zu be-
rechnen wiren wie M geordnete Untermengen M’ besitzt (einschlieflich der

leeren Menge @, was der Direktverbindung P.P, entspriache), um dann einen
Kostenvergleich dieser Einzelresultate durchzufithren. In der Praxis ergibt
jedoch die einfache Betrachtung der Geometrie des Verkehrsnetzes, dafl
jeweils nur einige wenige Kombinationen von Netzgliedern fiir den 6kono-
misch optimalen Streckenzug in Frage kommen. In einer an die Unter-
suchung des Problems anschlieBenden Betrachtung wird dariiber hinaus
eine Methode entwickelt, die uns in die Lage versetzen wird, von vornherein
zu entscheiden, ob ein gegebenes Netzglied s iiberhaupt in die Untersuchung
einbezogen werden mulf3.

Es sei M’ = {s;/i =1, ..., n} eine geordnete Teilmenge der Menge M.
Wir berechnen nun die — relativ! — optimale Losung unter der Annahme,
dafB der gesuchte Streckenzug iiber die Netzglieder von M’ zu fithren ist, und

3 QOhne Anderung des bereits bestehenden Verkehrsflusses.
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Figur 5.6

zwar in der Reihenfolge ihrer Anordnung. Figur 5.6 zeigt diese Voraus-
setzung.
Die Losung wird eine Punktmenge L sein

L={Qy/i=1,...n; j=1,2} (5-25)

mit der Eigenschaft, da der gesuchte Streckenzug im Punkte @;; das Netz-
glied s; betritt und im Punkte @;, wieder verlaBit. Der Weg verlduft also
zwischen @ ;; und @;, auf dem Netzglied s; und zwischen @;, ; und @,, , auf
dem Glied s;4,, wihrend die Strecke von @;, nach @,, , neu zu bauen wire.

Fiir die Aufstellung der Kostenfunktion werden noch benétigt die Koor-
dinaten der Losungspunkte @;;

Qi; = (35, ¥ij) »
weiterhin die Gleichungen der Geraden g;, die durch die (geradlinigen) Netz-

glieder s; definiert werden:
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Yi = a;x; + b;
und die Endpunkte der Strecken s; auf den Geraden g;:

8i = TyTiy .

531. Aufstellung der Kostenfunktion
Nach Voraussetzung durchlduft der gesuchte Streckenzug von P, nach P,
die Punkte
Pl’ Qua le, QZI’ sz- .. -Qiz’ Qi+1,1- . -Qrm an’ Pa .

Die Lange I dieses Streckenzuges 148t sich aus den Koordinaten der Punkte
berechnen:

l= V('IEI — Zy) + (J1 — yu)* + V (11 — Z12)® + (Y11 — Y12)® +

+ V(le — 1) + (Yor — Y1) + - + V(xnz — @g)® + (Ynz — ?72);
(5-26)

Die Glieder der Summe zerfallen in zwei Typen: Sie messen Strecken, die
entweder auf Netzgliedern verlaufen oder benachbarte Netzglieder (be-
nachbart im Sinne der Anordnung der Menge M’) verbinden. Wir summieren
beide Typen getrennt und erhalten:

l =‘ZV(®’£1 — Zi2)? + (Yi1 — Yi2)? +i2 V'(xiz — Zit11)? + (Yiz — Yir1,)?
=1 =0
(6-27)

In der zweiten Summe wurden, um das Summenzeichen unbeschrinkt an-

wenden zu kénnen, fiir die beiden Fixpunkte P, und P, die Symbole P,
und P, eingefiihrt, es ist also

Xy, =@ Yoo =W
Tpt1,1 = &g Ynt1,1 = Y2 - (5-28)

Die Punkte @;;liegen auf den durch die Netzglieder s; definierten Geraden
gi, ihre Koordinaten geniigen also den zugehorigen Geradengleichungen

Yir = @;i%iy + by
Yiz = QiTis + b .
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Wir setzen deshalb
@y = Qpyy = 0

bo = ?71, bn+1 = 372 .

Eingesetzt in (5-28) ist die Lange des Streckenzuges nun gegeben durch
den Ausdruck

1=V (Tiz — iz)? + (@i%iy + b; — a;x, — b;)? +

i=1

+ 3V (w1 — Zit1,1)? + (@i + b; — ai+1xi;—:,: — bi+1‘)‘2

i=0

n

l=2) (20 — 2)® (1 + a2 +

i=1

+ 2V (% — Zit1,1)? + (@i%iz — @it1%it1,1 + bi — bipq)?
=0

i

b=

(% — @ig) (1 + @)’ +

1

I

+ ZV(xiz — Zit11)? + (@i — @1 Tirr 0 + 00 — bita)? . (6-29)
i=1

Die Kostenfunktion ist jetzt verhiltnismifBig einfach zu formulieren:

Alle Teilstrecken, die auf Netzgliedern laufen, erfordern in der Gesamt-
rechnung nur die reinen Betriebsaufwendungen, die, wie erinnerlich, durch
das Produkt (f-k) gegeben sind, wihrend fiir die die Netzglieder verbinden-
den Strecken noch die Bau- und Instandhaltungskosten ¢ hinzutreten.

Die Kostenfunktion lautet also:

C = (k) Z(wn— za) (1 + ait)'h +
i=1

+ (c + fk) 2V (Tiz — Tig1,1)? + (@i%iz — Bit1Zit1 1 + b; _—bi-&-l)z .
i=0
(5-30)

Insofern jeder Punkt der Losungspunktmenge L Verkniipfungspunkt
einer Strecke, die auf einem Netzglied verlduft, mit einer Strecke, die dieses
Netzglied mit dem ihm benachbarten verbindet, ist, kann man alle Punkte
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als einander dquivalent betrachten, man erhélt deshalb die allgemeine par-
tielle Ableitung erster Ordnung durch Differentation von C nach (etwa) ;;:

oC
oy

:kal—I—af—I—

— (1,2 — Ti) — @(@g_1Zi_1,0 — %5 + by — by)

V (%i-1,2 — i) + (@i=1%i_q,2 — Q% + biy — b;)?

+ (¢ + f-k) . (5-31)

532. Zerlegung des Problems in seine Einzelteile

Zur Erleichterung des weiteren Rechenganges wollen wir annehmen, daf3
die Abszisse des Koordinatensystems mit der durch das Netzglied s; defi-
nierten Geraden g; zusammenfillt, d. h., daB gilt: a; = b; = 0.

Dann ist
oC (%i_q,2 — %iy)
=fk4+(c+fk : . (6-32
oy f ( f ) V (a’i—l,z — xy)? + (@i_1%i-1,2 + bi_1)? ( )

Es zeigt sich, daf} das hier vorgelegte komplexe Problem in eine Reihe von
einfachen Problemen zerfillt, wie sie bereits eingangs dieses Kapitels behan-
delt wurden. Denn setzt man die in (5-32) gegebene erste Ableitung gleich
Null, so besagt die trigonometrische Interpretation, daf fir z;—, , < x;, der
Kosinus des Winkels zwischen den beiden durch @;, verkniipften Strecken
(d. h. der Winkel < @;—; ,@Q;;@:s) gleich dem negativen Quotienten aus Be-
triebs- und Gesamtkosten pro Lingeneinheit sein muf} (siehe Figur 5.7):

cos <L Qi—l,ZQil Qiz = c__i—%_ :

Diese Bedingung ist notwendig und gilt fiir alle im Streckenzug auftreten-
den Winkel. Mit anderen Worten:

Die Winkel, unter denen die neu zu bauenden Verbindungsglieder in die be-
stehenden Netzglieder einmiinden sollen, sind alle gleich und durch Glei-
chung (5-33) gegeben. Man sieht jedoch sofort, dafl die Bedingung nur dann
erfilllt werden kann, wenn alle in die Rechnung einbezogenen Netzglieder
s; parallel verlaufen. Die Forderung, dafl zwei nicht-parallele Geraden mit
einer zwischen ihnen gezogenen Verbindungsstrecke den gleichen vorgege-
benen Winkel bilden, kann im allgemeinen nur im Schnittpunkt der beiden
Geraden erfillt werden, d. h., es existiert keine nicht-triviale Losung. In
die Uberlegungen mufB nun eine weitere Voraussetzung eingefiihrt werden,
namlich die Tatsache, daB} jedes Netzglied s; durch zwei Punkte 7';; und 7T';,
auf g; begrenzt wird. Sei ¢; eine beliebige Verbindungsstrecke zwischen s;

(5-33)
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$i-y

Figur 5.7

und s;—,. In dem man die beiden Winkel, die #; mit s; beziehungsweise s;_,
bildet, kostendegressiv im Sinne des Abschnitts 5.1 abwechselnd auf den ge-
forderten Wert einrichtet, bewegt sich ¢; entweder in Richtung auf den
Schnittpunkt der Geraden g; und g;—, oder aber entfernt sich von diesem3!.
Um das zu entscheiden, studieren wir die Situation in voller Allgemeinheit
und unabhéingig vom iibrigen Netz. Es seien also gegeben zwei sich schnei-
dende Geraden und irgendeine Verbindungsstrecke zwischen ihnen sowie die
GroBe der beiden (gleichgroBlen) Winkel w, unter welchen die Verbindungs-
strecke die beiden Geraden treffen soll. Die zunédchst beliebig vorgegebene

Verbindungsstrecke bezeichnen wir mit @,Q, und den Schnittwinkel der
beiden Geraden g, und ¢, mit z. Fihrt man nun den oben beschriebenen
Iterationsprozel durch, indem man etwa @, festhilt und @, so weit auf g,
wandern 148t, bis der Winkel in @, den geforderten Wert w angenommen hat,
dann die neue Position von @, festhilt und @, wandern 146t und so fort, so
bewegt sich dabei (siehe Figur 5.8) die Verbindungsstrecke genau dann auf
den Schnittpunkt der Geraden g, und g, zu, wenn gilt:
180 — =z

2

Gilt in (5-34) das Gleichheitszeichen, so ist jede zur Winkelhalbierenden
von z senkrechte Verbindungsstrecke eine Losung des Problems. Fiir
180 — 2

2

schlieBlich entfernt sich die Verbindungsstrecke bei fortlaufender Iteration
vom Schnittpunkt der Geraden.

w > (5-34)

w <

31 Wir nehmen an, da Ein- und Austrittswinkel beide innerhalb des von g;, ¢;_; und
¢; gebildeten Dreiecks liegen, da sonst die Losung trivial ist. —
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Die Wahrscheinlichkeit, da3 in einem konkreten Fall die Beziehung

i 180 — 2z
- 2

besteht, ist gleich Null. Die Alternative, namlich

180 — 2z
wE——

fithrt zu dem oben beschriebenen Iterationsproze. Da nun in einem Ver-
kehrsnetz alle Netzglieder begrenzt sind, kommt die iterative Verschiebung
einer Verbindungslinie in dem Moment zum Stillstand, wo ihre Endpunkte
@ die die Netzglieder begrenzenden Punkte 7' erreichen. Dabei kann die
Iteration schon dann unterbrochen werden, wenn nur ein ¢ seine Grenz-
position 7' erreicht hat, das hingt von den jeweiligen geometrischen Ge-
gebenheiten ab. Von dem obengenannten Sonderfall einmal abgesehen, be-
findet sich also, mathematisch gesprochen, kein relatives Minimum in dem
durch die Punkte 7' begrenzten Definitionsbereich, vielmehr liegt das ge-
suchte Minimum auf dem Rande desselben (daf kein zweites Minimum exi-
stieren kann, bedarf keiner Erlduterung).

Betrachten wir nun einen Streckenzug zwischen P; und P,. Nach Kon-
struktion setzt er sich zusammen aus den vorgegebenen Netzgliedern
81, ..., 8, und den gie verbindenden Strecken, die hier entsprechend ihrer
Reihenfolge durch ¢,, ..., ¢, bezeichnet werden sollen. Soll dieser Strecken-
zug derart variiert werden, dall die mit ihm verbundenen Kosten minimal
werden, so gelingt das durch Verschiebung der Verbindungsglieder ¢; gemi8
den vorausgegangenen Uberlegungen. Da der ProzeB3 eindeutig ist, ist auch
die so erzielte Losung eindeutig. Selbst dann, wenn sich die Geraden zweier
benachbarter Netzglieder unter dem Winkel

2 =180 — 2n
schneiden sollten, oder, um auch den anderen Spezialfall einzubeziehen,
parallel laufen, ist nur die optimale Linienfithrung mehrdeutig, die Kosten-
losung dagegen eindeutig.

533. Ein Beispiel

Figur 5.8 zeigt die graphische Konstruktion des optimalen Streckenzuges
aus einem beliebig vorgegebenen. Die Werte fiir Baukosten, Betriebskosten
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und Verkehrsvolumen sind die gleichen wie im Beispiel der Figur 5.232, die
Kilometerangaben wurden dem vorgegebenen Netz entnommen. Insgesamt
wurden die Kosten fiir vier verschiedene Linienfiihrungen von P; nach P,
berechnet, und zwar im einzelnen

(I) fir den Neubau einer geradlinigen Verbindung von P; nach P,;

(IT) fiir den Streckenzug mit minimalen Baukosten. Dabei ist P, auf kiir-
zestem Wege mit dem Netz zu verbinden, wihrend der Verkehr im
ibrigen auf dem Netz verlauft (in der Figur 5.8 ist es der Weg P,- R-
T55-Q2-Ps);

(IIT) fur eme willkiirliche Schiatzung der Trasse (in der Figur der Weg
P,Q11-Qs2-Q5:-Q32- Po) 5

(IV) fir die optimale Linienfithrung (in der Figur der Weg P;-Q11-Q,s-Qs:-
Q.- P,). Sie wurde graphisch mit Hilfe des oben beschriebenen Itera-
tionsverfahrens konstruiert, und zwar unter der Voraussetzung, daf3
die Netzglieder s,, s,, 85 in die Losung einzubeziehen seien. Die Opti-
malitdt gilt also nur unter dieser Voraussetzung, eine andere Kombi-
nation von Netzgliedern erlaubt moglicherweise eine noch giinstigere
Linienfithrung.

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengefal3t:

" Betriebkosten | Bau-und Betriebskosten
dkml-\?inge des Weg(;st aufl'( auf dem Netz der neuen Strecken
em Netz neuen Strecken (DM) (DM)
1)) — 44,2 — 1 058 000
(IT) 63,6 6,14 764 000 1471 000
(I1I) 26,9 28,74 323 000 690 000
(IV) 27,9 23,3 335 000 559 000
Totale Weglidnge Totale Kosten (DM)
(D) 44 20 km 1 058 000
(IT) 69,74 km 910 000
(II1) 55,64 km 1 013 000
(IV) 51,20 km 894 000

Vergleicht man die Zahlen, so fallt auf, dal die Kalkulation gegeniiber dem
Neubau von Strecken im Netz aulerordentlich empfindlich ist. In Anbe-

32 Nach P. Friedrich 1956, S. 16 (ausschlieBlich f).
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tracht der geringen jéhrlichen Verkehrsmenge kommt diese Beobachtung
jedoch nicht unerwartet.

534. Eine zweidimensionale Abschéatzung fir die
gesuchte Linienfiihrung

Es soll jetzt eine Methode entwickelt werden, die es erlaubt, zu entschei-
den, welche Netzglieder fiir einen zu bauenden Streckenzug tiberhaupt in
Frage kommen. Eine rdumliche Abschitzung gelingt durch folgende Uber-
legung:

Jeder Punkt @ des zu bauenden Streckenzuges darf von den gegebenen
Punkten P,, P, nur so weit entfernt sein, daf die direkte Verbindung von
P, nach @ und von @ nach P, selbst unter der Annahme, da8 sie ganz auf
Gliedern des gegebenen Netzes verlauft, in der Kostenrechnung nicht teurer
zu stehen kommt als Neubau und Betrieb einer direkten Verbindung zwi-
schen P, und P,. Offenbar bilden alle jene Punkte @, fiir die dieser Kosten-
vergleich unentschieden ausfillt, eine Grenzlinie, jenseits welcher kein Punkt
mebhr fiir den geplanten Streckenzug in Frage kommt. Diese Uberlegung soll
nun mathematisch formuliert werden.

Es sei die Strecke P, P, von der Linge d. Dann betragen die Kosten der
Direktverbindung der beiden Punkte:
C,=(c+fk)d (6-35)

Es sei @ ein Punkt der gesuchten Grenzlinie und e, bzw. e, die Lingen der

Strecken P,@Q und @ P,. Da die Grenzlinie fiir alle moéglichen Positionen von
Netzgliedern Giiltigkeit haben soll, muB fiir ihre Berechnung der Extremfall

angenommen werden, daf} PIQ und QP2 ganz auf Netzgliedern verlaufen.

Die in diesem Falle entstehenden Kosten werden nur durch den Verkehrss
betrieb verursacht und betragen demnach

Cy=fk(ey + e) (6-36)

Als Punkt der gesuchten Grenzlinie gilt fiir @:

C, =0, d. h. (c+ fk)d=fk(es + e) (6-37)
oder (er + eo) = d E—J;—,fcﬁ- (5-38)
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Diese Gleichung definiert aber, wie von der Analytischen Geometrie her
bekannt ist, eine Ellipse, deren Brennpunkte durch P, und P, und deren
Halbachsen durch

r = ; (€1 + e2)

1 d? 1 —_—
bzw. Ty = V(e1 + e,)? T T =3 V (e1 + €5)* — d? (5-39)

gegeben sind. Legt man das Koordinatensystem derart, daB die Strecke

P, P, in der Abszisse liegt und vom Nullpunkt halbiert wird, so lautet die
Ellipsengleichung

x2 ?/2

- + -1 (5-40)
1 (e, + e5)? 1 [(e; + €5)* — d?]

oder, unter Verwendung der Beziehung (5-38)

z + i 1 (5-41)
2 7 \2 2 7 \2 =1.
Tl Tl
(Siehe Figur 5.9)

Es mul} betont werden, dafl die Ellipse im streng mathematischen Sinne
keine Grenzlinie ist, sondern nur eine Schrankenlinie. Das bedeutet: Jene
Netzteile, die aullerhalb der Ellipse liegen, kommen fiir eine 6konomisch
optimale Linienfithrung nicht in Frage. Es kann jedoch durchaus der Fall
sein, daB es auch innerhalb der Ellipse noch Netzteile gibt, die auf Grund
ihrer Position von der Trassierung auszuschlieBen sind.

Bestehen auch noch nach der durch die Ellipse erzielten Einschrinkung
des Netzes mehr als eine mogliche Kombination von Netzgliedern fiir den
gesuchten Streckenzug, so ergibt sich die endgiiltige Losung durch einen
Kostenvergleich der verschiedenen Einzelergebnisse.

Betrachten wir die kleine Halbachse der Ellipse:

=g Y (-

Sie verkiirzt sich mit wachsendem Transportvolumen und mit wachsen-
den Betriebskosten (pro Kilometer und Tonne) sowie bei fallenden Bau-
kosten. Die dadurch bedingte Abflachung der Ellipse bedeutet, daBl der
Trasse nur relativ geringe Abweichungen von der geraden Linie ﬁ; ge-
stattet sind, ein Resultat, das genau den intuitiven Erwartungen entspricht.
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54. Neukonstruktionen bei gleichzeitiger Vergroferung der Kapazititen

Um das konstruierte Modell der Realitdt einen Schritt ndher zu bringen,
soll jetzt untersucht werden, wie sich eventuell notwendige Kapazitits-
erweiterungen bei Netzgliedern auf die Berechnung der optimalen Trasse
auswirken. —

Beginnen wir wieder mit der einfachsten Situation, wie sie in Abschnitt 51
beschrieben wurde. Wir wollen annehmen, dafl der auf dem Wege g notwen-
dige Kapazitidtsausbau einschlieflich der damit eventuell verbundenen zu-
satzlichen Instandhaltungskosten pro Wegeinheit, Verkehrsvolumeneinheit
und Jahr Aufwendungen vom Betrage ¢’ erforderlich macht. Zu den bereits
frither [siehe Gleichung (5-1)] berechneten Kosten C kommen also weitere
Ausgaben C’ hinzu:

O'=c fx (5-42)

Die neuen Gesamtkosten betragen folglich:

C+C=C+ibV(@—ar+y+(k+fd)z (543

Ubertriagt man die Uberlegungen von Abschnitt 51 auf die neue Kosten-
funktion, so 148t sich aus (5-43) unmittelbar ablesen, dafl der optimale
Winkel, unter welchem die Verbindungsstrecke ¢ in den Weg g einmiindet,
durch

_ . ﬁz_)

¥ = arc cos (f Py (5—44)

bestimmt ist. Wie zu erwarten, riickt @ ndher an P heran. Figur 5.2 zeigt

als Beispiel die neue Linienfithrung (Signatur: kurz geriss. Linie) unter der

Annahme, dafl die Kapazititserweiterung pro Tonne, Kilometer und Jahr
Kosten in Hohe von DM 0,09 verursacht.

Etwas schwieriger gestaltet sich die Losung des allgemeinen Falles, wie er
in Abschnitt 53 beschrieben wurde. Man mufl von der Voraussetzung aus-
gehen, dafl die verschiedenen Netzglieder s;, soweit sie von der Planung des
Streckenzuges von P, nach P, erfallt werden, in verschieden hohem MaBe
ausgebaut werden miissen. Sei ¢; der Unkostenbetrag der fiir das Netzglied s;
erforderlichen Kapazitatserweiterung einschlieflich der dadurch zusétzlich
entstehenden Instandhaltungskosten pro Jahr, Tonne und Kilometer.

Dann betragen die Gesamtkosten C:
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C = (c+ k) 2V (Tipg — Ziz11)? 4+ (@i — Wiy Tityq + by — biny)? +

i=0

+ 1+ 00V (@ — (1 + a) (5-45)

Die notwendige Bedingung fiir eine optimale Losung fithrt dann zu der
Forderung, dafl die Winkel w, die die beiden Verbindungsstrecken ¢;_, und ¢;
mit dem Netzglied s; bilden, der Gleichung

Ci+k)
c+ fk

w = arc cos (f . (5—46)

geniigen.
(Die mathematische Ableitung der Gleichung (5-46) verlduft parallel der
bereits in Abschnitt 532 fir ¢; = 0 vorgefithrten Rechnung.)

Zwar 140t sich diese Forderung ohne Schwierigkeiten in die in Abschnitt532
entwickelte Konstruktion des optimalen Streckenzuges einbauen, jedoch gilt
das in Abschnitt 534 angegebene Abschitzungsgebiet nicht mehr.

Bei einer Kapazititserweiterung, die fiir kein Netzglied den Betrag ¢’
unterschreitet [man wihle etwa ¢’ = Min. von (¢c; /¢ =1, ... n)], 1aBt sich
die Gleichung einer Abschatzungsellipse wie folgt berechnen:

Kosten der Direktverbindung P, P,:

d(c + f-k) (5-47)

Kosten fiir einen Punkt @ mit P, und P, verbindenden geradlinigen Weg,
der ganz auf dem Netz verliuft:

f(k +¢') (P.Q + QPy) (5-48)

Die Menge aller Punkte @, deren Wege P,Q P, die gleichen Kosten ver-

ursachen wie die Direktverbindung P,P,, wird charakterisiert durch die
Beziehung

d-(c+f-k)=fk+c)(PQ+QP)

d -k
oder @P, +qpry="C11D

Die Punkte @ bilden also wieder eine Ellipse, die durch die Brennpunkte
P, und P, sowie die Halbachsen

s _Ldetth _V d(c+fk) (i) (5-50)
172+ k) 2f(c+k) 2

definiert wird. Thre Gleichung in Normalform:

(5—49)
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a2 y?
S (T

4 \ Pk + o) 4 L\jk+¢)

= 1. (5-51)

Siehe Figur 5.9 mit Erlduterung.

Die Position des neuen Parameters ¢’ in der Gleichung (5-51) bedeutet,
daB sich die Ellipse gegeniiber der in Abschnitt 534 berechneten abgeflacht
hat, nur fir den Fall ¢’ = 0 sind sie identisch. Insbesondere ergibt sich
daraus, daf fir jeden Wert ¢; eine Abschitzungsellipse existiert, wobei die
durch ¢; definierte Ellipse die dem Wert ¢, entsprechende genau dann um-
schlie3t, wenn gilt: ¢; < c;.

In einem praktischen Fall wird man deshalb so viele Abschétzungsellipsen
zu beriicksichtigen haben wie es verschiedene GréBenordnungen fiir den
eventuell vorgesehenen Kapazitdtsausbau gibt.

Erlduterung zu Figur 5.9 (zwei Beispiele):

In dem zu lésenden Verkehrsproblem sind die beiden Verkehrsquellen P,
und P, durch einen Weg zu verbinden. Das zu befordernde Verkehrsvolumen
f umfafit 2 400 000 Tonnen pro Jahr bei einem Aufwand von DM 0,19 pro
Tonne und Kilometer. Die Instandhaltungskosten und der Kapitaldienst fiir
den Wegebau betragen zusammen 60 000 DM pro Kilometer. Die Luft-
linienentfernung zwischen P, und P,, d. h. die Strecke P,P, ist 170 Kilo-
meter lang.

Figur 5.9 zeigt das vorgegebene Netz. Die dullere der beiden Ellipsen be-
grenzt das Areal, das fiir die gesuchte Trasse in Frage kommt. Auf Grund
ihres Verlaufes scheiden beispielsweise zwei Vorschlige mit geringem Bau-
kostenaufwand, namlich die Wege P;-R,-R,y-Rs und P,-Rg-R,-R,-R, mit
einem AnschluBlstiick von der Strecke R_Gl—i; zum Punkt P, von vornherein
aus der Betrachtung aus — immer vorausgesetzt, dal das Ziel die 6kono-
misch optimale Trasse ist.

Innerhalb der Ellipse gibt es drei Alternativen:

Neubau einer Strecke von P, nach R,und eines Anschlullstiickes von R, R,

nach P,, dann der Bau eines Weges, der Teile der bestehenden Netzglieder

P,R,, R,R,, R,R, und eventuell auch I_BZE; in die Trasse einbezieht, und

schlieflich die geradlinige Verbindung von P, nach P,, bei der sich eine

Einbeziehung der Netzglieder ﬁ und R, R, nicht lohnt, weil diese nahe-

zu senkrecht zur Strecke P, P, verlaufen.

Dem optischen Eindruck zufolge wird man annehmen diirfen, daf die
zweite Alternative der ersten unterlegen ist, so daf} insgesamt nur die Kosten
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Figur 5.9
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fir zwei verschiedene Trassen zu kalkulieren sind. Der Kostenvergleich ent-
scheidet dann iiber die beste Losung.

Nimmt man an, daB bei einer eventuellen Einbeziehung von Netzgliedern
in die Planung der Trasse ihre Kapazititen ausgebaut werden miissen,
so daB auf ihnen fiir jede transportierte Tonne eine zusédtzliche Belastung
in Hohe von DM 0,02 pro Kilometer entsteht, so umschlieft die innere
Ellipse das Areal, in welchem die wirtschaftlich optimale Trasse liegt. Da
die drei innerhalb der Ellipse liegenden Teile von bereits bestehenden Netz-
gliedern zu der Verbindungslinie von P, nach P, fast senkrecht verlaufen,
konnen sie sich fiir die Trassierung des geplanten Weges nicht eignen.

Daraus folgt: Die optimale Losung des Verkehrsproblems ist der Neubau
einer gradlinigen Verbindungsstrecke von P, nach P,. —
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6. LINIENFUHRUNG IN DER GEOGRAPHISCHEN
EBENE

61. Vorbemerkungen

Zur Einfithrung in das Thema zwei Zitate :

Ratzel (1912, IT. Bd., S. 347): ,,Schwer wegsame Strecken durchschreitet
der Verkehr moglichst geradlinig in Richtung auf die Gebiete, die leichter
zu durchschreiten sind.* Hettner (1952, S. 32): ,,Die Wege in der Ebene
richten sich hauptsichlich nach der Beschaffenheit des Bodens, umgehen
nach Moglichkeit Siimpfe, Moréste oder Diinen.

Hinweise wie diese sind in der verkehrsgeographischen Literatur zahlreich
anzutreffen. Als Beobachtungen im Bereich der ,,reinen Verkehrsgeographie
(Hettner 1897, S. 625) entbehren sie jedoch jedes Hinweises, wie im Falle
eines geplanten Verkehrsweges die wirtschaftlich giinstigste Trasse zu finden
ist®. Genau das ist der Gegenstand des vorliegenden Kapitels.

Insofern sich das Thema nur auf die Linienfithrung eines Verkehrsweges
und nicht auf ein System von solchen bezieht, leistet es fiir die Theorie der
Verkehrsnetze nur ,,Zubringerdienste‘‘, werden jedoch seine Ergebnisse mit
denen der Kapitel 4 und 5 kombiniert, so wird damit die erstrebte Synthese
von geographischen Kréften einerseits und geometrisch-algebraischen Be-
dingungen andererseits auf analytischer Basis erreicht. —

62. Problemstellung

Um den faktischen geographischen Gegebenheiten in hoherem Malle ge-
recht zu werden, oder, anders gesehen, um den rdumlichen Anwendungs-
bereich der theoretischen Uberlegungen zu vergréBern, soll jetzt auf die
Annahme der Homogenitit der Ebene verzichtet werden, nur die Vorausset-
zung der Idealitit der Ebene im Sinne eines zweidimensionalen Raumes
bleibt aufrechterhalten. Das bedeutet, daf3 es nun keinen einheitlichen Wert

33 Eine wesentliche Ausnahme bilden die Ausfilhrungen von Losch (1944, S. 129f)
und v. Stackelberg (1938) zum Brechungsgesetz des Verkehrs im Zusammenhang
mit der Gestalt von Transportlinien. —
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zur Erfassung der Baukosten pro Weglingeneinheit mehr gibt. Immerhin
wird es moglich sein, ein derartiges Gebiet zu untergliedern in Areale un-
gefahr gleicher Baukosten pro Weglingeneinheit; die sie begrenzenden
Kurven wollen wir als Grenzlinien gleicher Baukosten bezeichnen.

Es ist klar, da} ein Verkehrsweg, der zwei Verkehrsquellen miteinander
verbinden soll und dabei ein solches Areal gleicher Baukosten durchmift,
in demselben geradlinig verlduft. Ebenso klar ist aber, daf3 dieser Weg, falls
er mehrere Areale mit unterschiedlichen Baukosten pro Weglingeneinheit
durchquert, die beiden Punkte nicht geradlinig verbindet, sofern er nach éko-
nomischen Gesichtspunkten trassiert wurde. Vielmehr wird der Weg Areale
mit relativ hohen Baukosten entweder an Stellen kleinster ,,Breite‘ iiber-
queren, oder er wird versuchen, sie ginzlich zu vermeiden. Anders formuliert :
Der Weg wird moglichst weitgehend Areale relativ niedriger Baukosten be-|;
nutzen. Diese Anpassung an das Geldnde in Form von Umwegen st68t aller- {
dings auf zwei Gegenkrifte, die bei wirtschaftlich optimaler Trassierung
gleichermaflen in Rechnung gestellt werden miissen. Wachsende Umwege
bedeuten wachsende Weglinge und damit steigende Betriebskosten und
eventuell auch steigende Baukosten.

Wieder gilt es, die verschiedenen gegensétzlichen Krafte in einem mathe-
matischen Ausdruck kostenméiBig zu erfassen und die Kostenfunktion hin-
sichtlich ihrer Minima zu untersuchen. Da der Weg innerhalb eines Areals
geradlinig verlduft, sind nur Ein- und Austrittsstelle maB3gebend. Die Gestalt
des Weges ist deshalb ein Polygonzug zwischen den beiden Verkehrsquellen,
dessen Eckpunkte auf den Grenzlinien gleicher Baukosten liegen. Durch die
Lage dieser Punkte ist der Weg eindeutig bestimmt. Folglich muf3 eine
mathematische Behandlung des Problems darauf abzielen, die Koordinaten
jener Punkte auf den Grenzlinien zu bestimmen, fiir die der durch sie defi-
nierte Polygonzug die Kostenfunktion minimiert. —

63. Definitionen, Entwicklung der Kostenfunktion

Die bisherigen Uberlegungen zusammenfassend nehmen wir an, da8 ein
Weg von P, nach P, n Grenzlinien gleicher Baukosten iiberquert. Sein Bild
ist ein Polygonzug mit n Eckpunkten auf den Grenzlinien und zwei fest
gegebenen Endpunkten, nimlich P, und P,.In einem cartesischen Koordi-
natensystem werden die n Eckpunkte durch 2n Koordinaten fixiert. Mithin
sind die Gesamtkosten eine Funktion in 2n Verénderlichen. In die Kosten-
rechnung gehen weiter ein die » + 1 Werte der Baukosten pro Langenein-
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heit in den einzelnen Arealen, auBerdem das Verkehrsvolumen und die Be-
triebskosten pro Verkehrseinheit und Wegliangeneinheit. Um das Problem
mathematisch in den Griff zu bekommen, definieren wir:

@: (1 =1,2, ...): Grenzlinien gleicher Baukosten pro Lingeneinheit.

M ={p;/i=1,2,...} die Menge aller Grenzkurven gleicher Baukosten
pro Langeneinheit im Untersuchungsgebiet.

P, (2y, 7,), Py(7y, §,) zwei im Untersuchungsgebiet gelegene Verkehrs-
quellen, die durch einen Weg verbunden werden sollen.

f bezeichne die Verkehrsspannung beziehungsweise das Verkehrsvolumen
zwischen P, und P, .

P; (z;, y;) sei der allgemeine Punkt der Grenzlinie ¢;.

¢; sei der Betrag der Baukosten pro Weglingeneinheit in dem zwischen
@i-1 und @; gelegenen Areal.

F; sei das zwischen den Grenzlinien @;_, und ¢; liegende Areal.

d; bezeichne sowohl die Wegstrecke durch das Areal F; als auch die Lange
derselben.

k sei der Betrag der Kosten fiir den Verkehrsbetrieb pro Verkehrseinheit
und Weglidngeneinheit.

Mit Hilfe dieser Definitionen ist es nun einfach, die Kostenfunktion aufzu-
stellen: Die Kosten C sind gleich der Summe der Kosten C; in den einzelnen
vom Wege durchlaufenen Arealen F;. Diese setzen sich zusammen aus den
Baukosten pro Weglingeneinheit ¢; mal der Lange d; des zu bauenden Weges
sowie den Betriebskosten pro Verkehrseinheit und Langeneinheit, k£, mal der
Weglinge d; mal dem zu bewaltigenden Verkehrsvolumen f:

C= 5 0= SGrdi+kfd)

= 3@+ 1-k)ds (6-1)
Fir die Kombination von gegebenen Parametern fiihren wir eine neue

Konstante ein:
Gt+fk=c (=12..) (6-2)

¢; bezeichnet die Gesamtkosten pro Langeneinheit im Areal F';. Substituiert
man (6-2) in (6-1) und ersetzt die Langen d; durch die Absténde ihrer End-
punkte im Koordinatennetz, so lautet die Kostenfunktion:

C= eV (tiy — 2)* + (Yim1 — ¥3)? (6-3)

108



Dieser Ausdruck fiir die zu erwartenden Gesamtkosten ist rein formal zu
verstehen, fiir unser Problem leistet er noch nichts, weil das eigentlich rele-
vante geographische Merkmal, ndmlich der Verlauf der Grenzlinien gleicher
Baukosten im Untersuchungsgebiet, von ihm noch nicht erfafit wird. Obwohl
vorausgesetzt werden soll, dafl eine Karte mit den Positionen der beiden
Verkehrsquellen P, und P, und dem Verlauf der Grenzlinien ¢; vorliegt,
bleibt immer noch die Schwierigkeit zu tiberwinden, die kartierten Informa-
tionen in algebraische Form zu bringen. Es gibt in der Praktischen Mathe-
matik eine Reihe von Methoden, die es erlauben, eine gegebene Kurve in der
Euklidischen Ebene durch einen algebraischen Ausdruck zu approximieren,
und zwar mit beliebiger Genauigkeit. Wie sich aber bei den Vorbereitungen
zu diesem Kapitel herausstellte, sind sie fiir unsere numerischen Kalkulatio-
nen schwer verwendbar, weil sie den Prozef analytischer Berechnung von
optimalen Losungen schwierig gestalten. Das sei an einem Beispiel demon-
striert:

Setzt man voraus, daB zwischen P, und P, nur eine einzige Grenzlinie
verlduft, und approximiert diese durch ein Polynom zweiten Grades (was
im allgemeinen eine auBerordentlich grobe Anniherung ist), so fithrt die
einmal differenzierte Kostenfunktion zu einem Polynom des Grades 10,
wihrend bekanntlich Polynome von héherem als 4. Grad durch Radikale
nicht mehr lésbar sind.

Es wurde deshalb ein anderer Weg gewihlt, die gegebenen Grenzlinien
mathematisch darzustellen, und zwar durch Approximation mit Polygon-
ziigen. Wie sich zeigen wird, wichst mit steigender Genauigkeit dieser
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Approximation der erforderliche Rechenaufwand erheblich ; umgekehrt ver-
grofert sehr simple Approximation die Fehlerquelle im Endergebnis. Fi-
gur 6.1 zeigt Grenzlinien mit den zugehorigen Polygonziigen.

64. Zerlegung des allgemeinen Problems

Um den neuen Gedankengang mathematisch verarbeiten zu kénnen, sind
weitere Definitionen erforderlich:

D, sei der Polygonzug, durch welchen die Grenzlinie ¢; approximiert wird.
8;; bezeichne das j-te Glied des Polygonzugs @, .

G; sei die Menge aller Glieder des Polygonzuges @;, es ist dann
Gi={sij[1=1,2 ...}, {@i} = {sir} + {82} + {Sis} + ...
g.; sei die durch s;; definierte Gerade:
Yij = @ijTij + by

R;jy, R;j, seien die Endpunkte von s;; auf g;;:

sij = RijoRipn
Diese Endpunkte seien so angeordnet, dal R; ;1, , = R;;; gilt.
Qi; (x4, yi;) sei allgemeiner Punkt der Geraden g;; .

Die nun folgenden Untersuchungen gehen von einer einschneidenden Ein-
schrinkung aus: Wir wahlen irgendwie eine bestimmte Menge von Grenz-
kurven aus und weiter aus den zugehorigen Polygonziigen mindestens ein
Glied. Genau fiir die derart ausgewahlten Glieder, deren geordnete Menge mit
W bezeichnet werde, soll jetzt der optimale Streckenzug von P, nach P, be-
rechnet werden. Die dahinterstehende Idee ist, das zunichst komplizierte
Verkehrsproblem zu zerlegen, so dafl die Aufgabe sich reduziert auf die Lo-
sung einer Anzahl von einfachen Teilproblemen. Der optimale Streckenzug
ist durch seine Eckpunkte eindeutig definiert. Die Eckpunkte wieder liegen
auf bestimmten Gliedern bestimmter Polygonziige. Indem man die relativ
optimalen Streckenziige fiir alle moglichen Kombinationen®* von Polygon-
zuggliedern berechnet, muf} sich der absolut optimale Weg durch Kosten-
vergleich aller Einzellosungen erzielen lassen. Wir wollen hier die Moglich-
keit mehrerer verschiedener Streckenziige zwischen P, und P, mit gleichen

34 Unter moglichen Kombinationen sollen alle jene verstanden werden, deren zuge-
horiger optimaler Streckenzug nach P, nach P, nur die Poligonzugglieder dieser
Kombination iiberschreitet.
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minimalen Gesamtkosten unberiicksichtigt lassen, weil die Wahrscheinlich-
keit, daf} eine solche Situation in der Praxis eintritt, gleich Null ist. Das
Thema der folgenden Ausfithrungen ist die Konstruktion des optimalen
Streckenzuges, dessen Eckpunkte auf den Polygonzuggliedern der Menge
W liegen.

641. Extremwertuntersuchung fiir das simplifizierte Problem

Fir die nunmehr stark vereinfachte Situation definieren wir: Es sei
S ={s;/xr=1,2, ..., n} die geordnete Menge aller Polygonzugglieder, fiir
die der optimale Streckenzug berechnet werden soll (d. h. § = W),

Ryo (%ko, Yro) und Ry, (Xk1, Y1) seien die Endpunkte des Gliedes sy,
g = apx, + by die durch s, definierte Gerade,

Qr (xy, yi) der allgemeine Punkt der Geraden g, .

Fiir den simplifizierten Fall berechnen sich die Gesamtkosten zu:

n+1
C=ZoaV (@ — w2 + (g — Yor)? (6-4)

n+1
oder 0 = iglck V(@ — 2ia)® + (@e + b — Gpmy@pmy — byr)® - (6-5)

Notwendige Bedingungen fiir ein (relatives) Minimum der Funktion C ist,
daB firalle k (k =1, ..., n) gilt:

de
é—;—O d. h.

(% — Zi-a) + G BeZp + b — Gy — Do)

V(xk“xk D2+ (@ + by — a2 1_bk e

—(Tps1 — Tk) — W (Vs 1Tprr + bpsr — Gy — by)

V (#ra1 — %) + (@pr@per + s — B — by)?

+ Cetr =0 (6-6)

Eine algebraische Umformung der Gleichungen ergibe ein System von
n Polynomen vierten Grades in jeweils drei Verdnderlichen. Ein solches
Gleichungssystem besitzt 4 n-tupel als Losungen. Dieser Tatbestand ist nur
von theoretischem Interesse, in der Praxis wiirde fir grofleres n sehr schnell
ein umstdndlicher und aufwendiger Rechenprozel notwendig werden. Das
Gleichungssystem (6-6) soll deshalb wieder geometrisch interpretiert werden.
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Cx-1

Figur 6.2

Unter Verwendung der in Figur 6.2 dargestellten Symbolik lautet die
trigonometrische Formulierung des Gleichungssystems (6-6):

¢ (Cos o, + @y sin &) = €41 (cos By, + ay sin Br) (6-7)

oder, da a, der Tangens des Steigungswinkels der Geraden g, ist:

gin g
ay = tg (180 — y) = —tg yp = — cos y::

sin Yk
CO8 Vg

' sin yg
Cr (COS Xy — 08 Vi

- sin ﬁ,'c)

. 1) 1
gin ak) = Cp+1 (cos Br —

1 . 1 . ' . 1 .
Ci (€OS 04 cO8 p, — sin o 8in ) = g4 (cOS B cO8 y — sin By sin yy)

cos (i +yp)  cosoy Cks1
cos (B + ) cosfr ¢ (6-8)

In Worten: Der P, mit P, verbindende Streckenzug iiberschreitet die
Grenzkurve gy, die hier durch die Gerade g, repriasentiert wird, im Punkte
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Q. Soll der Weg den notwendigen Bedingungen fiir Optimalitit wirtschaft-
licher Trassierung geniigen, so miissen sich die Kosinus der Ein- und Aus-
trittswinkel & und g, die der Streckenzug in @, mit der Geraden g, bildet,
umgekehrt proportional wie die entsprechenden Kostenindices der beiden
durch g, getrennten Areale F) und F, verhalten. —

Esist jetzt an der Zeit, diejenigen Einschrénkungen innerhalb der Gesamt-
heit der Voraussetzungen zu beriicksichtigen, die besagen, dal der Punkt @,
in welchem der Streckenzug von P, nach P, die Gerade g, iiberschreitet, als
Definitionsbereich die Strecke s; hat, wobei nach Konstruktion s, das abge-
schlossene Intervall R;,R,, auf der Geraden g, ist. Die dadurch auftretenden
Schwierigkeiten seien jetzt an Hand einer praktischen Konstruktion des
gesuchten Streckenzuges erdrtert.

642. Approximation der notwendigen Minimalbedingungen

Auf Grund der bisher erzielten Resultate soll das Problem noch einmal neu
formuliert werden. Gegeben seien die beiden Punkte P, und P,, weiter eine
geordnete Menge S von Strecken s, £ = 1, ..., n, und fir jede Strecke s;
ein konstanter Wert c;,/c;, der gleich der Proportion der Kostenindices der
beiden durch s, getrennten Areale F; und F)., ist. Gesucht ist ein Strecken-
zug von P; nach P,, dessen n Eckpunkte @y, k = 1, ..., n, auf den Strecken
8 liegen, und zwar so, da @; auf s; liegt. Der Streckenzug mull auerdem
der Bedingung geniigen, daf} fiir alle k£ die in @, mit s, gebildeten Winkel-
paare oy, (. die Gleichung
COSOp  Cpyq
cos B o
erfilllen. Wir wihlen irgendeinen Streckenzug zwischen P, und P,, der den
genannten Bedingungen mit Ausnahme der Forderung (6-9) geniigt, bei-
spielsweise den Polygonzug ) der P, und P, iiber die Mittelpunkte @} aller
Strecken s, in der Reihenfolge ihrer Indices verbindet:

Q' ={P,Q1Qs - Q... Pa}. (6-10)

Wir konstruieren nun einen neuen Polygonzug, der aus £’ wie folgt
gebildet werden soll:

Q1 werde auf s, so bewegt, daB sich die Differenz

= Min (6-9)

cosx (6-11)

cos B, ¢
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verringert. Nur dann soll @7 seine Position beibehalten, wenn diese Differenz
schon Null ist. Die Verschiebung soll so lange in gleicher Richtung fort-
gesetzt werden, bis entweder der Ausdruck (6-11) den Wert Null annimmt
oder @; einen Endpunkt von s, erreicht: Q; = R,, oder @; = R,,. Wir be-
zeichnen die neue Position von @; mit Q3. Die gleiche Prozedur nehmen wir
mit @; auf s, beziiglich der Differenz

cosS g €y
cos By ¢y

vor, und ebenso verfahren wir der Reihe nach mit allen anderen Punkten Q.
Die Punkte @ definieren einen neuen Polygonzug

.Q2 = {Pl, Ql, Q;) Q:za, . e Pz} , (6_12)
aus welchem sich in gleicher Weise ein neuer Polygonzug
3 — {Pl, i, QZ, o Pz} (6—13)

konstruieren 148t, und so fort. Durch fortgesetzte Anwendung des beschrie-
benen Bildungsprinzips erhélt man eine Folge von Polygonziigen

Q00 5 08, L (6-14)

Die hier vorgetragene Konstruktion einer Folge von Polygonziigen soll nur
beispielhaften Charakter haben. Wir wollen in Zukunft alle Folgen beriick-
sichtigen, die dadurch entstehen, dall man die Eckpunkte ), eines vorgege-
benen Polygonzuges fortgesetzt so auf den entsprechenden Strecken s; ver-
schiebt, dall das geforderte Verhéltnis der Winkel in @), jedesmal so weit-
gehend wie moglich approximiert wird.

643. Zerlegung des simplifizierten Problems

Wir zeigen nun:

Senkung der Gesamtkosten durch rdumliche Verlagerung eines projek-
tierten Streckenzuges und Approximation der geforderten Winkelverhalt-
nisse sind dquivalente Operationen.

Um diese Behauptung zu beweisen, 16sen wir jede Variation des Strecken-
zuges von P, nach P, in die Einzelbewegungen seiner Eckpunkte auf und
betrachten eine jede solche Verschiebung gesondert. Das 148t sich erreichen,
indem man in einem vorgegebenen Streckenzug

Q= {P,01,Qs ... Qu Ps} (6-15)
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alle Punkte @; = (Z;, ;) mit j + k festhalt und nur den Punkt @, = (xy, i)
auf s; bewegt. Dann sind die durch (6-4) gegebenen Verkehrskosten eine
Funktion einzig des Punktes @, beziechungsweise der Variablen z;, insofern
nimlich die Ordinate y, = ay; + b, mit x; eindeutig bestimmt ist. Mit
anderen Worten: Die Frage, wie die Verkehrskosten durch Bewegung des
Eckpunktes @, geindert werden, reduziert sich auf die Frage, wie sich die
Kostenfunktion C’ fir den zwischen @;—, und @, gelegenen Streckenzug
gestaltet, wenn @, (x;) variabel ist. Um das zu beantworten, werde das Koor-
dinatennetz so gelegt, daB s; auf der - Achse liegt und R}, mit dem Ursprung
zusammenfallt. Dann gilt:

T =Y=0 HaF0 Feta¥+0 (6-16)
Beziiglich der beiden Ungleichungen in (6-16) sei daran erinnert, daB} s,
Glied eines Polygonzuges ist, der die Grenzlinie ¢, approximiert. Da fiir die
Approximation keine Vorschrift besteht, 148t sich die Situation 4, =
= {f—, = 0 immer vermeiden.

Figur 6.3

Figur 6.3 zeigt als Teilabschnitt des Streckenzuges von P, nach P, die
beiden Glieder @—,@; und QQy+.. Ist @ variabel, so betragen die Kosten
fiir diesen Teilabschnitt:

C' (@) =V o + Gir + etV (Bern — @) + Gon (6-17)
Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist dann

ac’
i =0 (6-18)

oder
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X (ZEIH-I - xk)
Cp —F—————— — Cp4 = =0 (6—19)
Vxlg + %_1 ! V(xkﬂ. - xk)z + ?-/—]2&1
(6-19) entspricht dem schon in (6-6) erzielten Ergebnis. Die beiden Wur-
zeln messen die Strecken Qy—,&; und @@+, und miissen als solche positiv

gezogen werden. Das aber bedeutet, daf eine Losung von (6-18) dem Inter-
vall

0 < 2 < Ty (6-20)

angehoren mufl. Daraus folgt insbesondere, daff Ein- und Austrittswinkel
jeweils hochstens 90° betragen konnen. (Siehe dazu auch Figur 6.3.)

LaBt man x, von 0 bis &+, wachsen, so wiachst der Ausdruck

——2% __ monoton von 0 bis Ther , gleichzeitig fallt der Ausdruck
Vzk—l—ykl ‘/xk+1+.7/k1

— (s — ) —— monoton von -—~—xk—- bis 0, folglich gibt es einen
V(xk+1 — @) + Y1 Vx Fe1t Yher

und nur einen Punkt, in welchem die notwendige Bedingung (6-18) erfiillt
ist. DaB} in diesem Extrempunkt der Kostenfunktion ein Minimum — und
wegen der Einzigkeit des Losunsgpunktes das einzige Minimum — vorliegt,
zeigt die zweite Ableitung:
i
V=t + by
(V ot + 8-, )?

(Tpry — 2p)?

d20/ . Vx% + yg—l -
dap %k

— V @ter — ) + Tor + 7

—cC (Thea — 2)® + yin’ —¢ Yi-1
i (V(5k+1 — Zk)? + Yki1 )? ¥ (Tf + J-1) /e
Jk+1
: 0 -21
+ G [(ZRs1 — k) + YEaa)'l2 > (6-21)

Damit sind Existenz und Eindeutigkeit des Minimums nachgewiesen, es 1a3t
sich explizit bestimmen als Losung der Gleichung (6-18); ein graphisches
Losungsverfahren folgt in einem spéateren Abschnitt.

Trigonometrisch wird der Losungspunkt eindeutig bestimmt durch die

Gleichung (6-19), indem wir fiir diese eine entsprechende Schreibweise
wiahlen:

COB O  Cpyy

cos B o

(6-22)
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Da die zweite Ableitung permanent grofer Null ist, ist jeder Vorgang der
Form
COS Xp Cl+1

cos B, ck

—~0 (6-23)

mit dem Fallen der Kostenfunktion gleichwertig, was demonstriert werden
sollte. —

644. Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis
fiir die Partiallosung

Mit dem Zwischenergebnis soll nun die frithere Uberlegung weiter voran
getrieben werden. Wie erinnerlich, war dort ein iterativer Prozel3 entwickelt
worden, der von jedem vorgegebenen Streckenzug zu einer Folge von solchen
fihrte. Einzige Forderung war, daf} die damit verbundene Verschiebung von
Eckpunkten den beiden Bedingungen

COS&xk  Ck+1

<
005 By o =0, Xy =2 =< 244 (6-24)

geniigen sollte. In Verbindung mit dem Resultat des vorhergehenden Ab-
schnitts 1aB3t sich zusammenfassend sagen:

Jeder iterative Prozel der oben beschriebenen Form fiithrt zu einer Folge
von Streckenziigen mit monoton sinkenden Verkehrskosten. Umgekehrt
1Bt sich jede Senkung der Verkehrskosten durch Verlagerung der Eck-
punkte des Streckenzuges als ein solcher iterativer ProzeB auffassen.

Wir betrachten nun eine Menge N, die wie folgt definiert sei:

(1) z sei Element von N, wenn z das letzte Glied einer endlichen Folge von
Streckenziigen ist, die dem oben konstruierten Bildungsschema gehorcht und
deren Glieder nach endlich vielen Schritten invariant bleiben.

(2) # sei Element von N, wenn z Hiufungspunkt einer der oben konstru-
ierten Folgen ist. Solche Haufungspunkte mufl es nach dem Satz von
Weierstraf3-Bolzano geben, weil die Folgen unendlich viele Elemente haben,
die alle beziiglich ihrer Eckpunkte in dem n-dimensionalen abgeschlossenen
Quader Ry Ry, [k =1, ..., nliegen.

Die Menge N enthilt als Elemente nur solche Polygonziige von P, nach P,,
fiir deren Eckpunkte auf Grund der Konstruktion notwendig gilt:

COSOE ki
cos B ¢
Wir beweisen: Die Menge N enthilt genau ein Element.

Qr = R, oder @, = R, oder (6-25)
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Es ist klar, daB N mindestens ein Element enthilt. DaB sie aber auch
nicht mehr als ein Element enthélt, soll indirekt bewiesen werden. — Ange-
nommen also, N enthielte mindestens zwei verschiedene Elemente, die hier
mit 2! und Q? bezeichnet werden sollen. Wegen Q! + Q2 kénnen sie nicht
alle Eckpunkte gemeinsam haben. Es sei (@}, @}) das erste Paar von Eck-
punkten mit @} + Q% und (@}, Qi) das letzte derartige. Dann ist

;'—1 = Q?'-*I (7 = 1)
Qhtr = @t (h <mn) (6-26)

Die durch das Koordinatenkreuz aufgespannte Ebene der reellen Zahlen-
paare wird durch jede Gerade g,, r =1, ..., n, in zwei Halbebenen zerlegt.
Jene Halbebene, welche den Ursprung enthélt, werde als die beziiglich g,
linke Halbebene bezeichnet, die andere entsprechend die beziiglich g,
rechte Halbebene. Wir definieren nun:

Das Streckenpaar (s, s7) heile konvergierend, falls sich die Verlingerun-
gen von s; und s? in der beziiglich g, rechten Halbebene schneiden, andern-
falls divergierend.

Es wird bewiesen:
Aus der Divergenz des Streckenpaares s;, s; folgt die Divergenz des
Streckenpaares $jtq, Sy41 -
Es sind (Figur 6.4) insgesamt vier Moglichkeiten zu unterscheiden:
(A) Q: + R, Q: + R,;
(B) Q: + R, Qi =R, ;
(C) Q: = R, Qf + R,y;
(D) Q:- = R,,, Q: =R, .

Geméill der Behauptung gehen wir von der Voraussetzung aus, daBl das
Streckenpaar s}, s; divergiert. Jeder der genannten Fille ist noch danach zu
untergliedern, ob die Eintrittswinkel «;, &}, die die Strecken s} und s} mit der
Geraden g, bilden, beziiglich des von g, und den Verlingerungen dieser
beiden Strecken geformten Dreiecks beide Innenwinkel sind oder nicht
(Figur 6.4). Wie in Abschnitt 643 dargelegt, sind beide Winkel als Eintritts-
winkel kleiner oder gleich 90°. Sie konnen deshalb nicht Auflenwinkel des
Dreiecks sein. (Der Spezialfall o} = a2 = 90° ist nur von theoretischem
Interesse.) Sind beide Winkel Innenwinkel, so ist der Beweis fiir die oben
aufgestellte Behauptung trivial: Da die Strecken sf, sfy, (2 = 1, 2) auf ent-
gegengesetzten Seiten der Senkrechten in @ verlaufen, ist

/3: =90° (v =1, 2) ’ (6—27)

118



(a)

(b)

Figur 6.4

was mit der Divergenz des Paares s}, s2+; gleichbedeutend ist (Figur 6.4b).
Wenden wir uns nun der zweiten Variante zu. Aus Symmetriegriinden ge-
niigt es, sich auf den in Figur 6.4a dargestellten Fall zu beschrinken. (Die
Alternative wire die Situation, in welcher & AuBenwinkel und «} Innen-
winkel des besagten Dreiecks sind.)

Fall A: Es ist

cos &  €ryq cos o2 Cpyq

cos Bt ¢, cos 2 ¢

(6-28)

Wegen der Divergenz von s; und s? gilt «; <<o3, d. h. cos a; = cosa? oder

el ccosf = st cos f87 .
cf cT
Folglich ist cos f; = cos 82, d. h. f; < 2.
Das bedeutet aber, daB das Streckenpaar (s}+,, st+,) divergiert.
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Fall B: Es ist

cos oy Cre1 cos o2 ¢y
cos L ¢, und cosﬁf* ¢

Wie sich in Abschnitt 643 ergab, ist die funktionale Abhingigkeit des
Ausdrucks

(6-29)

COS Oy  Cryq
cos By ¢,

von der Bewegung des Punktes ¢, auf beiden Seiten des durch die Gleichung

COS Gy  Cryq

cos B ¢

definierten Minimalpunktes streng monoton. Da auBlerdem nach Konstruk-
tion der Ausdruck (6-29) fiir @ = R,, kleiner ist als fiir jede andere Lage von
@, auf s,, strebt

cos o €4y

cos B2 ¢

fiir wachsendes o? und fallendes 7 gegen Null. Das bedeutet

2 2
CO8 &2  Cpiq €08 0 _ iy

— =0 oder = .
cos B2 ¢y cos fB2 Cr

Die drei wesentlichen Beziehungen noch einmal zusammengefal3t:

1 2
COS Xy  Cpyq cos oy

Cri1
r — COS &y > coS &2 L > )
cos fi} Cr cos 52 cr

Es folgt

% cos f > cosa? = 21 oog B2 oder cosfi>cosf: oder fB; <pB:,

T cI’

was zu beweisen war.
Fall C: Parallel den unter Fall B angestellten Uberlegungen erhilt man:

cos o} Criq

cos Bt T ¢

cos o2 Cpyq
cos f2 Cr

COS oy > COS &?

Es folgt

Crin c
—=cos f7 < cosoy < —'c—*—lcos Br, also cosf2 < cosfi oder B < B2, q.e.d.
T T

Fall D: Die Kombination der Untersuchungen in B und C ergibt:

cos o < O COS 02 Cpyy
cos B2 T ¢, cos B2 ¢
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Folglich ist
C,
cos B+ = cosx, > COSop = —’c*—l
T T
Beweisfithrung abgeschlossen ist.

Cri1

cos f2 und damit f; < 2, womit die

Die Tatsache, dall aus der Divergenz jedes Paares (s;, s;) die Divergenz
des daran anschlieBenden Paares (s4,, sg+1) folgt, bedeutet: Aus @} + @2
folgt Qi+, + @3+1- Nehmen wir zu diesem Ergebnis noch die frithere Annahme
Qlj + @ fiir ein gewisses j < n hinzu, so lifit sich das Prinzip der voll-
stdndigen Induktion anwenden, die zu der Feststellung fithrt, daB fiir alle
Paare (Q}, @3) mit ¢+ > j gilt: @} + Q5.

Da aber fiir spatestens s =n + 1

Q:H-l = Q:+1 = P,
ist, liegt ein Widerspruch vor, die Annahme, dafi die Menge N mindestens
zwei verschiedene Elemente enthilt, ist also falsch. Das aber besagt fir die
Praxis:

Alle Streckenziige zwischen P, und P, mit den Eckpunkten @, auf den

Gliedern sy, dieso verlagert werden, daB sich die Verkehrskosten stetig ver-

ringern, konvergieren in genau einem ausgezeichneten Streckenzug. Er ist

eindeutig gegeben durch jene Punkte @, k =1, ..., n, in welchen der

Ausdruck
COS &y Crt1
cos B - Ck

innerhalb des abgeschlossenen Definitionsbereiches s, sein Minimum an-

nimmt.

Damit ist nicht nur Existenz und Eindeutigkeit der gesuchten Minimal-
losung nachgewiesen, sondern gleichzeitig auch ein Weg aufgezeigt worden,
wie diese Losung, nimlich der 6konomisch optimale Streckenzug, prak-
tisch konstruiert werden kann. —

65. Die Losung des allgemeinen Problems

Die Abschnitte 62—64 hatten ein allgemeines Problem aufgeworfen,
mathematisch formuliert und schlieBlich in eine Reihe von gleichartigen
Teilproblemen zerlegt. In Abschnitt 644 wurde demonstriert, wie sich jedes
dieser Teilprobleme eindeutig losen 1a8t.

Wir fassen zusammen, indem wir die bisherigen Ergebnisse auf die noch
einmal formulierte Situation anwenden:
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Gegeben seien zwei Punkte P, und P, in der Ebene, eine zwischen ihnen
bestehende Verkehrsspannung f, eine Anzahl von Grenzlinien ¢;, die das
Untersuchungsgebiet in Areale F; gleicher Baukosten c; aufteilen, weiter fiir
jede Grenzlinie @; einen sie approximierenden Polygonzug @;, der sich aus
einer Kette von Strecken s;; zusammensetzt. Es sei S die Menge aller solcher
Polygonzugglieder s;,:

S={s,~k/’i=1,2,...; k=1,2,...}

und 7' die Menge aller Untermengen von 8, deren Elemente % folgenden
Kriterien gentigen:
(1) E ist eine geordnete Menge.
(2) Je zwei benachbarte Grenzstrecken von £ (benachbart im Sinne der
Mengenordnung) begrenzen das gleiche Areal F.

(3) Zwischen benachbarten Grenzstrecken gibt es mindestens eine gerad-

linige Verbindung mit konstanten Baukosten.

Es ist klar, was mit den Bedingungen (1)—(3) bezweckt wird: Es werden
Untermengen von 8, die entweder kein Losungspolygon im Sinne des Ab-
schnitts 644 besitzen oder deren Losungspolygon fiir die optimale Trasse von
P, nach P, nicht in Frage kommt, von vornherein aus der Betrachtung aus-
geschlossen. Die angefiihrten Kriterien sind jedoch nicht vollstindig ; sie sind
notwendig fiir die Auswahl der zu untersuchenden Untermengen von S, aber
nicht hinreichend. Das ist aber auch nicht erforderlich, denn wenn der
Streckenzug minimaler Verkehrskosten durch ein programmgesteuertes
Rechengerit festgestellt wird, so werden dabei alle irrealen Losungen durch
die Positionen ihrer Eckpunkte erkennbar. Soll er aber in konventioneller
Weise mittels des hier vorgelegten Schemas berechnet werden, so wird man
auf Grund der Karte nur solche Untermengen von S zur Untersuchung
auswahlen, deren Polygonzug minimaler Verkehrskosten tatsichlich die
optimale Loésung darstellen kénnte. Dadurch wird die eventuell sehr hohe
Anzahl von zu berechnenden Polygonziigen und deren Verkehrskosten ganz
erheblich reduziert.

66. Praktische Konstruktion der Losung

Bei der praktischen Bearbeitung des Problems gibt es verschiedene Mittel,
den Arbeitsaufwand einzuschranken. So kann man etwa zunéchst sehr grobe
polygonale Approximationen fiir die Grenzlinien gleicher Baukosten aus-
wihlen, so daB die Zahl der zu untersuchenden Moglichkeiten klein gehalten
wird. Der Vergleich der verschiedenen Losungen liefert eine erste Informa-
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tion, welches die in Frage kommenden Gebiete sind. Sodann verbessert man
in den kritischen Zonen — aber nur in jhnen — die Approximationen und
berechnet erneut den optimalen Streckenzug. — Weiterhin wird man die
Untermengen von S unter Beriicksichtigung von Informationen auswéahlen,
die man vorher aus bereits untersuchten Untermengen von S gewonnen hat.
Insbesondere gilt dies fiir den Fall, dafl man das Problem auf der Karte, also
graphisch 16st.

Sei £ ein Element von 7':
E={sli=ees...; ) =P,Ps...}.
Um die Symbolik zu vereinfachen, setzen wir formal
e =k, p=1.
Es sei aber ausdriicklich betont, daB3 £ auch in der neuen Symbolik:
E={s/i=1,2,...;7=1,2,...}

nur irgendein beliebiges Element von 7' reprisentieren soll. — Man beginnt
mit einer ersten Schéitzung des gesuchten Polygonzuges, W,

W={P1°°'Qii°"P2}’

wobei Q—ij Eckpunkt dieses Polygons auf der Grenzstrecke s;; ist, etwa der
Mittelpunkt von s;;. Die Punkte @;; werden nun auf den Strecken s;; suk-
zessive 80 bewegt, bis sie ihre optimale Lage mit
- ~ cosa;; ¢
Qij = Rijo oder Qi = Ry, oder g;g-g =-%il
erreicht haben. Der neu gewonnene Streckenzug werde mit
L={P,,...,Qi ..., Py}

bezeichnet. Sei nun etwa @,; ein Eckpunkt, der bis zu einem Endpunkt von
81, 2. B. Ry}, verschoben wurde, ohne aber die Gleichung

CO80%ry  Crya
€08 Bre Cr

durch die neue Position befriedigen zu kénnen. Wie schon frither (Ab-
schnitt 644) diskutiert, wiirde eine weitere Verschiebung von @,, iiber R,;-
hinaus den Streckenzug L noch weiter verbilligen. Da s,; Glied des Polygon-
zuges D, ist, gibt es (fiir gewohnlich) ein benachbartes Glied s,;—, des gleichen
Polygonzuges mit R, ;—, , = Ry,.
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ciet )

A}
A" Qo

Figur 6.5

Indem man @,; bei dem Prozel

COS &y Cri1
cosfy o
von dem Segment s,; auf das Segment s, ;—, iibertreten 148t und dort weiter
fiihrt, hat man ein neues Element £’ von T erfafit. £’ geht aus £ hervor,
indem man das Element s,; von E durch das Element s,;, ersetzt. Alle
Elemente E; aus T, die sich in der beschriebenen Weise aus £ entwickeln,
scheiden bis auf das letzte aus der Untersuchung aus. Das wird einsichtig
aus der Tatsache, daB sich L bei fortgesetzter Verkehrskostensenkung genau
iiber diese Mengen E; hinwegbewegt. —

- 0

124



Will man die Losung graphisch konstruieren, indem man direkt auf der
Karte arbeitet, so ist die sukzessive Einstellung der geforderten Winkel-
verhaltnisse durch Berechnung der Losungen des jeweiligen Polynoms
4. Grades ein ungemein miihevolles Verfahren. Auch die Bewegung der Eck-
punkte des Streckenzuges iiber jeweils kleine Intervalle mit anschlieBender
Kontrolle der Proportionen der Winkelkosinus ist noch sehr zeitraubend.
Es empfiehlt sich deshalb, ein einfaches Instrument zu verwenden, wie es
Figur 6.5 darstellt. Das Gerit milt Ein- und Austrittswinkel gleichzeitig,
und zwar gibt es nicht ihre Gradzahl, sondern die Logarithmen ihrer Kosinus
an. Man liest die Differenz der beiden Logarithmen von der Skala ab und
vergleicht sie mit dem — fest gegebenen — Logarithmus der geforderten
Proportion der Winkelkosinus.

Die graphische Methode bietet noch einen anderen erheblichen Vorteil:
Sind die Grenzlinien gleicher Baukosten einigermaflen generalisiert, so daB,
von lokalen Ausnahmen abgesehen, ihr Verlauf verhdltnismaBig ,,sanft* ist,
so entfillt die Notwendigkeit, sie durch Polygonziige zu approximieren,
wodurch die Fehlergrenze noch weiter eingeschrinkt wird. In beweistheo-
retischer Hinsicht bleiben die frither erzielten Aussagen in vollem Umfang
bestehen, und zwar schon deshalb, weil es vom praktischen Gesichtspunkt
aus gleichgiiltig ist, ob eine Grenzlinie mathematisch gesehen eine stetig ge-
kriitmmte Kurve oder ein Polygonzug mit relativ sehr kurzen Gliedern ist. —

Das Beispiel in Figur 6.6 zeigt das Ergebnis einer solchen Konstruktion
an einem Problem, wie es in der Praxis der Planung auftreten konnte?3®.

Zwei Verkehrsquellen mit einem Abstand von 19,1 Kilometern sollen
durch einen Verkehrsweg verbunden werden. Der Weg soll ein jahrliches
Verkehrsvolumen von 100 000 Tonnen bewéltigen, die Kosten pro Tonne und
Kilometer betragen DM 0,06, die Baukosten variieren in dem ebenen Ge-
lande, sie sind der Karte mit den Grenzlinien gleicher Baukosten zu ent-
nehmen.

In die Figur wurde die wirtschaftlich optimale Trasse als kurz gerissener
Streckenzug eingetragen. Die fiir sie jahrlich anfallenden Bau- und Betriebs-
kosten betragen 1206 000 DM. Vergleicht man dieses Ergebnis mit den
Gesamtkosten fiir eine geradlinige Verbindung der beiden Punkte in Hoéhe
von DM 1 601 000, so erweist sich der Umweg trotz einer Wegverlingerung
von 32,7%, als die um 24,6%, billigere Losung. —

85 Zahlen in Anlehnung an C. Pirath (1949, S. 2161.).
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Es sei bei diesem Beispiel noch einmal darauf hingewiesen, da3 Begriffe,
Problemstellung und Losungsmethoden sowohl von der speziellen Art des
Verkehrsmittels als auch der des Verkehrsmediums unabhéngig sind. Dem-
gemif} gelten die in den vorhergehenden wie diesem Kapitel vorgelegten
Uberlegungen grundsitzlich fiir alle Verkehrserscheinungen, deren Wirt-
schaftlichkeit eine Funktion ihrer Linienfiihrung ist und iiber sie von den
rdumlich sich verindernden geographischen Gegebenheiten abhéngt. —
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7.ZUSAMMENFASSUNG, SCHLUSSBETRACHTUNG

Thema der vorliegenden Arbeit war die mathematische Untersuchung der
verkehrsgeographischen Frage, wie ein Verkehrsnetz riumlich gestaltet werden
muf}, damit die durch Bau und Betrieb des Netzes entstehenden Kosten minimal
sind.

Die hier vorgetragene Gesamtkostenrechnung des Verkehrs als Funktion der
geometrischen Gestalt des Verkehrsnetzes geht mit Ausnahme des letzten Kapi-
tels von einem zweidimensionalen homogenen Verkehrsraum aus. Dieser Ansatz
rechtfertigt sich aus zwei Tatsachen: Zum einen wird die Linienfiihrung vieler
Verkehrsbahnen fast nur von der Lage der Verkehrsquellen diktiert und hingt
von allen weiteren den Raum erfiillenden Erscheinungen und Kriften wenig
oder gar nicht ab (Diskussion und Beispiele in Abschnitt 121); zum andern
stellen bei allen iibrigen Verkehrssituationen die Lagebeziehungen der Verkehrs-
quellen mindestens einen Teilaspekt fiir die Kostenrechnung dar. In diesem
Sinne bildet ithre Untersuchung die Vorstufe zu einem umfassenderen Modell
(Abschnitt 122).

Setzt man nun einen solchen ebenen homogenen Verkehrsraum voraus und
nimmt die Lage der Verkehrsquellen, die Gréfle der Verkehrsspannungen sowie
die kilometrischen Bau- und Betriebskosten als gegeben an, so gelingt es, eine
Gesamtkostenrechnung aufzustellen (Abschnitte 21-23). Die mathematische
Interpretation dieser Kostenrechnung fithrt zu dem Schluff, dafl es unter dem
Gesichtspunkt der Kostenminimierung gegebenenfalls zweckmiafig ist, beim Bau
von Verkehrsbahnen verschiedene Verkehrsspannungen durch zum Teil gleiche
Verkehrswege zu bedienen, das heifit also, verschiedene Verkehrsstrome raum-
lich zu biindeln. Wird ein gegebenes Spannungsfeld durch den Bau eines
Systems von Verkehrswegen derart bedient, daff man diesem Biindelungsprinzip
Rechnung trigt, so entsteht ein nach Skonomischen Gesichtspunkten gestaltetes
Verkehrsnetz. Physiognomisch wird es gekennzeichnet durch die Gabelung von
Verkehrslinien, d. h. durch Knotenpunkte. Thnen entspricht die Gliederung des
Verkehrsablaufes in Konzentration, Massentransport und Dispersion der ein-
zelnen Verkehrsstrdme. Funktional gesehen leistet das Verkehrsnetz die rium-
liche Koordination einer ungeordneten Menge von Einzelverkehrsstrdmen unter
dem ordnenden Gesichtspunkt einer insgesamt optimalen Wirtschaftlichkeit
(Abschnitte 24, 25).
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Nach dieser weitgehend verbalen Aufbereitung des Themas muff nun ganz
konkret gefragt werden: Wann sollen Verkehrsstrome gebiindelt werden, und
wo sollen sie gebiindelt werden, wenn man zu einem Skonomisch optimalen
Ergebnis gelangen will?

Abschnitt 46 demonstriert, wie sich jedes beliebige Verkehrsnetz als ein
System von (dreistrahligen) Verkehrsgabeln verstehen li8t, von denen jede den
Verkehr eines Knoten- bzw. Quellpunktes zu zwei anderen Punkten im Netz
vermittelt. Dieses Grundproblem der Netztheorie — drei Verkehrsquellen mit
zwei Verkehrsspannungen — wird in Abschnitt 42 geldst. Seine einfachsten
Kombinationen fithren zu vier Punkten mit zwei Verkehrsspannungen bzw.
drei Punkten mit drei Verkehrsspannungen. Diese beiden Situationen erfahren
in den Abschnitten 43 und 44 eine vollstindige Losung.

Allgemein vollzieht sich der Losungsprozeff von derartigen Netzproblemen
gemdfl den beiden oben genannten Fragen in zwei Schritten: Zunichst ist der
geometrische ,,Charakter® des wirtschaftlich optimalen Netzes, d. h. der Netz-
typ, zu bestimmen. Er gibt an, wieviel Knotenpunkte das Netz haben soll und
mit welchen Verkehrsquellen bzw. anderen Knotenpunkten jeder einzelne von
ithnen in Verbindung steht. Das bedeutet: Der Netztyp entscheidet dariiber,
welche Verkehrsstrome gebiindelt werden sollen.

Im weiteren Rechenprozefl werden dann Lage der Knotenpunkte und damit
Lage der einzelnen Netzglieder genau lokalisiert. Von relativ einfachen Situa-
tionen abgesehen liflt sich bei Netzproblemen mit mehreren Verkehrsquellen
und -spannungen die Frage nach dem optimalen Netztyp nicht mehr eindeutig
beantworten, es miissen dann verschiedene Netzgestalten hinsichtlich ihrer
Gesamtkosten miteinander verglichen werden (Abschnitt 45).

Die Frage, wie ein bestehendes Netz erweitert werden soll, wenn eine neue
Verkehrsspannung zu befriedigen ist, findet ihre Beantwortung in Kapitel 5. Es
zeigt sich erwartungsgemifl, dafl die Kostenrechnung den neuen Verkehrsstrom
um so mehr auf die schon bestehenden Netzglieder verweist, je geringer sein
Volumen ist, und zwar in dem Mafle, in welchem die dabei notwendigen Um-
wege immer noch kostengiinstiger sind als der Neubau von Netzgliedern zwecks
Einsparung von Umwegen. Im einzelnen bestimmt der Rechenprozefl jene
Punkte auf den Strecken des bestehenden Netzes, in welchen die neu zu bauen-
den Netzglieder in die bereits bestehenden einmiinden sollen. Auch bei diesem
Verkehrsproblem konnen mehrere Losungen auftreten, deren jeweilige Gesamt-
kosten dann zu vergleichen sind, um die optimale Linienfiihrung zu finden.

Die bisherige Voraussetzung der Homogenitit des Verkehrsraumes wird in
Kapitel 6 aufgegeben. Zwar untersucht es nur die Frage, welche Linienfithrung
zwischen zwei zu verbindenden Verkehrsquellen die kostengiinstigste ist, so dafl
hier kein eigentliches Netzproblem behandelt wird; insofern sich aber jedes
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Verkehrsnetz aus einzelnen Verkehrslinien zusammensetzt, kommt ihm in der
Kombination mit den beiden vorhergehenden Kapiteln (4 und 5) erhebliche
netztheoretische Bedeutung zu. — Die Losung des Problems gelingt, indem der
Verkehrsraum, in welchem die beiden Verkehrsquellen liegen, in baukosten-
mifig homogene Areale zerlegt wird. Durch diese Areale selbst wird die Trasse
gradlinig gefiihrt, an ihren Grenzen dagegen tritt das bereits von Stackelberg
(1938) aufgestellte ,Brechungsgesetz des Verkehrs“ in Kraft. Im einzelnen
bestimmt der Rechenprozefl jene Punkte auf den Arealgrenzen, in welchen die
Trasse diese Grenzen iiberschreiten mufl, soll sie 6konomisch optimal gefiihrt
werden. Wiederum ist die Losung im allgemeinen mehrdeutig, so dafl durch
Kostenvergleich entschieden werden muff, welche Trasse die giinstigste ist.

Schlufibetrachtung

Vergleicht man die Voraussetzungen der vorliegenden Arbeit mit den Unter-
suchungen, wie sie in der verkehrswissenschaftlichen Fachliteratur angestellt
werden, so wird sofort klar, wie verhiltnismiflig ,grobkdrnig® die Struktur des
vorgefithrten Modells noch ist. Zahlreiche Phinomene, die zwar nicht immer,
aber doch hiufig in Erscheinung treten und dann auf die Wirtschaftlichkeit von
Verkehrsnetzen Einflufl nehmen, sind unberiicksichtigt geblieben. Dazu zihlen
so unterschiedliche Faktoren wie etwa Reliefenergie oder Anderung des Ver-
kehrsvolumens als Funktion der Zeit. Dementsprechend sind die Ergebnisse der
Arbeit nur in beschrinktem Umfang in der Praxis anwendbar. Das kann jedoch
nicht iiberraschen, denn an eine allgemeine und einigermaflen vollstindige
Kostenrechnung fiir Verkehrsnetze ist vorliufig noch nicht zu denken. Es wird
sich deshalb jede in diese Richtung strebende Arbeit auf den Versuch beschrin-
ken miissen, aufbauend auf bereits publizierten Arbeiten dem Ziel um einige
Schritte niher zu kommen. Dies aber hofft die vorliegende Arbeit geleistet zu

haben.

Ist es einerseits im Rahmen der Verkehrsgeographie gelungen, die von J. E.
Kohl 1841 begonnene und von zahlreichen anderen Autoren fortentwickelte
Netztheorie weiter auszubauen, so scheint — gleichsam als Nebenprodukt — ein
zusitzlicher Nachweis fiir Schliiters Behauptung erbracht worden zu sein, dafl
der Raum ,an sich und seine Gesetze fiir die Geographie insgesamt von aufler-
ordentlicher Bedeutung sind. Die Theorie der Verkehrsnetze entwickelt sich
damit zu einem besonders schonen Beispiel, wie die geometrischen Prinzipien
des ,reinen Raumes“ mit der geistigen und dinglichen Erfiillung des geogra-
phischen Raumes in der Gestaltung der Kulturlandschaft zusammenwirken.
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8. SUMMARY

(1) Introduction

The topic of this paper is the mathematical investigation of a special question
of transportation geography: What is the geometrical design of a transportation
network, if the construction costs of the network and the costs of its traffic
flow are to be minimized.

With exception of the sixth chapter the calculation of the total costs as a
function of the geometrical design of the network is based on the assumption
of a two-dimensional homogeneous transportation space. This assumption is
justified by two facts:

a. The spacial lay-out of many transportation routes is essentially dictated by
the location of the transportation sources (sinks) and is nearly or totally
independent from all the other phenomena within this space (discussion and
examples in section 121).

b. In all the other transportation problems the locations of transportation
sources (sinks) play at least an important part within the total cost calcu-
lation. In this sense the investigation can be considered as a first step to a
more complex and realistic model (section 122).

(2) Transportation as an economical problem

If we assume a two-dimensional homogeneous transportation space, the
locations of sources (sinks), the transportation demand and the costs per unit
route construction and traffic flow to be given it is possible to develop a total
cost calculation (sections 21-23). The mathematical interpretation of this cost
function leads to the conclusion, that with respect to the minimization of the
costs it can be worthwhile to supply spacially different transportation demands
with —at least partially — the same transportation routes, i. e. to bundle spacially
different traffic flows. If with regard to this principal of bundling a system of
transportation routes is constructed we obtain an economically optimal net-
work. Physiognomically it is characterized by the branching of transportation
routes, i.e. by nodes. To this physiognomy corresponds the organization of
transportation into concentration, mass-transport and dispersion of the indivi-
dual flows. Functionally the network provides the spacial coordination of an
unarranged set of single flows under the guiding aspect of an economically
optimal efficiency.
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(3) On the history of the theory of transportation networks
(4) The design of transportation networks within the homogeneous space

After the foregoing mainly verbal treatment of our topic we now have to ask
quite concretely: Under which circumstances flows should be bundled, and
where, at what location, do they have to be bundled, if we strive for an econo-
mically optimal result. Section 46 demonstrates how every network can be
understood as a system of nodes with three radiating branches, where every
node bundles exactly two single flows into one (or splits one flow into two).
This basic problem of the theory of networks: to find the optimal network
solution for two different transportation demands between three different
points, (which is a node with three branches, one of which eventually with zero
length) is solved completely in section 43 and 44.

In general the process solving those problems consists out of two steps: First
the “geometrical character® of the economically optimal network, i. e. the type
of the net, has to be determined. It specifies how many nodes the network has
to have and with which other nodes our sources (sinks) each single node has to be
linked by branches. In other words: The type of the net decides which flows will
be bundled. — As a second step the locations of the nodes (and consequently the
positions of the branches) are computed. With exception of relatively simple
situations the question for the optimal type in network problems with several
sources (sinks) and several transportation demands cannot be answered unequi-
vocally. In this case a number of different net types have to be compared with
respect to their total costs (section 45).

(5) Expansion of transportation networks within the homogeneous space

This chapter answers the question, how a given network should be expanded,
if a new transport demand has to be satisfied. As one has to expect the mini-
mization of the cost function demands, that the new flow has to take already
existent branches so much the more, the smaller its volume is. In the process of
calculation the optimal solution follows‘from the evaluation of two counter-
current costs: the costs of eventually necessary roundabout ways the new flow
has to take, and the costs of the construction of new branches for to reduce the
necessary roundabout ways of the new flow. In detail the computation deter-
mines the points of the existent branches in which new branches should be
linked with the given network. Again one may get several (relative) solutions
which have to be compared with respect to their total costs to obtain the
optimal solution.

(6) The location of transportation routes in the geographical plain

The previous assumption of the homogeneity of the transportation space is
dropped in chapter six. It investigates only the question of the optimal location
of a transportation route between two given points, which in fact is not a net-
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work problem. However, taking into consideration, that each network is a
system of single transportation routes (branches), the combination of this
chapter with the two foregoing chapters is of considerable importance for the
theory of networks in general.

Procedure of solution: The transportation space between the two given
points is subdivided into areas of constant construction costs per unit transpor-
tation route. Within these areas the course of the route is straight, at their
boundaries however the route changes its direction according to the refraction
law of transportation set up by von Stackelberg (1938). In detail, the calcu-
lation determines the points in which the boundaries of the constant cost areas
have to be crossed by the transportation route, if its design is to be economi-
cally optimal. Again the result is multiple and the final solution obtained by
comparing the costs of a set of relative solutions.
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