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Zusammenfassung

Die Beobachtung kiinstlicher Erdsatelliten erlaubt Riickschliisse auf die Schwerkraft,
welche auf diese Satelliten wirkt. Je genauer die Satellitenbahnen bekannt sind und je
niher die Satelliten die Erde umkreisen, umso besser gelingt die Rekonstruktion des
Erdschwerefeldes. Je hoher die Auflésung des losbaren Schwerefeldes, desto grofler ist
aber auch die Anzahl der unbekannten Schwerefeldkoeffizienten und der Rechenaufwand
zu ihrer Bestimmung. So stellt fir die aktuellen Schwerefeldmissionen GRACE (im Orbit
seit 2002) und GOCE (geplanter Start 2006) die Rechenleistung der Computer einen
limitierenden Faktor fiir die Auswertung der Beobachtungen dar.

Einen Ausweg zeigt die Riickbesinnung auf analytische Bahntheorien. Die Hill-Gleichun-
gen sind eine linearisierte Form der Bewegungsgleichungen eines Satelliten, welche fiir
kreisférmige Bahnen gelten. Mit ihrer Hilfe lassen sich partielle Ableitungen der Bahnsto-
rungen nach Schwerefeldkoeffizienten zeitsparend berechnen. Fiir den periodischen Anteil
der Bahnstérungen kénnen Transferkoeffizienten hergeleitet werden, die einen eleganten
Ubergang zwischen der spektralen Darstellung der Bahnstorungen und den Schwere-
feldkoeffizienten ermdoglichen. Die fiir diesen Fall zu invertierende Normalgleichungsma-
trix wird blockdiagonal, was eine partielle Invertierung getrennt nach Ordnungen er-
laubt. Werden dariiberhinaus effiziente Fast-Fourier-Techniken fiir die Transformation
der Bahnstorungen in den Spektralbereich eingesetzt, so schrumpft der Rechenaufwand
auf die Leistungsfihigkeit eines gewohnlichen Personalcomputers.

Dem entgegen stehen allerdings Resonanzeffekte, welche die Periodizitit der Bahnstorun-
gen verletzen. Durch Filterverfahren wird versucht, die storenden Signale aus den Be-
obachtungen zu entfernen. Auflerdem gilt es, durch geschickte Wahl eines Ndherungs-
orbits die Bahnstorungen klein zu halten, um den linearen Geltungsbereich der Hill-
Gleichungen nicht zu verlassen. Trotzdem werden iterative Verfahren notwendig. In
einem letzten Schritt kann die Losung durch Einbeziehung von Beobachtungen auf
Beschleunigungslevel gestiitzt werden, die kein Resonanzverhalten zeigen, und die oh-
ne Niherungsbahn direkt auf der beobachteten Satellitentrajektorie berechnet werden
koénnen.

Abstract

The observation of artificial Earth orbiting satellites makes it possible to determine the
gravitational pull acting on them. The more accurately a satellite’s trajectory is known
and the lower its altitude, the more precisely is it possible to reconstruct the gravity
field of the Earth. A higher resolution of the solvable gravity field results in a larger
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number of unknown coeflicients and a greater computational effort to determine them.
The analysis of the present gravity missions GRACE (in orbit since 2002) and GOCE
(scheduled launch in 2006) is limited by the power of existing computers.

A way out of this dilemma might be to return to analytical perturbation theories. Hill’s
equations represent a linear approximation to the equations of motion of a satellite,
valid for circular orbits. As a result of using them, partial derivatives of the orbit per-
turbations can be computed very fast. The spectral presentaion of the periodical part
of the perturbations can be linked to the coefficients of the gravity field by so-called
transfer coefficients. The resulting normal matrix has a block diagonal structure and can
be inverted in parts. If, moreover, one applies efficient Fast-Fourier techniques to trans-
form the orbital perturbations to the spectral domain, this leads to a greatly reduced
computational effort. Even normal PCs can then cope with this task.

On the other hand, the periodicity of the orbit perturbations is disturbed by resonances
that have to be filtered. By selecting an appropriate approximating orbit, it is possible to
keep the perturbations on a small scale, in order to remain within the limits of the linear
theory. Nonetheless iterative procedures are necessary. In a last step, the solution can
be stabilised by observations on the acceleration level. They do not suffer from resonant
effects and can be computed directly on the observed orbit of the satellite, making it
possible to do without an approximated orbit.
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1. Einleitung

Diese Arbeit erscheint mitten in die Dekade der Geopotentiale hinein. Seit Mai 2000
kreist der erdwissenschaftliche Kleinsatellit CHAMP zur Schwere- und Magnetfeldfor-
schung sowie zur Atmosphérensondierung um die Erde. Im Mérz 2002 folgte ihm das
Zwillingspaar der GRACE-Satelliten mit dem Ziel, zeitliche Variationen des Schwerefel-
des zu erfassen und fiir 2006 ist der Start von GOCE geplant, einer Gradiometermission,
welche die rdumliche Auflosung des Schwerefeldes noch einmal um Gréfenordnungen
verfeinern soll.

An Bord all dieser Satelliten fliegen GPS-Empfinger mit, die eine kontinuierliche und
hochgenaue Bahnbestimmung mit hoher zeitlicher Auflésung erméglichen. In den Mas-
senzentren der Satelliten sind Beschleunigungsmesser positioniert, welche auf den Sa-
tellitenkorper wirkende nichtgravitative Storbeschleunigungen in drei zueinander senk-
rechten Richtungen messen, damit diese bei der Auswertung der Bahnbeobachtungen
von der Schwerebeschleunigung getrennt werden konnen. Mit dieser MeBanordnung ist
es erstmals moglich, kontinuierliche und von Stoéreinfliissen bereinigte, rein gravitativ
verursachte Bahnstorungszeitreihen erdnaher Satelliten zu generieren.

Aus den auf diese Weise beobachteten Bahnstérungen kann auf das verursachende Schwe-
refeld zuriickgeschlossen werden, die hohe Beobachtungsdichte erméglicht dies mit nie
dagewesener raumlicher Auflosung und Genauigkeit. Zur Bestimmung von Schwerefeled-
koeffizienten werden partielle Ableitungen benétigt, die bisher mit hohem rechnerischen
Aufwand aus den Variationellen Gleichungen auf numerischem Wege integriert wurden.
Das entstehende Normalgleichungssystem wird ebenfalls numerisch invertiert, die Anzahl
der Unbekannten wichst dabei quadratisch mit dem Entwicklungsgrad des Schwerefel-
des.

Dies ist schon seit geraumer Zeit nur noch mit Grofirechenanlagen mdoglich, deren Weiter-
entwicklung kaum mit den rasant fortschreitenden Moglichkeiten der Satellitengeodésie
Schritt halten kann. Hier setzt diese Arbeit an, deren Ziel es ist, durch Riickbesinnung
auf die analytische Bahntheorie von George William Hill ein schnelles Niherungsverfah-
ren zu entwickeln, das fiir erdnahe Satelliten auf kreisnahen Bahnen die iterative Losung
eines Schwerefeldes mit einem einfachen Personalcomputer erméglicht.

Dazu werden die beobachteten Bahnstohrungen mittels eleganter Fouriertechniken in den
Spektralbereich iiberfithrt. Die Fourierkoeffizienten werden als Lumped Coefficients in-
terpretiert, aus denen iiber Transferkoeffizienten, welche auf der Bahntheorie von Hill ba-
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sieren, die Gewichtskoeflfizienten der Kugelfunktionsentwicklung des Schwerefeldes durch
eine Kleinste-Quadrate-Ausgleichung geschiitzt werden. Die dafiir zu invertierende Nor-
malgleichungsmatrix erhélt Blockdiagonalstruktur und zerfallt somit in einzelne Blocke,
deren Dimension nur noch dem Entwicklungsgrad des Schwerefeldes entspricht.

Allerdings sind fiir die Fouriertransformation periodische Bahnstérungen notwendig,
die Hillgleichungen gelten nur fiir mit konstanter Geschwindigkeit durchflogene, ex-
akt kreisformige Satellitenbahnen und die Transferkoeffizienten zeigen auf der Bahnfre-
quenz Resonanzverhalten, wodurch bestimmte Schwerefeldkoeffizienten nicht schitzbar
sind. Dem wird versucht, durch geschickte Wahl eines Naherungsorbits, Vorbehandlung
der Bahnstorungszeitreihen und Iteration abzuhelfen. Bis zu moderater Auflosung des
Schwerefeldes gelingt dies auch, bei hochaufgelosten Feldern, fiir die diese Methode ei-
gentlich entwickelt wurde, divergiert das Verfahren jedoch. Deshalb muf3 die Anwend-
barkeit am FEnde der Ausfithrungen in Frage gestellt werden.
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2. Grundlagen

2.1. Bahntheorie

Ziel dieser Arbeit ist es, aus einer beobachteten Satellitenbahn auf die den Satelliten
bewegenden Krifte zuriickzuschliefen und das diese Krifte verursachende Schwerefeld
zu rekonstruieren. Der Satellit spielt dabei die Rolle einer Testmasse in einem Freifallex-
periment. Dieses Kapitel soll die benttigten theoretischen Grundlagen und technischen
Hilfsmittel zur Beschreibung der Satellitenbahn im Schwerefeld der Erde zusammenfas-
send bereitstellen. Dazu werden verschiedene klassische Losungsanséitze kurz vorgestellt
und der fiir diese Arbeit wesentliche (Hill, 1878) im Detail ausgearbeitet.

Betrachtet man den Satelliten in einem inertialen Koordinatensystem, vernachléssigt
alle nichtgravitativen Storkréfte wie Atmosphérenreibung, Strahlungsdruck der Sonne
und Erdalbedo und auflerdem die Gravitationseinfliisse des Mondes, der Sonne und der
weiteren Planeten des Sonnensystems, so lauten seine Bewegungsgleichungen

i = RV, (2.1)

wobei auf der linken Seite der Gleichung die zweiten Zeitableitungen des Satellitenortes
und auf der rechten Seite die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen durch das
Erdschwerefeld V; stehen. Der V-Operator bildet durch Ableitung des Potentialfeldes
nach dem Satellitenort den Gradienten des Feldes und damit die Schwerebeschleunigung.
Da das Erdschwerefeld erdfest ist, muf} es noch durch die Rotationsmatrix R! ins inertiale
System gedreht werden.

Durch die eingefiihrten Vereinfachungen stellen diese Bewegungsgleichungen nur eine
N#herung dar. Fiir diese Arbeit spielt das jedoch keine Rolle, da die vernachlissigten
Groflen weder in die Simulation der Testbahnen, noch in die Rekonstruktion des Schwe-
refeldes aus den Testbahnen einflielen.

In den aktuell fliegenden Schwerefeld - Satellitenmissionen CHAMP (Reigber, 2000) und
GRACE (Tapley und Reigber, 2001) werden die nichtgravitativen Stéreinfliisse durch
im Schwerpunkt der Satelliten mitfliegende Beschleunigungsmesser aufgezeichnet, die
nichtterrestrischen Anteile an der Gravitationsbeschleunigung sind sehr genau bekannt
und modellierbar. Beide Effekte konnen auf der rechten Seite der Bewegungsgleichungen
als Korrekturterme angebracht werden.
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Sollen die in dieser Arbeit entwickelten Analyseverfahren spéter auf beobachtete Sa-
tellitenbahnen angewendet werden, so wird es evtl. notwendig sein, die Korrekturen auf
Bahnniveau anzubringen. Dazu miiiten die beobachteten Bahnen zweifach auf Beschleu-
nigungsniveau differenziert werden, die gemessenen und modellierten Storbeschleunigun-
gen abgezogen, und die verbleibenden, vom statischen Schwerefeld der Erde verursachten
Beschleunigungen wieder zu Bahnen integriert werden. Dieser Schritt ist jedoch nicht
Thema dieser Arbeit und mufl noch gesondert betrachtet werden.

Bei der im Bau befindlichen Mission GOCE (Sneeuw et al., 2000) werden die Beschleu-
nigungsmesser mit den Diisen zur Satellitensteuerung riickgekoppelt, um den Satelliten
auf einer rein gravitativ beeinflufiten Bahn zu halten. Diese Bahn entsprache weitgehend
den hier benutzten Bewegungsgleichungen.

Gleichung (2.1) stellt ein System aus 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung dar. Dieses
148t sich numerisch integrieren, fithrt man die ersten Zeitableitungen des Satellitenor-
tes als unabhéngige Variablen ein (Montenbruck, 2000). Die numerische Integration der
Bewegungsgleichungen stellt die zur Zeit {iblichste Methode zur Simulation von Satelli-
tenbahnen dar. Das wurde jedoch erst im Computerzeitalter moglich und erst mit der
Entwicklung leistungsstarker Rechner praktikabel.

Neben der beschriebenen numerischen Losung existieren eine Reihe rein analytischer
Losungsverfahren, die zum Teil weit zuriickreichen und in ihren Urspriingen oft noch
zur Beschreibung der Bewegung des Mondes um die Erde oder der Planeten um die
Sonne entwickelt wurden. Zwei dieser Verfahren will ich hier herausgreifen. Eines davon,
namlich das von Hill, stellt eine der Grundlagen dieser Arbeit dar.

Die bekannteste analytische Bahntheorie ist wohl die von Kaula (1966), welche auf den
Storungsgleichungen in Keplerelementen nach Lagrange basiert:

da 2 0T

= e B (2.2)
de 1-¢* 9T V1-€*0T (2.3)
dt na2e OM nale Ow '
ﬂ _ cos 8_T 7 1 6_T (2.4)
dt  na2V1—e2sinl 0w na2y/1 — e2sin I 09
dw cos | or V1 —e20T
At~ na?vi-esinl 01 T Tnate oe (2:5)
" SR (2.6)
dt  na2v1—e2sinl 01
dM 1—e?20T 20T
@ """ e 9 nada’ 27)

Die ungestorten Keplerelemente beschreiben eine Ellipse (a = grole Halbachse, e =
Exzentrizitdt, I = Bahnneigung, w = Argument des Perigiums, 2 = Rektaszension
des aufsteigenden Knotens, M = mittlere Anomalie des Satelliten; n ist die mittlere
Winkelgeschwindigkeit des Satelliten), die Anderungen dieser Elemente mit der Zeit die
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Prézession der Bahnellipse und die Abweichungen des Satelliten von der Ellipse.

Storungsgleichungen anstatt Bewegungsgleichungen deshalb, weil das Schwerefeld der
Erde V = U + T in Normalpotential U (Potential einer Punktmasse bzw. einer rota-
tionssymmetrisch aufgebauten Kugel) und Storpotential T (Einflufl der Erdabplattung
und unsymmetrischer Massenverteilung innerhalb der Erde) aufgeteilt wird und als An-
trieb nur noch das Storpotential auf der rechten Seite von Gleichung (2.2) bis (2.7)
auftaucht.

FEine Punktmasse mit Potential U wiirde vom Satelliten auf einer Keplerellipse umflo-
gen, das Normalpotential wird durch Einsetzen der Keplerelemente dieser Ellipse als
Startwerte in die Storungsgleichungen beriicksichtigt.

Um die Stoérungsgleichungen (2.2) bis (2.7) losen zu kénnen, mufl das Storpotential der
Erde, welches {iblicherweise in sphérischen Koordinaten als Reihenentwicklung iiber Ku-
gelflachenfunktionen (siehe (2.37)) dargestellt wird, als Funktion der Keplerelemente
geschrieben werden. Dazu fiihrt Kaula Neigungsfunktionen Fj,,,(I) und Exzentrizitéts-
funktionen Gi,q(e) ein, die jedoch numerisch aufwendig zu berechnen und im Fall der
Exzentrizitdtsfunktionen auch schwierig zu bestimmen sind.

Es ergibt sich fiir das Storpotential

I'= GMl ( ) ZZF“”P I) Z Glp,q(€)Stmpq(w,Q, M, 0) (2.8)

m=0 p=0 q=—00

mit

C l—m gerade S l—m gerade

Im lym .

Slvm7p7q { S } COs d}l,m,p,q + { C } S ¢l7m7p7q, (2.9)
lym lm

l—m ungerade [—m ungerade

Vimpq = (1= 2p)w + (I = 2p + )M + m(Q — ). (2.10)

Der Winkel 6 entspricht der Sternzeit von Greenwhich und beschreibt die Rotation der
Erde um ihre Rotationsachse, welche der z-Achse unseres erdfesten Systems entspricht,
Cim und S, sind die Gewichtskoeffezienten aus der schon angesprochenen Reihenent-
wicklung des Schwerepotentials in Kugelflichenfunktionen. Sie enthalten die eigentliche
Schwereinformation und stehen in direktem Zusammenhang mit der Massenverteilung
innerhalb der Erde

_ _ !
Cim = 2 ]\jom EE‘FZ;:/A/(;a/(é) Py (sin @) cos (mA)p(r, ¢, A)drdpdA
_ _ !
Sim = 2 ]\jﬂm Z-FZ;:/)\/(;;/(é) Py (sin @) sin (mA)p(r, ¢, N)drdpdA,

r, ¢ und X beschreiben die sphérischen Koordinaten Radius, Breite und Lénge und laufen
bei der Integration iiber das komplette Volumen der Erde. Da die Dichte p jedoch nicht
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iiberall innerhalb der Erde bekannt ist, lassen sich die angegebenen Integralformeln nicht
unmittelbar zur Bestimmung der Schwerefeldkoeffizienten C,, und S; ,,, anwenden.

Wird Gleichung (2.8) nach den Keplerelementen abgeleitet und die Ableitungen in (2.2)
bis (2.7) eingesetzt, so ergeben sich Differentialgleichungen, welche sich nicht geschlossen
16sen lassen. Deshalb fiihrt Kaula séikulare Anderungen w, Q) und M der Keplerelemente
auf der rechten Seite der Gleichungen ein, die nur von der ungestorten Keplerbahn und
der Abplattung der Erde abhéngen. Das Ergebnis stellt also die ndherungsweise, analy-
tische Losung der den Bewegungsgleichungen (2.1) exakt entsprechenden Stérungsglei-
chungen in Keplerelementen (2.2) bis (2.7) dar.

Im Gegensatz dazu stellen die Storungsgleichungen nach Hill eine entlang eines Referen-
zorbits linearisierte Version der urspriinglichen Bewegungsgleichungen dar, die sich in
der Folge analytisch exakt 16sen 148t. Der Referenzorbit ist eine Kreisbahn mit Radius
r, das Koordinatensystem ein auf dieser Kreisbahn mit dem Satelliten mit konstanter
Bahngeschwindigkeit n mitrotierendes, forthin bahnbegleitend genanntes, Dreibein.

Das bahnbegleitende Dreibein sei folgendermaflen definiert: die x-Achse tangential zum
Kreisbogen in Flugrichtung des Satelliten zeigend, die z-Achse in radialer Richtung nach
auflen und die y-Achse senkrecht zur Bahnebene ein Rechtssystem ergénzend. Auf die-
se Richtungen wird im Folgenden auch als along-track, cross-track und radial Bezug
genommen. Die Orientierung des inertialen Systems sei abweichend von der gebrauchli-
chen Vereinbarung so gewéhlt, dafl seine x- und z-Achse in der Bahnebene des Satelliten
liegen und seine y-Achse in cross-track-Richtung zeigt. Zu einem beliebigen Zeitpunkt
t = 0 stimme die Orientierung der beiden Systeme iiberein.

Das bahnbegleitende Dreibein geht aus dem inertialen durch eine Translation des Ur-
sprungs vom Mittelpunkt der Erde auf den Kreisbogen z,, und eine Rotation

cosnt 0 —sinnt
R} = 0 1 0 (2.11)
sinnt 0 cosnt

hervor, die Koordinatentransformation zwischen den Systemen lautet also
z, = R (z; — zo,)- (2.12)

Da die Bewegungsgleichungen jedoch auf Beschleunigungsniveau aufsetzen, muf3 die vor-
gestellte Transformation auf Beschleunigungen ausgeweitet werden. Dazu ist es notig,
auch die Zeitableitungen der Rotationsmatrix zu beriicksichtigen, Scheinkréfte kommen
ins Spiel (Rummel, 1992). Die Transformation von Beschleunigungen ins bahnbegleiten-
de Dreibein wird zu

i, = Ri&; — Riiy, — 2072, — 0Tz, — OO, (2.13)
' 00—n

mit Q=R/RIT =00 0 (2.14)
n0 0

12

Scientific Technical Report STR 06/08 GeoForschungsZentrum Potsdam



und den Termen fiir Coriolisbeschleunigung —2Q7 1., inertiale Rotationsbeschleunigung
—QTz, die bei konstanter Winkelgeschwindigkeit n des Bezugspunktes z, auf der Kreis-

bahn zu 0 wird und Zentrifugalbeschleunigung —Q€%,..

Mit zj, = Ri(0,0,7)T ergibt sich die linke Seite der Bewegungsgleichungen im rotieren-

den System somit zu

Ty nZy n’x, 0
RiZ, = | 9 | +2 0 — 0 - O

. . 2 2

Zp —Nny n-zy ner

(2.15)

Betrachten wir nun die rechte Seite. V = U+1T sei eine Darstellung des Schwerepotentials
im von uns gewéhlten inertialen System, und damit &, = VV = (% + %)T. Nimmt

man an, dafl die durch das Storpotential verursachten gravitativen Storbeschleunigungen
auf den Satelliten und die daraus resultierenden Bahnstorungen klein sind, der Satellit
sich also nur wenig von der Kreisbahn entfernt, so kann man das Normalpotenial in einer
Taylorreihe um den Entwicklungspunkt z,, auf der Kreisbahn darstellen, die nach dem

zweiten Term abgebrochen wird (Schrama, 1989)

ov\" _(oUN'| |, (ov? g
oz;) ~ \oz Ox?

=0; =04

(z; — zo,) + <8x

£

Mit U = €M — __GM

RV

lassen sich

0
oU\"
<a—> =R 0 und
Li 2, —n?r
aUQ T —7?,2.1‘7«
T
(%) | @-m)=r"{ -
= z, 2n2z,
berechnen und eingesetzt ergibt sich mit (g—gr)T = (g; gif)T = (g—;qu)T
fiir die rechte Seite der Bewegungsgleichungen
oT
0 —n’x, dzy
. 2 oT
Rii; = 02 A R
—n°r 2n°z, aT
0zr
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(2.16)

(2.17)

(2.18)

= R (g5)"

(2.19)
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Gleichgesetzt ergeben sich aus (2.15) und (2.19) die beriihmten Hill-Gleichungen
or

i oT

ij +nly = o (2.21)
oT

5 — 2ni — 3n’z = 50 (2.22)

welche George William Hill (geboren 1838 in New York City, gestorben 1914 auf seiner
Farm am Hudson River), der spiter kurze Zeit an der Columbia Universitéit lehrte, als
Angestellter des Nautical Almanac Office in Cambridge, Massachusetts zur Beschrei-
bung der Mondbahn um die Erde entwickelte und 1878 verdtffentlichte. Erstmals fiir
die Schwerefeldbestimmung mit Hilfe niedrigfliegender Satelliten vorgeschlagen hat die
Hill-Gleichungen Oscar L. Colombo (1984).

Die Gleichungen beschreiben die Abweichungen eines Satelliten von einer gleichférmig
mit Winkelgeschwindigkeit n durchflogenen Kreisbahn im bahnbegleitenden Dreibein.
Auf der rechten Seite stehen die Stérbeschleunigungen, welche die Bahnstérungen ver-
ursachen. Das Subscript r, welches bisher das bahnbegleitende Dreibein anzeigte, wird
hier und in Zukunft der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.

2.2. Losung der Hill-Gleichungen

Die Hill-Gleichungen (2.20) bis (2.22) beschreiben die Abweichungen der Satellitenbahn
von einem gleichméfig durchflogenen Kreisorbit, verursacht durch Stérbeschleunigun-
gen, welche in unserem Fall rein gravitativen Charakter haben. Es handelt sich um ein
lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, das sich unter ge-
wissen Annahmen geschlossen 16sen 148t und dessen Loésung sich aus der Losung der
homogenen Gleichung g—g = 0 und einer speziellen Losung zusammensetzt. Die cross-
track Storung y ist von den Stérungen in along-track Richtung z und radialer Richtung
z entkoppelt und 14t sich unabh#ngig berechnen.

Die Losung der homogenen Gleichungen lautet (Scheinert, 1996)

xp(t) = 4ey cosnt — deg sinnt + c3 + cqt (2.23)

yn(t) = c5 cosnt + cgsinnt (2.24)
2

zp(t) = 2¢g cosnt 4 2¢y sinnt — 3—04, (2.25)
n

mit den Integrationskonstanten cq bis cg.

FEine spezielle Losung kann gefunden werden, wenn die Stérbeschleunigungen sich spek-
tral als Reihen darstellen lassen
oT

e Z AJJ’% cos wjt + BJ% sin w;t, (2.26)
- J

14

Scientific Technical Report STR 06/08 GeoForschungsZentrum Potsdam



dies trifft fiir die Schwerebeschleunigung der Erde zu, wenn der Satellit auf einer in sich
geschlossenen Bahn fliegt, die sich also periodisch wiederholt. Fiir eine einzelne Frequenz
wj findet man dann die Losung

1
Ty, (1) = 20Z ) ((3122 + wjz»)Af + 2wjnB7) cos wjt
Wi\t
1 2 2 :
+ m ((31’L + wj)B;-” — ijTLAj) smwjt (227)
J J
1
Yp; (t) = —5—5 (A coswjt + B sinw;t) (2.28)
n® — w;
1
(t) = A% —2nBY it
ij( ) w; (nQ w]Q) ((.U] 7 n J ) COS Wj
1
+ ﬁ(w]B; + QHA;E) sin wjt. (229)

wj(n? — wy)

Die spezielle Losung setzt sich aus allen Einzellosungen z,, . zusammen. Allerdings werden

Pj
diese fiir bestimmte resonante Storfrequenzen, ndmlich die Nullfrequenz w = 0 und die

Bahnfrequenz w = +n singulér, diese Félle miissen gesondert betrachtet werden und wir
stellen deshalb noch ein Gleichungssystem fiir die Resonanzen

T
g— = A cosnt + BEsinnt + Ay (2.30)
L

auf (die Amplituden Bf entfallen, da der Sinus fiir die Nullfrequenz zu Null wird).
Dieses System hat letztendlich die Losung

x(t) = = <(gB;i + 4Aﬁ> + (nAZ — 2nBﬁ)t> cos nt
1 3 .
+ — | (4B, — 545 | + (nB;, +2nA;)t | sinnt
n2 n 9 n n
3
2
L ow_ 1
yr(t) = 4—112A" — %Bnt cosnt

1 1 1
+ (—B}; + %A#> sinnt + ﬁAg (2.32)

4 2
AT — ZAZ— A 2.31
+ a0~ Ao 0 (2.31)

4n?

1 1
2 (t) = o3 ((5142 - 3Bﬁ) — (nB} + 2nA£)t> cosnt

1

t oz

1
<<§be + 3Af’;> + (nA; — 2nBZ)t> sinnt

1 2
+ S AZ 4+ — ARt 2.33
n20 T 0 ( )
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und zusammen mit der homogenen und der nichtresonanten speziellen Losung ergibt sich
die komplette Losung z(t) = z(t) + >, z,, (1) +z,(t) nach Bestimmung der Konstanten
¢1..¢ durch Einsetzen der Anfangsbedingungen z(t = 0) = z, und £(t = 0) = &, zu

o 3 (7 ) e 48| o
J "
+ (6ZO+ $O+Z<n2_w n(nz_w?)> +ﬁ(5Bﬁ*Az+2AS) sin nt

1
+ — (4 —ZBz)tcosnt—i— (BZ—|—2A$)tsmnt
n

+Zw

7 .7

2D D e e
j ]
2,
+$0—EZ()—Z<W
J

J

%) ((3n + wj )Ax—|—2w]nB ) cosw;t

((3n + w3 )Bf — 2wjnA?) sinwjt

1
AL 4 —Bz> — =5 (3AL 4 2BZ — 44Y)
n

J
win

3 1 3
6nzo + 3do + Y —Bj + — (3B +247) | t - 5Agt? (2.34)
; J
J

1 1

y
yo—zn2_szj—n2
j

L.
n

AY | cosnt

Wy 1
e Y - L -
Zn(nz—wz) ) gz tn
J J

sin nt

1 1
—Byt cosnt + —A%t sin nt

1
+ Z n2 g ( ! coswjt + BY sinw; ) + ﬁAg (2.35)

2w; B? Az

247
2

J

. 4
w]Bj

2— i
n wj

=

BZ+A$

n

(5
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n(n? — ws)

2. j j 1
_ 320+ﬁx0_2j:<n(n2—w2) _ng_w]z> _Q(ZBx—f—AZ) cos nt
+— §B" + A7 — 245 sin nt
n

1 /1
n) tcosnt + — <§A1‘i - Bf{) t sin nt
n
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+ wA 2nB cosw;t
Y o )eosw

1 .
+ Z wij o %2) (ij; + QnA;-U) sinw;t

2 1
+ o + 4z + Z ?B;” + =5 (2B2 + Af) + Axt (2.36)

Die Losung der Hillgleichungen 148t sich nach Colombo (1986) mit einem Feder-Masse-
System vergleichen, bei dem die Energie stindig zwischen kinetischer Energie der Masse,
hier des Satelliten, und potentieller Energie der Feder, in unserem Fall des Schwerefeldes,
hin- und hertransferiert wird. Eine Anregung des Systems auf Stoérfrequenz w; fithrt da-
bei zu einer Antwort auf gleicher Frequenz (spezieller Anteil der kompletten Losung). Je
niher die Anregungsfrequenz der Null- oder Orbitfrequenz kommt, desto mehr wird die
Antwort verstirkt, wihrend fiir alle andere Frequenzen eine Dédmpfung erfolgt. Die linea-
risierten Bewegungsgleichungen stellen also eine Art Bandpaffilter der auf den Satelliten
ausgeiibten Beschleunigungen dar.

Die Resonanz auf Orbitfrequenz fithrt zu einer anschwellenden Schwingung des Satelli-
ten auf dieser Frequenz (ein fehlerhaftes Kréiftemodell kann sich ebenfalls in einer sol-
chen Resonanzerscheinung dufiern), die Resonanz auf der Nullfrequenz verursacht lineare
und quadratische Terme. Eine konstante radiale Beschleunigung durch fehlerhaftes G M
wiirde so z.B. zu einem radialen Versatz des Satelliten, einer Schwingung auf n und
einer Drift in along-track fithren. Ahnlich wiren die Auswirkungen einer falschen An-
fangsposition, die zu einer konstanten Ablage des Satelliten in allen 3 Koordinaten, einer
Schwingung auf Orbitfrequenz n und ebenfalls einer Drift in along-track fithren wiirden.

Unter den Voraussetzungen von

e kreisférmiger Referenzbahn
e konstanter Winkelgeschwindigkeit des Bezugspunktes auf der Referenzbahn

e kleinen Bahnstorungen (bzw. relativ kurzem Zeitraum)

lassen sich die Bahnstorungen eines Satelliten also durch die Summe aus homogener,
resonanter (fiir Storbeschleunigungen auf der Umlauf- und Nullfrequenz) und speziel-
ler Losung (fiir Storbeschleunigungen auf allen anderen Frequenzen) der linearen Hill-
Gleichungen beschreiben.

Andererseits konnen die einzelnen Losungen der Hill-Gleichungen fiir solche Bahnen auch
als Filter benutzt werden, um die durch die Startbedingungen oder Resonanzen beding-
ten Effekte aus einer beobachtete Satellitenbahn herauszureduzieren. Dazu werden sie
getrennt von der speziellen Losung geschéitzt und von den beobachteten Bahnstérungen
abgezogen. Dabei ist darauf zu achten, daf} sich resonante und homogene Stérungen nur
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gemeinsam schétzen lassen, da beide konstante, in ¢ lineare und auf Orbitfrequenz n
periodische Anteile besitzen. Niheres dazu in Abschnitt 4.1.

2.3. Darstellung des Schwerefeldes im bahnbegleitenden
Dreibein

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt eine Losung der Hill-Gleichungen (2.20) bis
(2.22) vorgestellt wurde, mufl noch eine Darstellung der Stérbeschleunigungen im bahn-
begleitenden Dreibein gefunden werden. Dazu konnte die allgemein giiltige Formel von
Kaula (2.8) bemiiht werden, doch ergibt sich dank der kreisférmigen Referenzbahn eine
vereinfachte Herleitung und Formel, die im Folgenden ausgearbeitet werden.

Ublicherweise wird das Schwerepotential der Erde als Reihenentwicklung iiber Kugel-
flichenfunktionen im erdfesten System dargestellt (Heiskanen und Moritz, 1967). Da es
jedoch spéter ins bahnbegleitende Dreibein rotiert werden soll, sei hier eine komplexwer-
tige Darstellung bevorzugt, welche sich unter Rotation giinstiger verh&lt

0o l
Vo) = TS () ST iYoo), (237)

=0 m=—l1

r, ¢ und A bezeichnen die sphérischen Koordinaten Radius, Breite und Lénge im geozen-
trischen, erdfesten System. Die komplexwertigen Kugelflichenfunktionen Y;,, ergeben
sich aus den zugeordneten Legendre-Funktionen P, ,,:

E,m(gba )‘) = NLmB,m(Sin Qb)eim)\ (238)

_ _ | )
Yim(,\) = (—l)m(lim);Nl,,mPl’m(sin $)e~imA, (2.39)

(I 4+m)!

Sie sind auf 47 iiber der Kugel normiert, der Normierungsfaktor ist

Nim = (—l)m\/(QZ + 1)% (2.40)
und gilt reziprok auch fiir die komplexwertigen Gewichtskoeffizienten
R = (14 om)——(Ciom — iS1m) (2.41)
: 9 N 5 :
Ry = (1) 5 (1 4+ Gom) 3 —(Com + i1.m). (2.42)

lym

Das Schwerepotential soll nun aus dem erdfesten in ein zum bahnbegleitenden paral-
leles, geozentrisches Dreibein rotiert werden. Geschieht diese Transformation {iber eine
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Euler-Rotationsmatrix Rg(«, 5,7) = Ra(v)R2(8)Rs(a), so 1aBit sich die entsprechende
Rotation von Kugelflichenfunktionen mit Hilfe der D-Symbole durchfiihren (Ilk, 1983)

le ,m ¢7 Z Dl m, k ﬁa V)E,k(¢/7 A/) (243)

k=-1

(gestrichene Koordinaten ¢’, N beziehen sich auf das rotierte Dreibein 2/, siehe Abb.
2.1). Die Definition der D-Symbole findet man bei (Wigner, 1959)

DY, wle, B,7) = €y ik (B)e™ (2.44)
&M¢W%=¢éﬁxggik% (2.45)

‘ 22: l+m l—m (- 1) cog2l—k+m— 2t5 kfm+2té
¢ I—k—t 2° 2

t=t1

t1 = max(0,m — k)
to = min(l — k,l +m)

Wie sieht nun die Rotation konkret aus? Zuerst erfolgt eine Drehung um die z;-Achse
des erdfesten Systems um das Argument der Lange A = (2 — O des aufsteigenden Bahnk-
notens. Es folgt eine Drehung um die neue z-Achse um die Bahnneigung I und zuletzt
eine Drehung um die neue z-Achse um das Argument der Breite u = w+ f des Satelliten
(Abb. 2.1).

Sofort fallt auf, dafl es sich hierbei nicht um eine Euler-Rotation handelt, da die mittlere
Drehung um die neue z- anstatt der neuen y-Achse stattfindet. Diese Rotation 148t sich
jedoch durch Vor- und Nachdrehung um 7/2 in eine Euler-Rotation umwandeln (Sneeuw,
1991):

Rs(u) Ry (I)Rs(A) = Ry <u - —) Ro(I)Ry (A + g) . (2.46)

Dies fithrt zu einem zusitzlichen Faktor i*~™ in (2.43), damit l#8t sich das Potenti-
al (2.37) im zum bahnbegleitenden parallelen, geozentrischen System folgendermafien
schreiben

GM & _ _
V(¢ XA L) = = Z_O( z) ZlkZlKlmz " Dy (A T, ) Vi (6, ).
(2.47)

Da der Satellit immer auf der neuen z'-Achse des rotierten Koordinatensystems liegt,
gilt }/l,k(ﬁblv )\,) = Yl,k(O, 0) = Nl,kPl,k(O) und somit

l

l
Vi A L) = Gi” Z( ) SN By et g (DN Pg(0). (248)
=0 m=—1 k=—1
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Abbildung 2.1.: Die verschiedenen Bezugssysteme und thre Beziehungen zueinander: erd-
fest x,, rotiert geozentrisch ' und bahnbegleitend x.

Merke, fiir I — k ungerade werden die P, ;(0) = 0.

Der Ubergang zu einer reellwertigen Reihenentwicklung gelingt, indem man die Aus-
driicke fiir negative und positive m zusammenfafit

) l l
1
V=> > > Vimk+ Vi—m,—1)5 (2 = dom) (2.49)
=0 m=0k=—1
W,m,k + W,—m,—k = Vl,m,k + Vljkm,k = Qﬁ(w,m,k) (250)

Der Faktor i*~™ macht eine Fallunterscheidung notwendig

GM a =k int(L (1—m 7
Vi(r, A1 u) = ( E) Z Z St U=mt ) g (NP (0)
m=0k=—1
Clm COS Yg m + Sl,m sin Yy, m fiir [ — m gerade (251)
—S}m COS Yk + él,m sin ., flir I —m ungerade, '
Vmk = ku +mA. (2.52)

Da wir in diesem Schritt auch von komplexwertigen auf reellwertige Gewichtskoeffizien-
ten C,, und S, iibergegangen sind, macht es keinen Sinn mehr, bei der Normierung
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fiir komplexwertige Kugelflaichenfunktionen zu bleiben. Reellwertige Kugelflichenfunk-
tionen sind normalerweise mit

(Il —m)!

) (2.53)

Nl,m = \/(2 — 50m)(2l + 1)

normiert. Wichtig ist aber nur, daf§ in jedem Fall der Normierungsfaktor NV ,, zu dem
verwendeten Koeffizientensatz pafit.

Zur Verkiirzung der Schreibarbeit werden an dieser Stelle die normierten Neigungsfunk-
tionen

— =k 1 - —

Flmi(1) = (=1)72 HtGU=mtD)g, (1) Pk (0) (2.54)

eingefiihrt. Diese entsprechen den bei (Kaula, 1966) vorgestellten bis auf die Normie-
rung und eine leicht abweichende Indizierung, die jedoch zu identischen Ergebnissen
fithrt. Vergleicht man Gleichung (2.8) und (2.51) und sieht von der fehlenden Normie-
rung bei Kaula ab, so lassen sich die beiden Ausdriicke ineinander iiberfiihren, wenn die
Exzentrizitatsfunktionen Gy, 4(e) zu eins gesetzt werden, die grofie Halbachse der Kep-
lerbahn a durch den Radius der Kreisbahn r ersetzt und das Argument des Perigiums
w und die mittlere Anomalie des Satelliten M zum Argument der Breite des Satelliten
u zusammengefafit werden.

Bricht man die Reihenentwicklung beim maximalen Entwicklungsgrat L ab und ver-
tauscht die Reihenfolge der Summation, so kann man schreiben

L L L
v Luy =SS S (Y Ay

m=0 k=—L I=max(m,|k|)

C_’l,m COS Yg m, + S'l,m sin Yy m fiir [ — m gerade
—Slm COS Yk m + C’Lm siny , fiir | —m ungerade

L L
= D Ankcostim + By i sin Y. (2.55)
m=0k=—L

Man hat also eine neue spektrale Darstellung des Schwerefeldes entlang der Satelliten-
bahn gefunden. Die neuen Gewichtskoeffizienten sz . und BX]  werden Lumped Coef-
ficients genannt, weil jeweils Schwerefeldkoeffizienten gleicher brdnung als Linearkom-
bination zusammengefaflit werden. Der Zusammenhang zwischen den beiden Spektren
lautet

L _
i Cim fiir [ — m gerade
A}’/n,k‘ = Z HlYm,k { - i | q (2.56)
I=max(m, |k|) —Sim fiilr I —m ungerade
L _
3 Sim  fiir [ —m gerade
I=max(m,|k|) I,m Iur { —m ungerade
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und geschieht iiber die sogenannten Transferkoeffizienten (Sneeuw, 1992)

_ GM sag\! -

T T

2.4. Spektrale Darstellung der Bahnstéhrungen

Eine spektrale Darstellung des Potentials in einem, zum bahnbegleitenden parallelen,
geozentrischen Dreibein konnte im vorangehenden Abschnitt gefunden werden. Nun mufl
nur noch der Gradient im bahnbegleitenden Dreibein gebildet und in die rechte Seite der
Hill-Gleichungen eingesetzt werden, um die Koeffizienten A]If und B]”-C* in der Losung der
Hill-Gleichungen bestimmen zu kénnen. Diesen und die folgenden Schritte fithrt Sneeuw
(2000) sehr elegant in komplexer Notation durch, da zur Umsetzung in Programmcode
jedoch reelle Ausdriicke benétigt werden, sollen die bereits bei Sneeuw aufgezeigten
Zusammenhénge hier noch einmal im Reellen nachvollzogen werden.

Fiir infinitesimal kleine Bahnstorungen gilt dx = rcos ¢’dN, dy = rd¢’ und dz = dr,
gestrichene sphérische Koordinaten beziehen sich wieder auf das parallel zum bahnbeglei-
tenden rotierte, geozentrische Dreibein. Da der Ursprung des bahnbegleitenden Systems
und damit der Bezugspunkt der Bahnstérungen sich immer bei ¢’ = X' = 0 befindet,
wird cos ¢’ = 1. Damit ergibt sich fiir den Gradienten

) 1.0
8375 r o)\
o)

V= 7 | = %? (2.59)
0z or

Auf einen einzelnen Summanden V},, ;, des Potentials in Bahnkoordinaten (2.55) ange-
wendet liefert der Gradient (Sneeuw, 1992)
8W,m,k law,m,k _ law,m,k
ox r ON r  Ou

_1GM rap\! & S €08 Y s — Cl sin || 55
=7 5) Fuma(Dk “ide (2.60)
ror r m, Clum €08 Yk + Stym SIN Y |, ungorade
8%,771,](3 — laWJ’RJ{I
oy r O¢
_1GM rap\! - gl,m COS Yy k — C_'l,m SIn Yo, & bmm gerade
= — ) FonxDq A e (2.61)
ror r m, Clom oS Yk + Stm Sy |, ungerade
8‘/lzm7k — 8%,7’”,]{}
0z or

l+1GM sa l _ CmCOS m +5m8in - l—m gerade
- ( E) l,m,k(I){ 1 €08 Yim e+ S1m 510 Yo, } (2.62)

roor T —S1,m COS Yy i + Cl,m Sin ¥, i

[—m ungerade

Dabei ist zu beachten, dafl sich bei der Ableitung in cross-track Richtung die Breite ¢’
des Satelliten im rotierten System in den Neigungsfunktionen Fj,, j(I) verbirgt, und
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zwar in den Legendre-Polynomen P} ;(0). Sneeuw fithrt daher unter Beniitzung einer
Rekursion aus (Ilk, 1983) die cross-track Neigungsfunktionen

_1))

_ l—k—1 ins (I—m _
Fy (D) = (=1) "2 0, (TN P (0) (2.63)

ein. FaB3t man wieder zu Transferkoeflizienten zusammen

—w _1GM ap\! -
Himp ==~ (7) Lk (1)K (2.64)
- 1GM fapy! -

Y _ a2 X
Hipmw = 7= ( . ) Bl (2.65)
. I+1GM rap\! -
Himp ===~ (7) Fim (1), (2.66)

so lassen sich die Schwerebeschleunigungen im bahnbegleitenden Dreibein spektral dar-
stellen

L L L = = . l—m gerade
oV _ Z Z Z 7T { Sl,m COS 7wbm,k - Cl,m S wm,k }
- I,m,k Cf Q .
M cos Sim sin
Ox m=0 k=—L I=max(m,|k|) tm wm,k + Lm @ij,k l—m ungerade
L L
= Z Z Ap e €OS Yk + By, o sin g, (2.67)
m=0k=—L
L L L = = . l—m gerade
6V . Z Z Z Hy { Sl,m COS '(Z}m,k — Cl,m S1n wm,k
N Lmk \ Cyy, cOS S} Sin
ay m=0 k=—L I=max(m,|k|) Lm wm,k T bm wm,k l—m ungerade
L L
= Z Z A‘fn’k COS Yk + Bf;’%k. sin ¥, m (2.68)
m=0k=—L
L L L = = . l—m gerade
ov Z Z Z — { Clm €OS Yy e + S SIN Yy } g
. Im.k 5' S 3
MR — cos Clm sin
0% m=0 k=—L Il=max(m,|k|) tm wm,k + Lm wm,k l—m ungerade
L L
= Z Z AG 1 COS Yk + B, e Sk (2.69)
m=0 k=—L
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mit den Lumped Coefficients der Storbeschleunigungen

L 5, l—m gerade
_ 1,
o= Y R {am) (.70

[—m ungerade
L
T _ []T
m,k - l7m7k

A l—m gerade
Cim } (2.71)

[—m ungerade

L 5, l—m gerade
_ 1,
A= > Yk AT } (2.72)
m

[—m ungerade

) [—m ungerade

= l—m gerade
Cim } (2.74)

l—m ungerade

L B _C—,l l—m gerade
Bly= ﬁmk{ &;T} (2.73)
L —

= l—m gerade
Stm } . (2.75)

L, [—m ungerade

Fiir geschlossene Bahnen (und jede Kreisbahn wird frither oder spéter zur Wiederho-
lungsbahn) lassen sich diese Lumped Coefficients A7 , und B, , den Koeffizienten ijf

und B;“"— aus (2.26) eindeutig zuordnen.

Eine geschlossene Bahn hat die Wiederholfrequenz ﬁ:', die sich als ganzzahliges Verhélt-
nis g (6 Erdumrundungen in « Sterntagen) schreiben 1afit. Zu gegebenen m, k 148t sich
der Index j dann folgendermafien zuordnen

u
g

w; wird durch Nullen zu einem gleichabstédndigen Spektrum ergénzt.

U

Vmp = ki +mA = = (kB £ ma) Bj = wj, (2.76)

Zur umgekehrten Zuordnung, welche bei der praktischen Auswertung von Bahnstérungs-
zeitreihen durch Fourieranalysen spéater wichtig wird, suche man die ganzzahlige Lésung
der Gleichung
_ kB
a

m=F ; mel0, ..., L], ke[—L, ..., L], (2.77)
fiir § > 2L ist diese Zuordnung immer eindeutig (Sneeuw, 2000).

Es bleiben noch die resonanten'Amplituden A%, Ay und Bj zu bestimmen. Exakte
Resonanz auf der Nullfrequenz ¢, = ki + mA = 0 wird nur fir m = h33, k = hao,

ie nach Vorzeichen von A; in der Praxis immer Minus, da die Erdrotation schneller als die Knotendre-
hung ist.
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h = 0,1,2,... erreicht, Resonanz auf der Eigenfrequenz wmk = n unter der Annahme
n=u fir m = hG, k = ha + 1. Also gilt A%ﬁA%ﬁ,ha, A%iA%@haH und BﬁiB%ﬁ,haH'

Es ist uns also gelungen, Bahnstorungen im bahnbegleitenden Dreibein unter Verwen-
dung der Storungstheorie nach Hill als Funktion der Schwerefeldkoeffizienten darzustel-
len. Quasi nebenbei konnten spektrale Darstellungen des Potentials in einem Dreibein,
welches geozentrisch, aber parallel zum bahnbegleitenden gelagert ist, und der auf den
Satelliten wirkenden, gravitativen Beschleunigungen im bahnbegleitenden Dreibein ge-
funden werden. Der Ubergang zwischen den verschiedenen Spektren wird durch Trans-
ferkoeffizienten ermoglicht und charakterisiert.

Praktisch wire es, wenn eine solche, spektrale Darstellung auch fiir die Bahnstérungen
selbst gefunden werden koénnte. Ein Blick auf die Losung der Hill-Gleichungen (2.34)
bis (2.36) macht jedoch sofort deutlich, da durch Anfangsbedingungen und Resonanzen
hervorgerufene lineare und quadratische Anteile die Voraussetzungen der Periodizitét
verletzen. Konnten diese jedoch durch Filterung aus den beobachteten Bahndaten ent-
fernt werden, miifiten sich die verbleibenden Stérungen spektral zerlegen lassen.

Diese periodischen Anteile werden gerade durch die spezielle Losung der Hill-Gleichungen
(2.27) bis (2.29) représentiert. Es soll im Folgenden also versucht werden, noch eine spek-
trale Darstellung der speziellen Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein zu finden.
Dazu werden die partiellen Ableitungen von (2.27) bis (2.29) nach den Schwerefeldkoef-
fizienten Cy,,, und Sy, gebildet

I —m gerade:

Ory _ §~ Onp OBy 0ry 04ny (2.78)
OCrm = OBL  OCm  9AZ,, OC,m '
l T z
Oy _ - 0, i 0s, OB -
OSim = OAL  OSim OB, 0Sim '
l Yy
ayp ayp 8Bmk
I —mk 2.80
9Cm ;l 9BY,, 9C) (2.80)
l
Wy _ Oy O (2.81)
OSm 2= DAY, S, '
l T z
s - 0y s 0, O -
OChm = OB OCm  9AZ,, OC,m ’
l T z
O _ 02p Omi 0z OBy (2.83)
OSim = OAL 081 OB, 081,
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[ — m ungerade:

l T z
Ozp _ Yy Oy Ohn L. OB (2.84)
OCrm =, 0A%, OCpy  OBE,, 0Cipm ’

l

oB? 0A?
8_371) _ 8? ok axzp _mk (2.85)
OSim =, 0By, 0Sim ~ OA7, ;. OSim
l Y
ayp 8yp aAmk
e —— 2.86
IC1m, k:zl 0A} 1. 0Cim (2.86)
l y
ayp ayp 8Bm k
P = —_— 2.87
ISim kz;l OBy, ;. 0Sim (2.87)
!
QAT OB?
Ozp _ 3 0% Omp 0% OZmik (2.88)
OCm =, 0A%, , 0C1m — OBF, . OC)m

l

oB2 DA
02 Tmk 0% Tmk (2.89)
y OSim | OAZ DS,

OSim OB

X
k=—1I m,

Die darin vorkommenden Ableitungen der Lumped Coefficients nach den Schwerefeldko-
effizienten sind die bereits eingefiithrten Transferkoeffizienten fiir Stérbeschleunigungen
(2.64) bis (2.66), die Ableitungen der speziellen Losung der Hill-Gleichungen (2.27) bis
(2.29) nach den Lumped Coefficients lauten

oz, _ 3n2 + 1)[)72nk oty o, _ 3n2 + 1#,27“6 Sin
R e R U PR T o M
By ™ Tl BB
8iz7k = —lll}gm CoS Yk ; 88322k =3 —ll/fnk SIN Yy
T A s R L
8184216 =5 ?nk COS Yy k; azzk == w?nk SIN Yy k-

Eingesetzt in Gleichung (2.78) bis (2.89) ergeben sich lidngliche Ausdriicke, die jedoch,
wieder zu Bahnstorungen integriert, nach Definition der Transferkoeffizienten fiir Bahn-
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storungen

. (3n? + w?nk)k - 2mﬂm7k(l +1)GM sap\+2 -
Imk — ) 2 ) 2 <_> E,m,k(I) (290)
me{;(n _/l/)m,k;) aE r
_ 1 GM ag +2 _
Ay - - T (—) FX (1) (2.91)
l’ ’k; l7 7k
m n2 — 17Z}7%1,k QQE r m
— 2nk — l—l—li/) kGM ag +2 _
chvlfnvk = (2 ')2 = 2 <_) l,m,k I)y (292)
Yk (n? — ¢m7k) ag r
zu iibersichtlich Reihendarstellungen fithren
L L L B é l—m ungerade
zp(t) = Z Z Z Hldfnk { gl’m} COS Yy k
m=0k=—L l=max (m,|k|) Lm ) gerade
L 3 S, [—m ungerade
+ Y "R, { o } S0 Yy g
I=max (m, k) b J 1—m gerade
L L
=D D Alkcostmp + By sin (2.93)
m=0k=—L
L L L . é[ l—m ungerade
w=> Y (2 A ——
m=0k=—L l=max (m,|k|) bm J1_m gerade
L iy 5, l—m ungerade
+ > Hi { _é’fm } SN Py g
l=max (m,|k|) bm ) —m gerade
L L
=" > AW, costn + B, sin (2.94)
m=0k=—L
L L L . _5,1 l|—m ungerade
STUED D S IS SR AR b ——
m=0k=—L l=max (m,|k|) bm ) i—m gerade
L B C, l—m ungerade
+ Z Hldrznk { gl,m } Sin Yy, o
Im _
l=max (m,|k|) l—m gerade
L L
=D D Ankcos Y + Byl sin . (2.95)
m=0k=—L
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Dazu wurden die Lumped Coefficients der Bahnstérungen

L _ é l—m gerade
Al = Y HF, { S—f”"} (2.96)
l=max (m,|k|) Lm ) _m ungerade
L o l—m gerade
Bl = Y HF, { Sg’” } (2.97)
l=max (m,|k|) “Ybm ) | _m ungerade
L = l—m gerade
Ang,k = Z Hiffi@,k { _;Z } (2.98)
l=max (m,|k|) ’ l—m ungerade
L _ S l—m gerade
Bu= > Hi, { o } (2.99)
l=max (m,|k|) Lm ) |—m ungerade
L 5, l—m gerade
Afp = Y HE, { o } (2.100)
I=max (m,|k|) Lm ) 1—m ungerade
L _ é l—m gerade
B = Y HE, { S—f’m} (2.101)
I=max (m,|k|) Lm ) |—m ungerade

eingefiihrt, welche die Gewichtskoeffizienten der spektralen Darstellung der speziellen
Bahstorungen im bahnbegleitenden Dreibein sind.

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dafi es uns im Verlauf der vorher-
gehenden Abschnitte gelungen ist, das Schwerepotential (bzw. ohne Zentralterm das
Storpotential) der Erde, sowie die daraus resultierenden Schwerebeschleunigungen auf
den Satelliten in einem bahnbegleitenden Dreibein darzustellen. Dies war die Vorausset-
zung, um die Bahn des Satelliten mit Hilfe der Stérungstheorie nach Hill beschreiben zu
konnen. Im Verlauf der dafiir benétigten Umformungen konnten spektrale Darstellungen
des Schwerepotentials, der daraus resultierenden Beschleunigungen auf den Satelliten,
und der periodischen Bahnstérungen des Satelliten im bahnbegleitenden Dreibein ge-
funden werden. In den folgenden Kapiteln soll von diesem Umstand profitiert werden,
indem schnelle Fouriertechniken eingesetzt werden, um aus Bahnstorungen auf das ver-
ursachende Schwerefeld zuriickzuschlielen.

Abschlieflend sei noch bemerkt, dafl die von Hill gefundene Losung der Bewegungsglei-
chung eines Satelliten einen Sonderfall der Formeln von Kaula fiir kreisférmige Bahnen
darstellt, und die Ausdriicke von Kaula sich fiir verschwindende Exzentrizitit in jene von
Hill umformen lassen. Dieser Ubergang ist nicht einfach, da Kaulas Formeln in diesem
Fall singuldr werden. Fiir radiale Bahnstérungen siehe dazu (Schrama, 1989), fiir die
anderen Richtungen (Balmino et al., 1994).
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3. Closed-Loop-Simulation

3.1. Simulation von Bahnstorungen und Rekonstruktion der
Schwerefeldkoeffizienten

Im Kapitel ,,Grundlagen* wurde die Bahntheorie von Hill soweit vorgestellt, dafl es uns
nun mit ihrer Hilfe méglich sein sollte, bei gegebenen Schwerefeldkoeffizienten él,m und
S’Lm Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein zu berechnen. Dariiberhinaus soll
in diesem Kapitel versucht werden, den Prozefl zu invertieren, und aus Bahnstérungen
zuriick auf Schwerefeldkoeffizienten zu schlieflen.

Dazu wird vorerst nur die spezielle Losung der Hill-Gleichungen (2.27) bis (2.29) be-
nutzt. Der Zusammenhang zwischen Schwerefeldkoeffizienten und Bahnstérungen war
durch die partiellen Ableitungen (2.78) bis (2.89) gegeben, die sich mit Hilfe der Trans-
ferkoeffizienten fiir Bahnstérungen (2.90) bis (2.92) iibersichtlicher schreiben lassen

st = X Heair o (T LT
2 - ,?_l At o) (o e e 0
e = S i (TR 6
R 3ty (Tt e e
o= X A e e T e
g5 = X At (e L s

k=—1

Um sie zu berechnen, miissen wir uns zuerst auf eine Referenz-Kreisbahn festlegen. In
Anlehnung an die anféingliche CHAMP-Bahn sei der Radius zu r = 6838km und die
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Inklination zu I = 87.23° gewiihlt. Daraus ergibt sich mit GM = 3.986005 - 1014’g—§ die

mittlere Winkelgeschwindigkeit n = 2—@4 Der Startpunkt des Bahnbogens liege bei
ug = 0° und Ag = 0°, die Bahnfrequenzen sind @ = n (konstante Bahngeschwindigkeit)
und A = —wg (keine Bahnprizession) mit der Drehrate der Erde wp = 7.2921 15-10_5%.
Damit erhélt man fiir den Winkel :

¥ =g + Pt = (kug +mAo) + (ki + mA)t = (kn — mwg)t. (3.7)

Fiir die spétere Rekonstruktion der Schwerefeldkoeffizienten aus den Bahnstérungen gilt
es noch, die Bogenldnge ausreichend zu wihlen und ein passendes Sampling zu finden.
Dabei ist die gleichmiifige Uberdeckung der Erde mit Bahnbogen ausschlaggebend, nicht
eigentlich die Lange der Zeitreihe. Mit den gewahlten Werten dauert eine Erdumrundung
Ty = %’r = 5627s, der Satellit umfliegt die Erde also 15.31 mal pro Sterntag, nach
3 Sterntagen und knapp 46 Umlédufen schlieft sich die Bahn annihernd wieder. Laut
Nyquist ergibt das einen lésbaren Entwicklungsgrat von L = 4—26 = 23, das maximal

akzeptable Samplingintervall entlang der Bahn betrigt g—g = 122s.

Als Eingangs-Schwerefeld diene ein beim Entwicklungsgrat L. abgeschnittenes EGM96S-
Schwerefeld (Lemoine, 1998). Um nicht nur den iiberméchtigen Effekt der Abplattung,
repréisentiert vor allem durch Cs g, zu sehgn, Wérd da§ Normalfrschwerefeld GRS80 (IAG,
1980), bestehend aus Normalwerten fiir Co o, C4 0, Cg,0 und Cs g, abgezogen:
or, _ _
A, = 37 T (REGHS — RS, 59
lm ’

Kl,m steht zusammenfassend fiir die C’l,m— und S“l’m—Koefﬁzienten. Die resultierenden
Bahnstérungen in along-track, cross-track und radialer Richtung sind als Zeitreihen in
Abb. 3.1 zu sehen.

Um aus diesen Bahnstérungszeitreihen die eingegangenen Schwerefeldkoeffizienten riick-
zurechnen, mufl man sich der Ausgleichungsrechnung bedienen. Wir wéhlen eine vermit-
telnde Ausgleichung nach dem Gaufi-Markoff-Modell (Wolf, 1968), bei der die Summe
der Fehlerquadrate minimiert wird.

In Matrixschreibweise lautet die zu invertierende Beobachtungsgleichung
x=Ay (3.9)

mit den beobachteten Bahnstérungen z = Agz,,, den unbekannten Schwerefeldkoeffizien-
ten y = K ,, und der Designmatrix
oz,

=2 3.10
0K m ( )

Die partiellen Ableitungen in A sind so angeordnet, da8 fiir jeden der (L +1)? unbekann-
ten Schwerefeldkoeffizienten eine Spalte anfillt. Die zu invertierende Normalgleichungs-
matrix

N=ATA (3.11)
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Abbildung 3.1.: Bahnstorungen im bahnbegleitenden Dreibein. Deutlich sind Orbit- und
Tagesfrequenz zu erkennen.

hat also die Dimension (L+1)?x (L + 1)? und ist voll besetzt. Nach Ordnungen m sortiert
und in Grauténen kodiert (Abb. 3.2) zeigt sie eine dominante Blockdiagonalstruktur mit
schwicheren Seitenbéndern, die im Bereich der ersten Resonanz auf Bahnfrequenz n nahe
Entwicklungsgrat 15 abgebildet werden.

Gemif unseren Vorgaben hat das Normalgleichungssystem (23 + 1)2 = 576 unbekannte
Schwerefeldkoeffizienten. Zur eindeutigen Losung sind jedoch mindestens 46 moglichst
gleichméflig verteilte Umlédufe mit jeweils mindestens 46 gleichabsténdigen Beobach-
tungszeitpunkten pro Orbit noétig, also insgesamt mindestens 2116 Positionsbeobach-
tungen des Satelliten. Nutzt man aulerdem Bahnstérungen in allen 3 Koordinaten, so
verdreifacht sich die Anzahl der Beobachtungsgleichungen noch einmal.

Durch Inversion erhélt man die gesuchten Schwerefeldkoeffizienten zuriick
y=N"1ATz. (3.12)

In Abb. 3.3 wird der Kreisschluf3 der Closed-Loop-Simulation in einem Schaubild ver-
deutlicht.

Abbildung 3.4 zeigt die Grad-RMS der urspriinglichen Schwerefeldkoeffizienten und den
Fehler nach der Rekonstruktion aus den Bahnstérungen der speziellen Losung der Hill-
Gleichungen. Dabei wurden die Koeffizienten der resonanten Ordnung 0 von Vorneherein
zu Null gesetzt und nicht neu geschéitzt. In Abb. 3.5 sind die entsprechenden Ordnungs-
varianzen, getrennt nach C- und S-Koeffizienten, dargestellt. Im Bereich um die erste
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Ordnung

Ordnung

Abbildung 3.2.: Normalgleichungsmatriz bis Grad 23, nach Ordnungen aufsteigend sor-
tiert. Dunklere Grautine bedeuten grofiere Zahlenwerte.

Resonanz nahe Grad 15 fillt eine leichte Verschlechterung der Rekonstruktionsgenauig-

keit auf.

Schwerefeld-
koeffizienten K,

ox(t)/0K,, Kleinste-Quadrate-
(2.78) - (2.89) Schitzung iiber dx(t)/0K,

Bahnstorungen x(t)

Abbildung 3.3.: Ablaufschema der Simulation von Bahnstérungen und Rekonstruktion
von Schwerefeldkoeffizienten 1diber partielle Ableitungen aus der spez.

Losung der Hill-Gleichungen.
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Abbildung 3.4.: Grad-RMS des Fingangsschwerefeldes (o), der Fehler nach Rekonstruk-
tion dber partielle Ableitungen nach Hill (X ) beziehungsweise nach Re-
konstruktion mittels 1D-FFT auf einer Wiederholungsbahn ().

3.2. Verwendung von Fourier-Techniken bei
Wiederholungsbahnen

Sehr viel eleganter und Rechenzeit sparend kann die Closed-Loop-Simulation des vor-
hergehenden Abschnitts fiir Wiederholungsbahnen mittels Fourier‘Eransfc_)rmation durch-
gefiihrt werden. Hierzu werden aus den Schwerefeldkoeffizienten Cj ,, S m iiber Trans-

B he-

m,k> T m.k

rechnet und diese mlttels Gleichung (2.76) zu einfach indizierten Koeffizienten A?E bzw.

ferkoeffizienten H m,k Zuerst Lumped Coeflicients der Bahnstérungen A%

B;-@ umgewandelt. Gleichungen (2.93) bis (2.95) lassen sich dann zusammenfassend als

= Z A;@ cos w;t + BJC-@ sinw;t (3.13)
J

1=
S

schreiben. Eine inverse, diskrete Fouriertransformation lautet (z.B. Meyer, 1998)

| V-l | V-l
f(t):N . F ewit :NZ Cl]—i-lb eiwit
j=0 j=0
=
=~ a; coswjt — bjsinw;t 4 i(bj cos w;t + a; sinw;t), (3.14)
j=0
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Abbildung 3.5.: Ordnungs-RMS des Eingangsschwerefeldes (o), der Fehler nach Rekon-
struktion tiber partielle Ableitungen nach Hill (x ) beziehungsweise nach
Rekonstruktion mittels 1D-FFT auf einer Wiederholungsbahn (A ); links
der C-, rechts der S-Koeffizienten.

mit der Anzahl der Stiitzstellen! N = (2L + 1)?. Die Fourierkoeffizienten lassen sich
folgendermafien zuordnen

1 x 1 x
aj = 5(1+ Sjo)NATE by = —51+ 3j0)NBJ-. (3.15)

Unter der Voraussetzung einer geschlossenen Bahn lassen sich also Bahnstérungen mit-
tels inverser, diskreter Fouriertransformation berechnen; im Regelfall wird eine Fast-
Fourier-Transformation (FFT) zur Anwendung kommen.

Auch in umgekehrter Richtung lift sich der Ubergang zwischen einer Darstellung der
Bahnstorungen im Ortsraum (Zeitreihe) und als Spektrum mittels diskreter Fourier-

LN entspricht der Anzahl der unbekannten Schwerefeldkoeffizienten und damit der Anzahl der benétig-
ten Stiitzstellen. Nun ist das Spektrum jedoch komplex und damit werden doppelt soviele Koeffizien-
ten aj, b; gelost; dies ist nur moglich, weil die eine Hélfte der Koeffizienten nicht unabhéngig von der
anderen Hélfte, sondern konjugiert komplex zu diesen ist. Fiir die Zuordnung zu Lumped Coefficients
wird nur das halbe Spektrum benutzt, daher der Faktor % (1 + d;0) in (3.15) bzw. 2 — &0 in (3.18).
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transformation durchfiithren:

T—At ‘
F(j)= Y f(t)e ™"
=0
T—At
= Y f(t)cosw;t — if(t)sinw;t = a; + ib; (3.16)
t=0
mit f(t) aus z,(t) und den Fourier-Koeffizienten
T—At T—At
a; = Z f(t) coswjt; by = — Z f(t)sinwjt, (3.17)
t=0 =0

der Wiederholperiode der Bahn T und dem Sampling-Intervall At. Die Lumped Coef-
ficients erhilt man aus den Fourierkoeffizienten durch Normierung mit der Anzahl der
Stiitzstellen IV

A, pdz _ b
Nv B] __(2_6]0)N7
der Ubergang zu den Indizes m, k wird iiber Gleichung (2.77) erreicht.

ASE = (2 6j0)

‘ (3.18)

Beginnt die Wiederholungsbahn nicht bei ug = 0°, Ag = 0°, so kommt es zu einer Pha-
senverschiebung um ¢y, , = kug + mAg in den Lumped Coefficients. Diese kann durch
eine Drehung um —1y,, , riickgéingig gemacht werden. Mit Hilfe der Additionstheoreme
fiir trigonometrische Funktionen erhélt man fiir die korrigierten Lumped Coeflicients

Ap g = A;n,k cos o, , — B;n,k sin o, , (3.19)
By = B;n,k cos Yo, , + A;’n,k sin 4o, - (3.20)

Um die Fourier-Methode auszutesten, muf} allerdings zuerst eine exakte Wiederholungs-
bahn gefunden werden. Diese soll in unserem Fall 3 = 46 Umldufe in o = 3 Sternta-
gen betragen, um moglichst nah am vorhergehenden Beispiel zu bleiben. Fiir eine nicht
prézessierende Kreisbahn erhalten wir unabhéngig von der Bahnneigung I aus

a _f_n

Al a wg

GM o2
=g a—2%6831549m

wy B

Die speziellen Bahnstorungen nach Hill lassen sich jedoch ohne wesentliche Einschrankun-
gen auch fiir prizessierende Kreisbahnen berechnen. Dies kommt beobachteten Satelli-
tenbahnen schon bedeutend néher, allerdings ist es wesentlich schwieriger und nur iiber
Iteration moglich, fiir diesen Fall eine geschlossene Bahn zu konstruieren.
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Kaula (1966) gibt Néherungsformeln fiir Knotendrehung und Bahngeschwindigkeit des
Satelliten an, wenn dieser nur durch den dominanten Storterm Cs o beeinflufit wird

. 3nCQ7OR2 2
. 37102 0R2
. 3 C R?
M=n— 2022000 (300521 1) (3.25)
4(1 — e?)2a?

Mit giinstig gewéhlten Startwerten a = ro und /o erhélt man Néherungen fiir die Orbit-
frequenzen & = w + M und A = Q — wg. Nun gilt es, sich auf eine Wiederholperiode

Q IQQ sy

festzulegen und I oder r (und damit auch n) in (3.23) bis (3.25) zu variieren, bis ~- A=

pafit (z.B. iiber eine Newton-Raphson-Iteration).

Mit Cy9 = —1.08263 - 1073 aus GRS80 und I = 87.23° erhilt man fiir g = %6 einen
Bahnradius r ~ 6820321m. Zu beachten ist, daf} fiir prizessierende Bahnen « nicht mehr

Sterntage, sondern Knotentage bezeichnet (eln Knotentag entspricht £ A E Sterntagen). Die

Bahnfrequenzen lauten fiir diese Bahn 1 &~ 0.001121% und A ~ 7.310129 - 10_5%1.

Der Weg der Simulation von Bahnstérungen entlang der geschlossenen Kreisbahn ist nun
unterteilt in mehrere Schritte. Zuerst werden mittels Transferkoeffizienten Lumped Coef-
ficients der Bahnstorungen aus Schwerefeldkoeffizienten gebildet. Fiir diese wird von der
Indizierung mit m, k auf den Index j tibergegangen. Den einfach indizierten Lumped Co-
efficients werden dann Fourierkoeffizienten zugeordnet und die Bahnstérungszeitreihen
mittels einer inversen FF'T berechnet.

Der Zeitgewinn bei der Simulation beruht auf der Tatsache, dafl der iFFT-Algorithmus
wesentlich schneller als die bisherige Synthese der Bahnstérungen abléuft, bei der fiir
jeden Zeitpunkt die Winkel 1)y, 1(t) gebildet und iiber m,k und [ aufsummiert werden
mufte.

Auch die Analyse von Schwerefeldkoeffizienten aus Bahnstérungen lauft in den erwihn-
ten Schritten ab. Auf den Ubergang von Bahnstérungszeitreihen in den Spektralbereich
mittels FFT folgt die Zuordnung der Fourierkoeffizienten zu einfach indizierten Lumped
Coefficients, dann der Ubergang zur doppelten Indizierung mit m und &, und schlieBlich
iiber eine vermittelnde Ausgleichung die Schitzung von Schwerefeldkoeffizienten.

Die Beobachtungen z in der Beobachtungsgleichung (3.9) sind nun nicht mehr direkt
die beobachteten Bahnstérungen im bahnbegleitenden Dreibein, sondern deren Spekt-
raldarstellung in Lumped Coefficients. Die Design-Matrix A enthélt die Ableitungen der
,beobachteten* Lumped Coefficients nach den unbekannten Schwerefeldkoefﬁzienten Da
Schwerefeldkoeffizienten K; .m nur von Lumped Koefficients Az g UL nd B ., der gleichen
Ordnung m abhéngen, kénnen sie getrennt nach Ordnungen bestlmmt Werden

Das heifit, A kann in wesentlich kleinere Blocke A,, zerlegt werden, die jeweils L+1—m
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unbekannte C_’lm— und S’I,m—Koefﬁzienten (auBer fiir m = 0) enthalten. Die maximale
GroBe der zu invertierenden, zugehorigen Normalmatrix N, = AL A,, ist fir m = 1
also 2L x 2L. Wenn man beriicksichtigt, dal die in den A,, stehenden Transferkoeffi-
zienten I:Ild i p fur I — k ungerade (im Fall von x- und z-Stérungen), bzw. | — k gerade

(bei y—Stbfuflgen) zu Null werden, so lassen sich die A,, sogar noch weiter in zwei Un-

. . . . -k d d
terblocke unterteilen. Die resultierenden N, © e/ungerade 1 pon dann sogar nur noch

die maximale Dimension L x L.

0 5 10 15 23

151 L5 4

23

Abbildung 3.6.: Normalgleichungsmatriz aus Transferkoeffizienten bis Grad 23, nach
Ordnungen aufsteigend sortiert. Dunklere Grauténe bedeuten grifiere
Zahlenwerte.

Fafit man die V,,, nach m aufsteigend geordnet zusammen, so ergibt sich eine Matrix
mit Blockdiagonalstruktur (Abb. 3.6). Diese reprisentiert den dominanten Anteil auf der
Hauptdiagonalen der urspriinglichen Normalgleichungsmatrix (Abb. 3.2), ist mit dieser
aber nicht unmittelbar vergleichbar, da sie den Zusammenhang zwischen Schwerefeldko-
effizienten und Lumped Coefficients und nicht direkt Bahnstérungen beschreibt. Auch
ist sie nur halb so grof}, da Clm— und S'lym—Koefﬁzienten der gleichen Ordnung m iiber

gemeinsame Transferkoeffizienten ﬁﬁ fnk mit den Lumped Coeflicients A:ln%k und Bffk
zusammenhéngen.

Als Test wurden mit den Parametern der Wiederholungsbahn iiber partielle Ableitun-
gen geméfl Abschnitt 3.1 Bahnstérungszeitreihen berechnet, die dann mittels 1D-FFT zu
Lumped Coefficients umgewandelt wurden. In Abb. 3.4 sind die Fehler der durch Inversi-
on der Beobachtungsgleichungen 3, = N,,' AT z,, geschiitzten Schwerefeldkoeffizienten
gegeniiber den Grad-RMS der originalen Koeffizienten dargestellt. Sie sind deutlich hoher
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als die Fehler der Closed-Loop-Simulation des vorangegangenen Abschnitts, was auf Un-
perfektheit der Wiederholungsbahn zuriickzufiihren sein diirfte, jedoch immer noch um
mehrere Gréflenordnungen kleiner als die originalen Koeffizienten. Betrachtet man die
Ordnungs-RMS der Fehler in Abb. 3.5, so lafit sich im Bereich der Resonanz kein An-
schwellen feststellen, da das durch den Bahnschluflfehler verursachte Rauschlevel hoher

liegt.
Schwerefeld-
koetfizienten K,
Transferkoef. H, Kleinste-Quadrate-
(2.90-92),(2.96-101) l I Schitzung iiber H,
Lumped Coefficients
Amk’ Bmk
m, k—j (276 l l a,— A (3.18)
A —a 315 j—mk 277
Fourier-Koeffizienten
a, b,
inverse FFT l | FFT
Bahnstorungen x(t)

Abbildung 3.7.: Ablaufschema der Simulation von Bahnstorungen und Rekonstruktion
von Schwerefeldkoeffizienten iber Lumped Coefficients und 1D-Fourier-
Techniken.

Die einzelnen Schritte der Berechnung von Bahnstérungen und Rekonstruktion von
Schwerefeldkoeffizienten iiber die 1D-FFT auf einer geschlossenen Kreisbahn sind in
Abb. 3.7 zusammengefafit. Abweichend von dem Schaubild wurden die Bahnstérungen
auf dem Hinweg nicht durch eine Fourier-Transformation berechnet. Dadurch konnte der
Effekt eines kleinen Bahnschluffehlers beriicksichtigt werden.

Die 1D-FFT-Methode hat sich zur Schwerefeldrekonstruktion fiir geschlossene Bahnen
und iiber Hill simulierte Bahnstérungen bewéhrt, wobei sich der Schlufifehler als kritische
Grofle abzeichnet. Es kann nicht erwartet werden, dieses Problem durch Iteration zu ver-
bessern, da die Schétzung der Schwerefeldkoeffizienten nicht notwendigerweise zu einer
Verringerung des Schluf3fehlers fithrt. Wie in Abschnitt 4.2 spéter vorgestellt, beruht die
Losung auf einer kiinstlichen Verkleinerung des Bahnschluf3fehlers durch Multiplikation
der Bahnstorungszeitreihen mit einem beidseitig auf Null abfallenden Fenster.
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3.3. Fourier-Techniken fiir nicht schlieBende Bahnen

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, wie Fouriertechniken die Synthese von spe-
ziellen Bahnstérungen aus Schwerefeldkoeffizienten sowie im umgekehrten Fall die Ana-
lyse von Bahnstérungen auf in sich geschlossenen Kreisbahnen sehr elegant und schnell
ermoglichen. Doch ist die sich exakt schlieBende Bahn ein Idealfall, noch dazu nicht
unbedingt immer erwiinscht, da dadurch auch der Losungsraum der Schwerefeldkoeffi-
zienten nach Nyquist begrenzt wird; eine Verallgemeinerung auf beliebige Kreisbahnen
wére also wiinschenswert.

Dazu bestehen nun grundsétzlich zwei Losungsansétze. Zum einen wird die Fouriertrans-
formation in der Praxis oft auch auf nicht periodische Zeitreihen angewandt. Dazu wird
ein etwaiger Trend entfernt, die Zeitreihe auf Null zentriert und durch ein beidseitig
sanft auf Null abfallendes Fenster der Sprung bei periodischer Fortsetzung gegléittet.
Diese Technik wird in Kapitel 4 angewandt, wenn es um die Auswertung realitéitsnaher,
numerisch integrierter Bahnen geht.

An dieser Stelle soll noch ein weiteres Verfahren vorgestellt werden, welches zumindest
im Fall der Simulation hervorragende Dienste leistet und durch seine Eleganz besticht.
Zu diesem Zwecke macht man es sich zunutze, dafl sich jede Kreisbahn eines Satelliten
auf die Oberfléche eines Torus projezieren la83t, dieser aber gleichzeitig den Ortsraum
der zweidimensionalen Fourier-Transformation darstellt.

Abbildung 3.8.: Projektion einer Satellitenbahn mit Inklination I = 87.23° auf eine Ku-
gel.
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Abbildung 3.9.: Projektion einer Satellitenbahn mit Inklination I = 87.23° auf einen
Torus.

Wihrend die Projektion der Satellitenbahn auf eine Kugel (z.B. die approximierte Erd-
oberfliche) bei Bahnneigungen ungleich 90° Locher an den Polen aufweist (Abb. 3.8),
wird die Oberfliche eines Torus vollstindig iiberdeckt. Die Bahn des Satelliten win-
det sich gleichsam spiralférmig um den Torus, aufsteigende Bahnbogen werden auf die
Auflen-, absteigende Bahnbogen auf die Innenseite des Torus projeziert (Abb. 3.9).

Das iiberflogene Gebiet der Erde wird also zweimal abgebildet, einmal im aufsteigen-
den, einmal im absteigenden Bahnsinn. Wiirde z.B. das Potential entlang der Bahn auf
diesen Torus projeziert, so wiirde es sich auf Aulen- und Innenseite wiederholen (was
der Fourieranalyse keinen Abbruch tut, da es bis auf Nyquist-Uberlegungen zur maxi-
mal l6sbaren Frequenz egal ist, wieviel Perioden analysiert werden). Da Bahnstérungen
jedoch nicht isotrop sondern richtungsabhéngig sind, der Satellit also in Kreuzungspunk-
ten auf- und absteigender Bahnbogen je nach Flugrichtung unterschiedlich ausgelenkt
wird, unterscheidet sich das Abbild der Bahnstorungen auf der Innenseite des Torus von
dem auf der Auflenseite.

Die Rolle der Lange auf dem Torus iibernimmt das Argument der Linge des Satel-
liten A = 0°...360°, die der Breite sein Argument der Breite u = 0°...360°. So-
wohl in Léngen- als auch in Breitenrichtung ist der Torus periodisch, die 2D-Fourier-
Transformation lduft also iiber v und A.

Vorraussetzung einer diskreten 2D-Fourier-Transformation ist allerdings, dal die Daten
auf einem gleichabsténdigen Gitter vorliegen. Die Bahnstérungen x,,(t) miissen also zu-
erst in Toruskoordinaten u(t) und A(t) ausgedriickt werden und dann auf ein Gitter mit
jeweils 2L + 1 gleichabstandigen Stiitzstellen in u- und A-Richtung interpoliert werden,

bevor sie in Spektraldarstellung transformiert werden kénnen.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurden mehrere Verfahren zur Interpolation ausprobiert und
verglichen:

e Dreiecksvermaschung (Delaunay Triangulation) mit anschlieBender linearer oder
kubischer Interpolation in den Dreiecksmaschen,

e Natural Neighbours Interpolation auf Basis einer Voronoi-Parzellierung und

e Spline-Interpolation.

Die Dreiecksvermaschung arbeitet sauber, solange eine gleichmiflige Datenverteilung
vorliegt. Ist dies der Fall, so werden mit der anschliefenden kubischen Interpolation
noch etwas bessere Ergebnisse als mit einer einfachen linearen Interpolation in den Drei-
ecksmaschen erzielt.

Die Natural Neighbours Interpolation ist besonders fiir pathologische Datenverteilungen
entwickelt worden. In einem ersten Schritt werden die Voronoi-Zellen aller Datenpunkte
gebildet. Daraufhin erhélt auch der neu zu ermittelnde Punkt eine Zelle, welche diejeni-
gen der Nachbarpunkte iiberlagert. Proportional zur Uberlagerung wird ein Mittel aus
den Nachbarpunkten gebildet (Sambridge et al., 1995). Dieser Algorithmus lduft sehr
stabil, kann fiir ungiinstige Datenverteilungen (z.B. enges Sampling entlang der Bahn
gegeniiber diinner Uberdeckung des Globus durch Bahnbogen) aber auch keine guten
Ergebnisse erzielen.

Die Spline-Interpolation schliellich wurde hauptséichlich fiir graphische Anwendungen
entwickelt. Zumindest mit dem in GMT 2 implementierten Algorithmus konnte jedoch
aus den interpolierten Bahnstorungen kein Schwerefeld mehr rekonstruiert werden.

Wesentliches Erfolgskriterium fiir die Interpolation ist auf jeden Fall eine Gleichmé&fi-
ge Uberdeckung des Torus mit MeBwerten. Dabei ist gegeniiber der Analyse mittels
1D-FFT auch darauf zu achten, dal die Bahnstorungen entlang des Orbits nicht zu
stark iibersampelt sind, da sonst die Dreiecksvermaschung oder Voronoi-Parzellierung
auf Probleme stoflen. In jedem Fall ist jedoch mit Interpolationsfehlern zu rechnen, die
sich iiber die Fourier-Koeffizienten in die Lumped Coefficients und damit auch in die
Schwerefeldkoeffizienten fortpflanzen. Zu deren Behebung wird weiter unten eine Iterati-
on vorgestellt, zuerst soll jedoch die 2D-Fourier-Transformation néher erldutert werden.

2Generic Mapping Tool von P. Wessel und W. Smith
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Die inverse diskrete 2D-Fourier-Transformation lautet

| N1 N-l o
flud) =53 + > F(m, k)e*emt (3.26)
m=0 k=0
| NoiN-d
=3 am i (cos kucosmA — sin kusinmA)

m=0 k=0 — by, j;(sin ku cos mA + cos kusinmA)
+ iy, g (sin ku cosmA + cos kusinmA)
+ by, (cos kucosmA — sin kusinmA).

Prinzipiell mufl die Anzahl der Stiitzstellen N in - und A-Richtung nicht iibereinstim-
men. Da jedoch die Kugelfunktionsentwicklung des Schwerefeldes der Erde normalerweise
mit gleicher spektraler Auflésung in Liangen- und Breitenrichtung gegeben bzw. gefragt
ist, wollen wir uns hier auf diesen Fall beschrinken.

Mit den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen

oS Py 1, = cos ku cosmA — sin ku sinmA (3.27)

sin iy, = sin ku cos mA + cos kusinmA (3.28)

lassen sich 